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Exposé II 

MÉTRIQUES PERMISES 

Laurent MORET-BAILLY 

0.- Introduction. 
1.- Déterminants. 
2.- Autodualité de la jacobienne. 
3.- Faisceaux inversibles hermitiens sur les variétés abéliennes. 
4.- Faisceaux inversibles hermitiens sur les courbes. 
5.- L'accouplement de Néron-Tate. 
6.- Applications aux surfaces arithmétiques. 
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L. MORET-BAILLY 

0.- INTRODUCTION 

L'objet de cet exposé est (du moins à l'origine) la démonstration des résultats 

d'Arakelov [A] et Faltings [F] présentés dans l1 exposé I , à 1 exception nota

ble du théorème de "comparaison des volumes" (loc. cit., th.2) et de ses corol

laires, ce théorème faisant l'objet de lfexposé III. 

La présentation adoptée ici diffère de [A] et [F] par l'usage systématique de 

la théorie des déterminants d'images directes dérivées, résumée sans démonstra

tions au §1. L'importance de ces déterminants apparaît déjà clairement dans [F] 

via l'existence des "normes de Faltings" (théorème 4.13 ci-dessous) ; ils jouent 

ici un rôle multiple, "expliquant" à la fois 1'autodualité de la jacobienne 

(§2) et la théorie des intersections elle-même (définition 6.6), au moyen d'un 

accouplement introduit par Deligne (SGA 4, exposé XVIII). Cette unification 

culmine avec la formule de Faltings-Hriljac (6.15), rendue à peu près triviale 

par la présentation adoptée ici (§5) des hauteurs de Néron-Tate. 

D'une manière générale le §6, consacré à la théorie des intersections pro

prement dite, consiste essentiellement à "recoller les morceaux" des § précédents 

plus généraux, et, nous l'espérons, susceptibles (en particulier le §2) d'intéres

ser une classe plus large de géomètres. 

La définition des "métriques permises", donnée au §3 pour les variétés abé-

liennes et au §4 pour les courbes, constitue encore une différence notable avec 

[A] et [F] puisque la courbure n'y est mentionnée que pour faire le lien avec la 
définition habituelle. 

Enfin le lecteur prendra garde que la théorie des intersections adoptée ici 

repose sur le choix arbitraire de certaines "métriques bipermises" (définition 

6.0); cependant le théorème de comparaison des volumes,déjà mentionné, est 

valable pour un choix particulier de ces métriques (obtenu en imposant la condi

tion 4) de 4.11.4). 

Notations et conventions 

Les expressions "faisceau inversible" et "fibre en droites" sont considérées 

comme synonymes, un fibre en droites étant identifié à son faisceau de sections. 

Soient S un schéma et x : T — u n S-schéma. Pour tout S-schéma X 

(resp. tout 0̂ -module M) on note X̂ , (resp. Mp ou M̂ ) le T-schéma XxT (resp. 
S 

le (̂ -module x*M) . 

Si G est un S-schéma en groupes on désigne e^ : S—>G sa section unité. Si 

G et H sont deux S-schémas en groupes commutatifs on appellera, pour abréger, 
biextension sur GxH un faisceau inversible sur G*H dont le (G -torseur m 
sous-jacent est muni d'une structure de biextension de (G,H) par <Gm g au 

sens de SGA 7, VII. 
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MÉTRIQUES PERMISES 

1.- DÉTERMINANTS 

Nous rassemblons ici les résultats de [K-M] dont nous aurons besoin. 

Pour plus de sûreté, tous les schémas considérés sont supposés noethériens 

1.1.- Soit £ : X—>S un morphisme propre de schémas. A tout faisceau cohérent 

^ sur X , plat sur S , on associe dans [K-M] un -module inversible noté 

det Rf*^ 

(ou encore det RfCf) si S est affine) avec les propriétés suivantes : 

1.1.1. - det Rf i$ est fonctoriel pour les <uomoà.phÂAm2A * f d e 

^-modules cohérents. 

1.1.2.- det Rf*^ "commute à tout changement de base", i.e à tout diagramme car

tésien 

X1 u' »X 

f £ 
S1 u •S 

on associe un isomorphisme canonique 

u*(det Rfjt) ~ >det RflCu1**) 

avec une relation de compatibilité évidente pour les changements de base composés 

S"—»Sf—>S . 

1.1.3.- A toute suite exacte 

o 4 »-t" *> o 

de ĉ -modules cohérents plats sur S est associé un isomorphisme de (5̂ -modules 

det Rf*tf — d e t Rf*tf' H det Rf*^" 

compatible au changement de base et aux isomorphismes de suites exactes ; on a 

plus généralement une relation de compatibilité pour les "suites exactes de 

suites exactes", que nous n1expliciterons pas (cf. remarque 1.2.2 ci-dessous). 

1.1.4.- Soit E* = (0—»E°—»E1 > ^ K)) un complexe fini de 

(̂ -modules localement libnzA de KOLVIQ ^ÂJIL, muni d'un quasi-isomorphisme 

E*—•Rf**? (en dfautres termes, E" calcule "universellement" les Ô -modules 

R1^^ , au sens de [AV] , §5 ; par ailleurs, d'après loc. cit.,un tel complexe 
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L. MORET-BAILLY 

existe toujours localement sur S ). On a alors un isomorphisme canonique, commu

tant au c hangement de base : 

det Rf,f — ® (det E1)®^1 . 
i=0 

(Ici et dans toute la suite, si E est un (5̂ -module localement libre de rang 

fini, on note det E sa puissance extérieure maximale). 

1.1.5.- Dans le cas particulier où les (̂ -modules Î f*̂  (i^O) sont localement 

libres (ce qui implique qu'ils commutent au changement de base) on déduit de 

1.1.4 un isomorphisme canonique 

det Rf,f _z_> ® (det j-frf )0("1)1 
i=0 

(où n>dimX) , en "convenant" bien entendu que le déterminant du faisceau nul 

s'identifie canoniquement à . 

1.1.6.- Notons X x / s ^ ^ ^a £°ncti°n localement constante xi—»x(^"x) sur S • 
Si cp€T(S,(3rg) alors la multiplication par cp dans *f induit d'après 1.1.1 un 
automorphisme de det Rf*̂ f ; celui-ci n'est autre que la multiplication par 

Xx/s (7) 

1.1.7.- De même si M est un (X-module inversible on a un isomorphisme canonique 

det Rf*(?8 f*M) — > (det Rf*?) 8 M 
iXx/s<W 

Remarques 1.2.-

1.2.1.— Le foncteur det Rf* s'étend à la catégorie dérivée des complexes 

"parfaits relativement à f" de ^-modules (SGA 6,111) ; en particulier on 

peut définir det Rf*^ dès que % est un ̂ -module cohérent, de tor-dimension 

finie sur S . 

1.2.2.- Une présentation rigoureuse de la théorie et en particulier de la compa
tibilité mentionnée à la fin de (1.1.3), exigerait que l'on définisse det Rf*^ 
comme un "faisceau inversible gradué, placé en degré Xx / s ^ ^ " 9 cec^ en rai-son 
de signes intervenant dans la compatibilité en question. Cela a pour effet, par 

exemple, que 1'ordre des facteurs dans le second membre de 1'isomorphisme 1.1.4 
(ou 1.1.5) a son importance si l'on veut décrire ces isomorphismes sans ambiguïté 
de signe. Toutefois, nous tairons dans la suite ces subtilités, les applications 

que nous avons en vue étant insensibles aux questions de signes. 

32 
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Exemple 1.3.- Supposons (conme ce sera généralement le cas dans les applications) 

que X soit une couAbe, sur S , c'est-à-dire un S-schéma projectif et plat 
sur S à fibres purement de dimension 1. Soit DcX un diviseur relatif effec

tif (c'est-à-dire un sous-schéma fermé de X , fini et plat sur S et qui est 

un diviseur de Cartier sur X ). Si L est un (̂ -module <ln\)2ÀÀ4bl2.y on a une 

suite exacte naturelle (avec L(D) = L8 0̂ (D)) 

0 *L *L(D) >L(D)| •O 
'D 

d'où par 1.1.3 un isomorphisme canonique 

(1.3.1) det Rf*(L(D)) —^-*det Rf*L 0 det f*(L(D)| ) 
'D 

puisque, en vertu de 1.1.5 (et D étant fini sur S ) 

det Rf*(L(D)|D) = det f*(L(D) | ) . 

Remarquons d'ailleurs que si M est un faisceau inversible sur D , la Ytonma 
Njyg(M) peut se calculer par la formule 

ND/S(M) = det f*M 0 (det f*^)"
1 

de sorte que (1.3.1) peut se reformuler comme suit : 

(1.3.2) det Rf*(L(D)) = det Rf*L ®ND/S(L(D)) 0 det f ^ 

où ^ ^ ^ ( D ) ) désigne abusivement le faisceau n Q / S ^ L ^ I D ^ * 

Enfin, dans le cas particulier où D est l'image d'une hdoXÀûn Q : S—*X 

contenue dans l'ouvert de lissité de X/S , la formule (1.3.1) devient simple

ment (en identifiant Q au diviseur D = Q(S)) 

(1.3.3) det Rf*(L(Q)) = det Rf*L ® Q*L(Q) . 

De telles formules permettent de "calculer" det Rf*L pour L quelconque puisque 

si D est suffisamment ample, alors R1f*(L(D)) = 0 et f*(L(D)) est localement 
libre de sorte que l'on peut appliquer 1.1.5. 
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L. MORET-BAILLY 

2.- AuTODUALITÉ DE LA JACOBIENNE 

2.O.- Dans tout ce § on désigne par S un schéma localement noethérien, et par 

£ : X »S une couAbe sur S , c'est-à-dire par définition un morphisme projec-

tif et plat à fibres géométriques connexes, non vides et de dimension 1. Nous 

supposerons de plus, sauf mention expresse du contraire, que f est £¿6-6e à 

fibres de genre g ̂ 1 

Pour tout n€Z nous désignerons par J la composante du schéma de Picard 

P*CX/S Paramétrant les faisceaux inversibles sur X de degré n dans les fibres, 

de sorte que Jn est un torseur sous JQ et que cette dernière (souvent notée J) 

est un S-schéma abélien de dimension relative g . Si l'on désigne, pour tout 

S-schéma T , par Pic ̂  (Xp/T) le quotient 

{faisceaux inversibles sur : = X x T , de degré n dans les fibres} 
1 S  

isomorphismes + action naturelle de Pic T 

alors on a un morphisme naturel injectif et fonctoriel en T 

Pic^fXp/T) >Jn(T) = Homs(T,Jn) 

Ll > cl(L) : T > Jn 

qui est surjectif pour tout T si et seulement si il existe sur XxJ^ un 
icUAce.au unlv&ueJt, c'est-à-dire un faisceau inversible 1!n tel que 

cl(U n) = idj €Hom(Jn,Jn) . 

Lorsque S est le spectre d'un corps k algébriquement clos, cette condition 

ésotérique signifie que pour tout point ^€Jn(k) , le faisceau inversible 

induit par K n sur } *X^X est dans la classe % . 

Un tel faisceau universel, s'il existe, est unique à tensorisation près par 

un faisceau provenant de Jn . 

2.0.1.- Supposons de plus que f : X *S ait une AtctLon a€X(S) . Alors il 
existe pour tout n un faisceau universel sur X* J , noté et caracté-

risé de manière unique par la condition supplémentaire d'être trivial sur 

a (S) x Jn<=Xx (pour f quelconque, les faisceaux universels existent donc 

localement pour la topologie étale sur S ). 

Le mode d'emploi de est le suivant : si T est un S-schéma, et L 

un faisceau inversible sur XxT , de degré n dans les fibres, considérons le 
diagramme (ici comme dans la suite, tous les produits, sauf mention expresse du 

contraire, sont fibres sur S ) 

34 



MÉTRIQUES PERMISES 

XxT 
dx x S 

XxJn 

t fT P2 

T 
s 

Jn 

où fT et p2 sont les secondes projections, aT la section déduite de a , et 

^ = cl (L) G Jn(T) . Alors on a un isomorphisme 

(2.0.1.1) (idxx (S)*U^)^L®£* a* L"1 

et même un isomorphisme canonique si l'on a choisi une trivialisation de U na 

sur a (S) x , ce que nous supposerons toujours. 

2.1.- Désignons par 

(2.1.1) V l * A Jg-i 

le morphisme suivant : si (Xp...,x p est un point de X̂  ̂  à valeurs dans 

un S-schéma T , ce point définit un diviseur (relatif à T ) x̂ +.. .+x̂ _̂  cX̂ , 
de degré g-1 dans les fibres ; on pose alors 

(2.1.2) wg_lcx1,...,x ^ - eue; (x1+...+Xg_1))€ J m . 

Conformément à l'usage, nous noterons 

(2.1.3) D c J g- 1 

l'image de w ^ (qui pour l'instant est seulement un fermé de l'espace sous-jacent 

à Jg_i3 • 8" 

2.2.- Soit % : Speck >J n un point géométrique de J 1 (i.e à valeurs dans 

un corps k algébriquement clos) et soit L un faisceau inversible sur X̂  
tel que cl ) - S • Pour °Lue £ Cou plutôt son image dans Jg_p appartienne 

à (H) , il faut et il suffit qu'il existe un diviseur effectif D (de degré g-1) 
sur X. tel que &Y (D) . En d'autres termes, ceci équivaut à 

H°(Xk,L> ) i O , ou encore puisque ) = 0 , à H (Xk,L̂  ) t 0 . 

2.3.- Soit alors ^g_i v*1 ^̂ Lc6ceoa ULVIÂJOQAAÇJL sur Xx et désignons par 

p2 : Xx *Jg-1 la secon<*e projection. Comme X est une courbe, on a 

R1??0!!̂  i = 0 pour i>2 , et la formation de Rp9lX + commute à tout 

changement de base. De plus : 

35 



L. MORET-BAILLY 

LBME 2.3.1.-

(i) p ^ K ^ =0 

(ii) Supp(R1p2^Ug_1) = & 

Démonstration : La seconde assertion résulte de la caractérisâtion de © donnée 

en 2.2 : avec les notations de loc. cit. on peut prendre pour L le faisceau 

tUr^l * et l'on a alors (R1p? V - ) € = H
1 (XV,L^ ) . 

Pour la première assertion on remarque que le faisceau p 2 ̂ g_i sur Jg_-j 

est sans torsion, et que si % est un point géométrique de J _1 - @ on a 

(avec L'5 comme ci-dessus) H ) = 0 et a fortiori (p2 TjLg.̂ )̂  = ° • 

Or l'ouvert Jg_.j —©est cte-w-ôe dans J .j puisque les fibres de © sur S 

sont de dimension <g- 1 . Le faisceau P2*^g-i est ̂onc nu* Puisclulil est sans 

torsion et nul sur un ouvert dense.* 

2.4.- Notons U l'ouvert J .j — © de J ^ : alors les faisceaux R1p2 *Ug_-| 
(i^O) sont nuls sur U . Il résulte donc de 1.1.5 que l'on a un isomorphisme 

canonique 

(2.4.1) T u : (det R p ^ l ^ ^ - ^ © ^ • 

PROPOSITION 2.4.2.- L'̂ àomoiphUme. de (2.4.1) prolonge, zn un untquz komo-
mosipktbme. in j attifa dt (X -modwtej> 

g-1 

T : det Rp~ U , -> CT 

dont 1<l conoyau <u>t plat hux S at dz Auppont égal à © . 

2.4.3.- Il résulte de 2.4.2 que (H) se trouve muni d'une structure naturelle de 

sous-schéma fermé de J .j , qui est même un dt\)ÂJ>QjuJi Kzloutî  au-dessus de S . 
C'est ce diviseur que nous désignerons désormais par © , et la proposition 

2.4.2 se réécrit sous la forme d'un isomorphisme canonique 

(2.4.3.1) det Rp? IL , « QC ( - © ) . 
L* ë"1 Jg_-| 

Cet énoncé semble dû à Mumford. Notons que la formation de T (et donc du divi

seur © ) commute à tout changement de base S' — > S puisqu'il en est ainsi 

de Tu . 

Pour faire le lien avec la théorie classique il reste à voir que lorsque S 

est le spectre d'un corps algébriquement clos, le diviseur© ainsi défini est 
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KédusLt ; ceci résultera d'un calcul ultérieur (2.7.10) mais pourrait aussi se 

voir directement. En tout cas il est déjà clair que les fibres géométriques de 

(H) sont irréductibles puisque (H) est ensemblistement l'image de 

vi:x8_1—>Jg-i • 

Enfin, il n'est pas surprenant que 2.4.2 ne dépende pas du faisceau universel 

Ug-1 choisi : si M est un faisceau inversible sur Ĵ _̂  , on a un isomorphis

me canonique. 

det Rp2̂ (llg_1 0 p*M)^det Rp2.%-1 

résultant de 1.1,7 et du fait que 
XxxJg-i/Jg-i V P •0 • 

2.4.4.- Démonstration de 2.4.2 : L'unicité de T résulte du fait que U est 

schématiquement dense dans . Pour voir que T (supposé exister) est injec-

tif à conoyau plat sur S on se ramène, en vertu de EGA Oj , 6.6.18, au cas où 

S est le spectre d'un corps, où l'assertion résulte du fait que est un iso

morphisme . 

Il suffit de prouver l'existence de T après un changement de base fidèlement 

plat S' — • S , et nous pouvons donc supposer qu'il existe un sous-schéma fermé 

DcX 

qui est un dLLvLbejuA tiolxuLL̂  de degré g . Nous noterons alors CD) le 

faisceau ^g_i ® p^ ̂ (D) sur X x j ^ . La restriction de Lt^ (D) aux 

fibres de p9 : X* J 1 • J 1 est de degré 2g-1 donc on a 
L g-1 g-1 

(2.4.4.1) R1P2*Ug-1 CD) = O 

et p? IL 1(D) est localement libre de rang g sur J 1 . On a d'autre part 
*̂ & i g-» 

sur X x J une suite exacte naturelle 
o-1 О >U л л CD) >U л (D) т > о 

d'où compte tenu de (2.4.4.1) et de 2.3.1 (i), une suite exacte 

0 •p2.Ug-1(D) 
U 

•P2. "a-l^lnxl Л 
VP •0 • •0 

0 L1 

et le complexe 0 » L° u > \} *-0 est une "résolution de RP2*̂ "g-l" 
au sens de 1.1.4, d'où d'après loc. cit. un isomorphisme canonique 
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(2.4.4.2) det Rp9 U , — — > (det L°) 0 (det L 1)" 1 . 

De plus la trivialisation TY de (2.4.1) correspond via (2.4.4.2) À un isomor
phisme 

det L°. 
'U 

-+det L 
'U 

qui n'est autre que det ui (qui est bien un isomorphisme puisque R1p9 XL 1 

IU ^* G - ' est nul sur U). Celui-ci se prolonge par construction en le morphisme 
detu : L° » iJ , d'où le morphisme 

(2.4.4.2) 
T : det Rp? XL «—> (det L°) ® (det L 

1,-1 (detu)eid(detL1rl CT 
J T Jg-1 

annoncé en 2.4.2. Enfin on a 

Supp Coker T = Supp Coker(detu) = Supp Cokeru= Supp R1p? U _1 = © 

d'après 2.3.1 (ii), ce qui achève la démonstration. • 

COROLLAIRE 2.5.- Sote,nt n un e,ntteA, a e X(S) une, 6e,ctton (Identt^tez à &on 
image, dan* X ), £z houLbcemi univeAAel AUA X X J R t/Uvtal i>uJi ax 
(cf. 2.0), D le, dhiÂJ>ejjJi (g-n- 1)a t>ux X , T D : JR ~

 >Jg-1 ^ e m o / L P ^ > m ^ 
"tnan l̂atton pax cl&x(D)" . Désignant pax q2 :Xxj^—>J n £a 6e,conde, psioje,c-
tion, on a un iAomoïipluJime, 

det ̂ ^ U ^ 3 — 2 1 — > T * ^(-©) 0M 

où © £e dlvsUejuA &UK Ĵ _̂  dé t̂nl e,n 2.4.3 et où M eô£ un ia^Ucemi tnveA-
bXble. provenant de, S , le, âî dean &UK S cohAeApondant étant 

(a^/S^^ 8" 1 1^ 8" 1 1" 1^ 2 ou ^/s'^X/S ĉ <4̂ we ̂  tfa^eou. daall&ant de, X/S . 

Démonstration : Considérons le diagramme 

i dX^TD 
,XxJ X x J s - i 

«1/ 
an «2 

A 1 
g-1 P2 

*1 

Jn 

5 

V I 

x 

où a n et a .j sont les sections déduites de a. Le morphisme TD€ (Jn) 

est par définition la classe du faisceau inversible U ^ h a* CL (D) sur X x J 
r n 1 A n 

Comme ce dernier est trivial sur an(Jn) , on déduit de (2.0.1.1) un isomorphisme 
(2.5.1) (idxxT )*U

C a ) - U ( a ) ®q^ x(D) . 
g-1 n 
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Pour tout m G TL posons pour abréger (m a) = ûna)-UW в qî<5>a) , 
et considérons la suite exacte naturelle 

0 >U^((m-1)a) >UCa)'(ma) >№(ma)| o 
n n n 'an(Jn) Comme n 

x dx v 
est trivial on en déduit un isomorphisme canonique 

det Rq^(l^a3(ma)) = det ((m" 1)a)) ® ^X/S^J 

grâce à 1' isomorphisme d'adjonction a*^(a) £*a*((o~jg) , d'où par récurrence 

(2.5.2) det Rq2 (l^Cma)) = det Rq2 0 (a*<4;sm(m+1)/2) . 
* * n 

Appliquant cette formule avec m = g - n - 1 , il vient 

det Rq2 = det Rq, №)(D)i . f . ^ ^ " 1 ^ . 

= det Rq ( ( ^ y * ^ ) 8 M 

= T* Rp2 \L^\ ® M (changement de base) 

= T* Q\ (- <S>) в M (2.4.3.1). • 

2.6.- Lorsque n = 0 , la théorie classique polarise J = J0 à l'aide du diviseur 
T* <Q) ; ceci justifie, compte tenu du corollaire ci-dessus, les constructions 
qui suivent. 

Pour tout aeX(S) nous poserons 

(2.6.1) 6Ca) = (det Rq2̂ U(a)J"1 

(cf. 2.5) : c'est un faisceau inversible sur J . Si L est un faisceau inversi-
ble sur X , de degré 0 dans les fibres, alors la "valeur" de 0 J au point 
cl Le J(S) est donnée par la formule 
(2.6.1.1) ê }T =(det Rf*L)~1 0 (a*L)®1"g ; 
Ceci résulte de (2.0.1.1) et 1.1.7. 

Pour tout S-schéma abélien A , notons At = Pic^g = Ext1 (A,Gm le ̂ual de 
A (qui est un schéma, au moins si A est localement projectif sur S) . Le 

(al 
faisceau inversible 0̂  J sur J définit un morphisme ([AV], §6) 
(2.6.2.) *Ca) : = CPQ(a) : 
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qui à xçJ associe la classe de T* 0^ ^ ( Q ^ ^ , où T x désigne la trans

lation par x . 

LEMME 2.6.5.- 11 existe un unique mosiphit>me de Ackemcu abélienA 

<S> : J >JZ 

qui, poLUI tout S-Ackéma T et tout point a€X(T) , Induit peut changement de 
fal t bote le molphtime <K J : JT >Jj, de (2.6.2) . 

faï 
Démonstration : Appliquons la construction de $ K J au point a = id̂  : X—*X à 
valeurs dans le S-schéma X . Nous obtenons un morphisme 

City 
» : j x — . j j 

et il est immédiat que pour tout S-schéma T et tout aeX(T) , le morphisme 

$ ^ : J •J1' est induit par $^dx) vîa ie changement de base a : T — > X . 

Il suffit donc de voir que provient d!un S-morphisme (évidemment unique) 
de J vers J , ou encore, par descentê que 

prî$(idX> =pr*$(idX) : tytf—, 

or ces deux morphismes coïncident sur la diagonale de X x x et notre assertion 
résulte donc du lemme de rigidité [GIT] , Proposition 6.1, et du fait que les 
fibres de X sont géométriquement connexes. | 

DÉFINITION- 2.6.4.- Le morphisme * : J > J1 de 2.6.3 est par définition la 
poloJÛÂatJjon canonique de J . 

Remarque 2.6.4.1.- Nous n'avons pas encore montré que $ est une polarisation, 
au sens de [GIT],6.3 : il reste pour cela à voir que le faisceau 0V J de 

2.6.1 est ample relativement à S . Notons toutefois que 2.5 implique que 
0V J a des sections puisque © est un diviseur effectif : par suite, en vertu 

de [AV], p.60, il suffit de voir que $ est une ibogénie. Bien entendu, nous 
constaterons plus loin que $ est un isomorphisme, c'est-à-dire une polarisation 

principale : ceci montrera au passage que le diviseur © n'est pas multiple 

non trivial d'un diviseur sur J i et que ses fibres sont donc réduites 

(puisqu'irréductibles). 

2.7.- Comme = Pic ° / c par définition, et que J a une section (la section 
unité ej : S—>J) , le produit Jx J est muni d'un faisceau universel, le 

iaibceau de Poinca/ié que nous noterons , soumis à la condition d'être trivial 

sur ej(S) x . La polarisation canonique $ détermine, et est déterminée 

par, le faisceau inversible 
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(2.7.1) jfo: = (idjx «*(<?) 

sur J x J ; si ̂ > : T —>J est un point à valeurs dans un S-schéma T , alors 
$0f) se déduit de <fe par la formule 

(2.7.2) $(|) = classe dans J^T) du faisceau inversible 

(idTx/|)*(̂ ) sur JT = JxT . 

On se propose maintenant de "calculer" (fe (en termes de la définition de J 

comme jacobienne de X ). D'abord, tout comme , & est muni d'une structure 

naturelle de biextension (SGA 7 VII), c'est-à-dire que si x1, x2, y1, y2 

sont des points de J , on a des isomorphismes canoniques 

(2.7.3) (x1+x2,yj Cxl,y1) * ̂ x2,7l) 

*Cx1,y1+y2) = x1>y2 f f 6(x1>y2) 

assortis de propriétés d'associativité, de commutâtivité et de compatibilité que 

le lecteur devinera ou trouvera dans loc. cit. 

Lorsque X admet une section a e X(S) on a par définition $ = tp ( . 

(2.6.2) et l'on déduit de la propriété universelle de j un isomorphisme canoni

que 

(2.7.4) &= m*e(a) a' pr*eCa) 0 pr*eCar 0 (e*xJ eCa))JxJ 

où m est l'addition de J et ejxj la section unité de Jx J , de sorte que 

^eJxje^^Jxj est l'i^-ge réciproque sur JxJ du ©̂ -module (det Rf*©^)~^ , 
(al 

comme il résulte de la définition (2.6.1) de 6 
Soient L et M deux faisceaux inversibles sur X (ou plus généralement sur 

XxT , où T est un S-schéma), de degré 0 dans les fibres, et calculons le 
^-module inversible Q^^L cl M) ' M^^re" ̂ e ̂  au~*dessus du point de 
(J x J) (S) défini par L et M : 

LENME 2.7.5.- On a un £àomon.phi!>me. canonique. 

^(clL clM) = (det Rf.CLeM))"10det Rf*L0detRf*M 0 (det Rf*̂ )"*1 . 

Démonstration : a) Supposons d'abord donnée une section aeX(S) : on a donc 

en vertu de (2.7.4) : 

(2.7.5.1) ^(clL,clM) 
-e(a) 

cl(L0M) 
e(a)-1 
cl L 

x1>y2 2 

cl M 
3 (det Rf*^)"1 
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Mais, par définition de e ( a ) et compte tenu de (2.0.1.1), on a 

6clL = (det ̂ (LQf* a* L"1))"1 

= (det Rf^L)"1 8 a* L®1~g (1.1.7). 

Reportant dans (2.7.5.1) et simplifiant, on obtient la formule annoncée. 

b) Ne supposant plus l'existence d'un point a, désignons par X et y les deux 
membres de l'égalité 2.7.5. Le calcul ci-dessus appliqué, après le changement 
de base f : X —>S , à la section a = — > X x X , fournit un isomorphisme ca

nonique de 6̂ -modules 

f*X = f*M 

d'où un isomorphisme canonique 

f*f*X = f*f*M 

d'où le lemme puisque f*6̂  = donc *̂̂ *̂  =^ pour tout ©̂ -module localement 
libre Ь . • 

COROLLAIRE 2.7.6.- Solent x et yeX(S) [conbidihzb à Ы ^olb comme. Atctlonb et 
comme, dlvlàeu/u бил X ) eX boit L an с̂илсели Invcrulble. шп. X , de, de.gtié. 
0 danb leA ^АЬкел. Aie АЛ on a un ibomoKpkibme, canonique, de. Ô -moduleA InveA-
д1Ыел 

^ciL.ciefcCx-y)) =y* L » X* L _ 1 • 

Démonstration : On applique 2.7.5 à M = 6r(x-y) , en utilisant les formules 
(N désignant un faisceau inversible quelconque sur X) 

det Rf* N(x) = det Rf*N ® x*N(x) (1.3.3) 

det Rf* N(-y) = det Rf*N ®y*N~1 

Le détail du calcul est laissé au lecteur. • 

2.7.7.- Notons que la formule 2.7.5 met en évidence la bymitnie, de la biextension 
; cette propriété est d'ailleurs satisfaite par toute biextension sur Jx J 

qui est localement de la forme (idjx ФМ)*С?) , où M est un faisceau inversi
ble sur J . 

D'autre part le second membre de 2.7.6 est "linéaire" par rapport à L : 
ceci reflète l'une des deux lois de composition (2.7.3). 

2.7.8.- Soit a€X(S) et soit L comme dans 2.7.6. Considérons, au-dessus du 
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S-schéma T : =X—£-»S , le faisceau inversible Lj. sur X T déduit de L, et les 

points 

x = iĉ  : T = X —*X 

y = le point "constant" X — ^ S — ^ X . 

Alors le morphisme cl OC (x-y) : T—n'est autre que le plongement 
traditionnel 

(2.7.8.1) Ja:X< *J 

zi »clQ̂ (z-a) . 

Si nous appliquons 2.7.6 à cette situation (après le changement de base 

T—>S) les deux membres de loc. cit. sont des faisceaux inversibles sur T=X . 

Le second membre a même classe dans J = Pic°/g que L ̂  ; le premier s'obtient 

en restreignant à {cl L} xj (d'où un faisceau inversible sur J) , puis en 

prenant l'image réciproque de celui-ci par j : X e—> J . Or par symétrie, 

fô|{clL}xj ~ |̂Jx{clL} et r̂ sulte ̂ e C2-7-2) Que la classe de ce faisceau 

dans = Picn'est autre que 0(clL) . En d'autres termes, la classe dans 
J du premier membre de 2.7.6 est 1 ' image de cl L par le morphisme composé 

. * 

(2.7.8.2) J—-—» Jt = PiCj/3 " »Pic^/g = J 

Le corollaire 2.7.6 affirme donc dans ce cas que j* $(clL) = cl L ^ 

Bien entendu ce calcul est valable également si L est un faisceau inversible 

sur Xp, , où T' est un S-schéma quelconque. En résumé 

PROPOSITION 2.7.9.- Sotf. a€X(S) . AZoïu ld composé j * o $ de. (2.7.8.2) n'eAt 
auJjie. que. -idj . m 

COROLLAIRE 2.7.10.- (i) Le. moipkume. $ : J — d e . 2.6.3 eMt une. poùvuAaAÂjon  
pàUncÂpaZe.. 

(ii) Le CLLVLSQJUA <@ <= Jg_^ de. 2.4.3 eMt à Â̂bKeM geométAl-
qumznt ¿jvte.Qh.eA. 

Démonstration : (i) On se ramène par changement de base fidèlement plat (par 

exemple f : X—*S) au cas où X(S) ï 0 , et l'on applique 2.7.9 (qui montre que 

$ est un isomorphisme) et la remarque 2.6.4.1. L'assertion (ii) résulte également 

de 2.6.4.1. • 

2.7.11.- Nous allons maintenant généraliser 2.7.6 à des diviseurs de la forme 
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.r 

1=1 
(x.-y.) où x., y. e X(S) . Pour cela remarquons que, grâce à la structure 

de biextension de Sb , on a des isomorphismes canoniques 

^cl L, cl (M.® M~)) "^(clL ,clMJ0 ^(clL,clM2) * 

Si T est un S-schéma et x^, ŷ (1 < i< r) des points de X à valeurs dans 

T , considérons le diviseur D=2L(x.-y.) sur Xy : alors on déduit de 2.7.6, 
i=1 1 1 

par linéarité, un isomorphisme (pour tout faisceau inversible L sur XT , de 
degré 0 dans les fibres) 

(2.7.11.1) il 
nm.cie: a») 

r 

i=1 
(y^L®x?L_1) . 

LEMME 2.7.11.2.- V û>omon.pKUme. (2.7.11.1) nz dépend peu de Votidsie de* xi et 
de* ŷ  . 

Démonstration : Prouvons par exemple l'invariance par permutation des x. . 
Les ŷ  étant considérés comme fixés, notons a(x̂ ,...,xr) 11isomorphisme 
(2.7.11.1). L'assertion du lemme signifie que pour toute permutation a de 
{1,...,r} , le diagramme 

a(x1,...,x ) 

*(clL , clOL (D)) 

r 

i=1 
(y£L 0 xî L"1) 

aCxo(1j,...,xo(r)) 
r 

•»—tf -
i=1 

(y? L 0 x* L"1) 

est commutâtif, la flèche verticale résultant de la commutâtivité du produit 

tensoriel. Nous pouvons nous placer dans la situation "universelle" où T est 
r r 

le S-schéma X et où x^ : X » X est la i-ième projection. Le diagramme 

ci-dessus est alors un diagramme d'isomorphismes de faisceaux inversibles sur 

Xr . Comme (fr)*((̂ v) = &c (où fr : Xr >S est le morphisme structural), il 
X r suffit de voir que ce diagramme commute au-dessus de la "diagonale" X<=—»X 

définie par = ... =x . Nous pouvons, en d'autres termes, supposer que les 
x- sont égaux, auquel cas l'assertion est triviale. I 
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2.8.- Extension à certaines courbes singulières 

2.8.O.- Nous supposerons maintenant que le schéma de base S est localement 
noethérien, régulier, de dimension 1 et (pour simplifier) connexe. On conserve 
les hypothèses de 2.0 sur la courbe f : X—*S t>auh la lissité : on suppose 
seulement que la fibre générique de f est lisse, que ses fibres géométriques 

sont réduites et que leurs seules singularités sont des points doubles ordinaires. 

On sait alors (Raynaud) que la "composante neutre" du foncteur de Picard de X/S 

est représentable par un S-schéma en groupes lisse, séparé et de type fini 

J *S . Si l'on désigne par UcS le plus grand ouvert de S au-dessus 

duquel X est lisse, alors la restriction Jy de J à U est évidemment la jaco-

bienne de X̂ /U , et en fait J s'identifie à la composante neutre du modèle 

de Néron de sur S . 

Le schéma en groupes J paramètre, en un sens analogue à 2.0, les faisceaux 

inversibles sur X qui sont de dcgné. 0 bun. chaque, composante, de chaque fibre. 
En particulier si T est un S-schéma et Lp un tel faisceau sur Xp on a 

un S-morphisme cl L : T — » J , qui détermine L à tensorisation près par un 

faisceau provenant de T . 

Si f a une action aeX(S) , alors il existe sur X* J un faisceau uni

versel , trivial sur a (S) x J dont le mode d'emploi est le même qu'en 2.0 
(formule (2.0.1.1)) . 

2.8.1.- Comme X̂  est lisse sur U , la jacobienne Jy est munie d'une 

polarisation canonique : Ju—""""^u (2.6.3) ; de façon équivalente on a sur 

JJJX un faisceau inversible &^ (2.7.1) muni d'une structure naturelle de 
btcxtcnAton. 

Si T est un schéma et G et H deux T-schémas en groupes commutatifs, notons 
BIEXT (G,H) la catégorie des biextensions sur GxH (cette catégorie est notée, 
à équivalence près, BIEXT(G,H ; G m j) dans SGA 7). On a le résultat élémentaire 
suivant, qui est un cas particulier de SGA 7, VIII, 7.1.b) : 

PROPOSITION 2.8.2.- Soient GetH deux S-Ackema* en gtwupeA LUAQA commutatlfa 
à X̂bn,eM connexe* . Alosu le, ioncteuJi de, KeAt/Uctlon a U 

Ry : BIEXT (G,H) > BIEXT(Gy,Hy) 

QJ>£ une, équivalence, de, catégorie*. 

Démonstration : Pour tout schéma Y et tout sous-schéma Z de Y , désignons 

par PICRIG(Y,Z) la catégorie des ô̂ -modules inversibles munis d'une trivialisa-
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tion au-dessus de Z , les morphismes étant les IbomotipklAmeA respectant les tri

vial isations. 

LEMN1E 2.8,2.1.- Sol&nt p : Y—*S un S-4 c hé ma £cà.6e à {XbneA connexe, e : S—>Y 

une. &e.ctlon de, p . A&m le, {onoXeuJi natxxsieZ de. Mê t/uxitlon 

PICRIG(Y,e(S)) > PICRIG(Yy,e(U)) 

eMt unz équivalence, de. catégonle .̂ 

La preuve du lemme est laissée en exercice ; on utilisera les faits suivants 

(où "diviseur" signifie diviseur de Cartier) : 

a) Comme Y est un schéma régulier, tout faisceau inversible (resp. tout diviseur) 

sur Yy se prolonge à Y . 

b) Comme p est à fibres connexes,tout faisceau inversible (resp. tout diviseur) 

sur Y trivial (resp. nul) sur Yy provient de S ; un tel objet est trivial 

(resp. nul) si et seulement si sa restriction à e(S) est itou. I 

2.8.2.2.- Revenons à la proposition. Notons d'abord qu'une biextension est trivia-

lisée le long de la section unité e : S—*-GxH , d'où un foncteur "oubli des lois 

de composition" 

BIEXT(G,H) >PICRIG(GxH, e(S)). 

a) Le foncteur R̂  est pleJLn.eme.nt £ldèle.. Soient E et F deux objets de 
BIEXT(G,H) . L'application naturelle 

Horn (E, F) >Hom(Eu,Fu) 

est évidemment inject ive puisque GyXHy est dense dans GxH .Un morphisme 

de Ey dans Fy se prolonge, d'après 2.8.2.1, en un morphisme des faisceaux rigi-

difiés sous-jacents à E«t F , qui est automatiquement compatible (toujours par 

densité) aux lois de composition de E et F , C.Q.F.D. 

b) Ry est eA*zntleJLle.meyit &uAje.ctli. En effet soit Ey une biextension sur 
GyxHy .Le faisceau rigidifié sous-jacent se prolonge, d'après 2.8.2.1, en un 

faisceau rigidifié E sur GxH. Les deux lois de composition partielles de 

Ey s'interprètent comme des isomorphismes de faisceaux rigidifiés convenables sur 

GyxGyxHy et GyxHyxHy , par exemple 

m*Ey - ^ p r ^ E y ® pr^Ey sur GuxGuxHu 

où m est l'addition de Gy . Appliquant de nouveau 2.8.2.1, on en déduit deux 

lois de composition sur E , pour lesquelles les axiomes de biextension sont 

automatiquement vérifiés par densité. I 
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Remarque 2.8.2.3.- Dans l'énoncé de la proposition 2.8.2, il suffirait en fait que 

l'un des deux groupes G et H soit à fibres connexes ; cela résulte du fait 

qu'une biextension est trivialisée non seulement sur la section unité eQK^ > 
mais même sur ê x H et G x e^ . 

2.8.3.- Revenant à la situation de 2.8.1, nous déduisons de 2.8.2 l'existence 

d'une unique, biextension /J) SUA Jx j , prolongeant (î^ , et qui est aussi 

l'unique prolongement rigidifié de (̂j , au sens du lemme 2.8.2.1. 

Supposons que f ait une section a € X(S) . A partir du faisceau universel 
lL ( a ) sur Xx J , on peut définir, comme en (2.6.1), le faisceau 

(2.8.3.1) 6 ( a ) = (det Rq 91X
( a )r 1 

sur J , où q2 :XxJ J est la seconde projection. 

LENME 2.8.4.- Avec les hypothèses et notations ci-dessus, on a un Isomorphisme 
canonique [ou m : Jx J—*-j est Vaddition de J ) 

8- m *e ( a ) « Pr* e ( £ ° - 1 0 Pr* 9
( a ) _ 1 0 (e5X J e ( a ) ) j x j 

prolongeant VIsomorphisme (2.7.4) défini au-dessus de U . 

Démonstration : Il suffit de remarquer que le membre de droite est un faisceau 

inversible rigidifié sur JxJ , qui prolonge grâce à (2.7.4). | 

COROLLAIRE 2.8.5.- Soient L et U deux, faisceaux inversibles sur X , de degré 
0 dans chaque composante de chaque iXbre. Alors on a un Isomorphisme canonique 
de -̂modules Inversibles 

^cl L cl M) ~ ( d e t R^CLaM))"1 3detRf.L0detRf.M0 (det Rf* Ô^)"1 , 

prolongeant Visomorphisme 2.7.5 défini sur U . 

Démonstration : La question étant locale sur S pour la topologie étale (puis

qu'il s'agit de prolonger un isomorphisme déjà défini sur U ) nous pouvons sup

poser que f a une section a£X(S) . On peut alors utiliser le lemme 2.8.4, 
et il suffit de répéter la partie a) de la démonstration de 2.7.5. • 

COROLLAIRE 2.8.6.- Soit r un entier >1 et soient x^9 y\ (1£i£r) des sec
tions de f : X > S contenues dans V ouvert de Usslte de f , et telles \ue 
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r 
D = i (x. - y.) soit de degié 0 dans chaque, composante, de. chaque, Aibie. Alois, 

i=1 1 1 

роил tout L comme, dans 2.8.5, on a un isomorphisme canonique. 
r 

4clL.ciera») =®/yÎL8x!L- 1) 

pH.oZjonae.ant VibomoKphibme (2.7.11.1) лик U (et рам, suite, comme, ce. deAnien., 
Indépendant de. V ondxe de* x i et des ŷ  (2.7.11.2)). 

Démonstration : Ici encore la question est locale sur S , et nous pouvons donc 

supposer que S est local de point fermé s . Nous pouvons de plus supposer, 
en vertu de (2.7.11.2), que les x^ sont ordonnés de telle sorte que pour tout 

i€{1,...,r} , x. et y. rencontrent la même composante de la fibre X~ , de 

sorte que nous pouvons parler du point cl CC(x. - y.) G J(S) . 
Rappelons que 11isomorphisme (2.7.11.1) était défini par linéarité, à partir 

du cas r = 1 et de la structure de biextension de ̂  . Comme <J3 est la bi-

extension prolongeant &^ , nous sommes ramenés au cas où r = 1 .Le calcul 

est alors le même que dans 2.7.6, compte tenu de 2.8.5 ci-dessus. • 

2.9.- Perspectives 

Soit X — — > S comme en 2.0, où f est supposé lisse. Alors Deligne 
(SGA 4 XVIII. 1) associe à deux ^-modules inversibles L et M quelconques 
un &g-module inversible noté <L,M> , dont la formation commute à tout changement 
de base et qui est "bilinéaire" en ce sens que l'on a des isomorphismes foncto-
riels 

<L,№| ®M2>e*<L,M^> ® <L,M2> 
(2.9.1) 

<L1 0 L2 ,M> c* <L1 ,M> ® <L2 ,M> . 

De plus si DcX est un diviseur relatif effectif, on peut lui associer pour 
tout M un isomorphisme canonique 

(2.9.2) <(^(D),M>=*ND/S(M|D) 
où N Dy S désigne la norme. 

La méthode de loc. cit. consiste essentiellement à partir de la formule 

(2.9.2) pour D "suffisamment ample", et à prolonger l'accouplement "par 

linéarité". On constate en fait que l'on a, pour L et M quelconques 

(2.9.3.) <L,M>̂ det Rf*(L®M) ® (det Rf* L)"1 ® (det Rf*M)~1 ®detRf*D^ 
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ce qui fournit une définition a priori de <L,M> ; toutefois la bilinéarité n'est 

pas immédiate sur cette définition et il faut, pour l'établir, faire le lien 

avec (2.9.2). 

Dans le §2, nous avons essentiellement défini l'accouplement <L,M,> lorsque 

L et M sont de degré 0 dans les fibres, par la formule 

(2.9.4) < L » M > = ^ ; L , c l M ) 

(cf. 2.7.5). La bilinéarité résulte dans ce cas de la structure de biextension 

de ïb 9 c'est-à-dire, essentiellement, du "théorème du carré" sur J : cet 

argument ne s'applique plus lorsque L et M sont de degré quelconque. 

Bien entendu la formule (2.9.2) permet d'étendre la définition de <L,M> au 

cas où f : X >S est seulement supposé propre et plat. Il y aurait donc lieu 

d'établir la bilinéarité de <L,M> , ainsi défini, sous des hypothèses 

"minimales" : il semble que ce soit possible en tout cas lorsque les fibres de 

f sont des courbes localement de Cohen-Macaulay, la démonstration suivant de 

près celle de SGA 4 moyennant quelques précautions dans le maniement des diviseurs 

relatifs et des "systèmes linéaires". L'auteur remercie vivement L. Breen 

d'avoir attiré son attention sur SGA 4, loc. cit ; nous espérons revenir sur ces 

questions. 
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3.- FAISCEAUX INVERSIBLES HERMITIENS SUR LES VARIÉTÉS ABELIENNES 

Dans ce numéro on se place sur le corps С des nombres complexes. 

THÉORÈME 3.1. - On peut, d'une manière, et d'une seule, associe*, à tout couple 
(A,L) où A est une variété abélienne SUA d et L un îhhJé en droites SUA 
A , un ensemble non vide TT(A,L) de métriques kermitlennes C°° positives SUA 

L , de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(i) si и : L -—•M est un isomoApklsme de fibres SUA A , alon> 
TT(A,M) = U(TT(A,L)) . 
(ii) TT(A,A x(C) est l'ensemble des métriques constantes SUA le &ihré trivial 
AxC . 
(iii) TKA.L^ ®7r(A,L2)c7r(A,L1 ®L2) . 
(iv) si f : В — M est un moApklbme de vaAlétés abéliennes et si L est un ̂ l-
bré en droites SUA A , alors f*7r(A,L) crr(B,f *L) . 

3.2.- Notons tout de suite que (i), (ii) et (iii) impliquent (en faisant 

L 2 = L^ dans (iii)) la propriété suivante : 

(v) si P0€TT(A,L) , alors TT(A,L) est l'ensemble des métriques XpQ , où 

X parcourt 

En conséquence, les inclusions dans (iii) et (iv) sont des égalités. 

Soient A une variété abélienne et L un fibre en droites sur A . Notons 

5)̂ (L) le fibre sur A 3 défini par 

2>3(L) : = P l 2*3 L0 p.,*2
L"1 в Р-,*зЬ"1 0 P2*3L~1 0 pj L0 p* L в p* L 

où p T : A
3—*A est défini pour le {1,2,3} par pT(x1,x9,x-) = z 

l i i L b i € I i . 

Le théorème du cube ([AV], §6) implique alors que ̂ (L) est trivial. On peut 
donc parler de métriques hermitiennes constantes sur ̂ (L) (rappelons qu'une 

trivialisation de 2^(L) est unique à multiplication près par une constante) ; 

d'autre part à toute métrique p sur L est associée de façon naturelle une 

métrique 2)3(p) sur ̂ (L) , et les conditions (i) à (iv) de 3.1. montrent que 

si p€Tr(A,L) alors ©3(p) est dans тт(A3, <D̂(L)) donc est constante. 
D'autre part, si ̂ (p) est constante et si p' = Xp est telle que OD^CQ1) 

soit constante, X : A ^]R>0 étant une fonction C°° (ou simplement continue) 
alors X vérifie 

50 



MÉTRIQUES PERMISES 

X(x+y+z)X(x)X(y)X(z) _ 

X(x+y)X(x+z)X(y+z) 

donc l'application (x,y) I > X(x+y)X(0) de ¿2 dans R e§t z_bilinéaire 

X(x)X(y) > u 

donc égale à 1 et par suite X/X(0) est ZZ-linéaire , donc égale à 1 . Nous 

sommes donc acculés à la définition suivante : 

DÉFINITION 3.3.- ÏÏ(A,L) est l'ensemble des métriques p sur L telles que la 

métrique ^Cp) sur 2^(L) soit constante. 

Ceci établit l'assertion d'unicité de 3.1. Il est d'autre part immédiat que 

ir(A,L) ainsi défini vérifie les conditions (i) à (iv), et il reste à voir que 

tt(A,L) est non \)¿d<¿. On en trouvera une démonstration directe dans [MB], II, §2; 

ici l'on va plutôt faire le lien avec un autre point de vue : 

3.5.- A une variété analytique complexe X , un fibre en droites L sur X 

et une métrique hermitienne cf° p sur L , on associe ([G-H]) la {̂ohme de cou/ibuAt 
K de la métrique p : c'est une forme C°° fermée de type (1,1) sur X , 

et l'on a les propriétés suivantes : 

3.5.1.- (i) Si (L1,p1) et (L9,p7) sont isométriques alors K = K 
\ \ i ¿ ^ 1 ^ 2 

(ii) Sur le ¿̂bfií tsúvÁjoüL XxC , les métriques constantes sont à courbure nulle ; 
la réciproque est vraie si X est compacte connexe. 

(iii) K _ = K + K 

P l 0 p 2 P 1 p 2 

(iv) Si f : Y —*X est holomorphe alors K£* = f . 

La courbure K p se calcule localement de la façon suivante : soit U un 

ouvert de X et soit s une section holomorphe partout non nulle de L sur U . 

Désignons par ||s|| la norme de s (de sorte que ||Xs||p=|X| ||s||p): alors 

||s|| est une fonction C°° sur U , et l'on a, sur U ([G-H],p.142) : 

(3.5.2) Kp = 9 81og ||s||J 

Enfin la classe de cohomologie [Kp] € HDR(X) ne dépend que de L et non de 

p ; plus précisément ([G-H] p.141) : 

(3.5.3) C l (L) = [ ^K P]6h2 R(X) . 

Dans le cas particulier où X = A est une variété abélienne, il en résulte 
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qu'une métrique p sur le fibre trivial A* C est constante si et seulement si 

la forme est invariante par translations (exercice : une forme exacte in

variante par translations est nulle). Ceci suggère : 

PROPOSITION 3.6 .- TT(A,L) e*t V ensemble, de* métrique* p Sun L telle* que, la 
(1,1)-̂ ол/ие Kp soit invoquante, рак tnjanslotLons ; de, plu* TT(A,L) e*t non vide,. 

Désignons par TT4A,L) l'ensemble des métriques à courbure invariante sur L . 
Il est immédiat que les propriétés (i) à (iv) de 1.1 sont vérifiées pour TT'(A,L). 
Il en résulte que тг' (A,L) CTT(A,L) ; d'autre part, TT'(A,L) est non vide en 
vertu de théorèmes généraux ([G-H],p.148). | 
(Le lecteur sachant montrer directement que TT(A,L) est non vide fera l'économie 

de loc. cit. en montrant de façon élémentaire que ir(A,L)c тг ' (A,L) : il suffit 
pour cela de calculer ^ en fonction de Kp et d'exprimer que ^ =0), 

DEFINITION 3.7.- On appelle mitAÂjque* peAmise* sur L les éléments de TT(A,L) . 

Remarque 3.8 : Si L est un fibre en droites sur A , le fibre 

(3.8.1) 5̂ (L) : = Pl*2L ® p* L"1 0 p* L~1 ® e*xAL 

sur AxA admet une structure naturelle de bte,xte,nslon. On vérifie alors qu'une 
métrique p sur L est permise si et seulement si la métrique sur 
£>2(L) déduite de p est compatible à cette structure, c'est-à-dire si les 
deux lois de composition 

2 (х,у) 2 (х,у) X Z ^CL)(x.y+z) 

2 (х,у) 24 '(y,z) S2(LVy,z) 

sont compatibles à la métrique S^p) 

Remarque 3.9.- De même soit L un fibre en droites sur A , algébriquement équi

valent à 0, et posons ï = L®Lê^ . Alors X (ou plus exactement le fibre 

épointé L*=L - (section nulle)) admet une structure naturelle d'extension de 
A par Cx . Une métrique p sur L est alors permise si et seulement si la 

métrique p sur L déduite de p est compatible à la structure d'extension, ou 
en d'autres termes si le fibre en cercles unités de L* associé à p est un 

sous-groupe de L* . 
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Remarque 3.10.- Le théorème 3.1 reste vrai si l'on remplace les variétés abélien-

nes par les torseurs (espaces homogènes principaux) sous les variétés abéliennes, 

i.e si dans la condition (iv) de 3.1, on n'impose plus à £ d'être un morphis

me de groupes. Cela revient en effet à vérifier que si T x : A »A désigne 

la translation par x e A , alors 

T* TT(A,L) = TT(A,T* L) . 

C'est immédiat en termes de courbure. On peut aussi raisonner de la façon sui

vante : si P€TT(A,L) , considérons la métrique -î̂ (p) de 3.8. On peut la 
restreindre à {x} xAcAxA : on obtient ainsi la métrique déduite naturellement 

de p sur le fibre T* L ® L~̂  ®^ L~̂  ®^ L e . Ce dernier s'identifie à 
^ _i _i A -y 
M = M®M 1 où M = T* L ® L . D'après 3.8, <2)9(p) est compatible à la structure 

Œ EA Wy 1 

de biextension de <S?(L) ; par suite la métrique sur M déduite de p est com-
patible à la structure d'extension de M . En d'autres termes (d'après 3.9) 

la métrique T* p % p~̂  sur M est permise, donc T*p est permise puisque p 

l'est. 
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4.- FAISCEAUX INVERSIBLES HERMITIENS SUR LES COURBES 

4.0.- Soit X une courbe propre, lisse et connexe de genre g>1 sur C , 

et soit J = Piç£/£ sa jacobienne. Alors (§2) J est munie canoniquement d'une 

poZxvU âtlon principale, que l'on peut voir, au choix, comme : 

(a) une classe ample r§x€NS(J) = Pic (J) /Pic
0 (J) (groupe de Néron-Severi de J) 

si a€X((C) , c'est la classe du faisceau ê a-* de 2.6.1. 

(b) un isomorphisme $ Y : J -^J
t (noté $ en 2.6.3) : si M est un faisceau 

-e (aï inversible sur J appartenant à la classe ̂ x (par exemple M = e ) , alors 

$x= % (2.6.2). 

(c) une forme positive de type (1,1) sur J , invariante par translations, 

liée à ̂ x par 

nx : = c.| (̂  x) € H
1 '1 (J) = {(1,1) -formes invariantes sur J} 

Pour tout point a de X (cette expression désigne dans ce n°, sauf mention 

expresse du contraire, un point de X(C)) , on a un plongement (déjà rencontré 

en (2.7.8.1)) 

(4.0.1) j a : X< >J 

xi *cl(^(x-a) . 

Comme x est ample sur J , on a 

(4.0.2) degx j*(^x) >0 

(en fait, ce degré est égal à g) et en conséquence on peut considérer la 2-forme 

sur X 

1 
(4.0.3) u : = j* TW 

degj*(^x) 

qui est une (1,1)-forme positive, indépendante du choix de a puisque nx 

est invariante par translations ; on l'appelle fame, canonique, sur X et elle 
définit une métrique hermitienne sur X , dite mitAÂjque. canonique, (nous n'utili
serons pas cette dernière, ce qui nous dispense de préciser les conventions). 

Par construction, u x vérifie 

(4.0.4) \ u x = 1 ; 
X 

elle est définie "classiquement" par la formule suivante : si (w1f...,w ) est 
n 1 

une base de H^X,^) , orthonormale pour le produit hermitien 
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(4.0.5) (a,B)' > i алВ 

alors on a 
(4.0.6) M X = ¿ Д w-.w. 

(nous n'aurons pas à utiliser cette formule). 

4.1.- Si M est un faisceau inversible sur J , nous dirons que M est poùxsu.-

ba.Yvt si sa classe dans NS(J) est multiple (rationnel ou entier, cela revient 
au même puisque ̂ S^ est principale) de la classe Д х . De façon équivalente : 
Cj(M) = Xnx (AelR; en fait XeTL) , ou encore : si p est une métrique релтХле 
(3.7) sur M , alors sa courbure К est multiple de -2тт1пу (à cause de 

P 
(3.5.3)). 
THEOREME 4.2.- Avec 1ел notation* de 4.0 et 4.1, on peut, d'une manière et d'une, 
benle, aAAoclen. à tout Â̂JOKQ. en droite* L ьиг X un ensemble non vide TT(X,L) 
de métrique* keAmltlenne* C°° po*ltlveM *ur L , de *onte que. le* condition* 
*ulvante& * о lent vérifiée* : 

(ï)Sl u : L-^M e*t un l*omorphlbme alor* U(ÏÏ(X,L)) = тт(Х,М) 
(ii) тг(Х,ХхС) e*t V ensemble de* métriques con*tante* бил XxC . 
(iii) 7г(Х,Ц) 0 7T(X,L2)CZTT(X,L1® L 2) . 

(iv) SI aGX et *l M e*t un {Xbré pobxAÂ̂ awt (4.1)4аЛ J , alors 

j*7r(J,M)cTr(X,ĵ M) 
où j : Xe—>J e*t le plongement (4.0.1) et où TT(J,M) e*t détint en 3.1. a 

Ici comme au §3 on remarque que (i), (ii) et (iii) impliquent : 

(v) si P0£TT(X,L) alors тг(Х,Ь) est l'ensemble des XpQ où \ e et par 

suite les inclusions (iii) et (iv) sont des égalités. 

Démonstration de 4.2 : Fixons d'abord açX . Si L est un fibre en droites sur 

X , il existe un entier n (par exemple n = g , cf. (4.0.2)) et un fibre pola

risant sur J , tel que deg Ja ̂  = deg(lfn ) . Remarquant alors que 

j* : Pic°J ^Pic°X 

est un isomorphisme (2.7.9) on voit que l'on peut même imposer Ф £ М
П ^ Ь Ш » E T 

M n ainsi défini est unique (pour n donné). Il suffit alors de poser 
(4.2.1) TT(X,L) = (j^(J,Mn))®1/n . 
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Il est immédiat que ir(X,L) ainsi défini ne dépend pas de n (car on a 

Mjm=Mn ) ni de a (en vertu de la remarque 3.10 et du fait que 

jjj = Tci©̂  (a_b) ° 4' • ̂  vérification des propriétés (i)-(iv) est dès lors 

triviale. | 

Remarque 4.2.2.- Lorsque g = 1 , on obtient deux ensembles TT(X,L) de métriques 

sur L , en considérant X soit comme courbe (4.2), soit comme torseur sous 

une variété abélienne (3.10). En fait ces deux ensembles coïncident (ce qui jus

tifie la notation) puisque dans ce cas le plongement j de (4.0.1) est un iso-
a 

morphisme. 

4.3.- Lien avec la courbure.- Gardons les notations de la démonstration ci-dessus. 
Si p est une métrique permise sur Mn , alors la courbure Kp est multiple 
de -2ïïinx (4.1), et par suite il résulte de (4.2.1) que si a€ïï(X,L) , la 
courbure KQ est multiple de la (1,1)-forme de (4.0.3). Comme d'autre part 
on a 

-1 
2iîr , 

Ka = deg L (3.5.3) 

= 
X 
(deg L)u (4.0.4) 

on en déduit plus précisément que 

(4.3.1) K = -2rrr(degL)uY . 

Inversement si a' est une métrique sur L dont la courbure est de la forme 
aux (a€C) , alors ct= -2rrr degL par le calcul ci-dessus, et a' ® a"1 est 
une métrique à courbure nulle sur le fibre trivial, donc est constante, et par 
suite a!€7r(X,L) . En résumé 

PROPOSITION 4.4.- Soit p une métrique *uA le {Xbfie L *UK X . Le* condition* 
suivante* *ont équivalente* : 

(i) P€ir(X,L). 

(ii) La counbuKe K e*t p^oponiionneiZe à la C1,1)-̂ o/twie uY de (4.0.3). 
P A 

(iii) Kp = -2i7r(degL)ux . | 

DÉFINITION 4.5.- On appelle métXÀjque* penmibe* sur le fibre L sur X les éléments 

de TT(X,L) . 
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Remarque 4.6 : Arakelov [A] (suivant une idée de Parshin) part d'une (1,1)-forme 

v quelconque sur X vérifiant v = 1 , et considère ensuite comme permises 
JX 

les métriques p sur L vérifiant Kp = -2iir(degL)v . On obtient ainsi, 

pour tout fibre L , un ensemble de métriques Tr̂ (X,L) vérifiant trivialement 
les propriétés (i), (ii) et (iii) de 4.2 et Arakelov montre encore que TTV(X,L) 

est non vide.. Bien entendu la propriété (iv) de 4.2 n'est vérifiée que si 

v = u x . 

DEFINITION 4.7.- Soit L un fibre en droites sur Xr (r > 0) . Une métrique 

sur L est dite r-peAml&e si pour tout plongement j : X > Xr tel que l'un 

des composés pr^ o j (1<i<r) soit l'identité de X et que les autres soient 
constants, la métrique j*p sur j*L est permise. 

Remarques 4.8.- Il est immédiat que si p' et p" sont deux métriques r-permises 
sur L , le rapport p'/p" est constant. 

Si p̂  (resp. p2) est r-permise sur (resp. L̂ ) alors P-|®p2 e s t : r-permi-

se sur ®Î 2 • 

Si L est un fibre en droites sur X et p£ïï(X,L) , alors pour ie{1,...,r} 
la métrique pr|p sur pr|L est r-permise. 

Nous dirons blpeAmlbe pour M2-permise". 

4.9.- Considérons sur XxX la diagonale A : Xe—>XxX , considérée à la fois 
comme plongement de X et comme diviseur sur X x X . Le faisceau inversible 
0^xX(A) est muni d'un isomorphisme de symétrie 

(4.9.1) o : ̂ X x X(A) s*<3̂ xX(A) 

induisant l'identité le long de A , où s : XxX—*XxX désigne l'échange des 
facteurs. 

THÉORÈME 4.10.-

(i) Le faisceau ®^xX(A) admet une métnlque btpeAmt&e. 

(ii) Toute métnlque blpenmlse SUA ^^^A) est compatible à VisomotiphÂAme de 
symétnle (4.9.1). 

(iii) VOUA toute métnlque bipenmJj>e p Sun. ®5cxXCA) , la métnlque A*p sur 
A*C x̂X(A) = oô 1 est penml&e. 

Démonstration : L'assertion (ii) résulte de l'unicité à constante près des métri
ques bipermises. Pour la même raison il suffit d'établir (iii) pour une métrique 
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bipermise particulière. 

4.10.1 Fixons un point aeX et considérons sur XxJ le faisceau universel 

U(a) _Ua (2.0.1) trivial sur {a}xj . Par définition de la polarisation 
canonique, le ©̂ -module inversible 

6(a) = (det Rq7 U(a))"1 

où q2 : XxJ—>J est la seconde projection, est polarisant (2.6) : munissons-
le d'une métrique permise p . 

Considérons alors le morphisme 

(4.10.1.1) $ : XxX *J 
(x,y) > clô^(x-y) 

Je dis qu'alors la métrique ty*p sur \\)*Q est bipeAmLbe. Pour y fixé, en 
effet, la restriction de à Xx {y} = X n'est autre que le morphisme 
j : Xe *-J de (4.0.1), et l'on applique la caractérisât ion 4.2 (iv) des métri

ques permises. Pour x fixé, la restriction de y a {x}xX est le morphisme 
-j , et l'on a Jx ' 

( - y * e(a) = j * [-1]* e(a) , 

or le fibre [-1]* 9 e s t algébriquement équivalent à 0 ^ donc polarisant, 
J 

et la métrique [-1]*p sur ce fibre est évidemment permise, d'où notre assertion. 
J 

LENME 4.10.2.- Avec la* notcutionà cÂ.-da>*iu>, on a 

^0(a)c 0^X(A) 0 pr^Ca)^1"»5 G p r ^ C a ^ ^ V î ^ x • 

Démonstration : Considérons le diagramme 

X3 = XxXxX 
idyX ]p 

- Xx J 

H2 

J XxX 

Pr2 3 aalAi A2 

où, par définition, 

A.j(x,y) = (x,x,y) 

A2(x,y) = (y,x,y) 

aa(x,y) = (a,x,y) . 
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On a : 

^*U C a ) =ip*(detRq9 U
( a V 1 (définition de 6 ( a ) ; 

= (det R pr2 ̂  (id^x )̂* (changement de base). 

Or, le morphisme est caractérisé (2.0.1.1) par la propriété que 
(idxx^)*lt(a) « a 3 ( A r A 2 ) 0 pr*3a; O ^ - A , ) 

= ^ 3 ( A 1 ~ A

2 )
 0 Pr2 3 C p r2 0 p r 1 ^ x ^ " 1 ) • 

Il suffit dès lors de calculer det Rpr23 (id^x )̂* en appliquant les 

règles du §1 , en remarquant que A2C(A-|) = ̂ ^(A) e t °lue Â Ô CÀ-j) = pr^w^ . | 

4.10.3.- Il résulte en particulier de 4.10.2 que : 

^ x X ( A ) <* ip*0Ca) 0 pr* L1 0 pr* L2 

où L1 et L9 sont deux fibres sur X . Si l'on munit ces deux derniers de métri-

ques permises, et ip*e de la métrique bipermise \p*p , on obtient bien une 

métrique bipermise sur ®^xX(A) grâce à 11isomorphisme ci-dessus. De plus les 

métriques bipermises obtenues sur les trois faisceaux du second membre ont toutes 

la propriété que leur restriction à la diagonale est permise : c'est clair pour 
les deux derniers, et pour cela résulte de la remarque que la restriction 

de il; à A est le morphisme nul : la métrique ]p*p induit donc une métrique 
constante (et par suite permise) sur le fibre trivial A*i(;*6 

Nous avons donc fabriqué, sur (^X(A) , une métrique bipermise dont la res

triction à la diagonale est permise, ce qui prouve (i) et (iii). | 

4.11.- Supposons désormais {Ixée une métrique bipermise sur <^ x X(A) (en 
ce qui concerne le choix de cette métrique, voir 4.11.4 ci-dessous). Si a est 
un point de X , alors la restriction de ^XxXCA) à {a} x X s'identifie cano-
niquement au fibre ®̂ (a) sur X , de sorte que ce dernier se trouve gratifié 
canoniquement d'une métrique permise, que nous noterons p ^ . Par additivi té, 
on en déduit sans peine la proposition suivante : 

PROPOSITION 4.11.1.- Une falò iXxée une métnlque blpenmlòe pA òuK ^ X ( A ) , 
on peut, d'une. manière et d'une òeule, aòòoclen. à tout dlvlbeuA D AUA X 
une métnlque penmlòe p̂  òun. Q̂ (D) , de honte que te* conditio nò òulvante* 
ò oient nzallAéeò : 
(i) la métnlque pQ oòòocJAe au dlvl&eun, nul eht la métnlque évidente òun. le 
Â̂JonJé tnlvlal. 
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(ii) Si et D 2 sont deux diviseurs SUA X , les métriques P D $ P D d 

PD1+D2

 4 e ^ ^ ^ P 0 ^ 2 ^ P^ l'Isomorphisme naturel ^(D^) ® ̂ x^V — * ^ D 1 + D2^' 

(ii) Si D eA£ réduit à un point a e X , pD est la métrique p ̂  dé-
^̂ûi/ce ei-dessus. 

Remarque 4.11.2 : Si l'on multiplie p par une constante X> 0 , alors pD 

est multipliée par X & : en particulier, si degD= 0 , alors pD est 

indépendante du choix de p̂  . 

4.11.3.- La métrique choisie p̂  sur ̂ Y^CA) permet de définir une métrique pri-
viligiée p sur le fibre cotangent o)Y de X , grâce à 11 isomorphisme naturel 

A*#xxx^ • Cette métrique est permise en vertu de 4.10 (iii). De plus, 
pour tout point a € X , on a un isomorphisme naturel de C-espaces vectoriels 

(4.11.3.1) Cto)x)a«((̂ (-a))a 

hérité du précédent, et il résulte des définitions que cet isomorphisme est une 

Âsométrie lorsque l'on munit u)x (resp. Q£(-a)) de la métrique p̂  ci-dessus 

(resp. de la métrique P_(aj associée au diviseur -(a) sur X) . En d'autres 
termes le morphisme "résidu" : 

(4.11.3.2) Resa : cûx(a)a~^C 

est une isométrie. Ceci aura pour conséquence immédiate la formule d1adjonction 
sur les surfaces arithmétiques (6.11 ci-dessous). 

4.11.4.- Le fibre ^ x X ( A ) est muni d'une section canonique, que nous noterons 
ŝ  , et dont le diviseur est A . La norme de cette section (pour la métrique 
fixée p̂  ) est donc une application continue 

(4.11.4.1) G : XxX 

définie par G = P̂ CS 3̂ > et possédant les propriétés suivantes : 

(4.11.4.2) 1) G est C°° et > 0 en dehors de A , et est nulle à l'ordre 1 
le long de A , au sens suivant : si z est une équation locale 

de A au voisinage de xQe A , alors G= |z|u où u est C°° et 
> 0 au voisinage de x Q ; 

2) G(x,y) = G(y,x) pour (x,y)€XxX ; 

3) la (1,1)-forme (39)x log G(x,y) coïncide avec -iïï prïj u x 

où M x est la (1,1)-forme sur X définie en (4.0.3). 
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L'assertion 1) est immédiate ; 2) résulte de 4.10 (ii), et 3) de la caractérisa-

tion des métriques permises en termes de courbure donnée en (4.3.1), et de la 

formule (3.5.2) pour la courbure. 

Réciproquement, une fonction G:XxX—*^>Q possédant ces propriétés définit 

une métrique bipermise sur O^A) , par la condition G = p̂ (ŝ ) . Bien en

tendu , changer p̂  en Xp̂  (X > 0) conduit à remplacer G par XG . 
Toujours est-il que le choix de la métrique p̂  équivaut au choix d'une 

fonction G vérifiant les conditions 1) à 3) ci-dessus. Or Arakelov [A] montre 

(ou plutôt affirme) que l'on peut inposer à G la condition supplémentaire 

4) Pour tout x€X , on a J logG(x,y)(ux)v = 0 
X 

qui, bien entendu, la détermine cette fois de façon unique. La fonction G 

ainsi obtenue est appelée fonction de, Gn.e,en sur XxX (voir plus loin, exposé 
III). Notons que l'assertion d'Arakelov entraîne que quel que soit le choix 

de G vérifiant 1)-3) , l'intégrale J logG(x,y) (uY) est indépendante de 
X A y 

xeX . On pourrait encore imposer, au lieu de 4), la condition 

4') sup G(x,y) = 1 . 
(x,y)€XxX 

Cette convention aurait pour effet (anticipant sur la suite) que si et 

D2 sont deux diviseurs effectifs sans composante commune sur une surface arith

métique, les termes locaux de l'intersection d'Arakelov ^ sont tous > 0 . 

Enfin, si a et b sont deux points de X (et p̂  étant fixée), munissons 

^(a) de la métrique p ^ définie en 4.11, et désignons par s a la section 

canonique de ^(a) (dont le diviseur est a) . Alors il résulte des définitions 

que 

(4.11.4.3) G(a,b) = P(a)(sa(b)) . 

4.12.- Normes de Faltings sur det RT(L) . 

On suppose filxée. une. £ol& pouJi toutes une métrique bipermise p̂  sur 

^XxX^ ' e t 1 ? o n cno^-s:'Lt de plus une norme, heAmitÂJinne, sur 

det RT(^) = (Ag H1(X,(TX))
V 

= Ag H°(X,o)x) 

(un choix naturel est la norme déduite du produit hermitien (4.0.5) sur H°(X,wx)). 

On se propose, à partir de ces données, d'associer canoniquement à tout 

faisceau inversible L sur X muni d'une métrique permise p , une norme her
mit ienne sur det RT(L). Plus précisément 
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THÉORÈME 4.13.- (Faltings) Sou* le* hypothè*e* de 4.12 , on peut, d'une manière 
et d'une *eule, a**ocler à tout couple (L,p) où L est un ^Ibré en droite* 
*ur X et Q une métrique permise *ur l , une norme hermltlenne X(L,p) *ur 
det RT(L) [la norme de ValtbiQ*), de manière que : 

(i) *l (L,p) e*t le {Ibrè trivial muni de *a métrique naturelZe, alors X(L,p) 
e*t la norme choisie *ur det RT((̂ ) . 

(ii) SI u : (Lpp^) -e^->(L2,p2) est une Isométrle, alors 

det RT(u) : (det RTCL.), X(L1,pl)) > (det RT(L 2), X(L2,p2)) e*t une Isométrle. 

(iii) SI a e*t un point de X , VIsomorphisme naturel (1.3.3) 

det RT(L(a)) -^-> det RT(L) ®L(a)0 

est une Isométrle lorsque Von munit, det RT(L) (resp. det RT(L(a))) de la norme 
X(L,p) (resp. X(L(a), p® P(a))) ^ â dïwlte L(a)a de la norme InduJXe par 
P ®P â) \ P(a) dé*lgne la métrique *ur ^(a) dé£tnle en 4.11 à Valde 
de pA . 

Remarques 4.15.1 : 

a) Si u : (L̂ ,p̂ ) * (L2,p2^ Multiplie les normes par a>0 , alors XRT(u) 

multiplie les normes par a^L1^ : ceci résulte de (i) et du fait que 1 u est 
une isométrie. De même on a, pour a >0 : 

X(L,ap) = ax(L)X(L,p) . 

b) Si l'on multiplie par a>0 la norme choisie sur det RT(£̂ ) , alors toutes 
les normes X(L,p) sont multipliées par a ; on pourrait donc se dispenser 
du choix d'une norme sur det RT((9C) , en affirmant seulement l'existence d'une 
norme canonique sur det RT(L) 0 (det RT(<̂ .)) 

c) Si l'on multiplie par a>0 la métrique p̂  sur &%xX̂ ^ » alors X(L,p) 

est multipliée par cfm où m est l'étrange entier 

m = xq)(x(L) - 1) -g(g-1) 
2 

= deg L (deg L + 1 - 2g) 
2 

On laisse la vérification au lecteur, qui prendra garde que, dans (iii), le choix 

de p̂  intervient (par l'intermédiaire de p^) des deux côté* de 1 'isomorphis
me utilisé. 
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Démonstration de 4.13 : 

4.13.2.- Si E est un ensemble et r un entier >0 , appelons mot de longueur 
r sur E un élément de l'ensemble (Ex{+1,-1})r .Un tel mot sera noté 

Q.| ... Q r (Q̂  £E ,ei €{+1,-1}) . On définit la composition des mots par juxtapo

sition. 

Soit T un (E-schéma réduit de type fini. Si w = Q̂  .. .Qr est un mot sur 

X(T) , on note D^ le diviseur Z sur Xp . On définit alors par récur

rence sur r une métrique X(w) sur le fibre det Rp* de la manière 

suivante (p : Xp—> T étant la projection naturelle) : 

-si r=0 , alors w est le mot vide , ®^(DW) = et X(w) est déduite 

de la métrique fixée sur det RT©^} . 

-si r>0 et e r =+1 , alors w = w'Qr où w
1 est de longueur r-1 . On a 

un isomorphisme naturel 

(4.13.2.1) det Rp^(D w) -~-»det Rp*<9̂ (Dw,) eQ^O^CD^ 

et l'on impose à celui-ci d'être une isométrie pour les métriques respectives 
X(w) et X(w') ® Q* : ceci définit X(w) sans ambiguïté, 

w 

- si r>0 et e r = -1 , alors w = w'Q~1 d'où D , = D

w + Q r > et l'on a 

(4.13.2.2) det Rp.O^CDw.) = det Rp. CD^ 3QJ<3^CI>W.) l 

on impose alors à cet isomorphisme de respecter les métriques X(w') et 
A(w) 8 Q*pn  

r Dw' 

4.13.3.- Il est immédiat que lorsque T = Spec (C , alors notre norme X(w) doit 
coïncider avec la norme *(^G\P»PDW ) s i celle-ci existe. Ceci établit 
l'assertion d'unicité de 4.13, car tout fibre hermitien (L,p), où p est permise, 
est isomorphe (avec sa métrique) à un certain (Ĉ (D),p̂ ) 
L'existence résultera des deux lemmes suivants : 

LEMME 4.13.4.- La métrique X(w) бит det Rp*(2̂ (Dw) ne dépend que. du dlvlbeun. 
D w 

On obtient donc, pour tout diviseur D sur Xp qui est combinaison linéaire 

de sections, une métrique sur det Rp*Û̂ (D) , que nous noterons X(D) . 

LEMME 4.13.5.- Soient D̂  et D2 deux dlvlbewu бил X . 
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SI u : ((^(D^, pD ) —^^(c^CD^, pD ) est une ibométrie, alors det RT(u) 
est une ibométrie роил Les normes XCD̂ ) et X(D2) et-dessus. 

Bien entendu, on définit ensuite X(L,p) du théorème par la condition que 

X(0^(D),pD) = x(D) pour tout diviseur D . 

4.13.6.- Démonstration de 4.13.4 : invariance par contraction : Soit r>2 et 
e1 er 

soit w = Q1 ...Q tel qu'il existe i<r-1 avec Q. =Q. 1 et £.=-£.-. 

Désignons par w le mot de longueur r-2 obtenu en supprimant et dans 

w , de sorte que Dl_=D . Alors il résulte immédiatement de la définition de 

X(w) que les métriques X(w) et X(w) sur det Rp.Ô CD̂ ) coïncident. 

4.13.7.- Démonstration de 4.13.4 : invariance par permutation : Le groupe symétri-
e1 er 

que (5r opère sur les mots de longueur r en envoyant w = .. .Qr sur 

aw = Q^^... Q 0 ^ ^ Pour tout аеб г . On a évidemment D^ = D w et, pour 

achever de prouver 4.13.4, il suffit de voir que X(aw) = X(w) . 

Bien entendu on peut se limiter à la situation "universelle" suivante : 
r r le schéma de base T est X , et Q. est la i-ième projection pr^ : X —^X . 

Il résulte alors du lemme 4.13.8 ci-dessous que dans ce cas les métriques 

X(crw) et X(w) sont r-permibes (4.7). Elles coïncident donc à une constante 
multiplicative près, et par suite il suffit de voir qu'elles coïncident en un 
point de X r . Ceci nous ramène au cas où les sont égaux, qui résulte à 
son tour de l'invariance par contraction. | 

LENME 4.13.8.- Posons T = X n (n*0) et soit w = Q^1.. .Q^r , où ^ 
où chacun des : X n—>X est soit constant, soit Vune des projections naturel
les. Mors la métrique X(w) sur det Rp.CC (D̂ ) est n-permise au sens de 
4.7. 

Démonstration : (par récurrence sur r ) . L'assertion est triviale si r=0 . 

Si r>0 , traitons le cas e r = +1 (l'autre étant entièrement analogue). On a, 

par définition de X(w) , un isomorphisme de fibres hermitiens 

det Rp.e^cv = det i w y v e (çc^av 

où w' =Q1 ...Q - .11 suffit donc de montrer que la métrique Q*pD est 

n-permise. 
Le diviseur D est combinaison linéaire de sections constantes w 

{a} x ̂ cXxX n (ae X(C)) et de sections à± : X
n —*X xXn (i = 1,... ,n) définies 
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par A^Cx^.. ,xn) = (x i,x 1.. ,xn) . Par suite la métrique Pj^ est (n+1>permi-

se, ceci parce que p̂  est bipermise. Lorsque Q r : X
n—»X est constant, il en 

résulte bien que Q*PD est n-permise. Lorsque Q r est la projection 

pr^ : X n —»X , correspondant à la section Â  , nous sommes 

ramenés à l1étude des fibres hermitiens suivants : 

A* & JaxX n) = pr*CC(a) i X x Xn 1 X + métrique p (a) 

: Ai Çf (A.) = pr*. (A) + métrique p 
XxX 3 1 J XxX 

A? Çf „CA-) = pr! L*& (A) + métrique A*pA 1 XxXn 1 1 XxX 

et chacune de ces métriques est n-permise (4.10). 

4.13.9.- Démonstration de 4.13.5 : Nous pouvons, dans l'énoncé de 4.13.5, ajouter 

un même diviseur à D̂  et D2 (ceci se vérifie encore sur la définition de X(w)),et 

ainsi nous ramener au cas où deg D̂  = deg D2 = g - 1 . Notons que dans ce cas 

on a det RT(ou) = det RT(u) pour tout a€(E* puisque xC^Œ-j)) = 0 i nous 

allons donc montrer en fait que tout l&omoKpfaUme. (non nécessairement hermitien) 
u :Ĉ (Dp ——>0(D2) induit une isométrie sur les det Rr . 

Fixons un diviseur E de degré assez grand, de telle sorte que D̂  et D2 

soient tous deux de la forme E - (Q-| + ...+Qn) (Q^€X) . Considérons le diagramme 

n i dX x * Xx X - >XxJ 

f 
A^\ p q2 = seconde projection 

Xn ï > j \ 
g-1 

ou : 
P(Q,Qr...,Qn) = (Qr...,Qn) 

*(Qr...,Qn) = cl(?
/

x(E-Q1-...-Qn) 

(Q-,,...,Qn) = (Q,,Q1,...,Qn) • 

Soit D le diviseur ExXn-A1 - . . .-A sur XxXn et soit U , un fais-
1 n g-1 

ceau universel quelconque sur Xx j . Par définition du morphisme , on a 
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(T X x x na»~(iV*
3* V i ® P * M 

où M est un faisceau inversible sur X11 . On en déduit un isomorphisme (rap

pelons que "xest nul dans les fibres") 

det Rp*Qr CD)« ф* det Rq2 U (- © ) (2.4.3.1) 
XxX * *» g-1 

et il suffit de voir que la métrique X(D) sur le membre de gauche provient 
par ф* d'une métrique sur O' (- (S)) 

Jg-1 
Lorsque l'on identifie J ^ à JQ par une translation convenable, le faisceau 
1̂ " 6St ̂ °̂ ал̂ ау1̂  (c?est la définition classique de la polarisation 

canonique ; cf. aussi 2.5). D'autre part, le composé de ф avec tout plongement 
X* *Xn du type utilisé en 4.7 est de la forme -j (4.0.1) pour a convenable. 
En conséquence, si l'on munit СГ (- © ) d'une métrique permise p (au sens 

J g-i 
des variétés abéliennes), alors la métrique ф*р est n-penmu>e (cf. 4.10.1 à 
propos de -j ) a 

D'autre part il résulte de 4.13.8 que X(D) est également n-permise. Quitte 
à modifier p par une constante on peut donc supposer que X(D) = ф*р , ce qui 
achève la démonstration. I 

La démonstration qui précède a un sous-produit utile : 

PROPOSITION 4.14.- Soient n un entier, a un point de X . Considérons &иЛ 
XxJn le faisceau universel triviatisé hur {a}xJn , et munisbonb-le 
de V unique métrique kermitienne p compatible à la trivialisation et permise 
JSUT Xx pour tout ^è€J n . Soit q 2:XxJ n—kJ^ la seconde projection. 
Mors la métrique X(p) bur det Rq2 &*t permise. 

Démonstration : Lorsque n = g-1 cela a été vu à la fin de 4.13.9. Pour n quel

conque, posons D = (g-n - 1)a sur X : alors on a construit en 2.5 un isomor
phisme canonique 

det Ъ г У Р - T D °з (-в)в(о,/а
к 

g-1 
pour к convenable ; le lecteur est alors invité à suivre la démonstration de 
loc. cit. pour se convaincre que 1'isomorphisme ci-dessus est compatible aux 
métriques, la métrique sur ©1 (- О ) étant celle déduite du cas n = g-1 , 

Jg-1 
et par suite permise. I 

COROLLAIRE 4.14.1.- Soit fa la biextension 4оЛ Jx J définie en (2.7.1) Munis-
Aons-la de bon unique métrique permise compatible à ш trivialisation à Vorigine 
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de Jx J (ou ce qui. teviewt au même,, compatible, à ACL Â£/WLC£U/LQ. de bJJLxtQ.vu»lon). 
Alosu 4̂  L e£ M Aont deux £cuucejaux Jui\>vibXbl<u de. dngKo. 0 -6uA X mun̂ 6 
cie mé&vuqueA peAml&eA, Z1 ÂAomoJvpkUme. 

(̂clL clM) = det ̂ ^ M T 1 0 det RTCU ® det RTCM) fidet RT(̂ )~1 

du £emme 2.7.5 <u>t une u>omoJJvl<i. 

Démonstration. Soit a un point de X , et soit le faisceau universel sur 
X x J trivial sur {a} x J . Munissons-le de la métrique "normalisée" définie 
en 4.14 : on obtient une métrique sur 

0(a) = (det Rq?lia))"1 (2.6.1) 

qui en vertu de 4.14 est permise. Dfautre part, on a un isomorphisme canonique 
(d'où Ton tire celui de 2.7.5) sur Jx J : 

$ = m*9(a;)® pr^^3'1 0pr*e(a)"1 % (det Rr(£>x))~xj (2.7.4) 

et il s'agit donc simplement de comparer la métrique de & à la métrique sur le 
second membre déduite de celle de 0 J .Or ces deux métriques sont permises 
et il suffit donc de les comparer à l'origine de J x J . Le second membre de 
1'isomorphisme ci-dessus est canoniquement trivialisé à l'origine et 1'isomorphis
me est compatible aux trivialisations : il suffit donc de voir qu'il en est de 
même des métriques, ce qui est clair pour le membre de droite et est vrai aussi 
pour ¿5 par hypothèse. I 

4.15.- Normes de Faltings et dualité 

Soit L un fibre en droites sur X muni d'une métrique permise p : on a 
par dualité de Serre un isomorphisme canonique 

(4.15.1) 6L : det RT(L) det RT(L~1® ô ) 

Une fois faits les choix de 4.12, les deux membres sont munis canoniquement 
(grâce à 4.13) de leurs normes de Faltings. On a alors la compatibilité attendue : 

PROPOSITION 4.15.2.- VUomoKphÂAma ôL de (4.15.1) <u>t une. ÂAomètJvLe.. 

Démonstration 

4.15.3 : Cas où deg L =g - 1 . Soit un faisceau universel sur XxĴ  ^ 

et soit q2 :Xxj ^ —*Jg-1 *a seconde projection. Considérons l'involution 

0 : V i J«-1 
аф = cl(ov) 
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et posons Л = det Rq9 1С 1 = СГ (-©) . On a par dualité de Serre un iso-z* g"1 Jg_-| 
morphisme 

о-»/ : Л ~ >а*Л 

de faisceaux inversibles sur . De plus Л est muni canoniquement d'une 
métrique de Faltings (on rappelle que si degL = g-1 , alors X(L,p) ne dépend 
pas de p ) dont nous avons vu (4.14) qu'elle est релт-tie. Par suite ô î 

Ug-1 

respecte les métriques à une constante multiplicative près, mais comme pour tout 

L le composé 
ô ô —1 

det RT(L) - >det RT(L"1 ®аз) L 0 a ) > det RT(L) 
est l'identité, cette constante vaut 1, C.Q.F.D. 

4.15.4.- Pour déduire le cas général du cas de degré g-1 il suffit de voir que 

si Q est un point de X , alors 4.15.2 est vraie pour L si et seulement si 

elle est vraie pour L(Q) . Considérons le diagramme 

det RT(L(Q)) * det Rr(L"1(-Q) 8U>X) 

Ô L 0 R -1 -1 
det RT(L) ® L(Q)Q— • det RT(L 1 fcc^) 0 (L0<DX )Q 

où les flèches verticales sont déduites de 1.3.3 et où r résulte de 1'isomorphis
me canonique ^(Qjq ^> ( < ^ ) Q • Ce dernier est une isométrie par définition de 
la métrique sur w x ; il en est de même des flèches verticales par 4.13 (iii). Il 
suffit donc de prouver que le diagramme ci-dessus est commutatif, ou même simple
ment commu£at¿i au ¿>¿gne. ptóó. 

4.15.5.- Le lecteur infatigable ne manquera pas d'établir directement cette der

nière assertion et d'identifier le signe. On peut aussi procéder comme suit : 

le diagramme de 4.15.4 se généralise de façon évidente au cas où : 

. X ^ >S est une courbe semi-stable de genre g sur un schéma S quelconque ; 

. Q : S >X est une section contenue dans l'ouvert de lis sité de f ; 

. L est un faisceau inversible sur X , de degré total (dans les fibres) d 

fixé. 

Nous pouvons même, en tensorisant L par un faisceau provenant de X , suppo

ser que Q*L est trivialisé sur S . Les objets (X—>S , Q, L) 

(resp. (X—>-S,Q), resp. X—^S) comme ci-dessus forment un champ M" 
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(resp. M1, resp.M) au-dessus de la catégorie des schémas, et le défaut de commu-

tativité du diagramme de 4.15.4 définit une section globale de C^„ . Il suffit 

donc de montrer que H°(M",0 n̂) = ZZ . Or on a une suite de morphismes naturels 

M" ^ — > W ^-=*M E—>Spec 2Z 

qui sont £¿64̂ 6 dt SuAjzdtiis : pour p cela résulte de ([D-M], 5.2) ; c'est 
clair pour p' puisque M' n'est autre que l'ouvert de lissité de la "courbe 

universelle" sur M ; enfin pour M" cela résulte de la lissité du foncteur de 

Picard d'une courbe. De plus chacun de ces morphismes est "génériquement" 

(i.e au-dessus d'un ouvert schématiquement dense) propre à fibres géométriquement 

connexes : c'est vrai partout pour p [D-M] , et pour p' et p" c'est vrai au-

dessus de l'ouvert de M paramétrant les courbes lisses. Tout ceci entraîne 

P*UM" M' ' P*UM' M ' p* M SpecZZ 

d'où finalement H°(M",0̂ tl) = ZZ , C.Q.F.D .1 
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5.- L'ACCOUPLEMENT DE NERON-TATE 

5.O.- Dans tous les §5 et 6, K désigne un corps de nombres, son anneau d'en

tiers. Ou note S£ = Spec6' et l'on désigne par Sœ l'ensemble des places archi-

médiennes de K . On pose "formellement" S = S£U-Sqo , et l'on désigne par 

PICC(S) la catégorie des "faisceaux inversibles compactifiés" (I, 1,2 ) sur 

les morphismes étant les isomorphismes de Ĉ -modules respectant les normes aux 

places à l'infini. On note Picc(S) l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets 

de PICC(S) . 

Pour appliquer les résultats des §3 et 4, on fixe de plus, pour chaque a e Ŝ ? 

un plongement continu ^g: K e—• (E . Le choix des n'a d'ailleurs pas 

d'incidence sur la suite, car on aurait pu, dans les §3 et 4, se placer sur 

"un corps local isomorphe à C " . Pour tout schéma X au-dessus de Spec , 

on pose X = Xv ® (E . 

5.1.- Soit A K une variété abélienne sur K et soit A — ^ S £ le modèle, de. 
HéKon de kv sur Sr , qui est un Sf-schéma en groupes lisse, séparé et de type 

fini sur S£ . De même soit A »-S£ le modèle de Néron de la variété duale 

A^ de A K et désignons par A
0 et A t , c > les composantes neutres respectives de 

A et A* (de sorte que A 0 , par exemple, a pour fibres les composantes neutres 
des fibres de A sur Ŝ  > et est un sous-schéma en groupes ouvert de A ). 

Notons UcSj le plus grand ouvert de S£ au-dessus duquel A et A ont 
"bonne réduction" (i.e sont des schémas abéliens). Alors A^ est le schéma 
abélien dual de A^ , et l'on dispose du faisceau de Poincaré sur 
AyxÂ j et de sa structure naturelle de biextension. Il résulte alors de 2.8.2 
que 3>„ se prolonge en une unique biextension sur A°x A t , Q , que nous noterons 

^ ° . 
Enfin on fixe un entier N > 1 tel que la multiplication par N dans A 

(resp. A1) se factorise par A 0 (resp. A t , a) . Un tel entier existe car pour tout 

point fermé s€S£ , le groupe des composantes connexes de A g (resp. Â ) est 

fini, et il est trivial pour presque tout s . 
Pour tout a e S , le faisceau 'P sur A x A t déduit de (PT1 (ou de"?0) °o ' o o o u 

est muni d'une métnÀjque permise canonique (§3) : on rappelle en effet que 
est canoniquement trivialisé à l'origine de Â xÂ j > e t il existe donc une uni

que métrique permise sur ̂ ? compatible à cette trivialisation ; c'est aussi, com

me il résulte des propriétés générales des métriques permises, l'unique métrique 

(permise ou non) compatible à la structure de biextension de 'p . 

5.2.- Avec les notations de 5.0 et 5.1, soient d'abord x€A°(Sf) et yeA
t , 0(S £). 
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Considérons le Démodule inversible (x,y)*({P̂ ) : grâce aux métriques permises 

canoniques sur les (a € S ) , il est canoniquement muni de normes hermitiennes 
aux places à l'infini. Il définit donc un objet de PICc(S) , que nous appelerons 

hawte.u/i géoméXAlque. de (x,y), et qui sera noté 

(5.2.1) HG (x ,y) = (x ,y) * ( (P°) + normes canoniques . 

Nous noterons de plus 

(5.2.2) hg(x,y) = classe dans Picc(S) de HG(x,y). 

La structure de biextension de /?° , et sa compatibilité aux métriques à l'infini 

fournit pour x,yeA°(S£) et z,t€A
 , 0 (S£) des isomorphismes canoniques dans 

PICc(S) 

(5.2.3) HG(x,z+t) = HG(x,z) ® HG(x,t) 

HG(x,+y,z) = HG(x,z) ® HG(y,z) . 

5.3.- Soient maintenant x e Â (K) = A(S£) , yeA^(K) = At(S£) 

Comme ̂  ne se prolonge pas en général à A x At , on ne peut définir HG(x,y) 

comme objet de PIC,(S) (on peut toutefois le faire lorsque xeA°(S£) ou. 

y€A t , 0(S £) , cf. remarque 2.8.2.3). 
Cependant, l'entier N étant choisi comme en 5.1, on a NxeA°(Sf) 
et Ny €At,0(S£) de sorte que l'on peut définir HG(Nx,Ny) (objet de PICC(S)) 

et hg(Nx,Ny) (élément de Picc(S)). On pose alors (un peu abusivement) 

(5.3.1) hg(x,y) =Xhg(Nx,Ny)ePic (S) ® Q . 
N̂  c 7L 

La bilinéarité de HG entraine que l'application 

(5.3.2) A(K) xA^K) > Picc(S) 8 Q 

(x ,y) I > hg (x ,y) 

est Z-bilinéaire et ne dépend pas de l'entier N choisi en 5.1. 

Remarque 5.3.3 : L'entier N étant fixé (par exemple minimum), notons E = S£-U 

l'ensemble des places de mauvaise réduction de A . Alors on peut définir 

HG(x,y) comme objet de la catégorie PICc(S,l,N ) qui suit : un objet de 

PICc(S,Z,N
2) est la donnée 

(i) d'un objet L de PICc(U) (faisceau inversible sur U + normes aux places à 

1 ' infini); 

(ii) d'un objet M de PICC(S) ; 
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2 
(iii) d'un isomorphisme ~ >L®̂  d'objets de PICc(U) 

L'objet HG(x,y) annoncé s'obtient en prenant L = (xy,yy)*((Py) , 
M= (Nx,Ny)*((?ô) , 11 isomorphisme (iii) résultant de la structure de biextension 

de ̂  . L'intérêt de ce genre de constructions est qu'il permet de raisonner 

localement sur la base. 

THÉORÈME 5.4. - L ' application 

AK(K)xA£(K) > R 

(x,y) I degs hg(x,y) 

eàt V accouplement de Néron-Tate de A . 
[Bien entendu, degg désigne le prolongement naturel à Picc(S)®Q du degré 
défini en I, Cor. Prop. 1.1). 

La démonstration est donnée dans [MB], chapitre III ; on y trouvera plus 

généralement une construction géométrique de la hauteur de Néron-Tate associée 

à un faisceau inversible Lv sur une K-variété abélienne B v , le cas particulier 
t /P 

envisagé ici étant celui où % = Aj(xAj( et L̂ = . 
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6.- APPLICATIONS AUX SURFACES ARITHMETIQUES 

On garde les notations de 5.0. 

DEFINITION 6.O.- Une -audace aÂÂXkmétique sur S est la donnée 

(i) d'un S£-schéma X— -̂>S^ , projectif et plat sur , dont les fibres sont 

des courbes semi-stables de genre g £ 1 et dont la fibre générique est lisse ; 

(ii) pour chaque a € S^ , d'une métnÂjque. b<ipeAmÂJ>e. (4.7) sur 

x X (A ) où AcX x X est la diagonale. 
0*0° S£ 

Remarques 6.0.1 : a) on ne suppose pas ici que X est un schéma régulier; nos 

hypothèses impliquent toutefois qu'il est normal. 

b) Arakelov et Faltings fixent les p̂  en imposant la con

dition 4) de 4.11.4. Le choix particulier des p̂  ̂  n'a pas d'importance dans 

ce § ; il en aura, par contre, dans l'exposé III. 

Dans tout ce qui suit, on fixe une surface arithmétique (X,(Pa )) sur S . 
A>a 

On désigne par PIC (X) la catégorie des (X-modules inversibles compactifiés c À 
(I, 1,2), c'est-à-dire des ^-modules inversibles L sur X munis, pour chaque 

a € S œ , d'une métrUque. peJunibe. (4.5) sur le faisceau inversible L Q sur X a . 

Notons que cette catégorie ne dépend pas du choix des p . On note Pic (X) 

le groupe des classes d'isomorphie de ses objets. 

Pour tout L€ob PICC(X) nous noterons L̂  le ̂ -module inversible sous-jacent 

("partie finie" de L) ; enfin le de.Qh.e de L , noté deg L , est par définition 
le degré de L̂  sur la fibre générique X^ . 

6.1.- Un (LLvÂJiQjjJi compactl̂ -té sur X (1,1.1 ) est par définition de la forme 
D = D r + D où Dr est un diviseur de. CcuvtieA sur le schéma X , et D une f 00 t ' 00 
combinaison linéaire formelle I A [X ] ,où x € ]R . On note Div (X) 

le groupe de ces diviseurs. Pour D€Divc(X) comme ci-dessus, on définit un 

objet (3̂ (D) de PICc(X) de la façon suivante : on a par définition 

er ĉD) = (^œ£)ee£(Dj » e t : 

. ©^(D^) est le faisceau inversible ̂ C^) sur X muni, pour chaque 0 €
 s

œ> 

de la métrique pn sur £C (D,- . : ici D̂  est le diviseur induit sur 
uf,a a , a J , a 

sur XQ par D£ , et pD est déduite de p̂  ̂  selon le procédé de 4.11.1 ; 
f ,o 

. Par définition C£(D ) = X Ta]) : ici Orc(Z A Ta]) est l'objet de 
00 a 0 a a 

PIC (S) associé au diviseur compactifié E A [a] sur S . Explicitement, c a a 
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O^CDp est le fibre trivial sur X , muni, à la place o , de la métrique 
naturelle multipliée par e~̂ o . 

On voit donc que le faisceau inversible sur X sous-jacent à ©^(D) n'est autre 
que ^(Df) • °e plus, il est immédiat que Ô̂ CD-j + D2) s'identifie canoniquement 
à O^œp 8tf£(D2) (cf.4.11.1(ii)). 

6.2.- Inversement soit L = (Lf,(p ) ~ ) un objet de PIC (X) , et soit s 
une section rationnelle non identiquement nulle de L £ sur X . On définit alors 

le diviseur compact if ié de s comme 

divC(s) = div̂ (s) + div̂ (s) 

de la façon suivante : la "partie finie" div£(s) est le diviseur div(s) de s 

sur X au sens habituel, de sorte que s induit un isomorphisme 

ef(div(s})—=-*L£ . 

On choisit alors la partie à l'infini div̂ (s) de manière que 1 'isomorphisme 

ci-dessus donne une ÂMomitAiz 

dS(div£(s) + divc(s)) —=^>L . 

On rappelle que le faisceau inversible sous-jacent au premier membre s'identifie 

canoniquement à 0̂ (div(s)) ; le fait qu'il existe un unique divc(s) ayant la 
A °° 

propriété cherchée résulte du fait que le rapport de deux métriques permises est 
constant, et que tensoriser par ôr^Cx[X(J]) équivaut à multiplier par 
la métrique à la place a . 

Remarque 6.3.- La correspondance que nous venons d'établir entre objets de 

PICc(X) et diviseurs compactifiés dépend des métriques bipermises ^ choisies. 

Toutefois il résulte de 4.11.2 que si le diviseur compactifié D est de ddQKi 0 
alors ©5(D) ne dépend pas des p. . Pour D quelconque, la variation est la 

A A >0 
suivante : posons p' = a pA pour tout a€ S , avec a >0 . Notons KA,a crA a 0 0 a 

ô%(0)' le faisceau associé à D au moyen des p1 , et posons 
A A>a 

D = I (log «J [X 1 . o a ç s o o 
oo 

Alors on vérifie (en utilisant 4.11.2) que 

(^(D)' =©^(D- (degD)Do) . 

6.4.- Si aucune confusion n'en résulte, noms mtvwnk d&oxmcuu ̂ Œ ) au lieu do, 
©£(D) , pour DeDivc(X) . 

De même, le faisceau dualisant relatif û /ĝ  est muni de façon naturelle, 
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pour chaque aeS^ , d'une métrique permise (4.11.3) . Nous noterons 

encore aĵ g (plutôt que w!̂ g) l'objet de PICc(X) ainsi obtenu, et nous 

poserons 

(6.4.1) cû  = s ® f *u)g 

où o)ç € ob PIC (S) désigne le (̂ -module dualisant w muni des normes définies 

en I, 

6.5.- Pour chaque ceS^ , choisissons une norme hermitienne sur 

det RTCĈ  ) = A g H1(Xa,(^) . Pour tout L= (L£,(pa)) eob PICc00 , le 

tf'-module inversible det Rf.L̂  peut être muni, pour chaque aeS^ , de sa 

"norme de Faltings" (4.13). L'objet de PICC(X) ainsi obtenu sera noté det Rf*L 

Pour L et M eob PICC(X) , nous poserons dans ces conditions 

(6.5.1) <L,M> = det Rf*(L8M) © (det Rf*L)~1 0 (det Rf*M)""1 0det Rf*(5£ . 

(cf.(2.9.3))- On obtient ainsi un objet de PICc(S) , et la remarque 4.13.1.b) 

implique qu'il ne dépwd peu du choix des normes sur les det RTg%. ) . Bien 

entendu, lorsque nous aurons à développer <L,M> suivant la formule (6.5.1) 

nous supposerons implicitement que de telles normes ont été choisies. 

DÉFINITION 6.6.- Pour L et Meob PICC(X) , on appelle intzASzctlon d'AfiakeZov 

de L et M le réel 

(L.M) = degs <L,M> (cf.(6.5.1)) 

le degré étant celui de I, 

6.7.- Il s'agit maintenant de vérifier que (L.M) ainsi défini coïncide avec la 

notion introduite par Arakelov (I, ). Il est d'abord clair sur la définition 

que (L.M) = (M.L) et que (L.0̂ ) = 0 . D'autre part si Kf est une extension 

finie de K d'anneau d'entiers & , on dispose de la surface arithmétique 
f ' 

X' >S' obtenue par changement de base (bien entendu, les métriques 
PA' a' (P°ur a* GSœ > A1 = diagonale de X'xX') sont celles déduites des 

PA Q) . Si ïï : S' S et TT' : X' X désignent les projections naturelles 

alors on a un isomorphisme canonique 

(6.7.1) <7r'*L,Tr'*M> ^=^7r*<L,M> 

d'où 

(6.7.2) (TT'*L.7T'*M) = [K' :K](L.M) . 

Pour faire le lien avec Arakelov, on se propose de calculer (L.(3̂ (D)) pour 
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DeDivc(X) . 

DÉFINITION 6.7.3.- Notons CĤ (X) le groupe des "1-cycles compactifiés" de X , 

formé des combinaisons linéaires formelles Z = Z£ + Ẑ  où Z£ est un cycle de 

dimension 1 sur X et Zœ une combinaison linéaire formelle 

ois W ( o ù Xa6]R> • 
Pour L€ob PICC(X) et Z€CH^(X) on définit un réel L^Z par les condi

tions suivantes : 

(i) LrsZ est additif en Z . 

(ii) Si Z = XZQ où ZQ est un cycle intègre contenu dans la fibre Xv 

(v€ S) avec XeTL (si v£Sr) ou X€R (si v€S) , alors 

W = Xev degK(v)(L|z ) 

où K(V) désigne le corps résiduel de v , et où 

ey = log § K(V) (V€S£) 

ev = 1 (v réelle) 

ev = 2 (v complexe). 

(iii) Si Z est un cycle intègre fini sur S£ , alors 

Lssl = degz (L|z) . 

(Ceci a un sens car Z est le spectre d'un ordre d'un corps de nombres, et L|z 
est de façon naturelle un objet de PICC(Z)) . 

On vérifie immédiatement que si DQ est un diviseur compactifié sur S et 

si Z = f*DQ (définition évidente) alors 

(6.7.3.1) L/NZ = (degL) (degs DQ) . 

Il est d'autre part immédiat que L/>Z est linéaire en L , et que dans une 

situation de "changement de base" (notation de 6.7) on a 

(6.7.3.2) 7r'*L̂ TT'*Z = [K* : K] (L^Z) . 

Bien entendu, le groupe Div,(X) s'identifie à un sous-groupe de CĤ (X) , de 

sorte que l'on peut définir Lo.D pour D€Divc(X). 

6.7.4.- Calculs locaux.- Soit Z = Z£ + ZœE CĤ (X) et soit D€Divc(X) tel que 

E : = Supp D£nSupp Z£ soit fini et contenu dans l'ouvert de régularité 

X de X . Appliquant la définition 6.7.3, on obtient une décomposition 
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(6.7.4.1) C X ( D W = Z [D.Z1 + Z [D.Z] 
x x €E x оеъ 0 

où les différents termes sont donnés par les formules suivantes : 
mi nj 

- pour xez , soit П ф. (resp. П ф. ) une équation locale de D(resp. Z) 1 ^ j 

au point x , avec ф. et ф. e © V ̂  > m. et n. e Z . Alors i з л,х i j 
(6.7.4.2) [D.Z]x = .£. n»inj log # (.0%)Х/(<p̂  Дj)) 

- pour a € S on а , en posant D = Z Л [XI et Z = Z u ГХ 1 : r oo y t- 00 a 0 0 ° ° a a ° 

(6.7.4.3) [D.Z]a = (degD)eaua + (degZ)eaÀa + [Df.Z£]Q 

et le terme t Df^f] a se calcule comme suit : D £ et Z £ induisent respectivement 

sur X des diviseurs E m. P. , Z n. Q. à supports disjoints ; soit d'autre о i 1 1 j J J 
part G = oA (sA ) la fonction sur XxX - Л définie en (4.11.4.1). Alors r a Â,a Â  a a a 

(6.7.4.4) [Df.Z£]0 = e 0 Z - log G ^ P ^ ) . 

On vérifie ces formules en se ramenant au cas où Z est intègre et en utilisant 

la section rationnelle canonique s D de 6̂ (D) et le "diviseur" qu'elle induit 

sur Z , en un sens à préciser dans chaque cas. 

Les formules ci-dessus montrent en tout cas que, ht Z eJbt auubbl un dlvlbejun. 
de. CantteA, on a 

(6.7.4.5) Ô^(DW = Q^(Z)^D 

(on rappelle que la fonction Ga est symétrique , cf. (4.11.4.2)). 

Cela étant, le résultat suivant justifie la définition 6.6 : 

PROPOSITION 6.8.- Роил tout LeobPICc(X) et tout D€Divc(X) , on a 

(L.Û̂ (D)) = L^D . 

En paAtlculleA le. pKoduJUt (L.M) eJbt blliniaJoie. [сап llneauie. en L et bymitnl-
qut). 

Démonstration : On a d'abord le lemme utile (et trivial) : 

LENME 6.8.1.- SoÂt L un о̂илсеш InvesuÂble. (oKdtncuAe.) бил X et boXt Z un 
ensemble. £tnt de. pointa [non neceA&aviement £елтед) de. X . К1окь L admet une. 
JbexitÀjon nattonneZle. s teJULd que. Supp (div(s)) n Z = 0 . 
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Démonstration : Comme f est projectif et S £ affine, il existe un ouvert 

â Xne. U de X contenant E ; on peut donc trouver une section globale de L 

sur U , non nulle en chaque point de I . | 

LEMME 6.8.2.- Soient L eX M€ob PICc(X) , at 6olt D€Divc(X) teJL que. 
Supp(D£) boit contenu dan* VouveAt de. &u>&lté de. f . MJOHM 

(L.M eO£(D)) = (L.M) + L^D . 

Démonstration : Vu nos hypothèses, les composantes de D£ sont encore des divi

seurs de Cartier. Nous sommes donc ramenés à deux cas : 

(a) D = f*DQ où DQ€Divc(S) . Posant M Q = <^(Do)eob PIC (S) , 

il suffit de voir d'après (6.7.3.1) que l'on a un isomorphisme 

<L,M0f*MQ> = <L,M> ®NÇ d e g L . 

Cette formule est elle-même conséquence de 

det Rf*(N®f*MQ) = det Rf*N 0M®
XX/S^ 

pour tout N €ob PICc(X) (en appliquant la définition de <L,M>). 

On a déjà (1.1.7) un tel isomorphisme entre les ©-modules inversibles sous-jacents; 

le fait qu'il soit compatible aux normes de Faltings résulte de 4.13.1(a). 

(b) D est intègre et fini sur S : dans ce cas on se ramène (par changement de 
base) au cas où D est combinaison linéaire de sections de f (toujours conte
nues dans l'ouvert de lissité), puis au cas où D = E(S) est une telle section. 
On a alors, pour tout N€ob PICc(X) , un isomorphisme canonique (1.3.3) 

det Rf.CNôÔ CE)} = det Rf*N 0 E*(N® 0̂ (E)) 

qui est compatible, aux noimeA aux places à l'infini, en vertu de 4.13 (iii). 

Appliquant la définition de <L,M> on en tire 

<L,M«(3̂ (E)> = <L,M> 0 E*L 

d'où le lemme, puisque L/>E = degg E*L. I 

6.8.3.- Fin de la démonstration de 6.8 : Soient L et D comme dans l'énoncé. 

Alors, d'après le lemme 6.8.1, L est de la forme ^(D f), où D£ est contenu 

dans le lieu lisse de f et est sans composantes communes avec D £ (appliquer 

le lemme avec Z = Sing(f) U {points maximaux de Supp(D£)} ). On a donc 
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(L.G£(D)) = (Cr(D').(Sr(D)) 

= C(̂ (D).(̂ (Df)) (symétrie) 

= ̂ (D)^D' (6.8.2, avec M = ̂ ) 

= ̂ C(D
,)^D (6.7.4.5) 

= L^D .• 

COROLLAIRE 6.9.- Soit X' >Spec & une autre *ur̂ ace arithmétique et *oit 
ÏÏ : X1 —*X an morpktsme biratijonnel compatible aux donnée* de 6.0 (ii) *ur X 

X^ pou/i aeS^ . SI L^et L2£ob PICc(X) , alors 

(LrL2) = (7r*LrTr*L2) . 

Démonstration : le morphisme TT est un isomorphisme en dehors d'un ensemble fini 

E de points fermés de X . Grâce au lemme 6.8.1 on peut donc supposer que 

L = ̂ (D) , où D vérifie SuppŒp fl £ = 0 . Le corollaire est alors trivial, 

compte tenu de 6.8. I 

Remarques 6.10.-

a) Bien entendu, derrière la bilinéarité de (L . M) se cache celle de <L , M> 

mentionnée en 2.9 (et qui est compatible aux normes de Faltings). Un avantage 

de la définition "homologique" 6.6 est que <L,M> n'est pas un élément de 

Picc(S) mais bien un objet de PICc(S) (du moins "à isomorphisme unique près"). 

Ceci permet, en particulier, de raisonner localement sur S pour certaines 

questions. Bien entendu, la signification géométrique de (L.M) apparaît mieux 

(au moins à distance finie) dans les calculs locaux de 6.7.4. 

b) Lorsque l'on change les métriques nA en n! = a o > o n obtient 
une nouvelle théorie des intersections ( . )' .On vérifie alors que 

(6.10.1) (L,M) ' = (L.M) + (degL) (degM) z e log a 

o 0 0 

en utilisant par exemple 4.13.1.c). 
De même, si D1 et D2€Divc(X) , posons [D̂  .D2] = (̂ (D-j) .<3̂ (D2)) . 

Alors les ^ donnent une nouvelle intersection [D^.D2]' , et l'on a 

(6.10.2) r Dr D2 ]' = [ D T D 2 ] " (deg D1)(deg V 1 e

0 l0g %
 ; 

on obtient cette formule soit par (6.10.1) et 6.3, soit directement à partir des 

calculs locaux 6.7.4. 
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THÉORÈME 6.11.- (̂ onmxle d'adjonction). Soit E : Sf—>X une section contenue 
daru Vouvent de tu^ite. k&o>u> on a un XAomoKphiAme canonique dans PICc(S) 

E^/g = E*<TX(-E) 

et en panXÂjcutlen. (en prenant le* degiéà) 

(aVs-°>C(E)) = - ^ ® ' ^ c ® ) = -CE.E] 

(nô teon de 6.10.b)). 

Démonstration : On obtient, par la formule d'adjonction classique, un isomorphisme 

canonique entre les (̂ modules inversibles sous-jacents. Le fait qu'il soit 

compatible aux normes résulte de la définition des métriques sur oô/g > Qui sont 

telles que pour tout a € et tout açX , 1 'isomorphisme naturel (4.11.3.1) 

x^^ ei | 0<xjL<1 x 

soit une isométrie. • 

Notons que présentée ainsi, la formule d'adjonction est tautologique. Le point 

non trivial est le fait que les métriques sur les û . sont penmtseà (4.10), 

donc que û /g est bien un objet de PICc(X) . ° 

6.12.- Le théorème de Riemann-Roch (préliminaires). 

Définition 6.12.1.- Un Cf-modute compacti^ié M est la donnée d'un ©̂ module 
de type ^JbnJi M£ et, pour chaque a € , d'une norme hermitienne sur 
M : = Wr% <E (notation de 6.0). 
0 f or 

(De façon équivalente, on aurait pu choisir sur chaque M®K^ une norme eucli

dienne (resp. hermitienne) pour a réelle (resp. complexe)). 

Pour M comme ci-dessus, on a un élément de volume (réel) canonique sur 

NL. = M®R , obtenu en décomposant MTO en Q) M0K , et en normalisant 

les volumes de la façon suivante : pour chaque a , si (ê ,... ,en) est une 

base orthonormale de M®K^ , alors le pavé 

{E x̂^ ei | 0<xjL<1} ( a réelle) 

{Z zi ei | 0 < Re zi < 1 , 0 ̂  Im zi < 1} ( a complexe) 

est de volume 1 (peu importe la définition de Im ẑ ) . 

On pose alors, généralisant I, : 

(6.12.2) XCM) = -log volCMĵ /Mf) + log*Wf)tors 

où (Mf)tors est le sous-module de torsion de M£ , et Mf = Mf / (Mf ) tor s • 
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Une suite exacte de (̂ modules compactifiés M 1, M, M" est par définition une 

suite exacte 

0 »M£ >M F » yq *0 

des <%modules sous-jacents, induisant en chaque place à l'infini une suite exacte 
d'espaces hermitiens. L'existence d'une telle suite exacte implique que 

(6.12.3) XCM) = xCM
1) + XCM") . 

6.12.4.- Pour tout (T-module compactifié M , il existe une "résolution" de M , 
i.e.une suite exacte 

0 >P, >P T>M >0 

de (̂ -modules compactifiés, où (Ppf et (p0̂ f sont localement libres. 
On pose alors 

(6.12.4.1) det M= (det PQ) ® (det P.,)
-1 

où det P et det P- sont munis des normes déduites de celles de P et P- . 

On obtient ainsi un objet de PICc(S) qui ne dépend pas, à isomorphisme unique 
près, de la résolution choisie, et qui est "additif" pour les suites exactes, en 

un sens évident. 

Toutes ces assertions résultent essentiellement de [K-M] , l'introduction 

des normes hermitiennes ne posant pas de difficultés. 

On pose 

(6.12.5) deg M = deg (det M) 

et l'on vérifie que l'on a 

(6.12.6) X(M) = xWet M) + (rg M - 1) x (0) 
= deg M + (rg M) x (ÔD (Riemann-Roch sur Q< ) . 

Remarque 6.12.7 : Nous appelons ici deg M ce que Faltings [F] note à tort 

X(M) . 

6.12.8.- Revenons à la surface arithmétique X—£-**S .Si Leob PICc(X) , 

on est tenté de poser 

(6.12.8.1) xOC,L) = X ( f .L ) - X » 1 f * L ) • 

Il faut, pour que cela ait un sens, munir f*L et R̂ f*L de normes aux places 
à l'infini. Or il résulte de [K-M] que l'on a un isomorphisme canonique de 
©'-modules inversibles 

(6.12.8.2) det Rf.L = det(f.L) 0 (det (R 1f.L)) _ l 
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Supposons choisie , pour tout a € S , une norme sur det RT ((Tv ) • Alors 

det Rf*L devient un objet de PIC (S) . 

On peut dès lors munir f*L et R f*L de normes à l'infini telles que 

(6.12.8.2) soit un isomorphisme dans PICc(S) . De cette façon (6.12.8.1) 

acquiert un sens ; d'autre part (6.12.6) donne alors 

(6.12.8.3) x«,U = deg(f*L) -deg(R1f*L) + Xx/s(L) X&) 

= deg(det Rf *L) + X X / S(U x©0 

Ceci ne dépend pas du choix des normes sur les R1f*L vérifiant la condition 

requise plus haut. La définition suivante a donc un sens (dépendant des normes 

sur det Rf * : 

DÉFINITION 6.12.9.- Soit L€ob PIC (X) ; on pose 

X(X,L) = deg(det Rf *L) + (deg L + 1 - g) xCtfO , 

où deg L désigne comme d'habitude le degré de L dans les fibres. 

THEOREME 6.13.- [Rlemann-Rock pour 1ел лил̂ асел arithmétiques). 
Роил tout L € ob PIC (X) , on a 

X(X,L) = |(L.L0c^1) + Х(Х,(ГХ) . 
[on rappeZte. que. oô  = fc^/S 0f*w^ ) 

Démonstration : Appliquant les définitions de x et шх ' on vo^ ̂ ue ̂ a ̂ or" 
mule ci-dessus équivaut à 
(6.13.1) deg (det Rf*L) - deg (det Rf*<̂ x) = ̂(L.L 0 o>^s) 

ou encore à 

deg(det Rf*L 0 (det Rf*^)"1) = -̂ deg<L,L"1 0 ̂ / s > . 

Cette dernière formule est une conséquence de 

(6.13.2) <L,L"1 0 и з ^ * (det Rf*L)®~2 0 (det Rf*^)®2 , 

isomorphisme dans PICc(S) que l'on obtient en développant le premier membre 
(6.5.1) : 

<L,L-10 = det Rf* w^g 0 (det Rf*L)~1 

0 (det Rf.CL^ea^/gJ)"1 0 det Rf.C^ 
et en remarquant que par dualité de Serre (4.14.2) on a 
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det Rf* ̂ / s^det Rf * 

det Rf*(L"1 g^g) ûfdet Rf*L . I 

6.14.- La formule de Faltings-Hriljac 

Désignons par la jacobienne de X^ sur le corps de nombres К , 
par Фк : Jjc"-21* j£ sa polarisation canonique, et par п ф : JK(K) x JK(K) —HR 
l'accouplement 

пф(х,у) = Ь(х,Фк(у)) 
où h : JK(K) xĴ (K) > R est 1 accouplement de Néron-Tate. 

Soient L̂  et deux faisceaux inversibles de degré 0 sur X^ . On se pro

pose de calculer пф(с1 L̂ , cl M̂ ) en termes df intersections d'Arakelov. 

LENME 6.14.1.- On suppose le schéma X régulier. Soit 1̂  un faisceau inversi
ble de degré 0 -бил. X„ . I l existe, un entier n > 1 et un unique iaisceau 
Inversible лил. X , prolongeant L̂  et dont la restAlctlon à chaque composan
te de chaque libre de f : X —*S est de degré 0 . 

Démonstration : La question est locale au voisinage des fibres réductibles de 
f . Soit F une telle fibre, et soient (1 <i<m) ses composantes irréduc
tibles. Considérons le Q-espace vectoriel 

m 
V : =(Ф <Q [C.])/Q. I C. . 

i=1 1 i=1 1 

On sait que la forme intersection (habituelle) induit sur V une forme 
bilinéaire définie négative ([SPC] , I, Prop. 2.6), et en particulier non dégé
nérée. D'autre part, si L est un prolongement arbitraire de L^ , l'intersec
tion avec L induit une forme linéaire sur V (puisque deg L̂  = 0) . Il existe 

m 
donc n>1 et D= E r. C. (r.€ 7L) tels que n deg(Lir ) = -D.C pour 

i = 1 i 1 1 ILj j 

j = 1,... ,m . Le prolongement annoncé est alors L®n ® <3̂ (D) . I 

THÉORÈME 6.15.- (VaJttlngs-HhiZjac). Solent L et Meob PICc(X) . On suppose 
que deg = 0 , et que L^C=0 pour toute composante С de toute libre 
de f : X —>S . Alors 

(L.M) = -пф(с1 LK,cl MK) . 

Démonstration : D'après 6.9, on peut supposer le schéma X régulier (remarquer 

que si IT: X' —*X est birationnel, alors TT*L vérifie encore l'hypothèse 
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requise). On peut aussi remplacer L et M par des puissances non triviales ; 

d1autre part, l'hypothèse sur L implique que le membre de gauche ne dépend de 

M que par sa fibre générique , de sorte qu'appliquant 6.14.1 ci-dessus 

on peut également supposer que M est orthogonal aux composantes des fibres. 

Introduisons les composantes neutres respectives J et des modèles de 

Néron de et sur S , ainsi que l'unique biextension sur Jx 
prolongeant le faisceau de Poincaré^ sur J^*^ (2.8.2). L'isomorphisme 
$ K : JK se prolonge en $ : J - ^ J T . 

L'hypothèse sur L et M signifie que cl LK et cl MK se prolongent en des 

¿ectijon* clL et cl M : S >J . On a alors 

(6.15.1) h^(clLK ,clMK) = h(clLK ,$K(clMK)) 

= degs[(clL,$ oclM)* «?)] (5.4) 

= degst(clL,clM)* (idjx $)*(<?)] . 

Posons fi= (idj x $)*£p) : c'est l'unique biextension sur Jx J prolongeant 
la biextension dualisante &^ sur J^ x^ de (2.7.1). On a donc, en vertu de 
2.8.5, un isomorphisme canonique 

(6.15.2) (clL, clM)*£> = <L,M>"1 

dont nous avons vu en 4.14.1 qu'il est compatible aux normes à l'infini. Par 
suite 

h(clLK,clMK) = degs(clL,clM)*& (6.15.1) 

= -degs<L,M> (6.15.2) 

= -(L.M) 

par définition de (L.M). I 

6.16.- Application : le théorème de l'indice 

Désignons par Piĉ (X) le sous-groupe de Picc(X) , noyau de la forme 

intersection ( . ). 

PROPOSITION 6.16.1.- Soit L€ob PIC,(X) . Pour que cl L € Pic (̂x) ¿£ bout et 

i l Aufált qu'il existe n> 1 tel que L provienne, d'un ialbceau Inversible 
compactóle de degré 0 *ur S 

Démonstration : La suffisance est évidente. Inversement si L est dans Pic£(X) 

alors L est orthogonal aux composantes des fibres et en particulier 
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cl € Jĵ (K) . Le théorème précédent implique alors que 

h$(cl 1̂  ,cl LK) = 0 

donc L^ est d'ordre fini car la forme bilinéaire ĥ  sur J(K)® (Ç est définie 

positive ([L] ,5,§6). La proposition résulte alors de l'assertion d'unicité de 

6.14.1. I 
Posons maintenant Pic^^CX) = Picc (X)/PicJ (X) . Si v est une place quelcon

que de K et si aeS^ , il est immédiat que ^([Xy] - |^ [XQ]) est dans 

Pic£(X) . Les classes des fibres engendrent donc dans Pic^CX) un R-espace 

vectoriel de dimension 1, évidemment isotrope, et noté F , de sorte que l'on a 

une filtration 

OcFcFXc Pic^CX) 

et que le degré (dans les fibres) induit un isomorphisme 

d e g r P i c ^ C X ^ - ^ Z . 

Posons v= ( fV f ) e^Q . Alors V contient le sous-espace 

W : = (B W 
v€S £ 

où W v:= ( (£) Q.fCD/Q.ty 
C composante 
de ^ 

de sorte que W v = 0 si est irréductible, et que W est somme orthogonale 
des W v . On sait d'autre part ([SPC],I, prop. 2.6) que la forme intersection est 
définie négative sur chaque W v . De plus le lemme 6.14.1 implique que l'ortho
gonal de W dans V s'identifie canoniquement à J(K) ® Q , qui est un 

Q-vectoriel de dimension £inie sur lequel ([L], loc. cit) la forme intersection 
est encore définie négative. Celle-ci est donc définie négative, ALLA V . 

Pour exprimer de façon commode le théorème de l'indice remarquons que 
Picnum(X) ® Q est extension d'un Q-espace vectoriel de dimension finie par le 

C 2L 
]R-espace vectoriel F : nous pouvons donc considérer le complété P^^CX)^ 

C JK 

pour la topologie obtenue en trivialisant cette extension et en munissant 

Q de sa topologie naturelle. On obtient ainsi un R-espace vectoriel de dimen

sion finie muni d'une filtration 
OcFcF^cPic^CX)^ . 

THÉORÈME 6.16.2 (Théorème de l'indice) .-La signature de, la {onme intersection 
sur Pic^um(X)]R est ( + - . . . - ) , le, nombre de. signes - étant 
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1 + rang (J (K) ) + ̂  ( (nombre de composantes de X̂ ) - 1 ). 
v finie 

Démonstration : Si L€ob PïCc(X) est de degré >0 , considérons le sous-espace 

F 9 QL de Pic^um(X) 8 Q : il est immédiat que celui-ci contient des éléments 

de carré >0 et des éléments de carré <0 .De plus son orthogonal est contenu 

dans F 1 et se projette isomorphiquement sur V , donc dfaprès ce qui précède 

la forme est définie <0 sur cet orthogonal. On a donc une décomposition 

Pic^Um(X) 0 Q = (F 0 Q L) @ (F © (QL)1 

(+ - ) ( - . . . " ) 

et l'on a dim(F@QL)i = dimV 

= rang(JOO) +21 dim W . 
v€S£

 v 

Le théorème en résulte. 

Le théorème de l'indice a (entre autres) le corollaire utile suivant 

(cf. [SPC], III, §3, Proposition 2) : 

PROPOSITION 6.17..- (Szpiro) Soit E : S £ >X une. action à valewu dans l'ou-
veAt de. LLt>&ÂXét Identifiée au dlvlbeuA compa.cM.ile qu'elle, définie.. klonA on a : 

( M X 7 S - U X 7 S ) S 4 8 ( 8 - 1 ) ( Ù V S ^ E ) 

ou encore, compte, tenu de. la formule d'adjonction 6.11 : 
MX7S-UX7S)S48(8-1)(ÙVS^E 

Démonstration : notons e, w, f les classes dans Picc 00 ̂  définies respec

tivement par ^(E) , cô g et ^(F) où F est une fibre (disons à l'infini). 

Considérons la forme quadratique sur R* : 

(x,y,z) -> (xe + yw + zf ) 2 . 

Pour z assez grand, on a (e + zf) >0 , et le théorème de l'indice implique donc 

que cette forme est soit dégénérée, soit de type (+ --) . Par suite son discrimi

nant est £0, ce qui donne, en appliquant le formule d'adjonction : 

E 2 - E 2 1 

-E 2 Gtys.utys) 2g-2 

1 2g - 2 0 

>0 

On obtient le résultat annoncé en développant. I 
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