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APPLICATION DU REARRANGEMENT A UNE INEQUATION VARIATIONNELLE

par C. BANDLE (Universitdt Basel) et J. MOSSINO (Université Paris-Sud)

Nous établissons des inégalités isopérimétriques pour la solution d'un
probléme 4d'obstacle, pour lequel l'ensemble de coincidence comprend la frontiére.
En particulier nous obtenons une borne inférieure optimale pour la mesure de

1'ensemble de coincidence.
1. L'OBSTACLE NUL.

Soit § un ouvert borné régulier de l'espace euclidien nﬁ'. On suppose que

u dans wé'p(ﬂ) (2<p<w) est l'unique solution de

(1) a(u,v-u) +I (cup_l-f) (v-u)dx>0 , Vvewi'p(ﬂ) , v>0 , u>0
Q

ot a(u,v) = J A(Va, V) P21 p(vu,vviax , A (=A(x) = (a, ), .
Q ij"i,j=1...N

est une matrice NXN non nécessairement symétrique (et 1l'on note de la méme fagon

la forme bilinéaire associée sur BJB, a, est dans Lw(ﬂ). On suppose que A

ij
est uniformément coercive et (quitte & la normaliser) de constante 1 , c'est-a-
dire

N
2 N
I AL (0EE 2 |E]° pepexed, VEER .
A J 173
i,j=1
De plus, c¢ est une fonction positive de Lm(Q) , £ est dans Lq(Q) (% + éw:l).

Nous noterons

N
Au = - z _3)3(_ (A(Vulvu) (P/2)_1 a, . aa—u) .
1,3=1 7% %o
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Remarques. 1°) pour
A=1,auv = J |9a|P%0u - Vv ax
Q

est associé a l'opérateur pseudo-laplacien

N
Mu=- 3 2 (|valP?2
. 9x, ox,
i=1 i i
20) Pour
N
_ _ du  dv
p=2, a(uv) = J . Z aij % 3. dx
Q i,3=1

est une forme bilinéaire coercive sur Hé(Q) .

3°) Lorsque A est symétrique, u est aussi la solution du probléme

(2) Inf e(v) =
vew P @)
[e]

LA

a(v,v) + —1—J cv‘pdx-J fvdx
P g Q

4°) Les cas intéressants sont ceux ol f change de signe, puisque: si
£f<0 p*p dans § ,ona uz=0 ; si £>0 pep dans  , u est la solution
de 1'équation

i\u+cup_1 = f dans Q

u =0 sur 3 ,

pour laquelle les estimations isopérimétriques sont données dans [4] [5]. Dans
tous les cas, on obtient aisément l'estimation mes{x€®, u(x) >0} >

> mes{x€Q, £(x) >0} puisque ces deux ensembles sont inclus l'un dans l'autre.

Nous utiliserons les notations et définitions suivantes. Nous notons IEI
N
pour la mesure de l'ensemble mesurable EcR ; {, = o, |Q]1 ; Q est la boule de
N
R , centrée en 0 (par exemple), de méme mesure que § (|¥| =|e) ; o, estle

N
mesure de la boule unité de IRN ; Ww(N,q) = N4 a;l(q/N) .

Définitions. Soit v :Q + R une fonction mesurable arbitraire. La fonetion de

distribution de v est définie sur R par
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APPLICATION DU REARRANGEMENT A...

lv>t| = [{x€Q, vix) >t} .
Le réarrangement décroissant de v sur § est
v,(s) = Inf{t€R, |[v>t|<s} ;

le réarrangement décroissant de v sur § est
N
N
x(x) = v*(otN|x| ) .
On trouve dans [1] [2] [3] un large développement sur les réarrangements.
o

Nous comparons la solution u de (1) avec la solution U (dont on a la

valeur explicite) d'un probléme plus simple:

(2) Inf E(v) = %J IVv|pdx - J £ vax
1,p Q2 Q
vEW "T(Q) N "
v>0

s
Théoreme 1. Soit F(s) Jf*(o)do. On a

0
0 st £<0 p.p. dans Q ,
lu>ol<fu>o| = ([Q] s [4f ax20 et £f0 ,

1'unique S°€]|f30|,|§l|[ tel que F(S)) =0 , sinon.

D'autre part w<U. Plus précisément, pour tout s dans

[u>o]
_<_w(N,q)J ¢ VN9 £ () VPgy o s<|u>o0|
S
u, (s)
=0 s s>]|u>0]|

w(N,q) o' VN () VP55 s<|u>o]

J|U>0|

s
0 si s>|u>o| .

La démonstration est trés voisine de celle de [4], [51].
o
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Remarques. 1°) En utilisant sensiblement les mémes arguments, on peut montrer que:

sup ess u<sup ess V (< sup ess U) ol V est la solution de

Q Q
Inf El; ]Vvlpdx + %J ¢ vPax - J £ v dx
vewl'p(g) g R g
v>0

et g(x) = c*(|Q| —aNleN) est le réarrangement croissant de c sur 'S\%

2% si fodx< 0 (et [£>0[>0) on déduit du théoréme 1 que le
probléme (1) est un probléme a frontiére libre, c'est-a-dire que sa solution u
satisfait 0< |u>0]| < |Q]|.

39) Lorsque A est symétrique, soit e(u) 1'infimum de (2) et E(U)

1'infimum de (’S\Z') . Par les propriétés classiques du réarrangement, on a e(u) > E(U).

2. LECAS p = 2 , AVEC OBSTACLE NUL SUR 0.

On considére le probléme

(3) a(u,v-u) + J (cu-f)(v-u)dx>0 , VveHé(Q), v >y , u>y
Q

JA(Vu,Vv)dx , A et c comme au paragraphe 1, f dans L2(Q). On
Q

oid af(u,v)
a
N
3 ( au)
A=- I —la,, v .
i,4=1 ij ij Bxi
L'obstacle | est supposé dans H:)(Q) et tel que MELZ(Q). Soit g =f-AY-Cy

(g est dans L2 (2)). Le probléme de référence est maintenant

(3) Inf E(v) = —;—J IVvIzdx - J gv dx
n % q

1
v €Ho(g) n

v>0

Soit U sa solution. Lorsque A est symétrique, on note
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APPLICATION DU REARRANGEMENT A...

e(v) = ‘;‘ a(v,v) +%J cvzdx—J fvdx .
Q Q

En appliquant les résultats du premier paragraphe, on obtient une estimation
optimale sur la mesure de 1l'ensemble de coincidence {u = Yy} et sur 1l'écart

u-¢y , ainsi que (lorsque A est symétrique) sur e(u).
. s
Théoréme 2. Soit G(s) = | g,(0)dc. On a
0
0 st g<0 p.p. dans Q

[u>y|<|u>o| =({|Q] st Jgdxzo et gio,
Q

1 'unique s°€]|9_>_0|,|ﬂ|[ tel que G(s)) =0 , sinon.

D'autre part, pour tout s dans R, ,

J'“"‘”Olc(z/m-z

< w(N,2) G(0) Ao si s<|u-y>o0]|
s
(u-9), (s)
=0 si s>|u-y>0]|
lo>0l (2 -2
w(N,z)J o G(0) do si s<|u>o0]
S
50*(5) =

0 si s> IU > O|
De plus, lorsque A est symétrique,
e(u) - e >E(U) .

Ces inégalités deviennent des égalités si §) est une boule (2 = Q’) , A=1,

c=0 et g=%.
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