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INTRODUCTION. -

Le but de cet exposé est de rappeler (souvent sans démons-
tration, lorsque celle-ci n'est pas utile dans la suite) les princi-
pales définitions et les principaux résultats relatifs aux marches
aléatoires. Cet article sert en quelque sorte d'introduction aux

suivants.

Méme si les énoncés de certains théorémes comportent des
notions probabilistes, les résultats de ce recueil sont assez large-
ment indépendants de la théorie des probabilités. On s'intéresse

N

plutdt 3 1l'opérateur f +————> uxf ol f parcourt Ll(q) ,

L2 (9) ou C((a)
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Soit % un groupe localement compact, 3& sa tribu boré-

lienne.

0-1 Définition.-

On appelle marche aléatoire droite (resp. gauche) sur q
toute chaine de Markov de probabilité de transition ey (resp.
uﬁeg) pour une probabilité y sur § . On dira que p est la loi
de ces marches aléatoires.
Soit @ = %‘N muni de la tribu borélienne. Q la mesure
sur @ produit des mesures u sur chaque facteur. Notons pour tout

g de ﬁ’ P la mesure image de Q par l'application

g
(gl,gz,g3 cee) — (g,ggl,ggng,...) de o dans @ . On note Xn
la niéme application coordonnée de @ dans 6 (Q,(Pg)ge "(Xn)rlfm)

une réalisation appelée réalisation canonique de la marche aléa-

toire de loi 1y . Elle posséde la propriété suivante.

0-2 Proposition.-

Les variables aléatoires Z, = X;{l X, n > 1 sont indépen-

dantes et de loi y pour toute probabilité Pg sur Q

La théorie des chaines de Markov montre que 1l'étude de toute
marche aléatoire droite de loi yu se raméne 3 1l'étude de cette réali-
sation canonique. Dans la suite, nous supposerons que la marche aléa-

toire étudiée est la réalisation canonique.

§ 1 - RECURRENCE ET TRANSIENCE. -

Dans ce paragraphe, nous considérerons une marche aléatoire

droite X de loi yu sur un groupe a localement compact.



LE PAGE

On appellera Tu le semi - groupe fermé engendré par le

support de . La démonstration du résultat suivant est immédiate.

1-1 Lemme

g € Tu si et seulement si pour tout voisinage V
de g il existe un entier n tel que vy s 0.

Si on appelle €11 le sous groupe fermé engendré par
le support de u c'est encore un groupe localement compact et pour
tout g € gu on a Pg [g (Xné.gu)]= 1 . On peut donc restreindre
la promenade aléatoire 3 Ciu . Dans la suite, nous ferons 1'hypo-
thése

1-2 Le groupe Ci est engendré par le support de
Nous allons maintenant définir et étudier une notion de
récurrence pour les marches aléatoires.
1-3 Définition
Un élément g est dit récurrent si tout voisinage V de
g est visité une infinité de fois P_ presque slrement soit

P, [ 1im { x €V 3}]=1

N>t
1-4 Proposition
r Si l'ensemble Ru des éléments récurrents est non vide,
c'est un sous groupe fermé de g et on a Tu = Q_’} = Ru

Démonstration.-
Soient g € Ru et h € Tu , montrons que h—lg € Ru
Soit U wun voisinage de h_lg 5 hU g-l est un voisi-
nage de e , il existe donc un voisinage V de e tel que
vly CchU g_l. Puisque V h est un voisinage de he Tu il existe
un entier k > O (lemme 1-1) tel que A = {X; €V h} ait une Py

probabilité positive.
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Or si w ¢ A, la relation Xn+k (w) € V g entraine
-1 1 .-1

G X Ly (e) én T vt VgeU

Comme g est récurreni pour Pe presque tout ¢ de A ,

il existe une infinité d'entiers n tels que X4k (w) € Vg , done
po[fm ot x e WA Al = P [A]
e n k n+k e
-1 A . ..
Comme Xk Xn+k a méme loi que Xn et est indépendante

de A € o (Xp P < k)ona

P, [frl‘l'm (x e W] =1

On a donc montré que si R 20 ‘T_1 R ¢ R
H H M H

Or Ru Cc Tu ; donc, si Ru # ® c'est un sous groupe de
6 ; en particulier, e est récurrent et T;lc Ru ce qui établit

en tenant compte de 1l'hypothése (1-2) que

T=R=le
u u
Le noyau potentiel de la marche G (x,.) est un noyau de
convolution j on a G (x,.) = (e % G) (.) ol G désigne la mesure
- I N
G = n=0 L

1-5 Proposition
Si G(V) = + « pour tout voisinage V de e , e appartient
a R
u
Démonstration.-
Elle est basée sur plusieurs lemmes.
1-6 Lemme
La fonction P,1 , probabilité d'atteinte d'un borélien A

est égale & la somme du potentiel de la probabilité de non retour en

A et de la probabilité d'une infinité de visites en A



LE PAGE

Nous ne démontrons pas ce lemme qui est un résultat clas-
sique de la théorie du potentiel des chaines de Markov.
Notons pour tout borélien A 1la probabilité de non retour

en A, u c'est 3 dire

A
up () = 1,00 P, [nr;l x, ¢ a)

1-7 Lemme
L'hypothése G(V) = + » pour tout voisinage V de e
implique wuy (e) = O pour tout voisinage V de e.

Démonstration du lemme.-

Soient V wun voisinage de e et W wun voisinage de e

tels que VO w'lw

- -1
1,(x) P, nrgl (X)) €W = 1,(x) P |jrgl(zlz2 Z) £ x 7]

uw(x)

N oyl
ou Zk = Xk—l Xk

Or, les variables aléatoires (Z-)i>l sont indépendantes et de

pour tout k > 1

1

méme loi 1y pour toute probabllité P, par conséquent

_ -1 -1 -
u(x) = 1y(x) P, [nr;1 (Z9Z5...2.) € x W] > 1,0x) Pe[pil(zlzzzn):w W

d'ol, puisque VD Wt

uy(x) > 1) P [nfgl (2,2, 2. £ V]

Y s g
c'est a dire up(x) > 1.(x) uyle)
En calculant le potentiel de ces deux foncticns au point e on

obtient en utilisant le lemme (1-6)

1= Pw(e) > Guy, (e) > uy (e) G (W)

W
Comme G (W) = + » on a donc uy (e) = 0.m
1-8 Lemme

L'hypothése uv(e) = 0 pour tout voisinage ouvert V de

e implique que uy (x) = 0 pour tout voisinage ouvert V de e.
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Démonstratian du lemme

Soit V un voisinage ouvert de e et soit x € V
il existe un voisinage ouvert W de e tel que x W c V.

On a alors

uxw(x) > uv(x)
Or uxw(x) = uw(e) =0
donc uv(x) = 0.
D'autre part, le résultat annoncé est évident lorsque x € V.m
Donnons maintenant la démonstration de la proposition (1-5).
Des lemmes (1-7) et (1-8), il résulte que pour tout voisinage V
de e on a
G uy (e) = 0

et donc, d'aprés le lemme (1-6), on a

1= Pyl (e) = P []Em X € Vi

ce qui établit que e appartient a Ru .8

1-9 Proposition

[ Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) il existe un voisinage V de e tel que
G (V) < =

b) pour tout compact K et tout x € G on a

G 1y (x) < =

Démonstration

L'implication b) ==ya) est immédiate.
Démontrons 1l'implication a)===8b)

Soit W wun voisinage de e tel que W—lV!CV

Pour tout x de W on a

6 1y (x) = G l&-lw)(e) <G (V) <=
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et donc d'aprés le principe du maximum on a

max G 1y (x) < 6 (V) < =
X€G

On en déduit le résultat annoncé en utilisant un recouvrement

fini de KX par des translatés de W .m

1-10 Théoréme
1) Les propriétés suivantes sont équivalentes
(Tl) Il existe un ouvert relativement compact I
et x € % tels que

Px(nleOxne I) < 1

(T,) Pour tout ouvert relativement compact I et
tout x € %

P ( lrilm X, € ) =0

(T5) Il existe un voisinage V de e ~tel que
G (V) < + =
(T,) Pour tout ouvert relativement compact I
G (I) < =
2) Les propriétés suivantes sont équivalentes
(Rl) Pour tout ouvert relativement compact I et
tout x € G
 ( 9y x,€1) =1
(R2) I1 existe :n ouvert borné I et x € G tel

que

P (Iim (X_€ I)) =1
X n n

(R3) Pour tout ouvert relativement compact I
G (I) = + =
(Ru) I1 existe un voisinage relativement compact

V de e tel que G(V) = + o
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3) Une marche aléatoire posséde soit les propriétés
(Ti) soit les propriétés (R;);dans le premier cas, elle est dite

transiente, dans le second, elle est récurrente.

Démonstration
1) L'équivalence (T4)¢&==xT,) résulte de la propesi-
tion (1-9)
L'implication (T,)==2(T,) est immédiate
L'implication (T,)===(T;) résulte de 1l'équiva-
lence
(P, [1;m {x € I}] = 1&==(P , (n'g’o (X €I} = 1)
Montrons que (T))===(T,)
Supposons que (T,) ne soit pas vérifiée.
Alors, d'aprés les propositions (1-5) et (1-4), on a
Y
% = T = R
u U
c'est & dire que P_ (1lim {X_ €V}) =1 pour tout ou-
n
vert V (définition (1-3)), donc également
P (1im X, € v} =1
pour tout x de g et tout ouvert V donc non (Tl)
2) Les implications (Rl)===='9(R2) et (R3) ) (Ru)

sont immédiates.

L'implication (R{)===>(R,) est réalisée car

(non Ry) 3(T,) ;’Tl)( 3 (non Rl)

d'implication (Ry)==(Ry) résulte de

(non R3‘ ,(T3) i(Tz) == (non RZ)

3) Les assertions (T;) et (Ry) étant complémentaires,
il est bien évident que 1l'une ou l'autre de ces
situations est réalisée pour une marche aléatoire

fixée.m
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(1-11) Exemples

- 8i 6 =R et siona J [x] d p (x) < = Jx du (x) =0
la marche aléatoire associée & 1y est récurrente.

- Toute marche aléatoire sur un groupe compact est récur-
rente.
Donnons maintenant un critére basé sur la transformation
de Fourier qui permet de caractériser les marches aléa-
toires récurrentes sur un groupe abélien localement com-
pact CS .
Nous noterons T 1le groupe dual de § et d y la mesure
de Haar sur T choisie de fagon 3 ne pas faire intervenir

de coefficients dans les formules d'inversion.
(1-12) Théoréme

La marche aléatoire X de loi u est transiente si et

et seulement si

lim S R e -1 dy < o
t11 -t (y)
O0<t<l T

pour un voisinage symétrique P de l'origine dans T

&Gy = J vy(g) v (dg) étant la transformée de Fourier

de u

(1-13) Définition
Un groupe % sera dit récurrent s'il porte au moins une
promenade aléatoire récurrente.
Il est intéressant de caractériser les groupes récurrents.

Donnons quelques résultats dans le cas abélien.

10
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(1-14) Proposition
— d
Soit(i=(R1®Z

1) si d; + d2 > 3 toutes les marches aléatoires sur

q,sont transientes

42

2) si d; + d2 < 2 % est récurrent
La démonstration de cette proposition est faite en
utilisant le critére du théoréme (1-12).

(1-15) Proposition

[Si X est un sous groupe distingué compact de 6

Ci est récurrent si et seulement si g /K 1'est.

Les propesitions (1-14) (1-15) et le fait que tout

sz

groupe abélien d génération compacte soit de la forme

d d
R @R 2 ® H ol H est abélien compact permet-
tent de conclure

(1-16) Théoreéme

sz

[Les seuls groupes abéliens récurrents 3 génération
d d
compacte sont de la forme R 1 @ Z 2 @ H avec

0 < dl + d2 < 2.

§ 2 THEOREMES DE RENOUVELLEMENT SUR LES GROUPES ABELIENS. -

Dans ce paragraphe, nous considérons une marche aléatoire

X transiente de loi p sur un groupe abélien localement compact

% . La mesure potentiel G (x,.) = e * Ig u"  est donc une
mesure de Radon dont nous allons étudier le—comportement asymptoti-
que quand X — A 3 1'infini de %

Nous supposerons également que %u = § et nows noterons

@K les fonctions continues 3 support compact sur %.

11
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(2-1) Le théoréme de Choquet -~ Deny

(2-11) Théoréme

— Si H, est une probabilité sur un groupe abélien

localement compact g telle que 63% z § (§u4 dési-
gnant le plus petit sous groupe fermé engendré par le
support de yu l) toute mesure v vérifiant les conditions
a) v =y 1 ¥ v
B) { e % v X € g} est vaguement relative-

ment compact

est un multiple de la mesure de Haar de g

(2-2) Marches aléatoires de type I et de type II

(1) L'ensemble des mesures { G(x,.) x € § }
est relativement compact pour la topologie
vague

2) La fonction G f est uniformément continue

pour toute f € gK

—Cette proposition est une conséquence immédia-
te du principe du maximum.
De cette proposition (2-2-1) et du lemme de
Choquet - Deny, il résulte facilement que

(2-2-2) Théoréme

Les seules valeurs d'adhérence possibles quand

X — A de {e < ¥ G =G (x,.) X € g}

sont les multiples de la mesure de Haar de %
(2-2-3) Corollaire
Pour tout compact K , et toute feiﬁK
lim [ 6 £ (x+y) -G f (x) ] =0

X>A
uniformément en y € K.

12
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(2-2-4) Lemme
[bn a pour toute fE€ C; lim 6 f (x) = 0
(2-2-5) Lemme

On a de plus pour toute fé@;

lim G f (x) Gf (-x) =0
XA

Ce lemme (2-2-5) est obtenu & partir du lemme
(2-2-4) & 1'aide du principe du maximum et du

corollaire (2-2-3).
Enongons maintenant le théoréme fondamental.

(2-2-6) Théoréme

—

L'ensemble des mesures G (x,.) X € @ a
toujours la mesure nulle pour valeur d'adhérence
lorsque X —3 A

I1 a au plus une autre valeur d'allhérence qui

est de la forme ¢ . m, pour une constante

c >0 Ong mesure de Haar de ﬁ).
La premiére partie est une conséquence immédiate
de (2-2-5). L'existence d'au plus deux valeurs
d'adhérence résulte d'une démonstration basée
sur le corollaire (2-2-3) et le lemme (2-2-5).

(2-2-7) Définition

Une marche aléatoire transiente sur un groupe

abélien % sera dite de type I si les mesures

G (x, .) convergent vaguement vers O lorsque

X — A . Elle sera dite de type II s'il existe

une valeur d'adhérence non nulle.

13
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Le théoréme (2-2-6) montre que toute marche aléatoire
transiente est soit de type I, soit de type II, et que les marches
aléatoires de type II sont telles que lorsque X ——3 A

{e % G X € g } a au plus une valeur d'adhérence non nulle.

(2-3) Le théoréme de renouvellement pour les groupes R et Z.

(2-3-1) Théoréme
Lorsque x —> + = (resp. - = ) les mesures
G (x,0) convergent vaguement vers un multiple

C,m (resp. C_m) de la mesure de Lebesgue.

1) si J |x] dwu (x) =+« ona ¢, =¢C_=0

2) si I |x] dwu (x) < = et
X = Jx du (x) >0
ona C_ = % C, = 0 ; on a des conclusions

symétriques pour A < O.
Remarque
On ne peut avoir A = O car alors la marche

aléatoire est récurrente.

Ces résultats s'étendent au cas des groupes de
la forme R@® K et Z @& K ol K est un groupe compact.

Soit ¢ la projection canonique de % sur R
ou Z . Nous dirons que x, —) + @ (resp. = » ) . Si g (xn)——}+ o
(resp. - =).

Enfin, la mesure de Haar sur % sera le produit
de la mesure de Lebesgue sur R, Qu de la mesure de dénombrement sur
Z par la probabilité de Haar sur K

(2-3-2) Théoréme
Si % est de la forme R @& K ou Z @& K une

marche aléatoire transiente de loi u est de

type II si et seulement si

14
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J [p (x) |d p (x) < =

Dans ce dernier cas, on a si A = J v (x) d u (x) >0

lim G(x,.) =0
X+t

. 1
lim G(x,.) = Y m%

X =00

au sens de la convergence vague, On a des conclusions symétriques

pour X < O.

2-4 Le théoreéme de renouvellement.-

(2-4-1) Théoréme

S'il existe sur 6 une marche de type II le
groupe %‘ est nécessairement isomorphe a

Z ® KouR@® K., o K est un groupe abélien
compact. Le comportement asymptotique des me-
sures G (x,.) lorsque x —> 4 est alors

déduit dans le théoréme (2-3-2)

15
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