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SPECIALISATION 
DE FAISCEAUX ET MONODROMIE MODÉRÉE 

Par J.L VERDIER 

0. INTRODUCTION 

Soient X un espace analytique et Y un sous-espace analytique défini 

par une équation f = o .On sait alors définir, des faisceaux de cycles éva-

nescents R1̂ ^ sur Y £4^ . Une question naturelle est de déterminer si les 

R1^ munis de leur monodromie, dépendent de l'équation définissant Y et 

sTil ne serait pas possible de définir des cycles évanescents le long d'un di­

viseur Y non nécessairement principal. On constate qu'il n'en n'est rien 

mais qu'il est possible de construire de manière intrinsèque sur le fibre 

normal N de Y dans X , des faisceaux constructibles Sp̂  qui se-

ront localement constants sur les génératrices épointées de N̂  et qui pos­

sèdent la propriété suivante : une équation locale de Y , fournit une sec­

tion de N̂  et les restrictions des ^P \̂x à l'image de cette section sont 

les cycles évanescents R1^ . De plus la monodromie des Sp^x sur les 

génératrices de Ny redonne au signe près, la monodromie canonique des 

R1^ . 

Ces faisceaux Sp̂ vv sont appelés les faisceaux spécialisés du faisceau 

constant. Ils sont les faisceaux de cohomologie d'un complexe SPy\x • Ce 

complexe peut être défini plus généralement lorsque Y est un sous-espace 

fermé quelconque de X . C'est alors un complexe de faisceaux constructible 
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SPÉCIALISATION DE FAISCEAUX 

sur le cône normal de Y dans X dont la cohomologie est localement constante 

sur les génératrices épointées de ce cône. Un tel complexe est dit mànodvomique. 

En caractéristique p , on peut faire des constructions analogues et définir 

des faisceaux spécialisés. Mais on ne récupère pas les cycles évanescents or­

dinaires lorsque Y est défini par une équation mais seulement les cycles 

évanescents modérés. 

Dans cet exposé nous nous limitons à l'exposé des définitions et des premiè­

res propriétés du foncteur de spécialisation. Les démonstrations ne sont 

qu'esquissées. Les numéros 1 à 8 sont consacrés à l'étude de la spécialisation 

en caractéristique p et ses relations avec les cycles proches modérés ) 

et les cycles événescents modérés ($ ) . Les numéros 9,10,11 sont consacrés au 

cas analytique complexe. Nous n'étudions pas ici le passage de Œ à F et nous 

renvoyons pour cela à l'article de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber dans les 

notes de ce colloque [10] . 

Les applications de la spécialisation à l'étude de la transformation de 

Fourier géométrique introduite par Malgrange [Vj seront étudiées dans une publi­

cation ultérieure. De même la correspondance de Riemann Hilbert entre les com­

plexes monodromiques pervers sur les fibres vectoriels et les modules holonomes 

réguliers sur une algèbre d'opérateurs différentiels tordue, introduite par 

Beilinson et Bernstein, fio] et le fait que le foncteur de spécialisation préserve 

certains invariants numériques introduits par Dubson et Kashiwara J2] , seront 

étudiés ultérieurement. 

En caractéristique p le rédacteur se pose quelques questions sur les fonc-

teurs de spécialisation dont il ne sait résoudre pour le moment aucune. 

On peut espérer que les faisceaux spécialisés fourniront des invariants nu­

mériques intervenant dans une formule de Riemann-Roch pour les faisceaux 

étales. Mais il faudrait modifier la construction pour pouvoir attraper les 

cycles évanescents sauvages. 
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1. LE GROUPE DE TATE 

Soient k un corps algébriquement clos, p son exposant caractéristique. 

Notons G le groupe multiplicatif et pour tout n , e : G >G 

l'élévation à la puissance n . Posons u = ker e et 

X= lim u (k) * n 
n 

Notons ^i^m»^) ê groupe fondamental étale de €m . Les isogénies ê  , 

définissent un homomorphisme continu surjectif de groupes profinis 

VGm'1) *X • 

Le noyau de cet homomorphisme est un groupe pro-fini, non trivial si la ca­

ractéristique de k est non nulle, appelé sous-groupe sauvage (*) . Un 

faisceau (étale) localement constant sur G sera dit modêvê si l'action 

canonique de ÏÏ^(G^,1) se factorise par , sinon il sera qualifié de 

sauvage. 

Soient A la droite affine sur k et K le corps des fonctions rationnel­

les sur A . Notons Kq le corps des fractions de l'hensélisé de A en 0 

et Kg la clôture séparable de K . On a une suite exacte : 

1 >Gal(Ks/Ko)- > X »1 

et P est un pro-p-groupe. Soit Xek = k -{o} . Notons le k-automorphi 

me de K induit par la multiplication par X sur A et 0̂  une extension de 

6̂  à Kg préservant . Pour tout 0eGal(Ks/Ko) , 6̂ o a o 9̂~1 est un 

élément de Gal(Kg/K0) . 

On a donc défini ainsi un automorphisme noté 

T. : Gai (K /K ) >Gal(K /K ) 

Le changement de l'extension 9̂  modifie par un automorphisme intérieur 

Les automorphismes préservent la suite exacte ci-dessus et induisent 

l'identité sur T . 

(*) Lorsque p ^ 1 , ce n'est pas p-groupe. 
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PROPOSITION 1.1- Soient (\\eI une famille d'éléments de «mGO engendrant 

un sous-groupe Zariski dense de <Em et P'cP un sous-groupe ouvert de P 

Le sous-groupe fermé de P engendré par les g V, (g) , geP' , i el , 

est égal à P ^ 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 1.2.- Sous les hypothèses de la proposition, soit T un sous-groupe fini 

de H (P,Z/p,2Z) y on a : 

0 = O (Id-Tx )"1(D 

On a H1(P,Z/p2) = lim H1 (GT ,Z/p Z) où G' parcourt les sous-groupes ou­

verts d'indice fini de G = Gal(K /K ) contenant P . Comme agit trivia-

lement sur G/P , il stabilise tous les sous-groupes G1 de G contenant P 

Comme les G'/P sont des pro-groupes premiers à p , on a 

H^(G',Z/pS) = H°(G'/P>H^ (P,5Z/pZ ) et par suite les homomorphismes canoniques 

H1(Gf,Z/pZ) >H1(P,S/pS) sont injectifs. Il suffit donc de montrer que 

pour ces sous-groupes G'cG assez petit on a 0(Id-T-v.) ^ (F) = 0 . Soit donc 

Gf un sous-groupe ouvert de G d'indice n premier à p . Notons Kq le 

complété de K en 0 et K sa clôture séparable. On a Gai (K ,K ) = G = Gai (K /K ). 

On a K = k(X), Kq = k((X)) . Le sous-groupe G' de G correspond à l'extension 

F = k((X^n)) de K et 1 ' automorphisme 9-. se prolonge en l'unique k-automor-o À 
phisme continu de F tel que ) = À X ou A est une racine 

n-ième convenable de X .La théorie d'Artin-Schreier fournit un diagramme 

commutatif : 

0 - •F/(Z /pZS ) • S° > F •H1 (G',2 /pZ) ^0 

i 
id-ex. Id-TJ 

o — /pZ)- 1 ^ 
• H ' ( G ' , Z / P Z ) 

0 

Posons T - X1/n et soit S = ® kT̂  

On a SCF = k((T)) et F = Im S*® S ; d'où un isomorphisme S-^H^G'jZ/p 2 ) 

(*) Je tiens à remercier 0. Gabber pour cette version renforcée d'un de mes 
énoncés antérieurs. 
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et pour tout i , *̂"~TA préserve les facteurs directs k . Pour tout 

j , Id-T, /k*r̂  est la multiplication par 1-(À.1^n)̂  
Ai 1 

Soit aeH1 (G1 ,Z/p 71 ) tel que pour tout i , (Id-T^aeT . Pour tout 

j <"0 » (j>p) - 1 » notons aj»^j "̂es ProJecti°ns de a et T sur le facteur 

kTJ . Si aj ^ 0 , il résulte de l'hypothèse de densité qu'il existe un i 

tel que (1-À.)^na.^r. . On a donc a » 0 , d'où le lemme. 

Démontrons maintenant la proposition 1.1. Soit H le sous-groupe fermé de P 

engendré par les g 1T, (g) , geP1 , ie I et a : P >Z/pZ un homo-

morphisme continu tel que a(H) = 0 

Posons T = ker(H'(P,Z/pZ) >H'(P',Z/p 2Z )) . C'est un sous-groupe fini 

car P' est ouvert dans P et on a (Id - T. )(a) eT pour tout i . On a 

donc a = 0 . On en déduit que H [p,P| = P et comme P est pro-nilpotent on 

a H = P . 

2. CONE 

Soit Y un k-schéma de type fini ; un cône C de sommet Y est le spectre 

d'une 0Y~algèbre quasi-cohérente graduée A. de type fini engendrée par ses élé­

ments de degré 1 et telle que A° = €Ç . Soit C un cône de sommet Y . On a 

donc une projection p : C >Y et un plongement i : Y >C sur un sous-sché­

ma fermé de C appelé l-Ceu des sommets et identifié à Y . On a par ailleurs 

une opération de (Ĉ  sur C provenant de la graduation /1 . Le lieu des som­

mets est le schéma des points fixes de cette opération. Lorsqu'on fait agir t r i ­

vialement sur Y , les morphismes i et p commutent aux opérations de (Ê  

Soient C le schéma obtenu par éclatement de Y dans C , TT : C >C le mor-

phisme canonique, Y*—>C l'image inverse de Y .Le schéma Y s'identifie à 

Projii , lieu des points à l'infini de C ,0n constate que C est l'espace 

total du fibre vectoriel ©t-1) de rang 1 sur Y et que si on note p : C—>Y 

et ï : Y-—*>C les projections et plongement canoniques, on a des diagrammes 

commutatif s TTç o % = p oïï et TXOI. = ioTT̂  . De plus TT commute aux opérations 

canoniques de (Ê  sur C et C respectivement. Comme TT identifie C-Y à 
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C-Y , i l en résulte que C-Y est un espace principal sous <£m de Base ¥ . 
Notons 6 : C x c—xC l'opération de € sur C et pour tout x e C(k) , m m 
W. : G —»C , le morphisme Xi >0(X,x) . Lorsque x e C-Y, W est un iso-
x m x 

morphisme sur une partie localement fermée de C qu'on appelle la génératrice 
de C passant par x . Lorsque x e Y, Wx est constant de valeur x . Soit 

X e € (k) , on pose 0,(x) = 0(X,x) , x e C .On obtient ainsi un automorphis-m A 

me 6̂  : C—* C . 

3. FAISCEAU MONODROMIQUE 

Soit A un anneau de coefficients. Nous supposerons que A est un anneau fini 

dans lequel p est inversible, ou bien que A est unealgèbre finiesur 7L ^ 

% nombre premier, (&,p) = 1 . Soit Y un schéma de type fini sur k et C 

un cône de sommet Y 

Définition 3.1 .- Un faisceau étale constructible de A-modules M sur C est 

dit monodromique si pour tout XÊC , VMM est un faisceau localement constant 

modéré. 

Soient M un faisceau constructible de A-modules sur C , X G kX , et 

u : M—> 9jM un isomorphisme. Pour tout x e C , on a donc un isomorphisme 

u - W* u : W*M . > e*W*M 
x x x X x Soient K le corps des fonctions rationnelles sur G , K une clôture sépara­nt s 

* -ble, ri = spec Kg , Mg la tige de ŴM en ri . Soit 0̂  un automorphisme 
* * . -* de K prolongeant 0A . La tige de 0, W M en T] s'identifie à 0, M et s A À x À ° 

ce module galoisien n'est autre que le module Mg muni de l'opération 

(g,m)*—yr̂  (g)m . 

PROPOSITION 3.2 - Soit M un faisceau étale constructible de A-modules 

sur C . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour tout Xek , 0̂M est %somovpne a M . 

(ii) Il existe une famille (A£)^eI > X^ kx , qui engendre un sous-groupe 
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Zariski dense de €m et telle que 6A.M soit isomorphe à M pour tout 

i c i . 

iii) M est monodromique. 

Il est clair que i) =—>ii) . Montrons que ii) ->iii) . 

Soit xeC(k). Il est clair que si ii) est satisfait, WxM est localement 

constant sur <£ . Notons i : <E c >P̂  l'immersion ouverte canonique, 0 et 

oo e les points fermés complémentaires, Kq , Kw les corps des fractions des 

anneaux locaux hensélisés (L̂  , CL,I . Le faisceau W M fournit par îma-
1Pi ,o * IP1,00 x ge inverse des modules galoisiens M et M sur Gal(K ) = G = G et & 0 o 00 0 0 

GaKKj = Ĝ  respectivement. Notons P le p-sous-groupe de Sylow de G 

(groupe de ramification sauvage). L'automorphisme 9̂  induit des automorphismes 

de (G,P) notés obtenus en prolongeant 1'automorphisme 0̂  de K en un 

automorphisme convenable 9> d'une clôture algébrique de K 

Supposons tout d'abord que A soit fini. Par hypothèse on a pour tout i e I , 

un automorphisme û  : MQ >Mq tel que pour tout geG on ait 

9x.(g) P u. = u. o g . 

Soit G' le sous-groupe ouvert de G agissant trivialement sur Mq . On a 

alors, pour tout i c i , 9. (G')c G' . Par suite, en posant P' = PO G' , 

on a 0A.(P')CP' pour tout i . Donc P* contient le sous-groupe fermé en­

gendré par les p Î0A.(p) , peP' , et par suite P' - P d'après la propo­

sition 1.1. Donc on a PCG' et Mq est un module galoisien modéré. On démon­

tre de même que M̂  est un module galoisien modéré. 

Il existe d'après ce qui précède un entier n premier à p tel que 
**x • * * v . . . . 

(e W M) et (e W M) soient des modules galoisiens triviaux. Si n est un n x o n x 00 ô * * \ tel entier, i.e W M est un faisceau localement constant sur P , donc * n x 
constant, car P est simplement connexe. Donc e W M est constant, d'où la 

x 
conclusion iii) dans ce cas. Dans le cas où -A est fini sur , il ré­

sulte de ce qui précède que pour tout n , ŴM 7L /9^71 est un T-module, 

d'où la conclusion par passage à la limite. 
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Démontrons iii) =$i) • Pour tout n e N , notons 9(n) : C x C—»C , 

le morphisme ^°(en x ^ç) • Supposons d'abord que A soit fini. D'après 

iii) et la constructibilité de M , il existe un entier n > 0 tel que 

6(n) M soit constant sur les fibres de pr_ : C x C—»C . Soit X € kX 

Choisissons un n e kX tel que (X̂  n)n = X . Soient s^, SA1/n : 

C • € x C les sections x| (̂1,x) et X| ^(X^n,x) respectivement. 

Comme 9(n) M est constant sur les fibres connexes de pr_ : € x C—•C , 

on a un isomorphisme canonique "lAi/n : s<|0(n) M< ~ s ^n 9(n) M , i.e un 

isomorphisme canonique 1A1/n : M * lorsque A = 7L^ , on peut choisir 

X : un système compatible de X n̂ pour tout neN , noté X , d'où un sys­

tème projectif d'isomorphisme s "^(q) : 9*MHAZ/£qZ—>M B^Z/£qZ c'est à 

dire un isomorphisme spécial : Ô̂M—->M , d'où la proposition . 

Remarque 3.3 : soit x e Y , lieu des sommets de C . Les isomorphismes 

l-̂  : 9̂ M—?M construit ci-dessus induisent sur les tiges un isomorphisme 

lX x * Mx = 9̂XM̂  ^ qui nTest autre ^ue l'identité. 

MONODROMIE 

Pour tout X e kX et n e N , posons ^n^^ = |a£kX | an=XJ et 

R(X) = lim R (X) . On a R(1) - ]JC • On a des accouplements continus 
n n ft 

R(X) x R (X')—£—>R(XX') et en particulier : 

X x R(X) R̂(X) 

qui fait de R(X) un espace principal homogène sous /X\ • 

Soit M un faisceau monodromique sur un cône C . Pour tout X e R(X) on 
a construit dans la démonstration de la prop. 3.2 un isomorphisme 

I , : е*м_»м 

On vérifie qu'on a pour X e R(X) , X1 C R(X') 
(4.D e * a v ) o iT = iBa.fT) 
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et en particulier pour s, t cT , on a 

(4.2) i o 1 = 1 s t st 
On a donc défini en particulier une opération de sur M dont on vérifie 

qu'elle est continue. Cette opération est appelée la représentation de mono-

dromie canonique du groupe JT, , sur M . 

Lorsque x est un sommet de C , la monodromie canonique de Mx est t r i ­

viale. 

Soient M' un faisceau monodromique et u : M ^M' un morphisme de faisceaux. 

Alors u commute à la monodromie canonique. 

On peut interpréter la relation (4.1) de la manière suivante : soient 2^ 

le pro-obiet ( (<E ) , e : (<£ ) ) ) et £ : ï* xC le morphisme 

canonique. Le pro-groupe opère sur C via e . Soit M un faisceau mo­

nodromique. Le pro-groupe % opère sur le couple (M,C) en un sens qu'on 

pourrait préciser. Nous nous bornerons à indiquer comment le groupe des 

points $ (k) = lim G (k) opère sur (M,C) . Notons encore 
^ s 
e : *>m(k) ^ = kX l'homomorphisme canonique. Pour tout À e kx , on 

a e (X) = R(.X) et la multiplication dans € (k) est donnée par les accou-

plements 3 : R(X) x R(X') >R(XX') . Le groupe Gm(k) opère sur C via e. 

Il résulte de (4.1) que tout faisceau monodromique est muni d'une opération de 

?m(k) appelée opération de monodromie canonique de ^(k) sur (M,C) et 

on constate que tout morphisme de faisceaux monodromiques commute à cette 

opération. Le sous-groupe T e « (k) opère trivialement sur C et agit donc 

tige par tige sur les faisceaux monodromiques. Cette opération n'est autre que 

l'opération de monodromie canonique de ]T . 

5. COMPLEXES MONODROMIQUES 

Soit C un cône. Nous noterons Mon(C,A) la sous-catégorie pleine de la 

catégorie dérivée des faisceaux étales de A-modules, formée par les complexes 

bornés tels que les faisceaux de cohomologie soient monodromiques. 
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La catégorie Mon(C,A) est appelée la catégorie monodromique et les objets 

de Mon(C,A) sont appelés les complexes monodromiques. 

Supposons maintenant que A soit fini et soit M" un complexe monodromi­

que. Par constructibilité, on voit immédiatement qu'il existe un entier 
tel que pour tout n multiple de n̂  , le complexe 6(n) M* , complexe 

de faisceaux sur G x C , ait tous ses faisceaux de cohomologie constants m 
sur les fibres de pr_ : € x C »C 

PROPOSITION 5.1 : Pour n assez grand (multiplicativement), il existe un 

morphisme : i(n) : 8(n) M* > pr2 M* 

tel que i(n)/£ljxC soit l'identité» Ce morphisme est un isomorphisme. 

Il est essentiellement unique : si n^, n̂  sont deux entiers, si 

i^n^ : eCn̂  M* »pr2M' 

i2(n2) e(n2) M*- • pr2M* 
sont de tels isomorphismes, il existe un entier n̂  multiple de n̂  et de 

n0 tel que (e^ , xld )* o i (n ) = (e^ , x Idp)* o u (n0) 2 ^ n /̂n-j C 1 1 n3'n2 2 2 
Soient N' un complexe monodromique et u : M" >N" un morphisme. Pour 

n assez grand, il existe deux isomorphismes tels que le diagramme suivant 

soit commutatif : 

9(n)*M' il<n) 

9(n)*u 

-*pr2M-

9(n)*N'-

pr2u 

-»pr2N 

et tels que i<j(n)/̂ lJxC et i2(n)/jjjxC soient l'identité. 

Soient F* et G" deux complexes de faisceaux constructibles sur C 

Pour tout rieTZ. , on a ( e x Id) pr _ = pr0 et par suite le f oncteur image 
n z z 

inverse par ê  xId induit des endomorphismes 
k k 

Pn : RHom(pr2 F*, pr^")-
,RHom(pr2F ,pr2G ) 

On a p Pm ° Pn . De plus les diagrammes 

г2(п) 
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RHom(F* ,G') 
P r 2 , 

RHom(pr2F*,pr2F* 
sf ^ 2 

>4 * & 
*RHom(pr2F

,,pr2G') 
sont commutatifs. 

Lemme 5.2.- Le morphisme pr 2 induit un isomorphisme du Ind-objet constant 

RHom(F',G') sur le Ind-objet (RHom(pr2 F",pr2G*),p^) 

Pour démontrer le lemme, on remarque que le morphisme canonique 

RHom(F',G#) $ RT(Gm,A) »RHom(pr2 Eyp^G*) 

est un isomorphisme (on utilise la lissité de GM pour voir que 

RHom(pr2 F'»pr2G") = Rr(Gmx C , pr2RHom(F*,G*)) puis on utilise le théo­

rème de Kïïnneth pour la cohomologie à supports quelconques des faisceaux 

constructibles [5]) et que pn = Id 8 pn(A) où pn(A) : RT(Gm,A)- •RT(etIltA) 

est le morphisme induit par ê  . Il reste à montrer que (Rr(€m,A),Qn (A)) est 

un Ind-objet isomorphe au Ind-objet constant de valeur A , ce qui résulte du 

fait que A est fini et que e induit sur H°(G ,A) = A l'identité et sur 

(€m,A)= A(-1)la multiplication par n lorsque n est premier à p 

Démontrons maintenant la proposition 5.1. Nous nous bornerons à des indica-

tions. Montrons d1abord par récurrence sur l'amplitude de M que 6(n) M' 

est de la forme pr 2 H" pour n assez grand. Lorsque M* ne possède qu'un 

seul objet de cohomologie, c'est facile. Dans le cas général, on a un trian­

gle distingué 

M* 

P -

où les amplitudes de P* et N* sont strictement plus petites que celles de 
fc Je 

M* . Par hypothèse de récurrence, pour n assez grand 9(n) P* et 9(n) N" 
sont de la forme pr2F* et Pr2^" > quitte à augmenter n , on peut suppo-

ser, d'après le lemme 5.2, que 6(n) u est de la forme pr2v et par suite 

6(n) M est bien isomorphe à un p^H* . Pour identifier H" on peut se 

restreindre à {ij x C et on obtient la première assertion de 5.1. Les autres 
assertions se déduisent facilement de 5.2. 
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Pour tout neflvf - \o\ , notons e. , : € (k) (k) l'homomorphisme canoni-

que. On a e = ê o ^f/n • Soit M* un complexe de faisceaux monodromiques 

de A-module où A est fini, neN - \o} , et i (n) :6(n) M'—^p^ M" 

un isomorphisme tel que t(n)^ftjx C soit l'identité. 

Pour Xetm (k) posons alors 

Ir = lin) /íe« , (Л)\ X Ç . 

On obtient ainsi un isomorphisme 

l t : 9 ? a ) M * - * M * 
Il résulte de 5.1 que 1'isomorphisme l ne dépend pas du choix de n et de 

l(n) et qu'on a défini ainsi une opération de $m (k) sur (M*,C) appelée 

opération canonique de monodromie. Tout morphisme entre complexes monodromi­

ques commute à cette opération et en particulier l'opération de monodromie 

induit sur les faisceaux de cohomologie, l'opération canonique de monodromie 

(c.f n°4). 
Dans le cas A = 7L ^ , on définit de même, par passage à la limite sur les 

7L l^7L , l'opération canonique de monodromie sur les complexes monodromiques. 
En particulier on a donc défini dans le cas général une opération du groupe 

de Tate sur les complexes monodromiques en restreignant à ^ C €m (k) l'opéra­

tion canonique de monodromie. Si a est un générateur topologique de J£ , cet­

te opération est définie par un isomorphisme noté 

(5.3) O . : M" > M* 

appelé parfois transformation canonique de monodromie. 

Une autre opération importante, en théorie de transformation de Fourier par 

exemple[9],est la suivante : il existe un et un seul TeGm(k) tel que T2 = a. 

On a donc un isomorphisme 

(5.4) a j /2 = lT : 6_* M-__»M-

et on a : 
1/2 * 1/2 (5.5) aM!/2o eH aM/ =aM. 
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La plupart des complexes monodromiques qu'on rencontre ont une monodromie ca­

nonique quasi-unipotente c'est à dire qu'il existe deux entiers p,qe*H tels que 

(aM? - id)q = 0 

Si un complexe monodromique possède cette propriété, alors la cohomologie ordi­

naire) de ce complexe la possède aussi, ainsi que la cohomologie pervers (pour 

la perversité autoduale par exemple). Il est facile de montrer que la réciproque 

est vraie : si la monodromie canonique de la cohomologie pervers (ou ordinaire) 

[iÇÛ d'un complexe monodromique est quasi-unipotente, alors la monodromie 

canonique du complexe est quasi-unipotente. 

6. ËVANESCENCE 

Soit C un cône de sommet Y . Un complexe monodromique de A-modules M* 

sur C est dit évanescent si M* /Y = o . Un complexe monodromique est 
évanescent si et seulement si sa cohomologie l'est. 

Un complexe monodromique M* est dit relativement constant (sur Y) s'il 

existe un complexe constructible N* sur Y et un isomorphisme de complexes 

monodromiques p*N* "Y >M* . On peut montrer qu'un complexe monodromique est 
relativement constant si et seulement si sa cohomologie l 'est. 

Lemme 6.1.- Soit M" un complexe monodromique évanescent. Alors Rp*M* = o 

Nous nous bornerons à donner des indications sur la démonstration. 

On peut supposer A fini, et supposer de plus que C est un fibre vectoriel 

de rang 1 sur Y et, en localisant sur Y , supposer que C = Y xA 

On peut aussi se réduire au cas où M* est un faisceau monodromique évanes­

cent et par constructivité on se ramène au cas suivant : il existe un ouvert 

U de Y et un faisceau monodromique M localement constant sur 

UxG tel que M = i.N où i : UxA«—>YxA est l'injection canonique, m ! 
On se ramène alors aussitôt au cas où M est localement constant sur Yx€ 
Il existe alors un revêtement ramifié le long de Y , de degré 
n : AxY en>AxY tel que e*M soit constant sur YxGm .On peut a-
lors résoudre M par des faisceaux du type e *N où N est constant sur 
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Y x G et on se ramène ainsi à démontrer le lemme lorsque M est constant m n 
sur Y x G . Dans ce cas la vérification est immédiate et utilise le théo-m 
rème de changement base par les morphismes lisses. 

PROPOSITION 6.2.- a) Soit M" un complexe monodvomique. Il existe un triangle 

distingué dans Mon(C,A), 

Ev(M') 
v d 

RC (M') 
u 

M* 

fonctoriel en M* tel que RC(M') et Ev(M") soit relativement constant et 

évanesoent respectivement, que u soit universel pour les morphismes des com­

plexes relativement constants dans M" et que q soit universel pour les 

morphismes de M* dans les complexes évanescents. 

b) Le morphisme : RC(M')Y *M*Y est un isomorphisme et 

RC(M') est isomorphe à p M ^ 

c) Soit a e X -H- existe un morphisme fonetoriel en M' 

var(a) : Ev(M') >M" 

tel que 1 + var(a) oq et 1 + qo var(a) soit la transformation de monodromie 

de M" et Ev(M') respectivement, induite par a . On a : 

var(ax) = var(a) + var(x) + var(a) o var(x) 

Nous nous bornerons à donner des indications. Nous supposerons A fini, 

le cas général sTen déduit par passage à la limite. Pour tout complexe mono-

dromique M* , notons M'X le complexe obtenu en restreignant M# à C-Y 

et en le prolongeant par zéro. On a un triangle distingué 

sd 

M** M* 

D'après le lemme 6.1, on a donc un isomorphisme Rp M MA d'où un iso-

morphisme p Rp̂ M' ^ > p . En composant avec le morphisme canonique 

p Rp̂M'-AÉ-̂M" , on obtient un morphisme u : p —»M" tel que u^. soit 
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l'identité. Il s'ensuit qu'en construisant un triangle distingué : 

Ev(M') 
y 

sfv u 

dv 
vdr 

Le troisième sommet est evanescent. La fonctorialité de u est évidente. 

Pour celle de q on remarque que pour tout complexe monodromique evanescent 

N* , on a Ext1(p M*Y,NV) = 0 pour tout i (lemme 6.1) et par suite 

Hom(Ev(M* ) ,N* )—û̂-*Hom(M* ,N" ) . Donc q possède la propriété universelle an­

noncée. Pour construire un v fonctoriel et les morphismes var(o) on peut 

procéder comme dans £3] . 

Un complexe monodromique M" est dit ooévanescent si RT̂ M*) =0 .11 revient 

au même de dire que M est de la forme Rĵ (M*/C-Y) où j : C-Y >C est 

l'inclusion canonique. Le dual d'un complexe monodromique evanescent (resp. 

coévanescent, resp. à supports dans Y) est coévanescent (resp. evanescent, 

resp. à supports dans Y). On notera que la dualité transforme les complexes re­

lativement constants sur Y en complexes du même type, lorsque C est un fibre 

vectoriel. Le rédacteur ne connaît pas d'autres exemples où cela se produit. 

7. LEMME DE COMPARAISON 

Soient X un k-schéma de type fini et f : X »A une fonction régulière 
-1 x sur X . Posons Y = f (0) et notons f : X x G *A le morphisme m 

x -1 (x,X)i ^Xf(x) . On a (f ) (0) = Y x <E . Soit F un complexe cons-m 
tructible de faisceaux de A-modules sur X . Posons FX = pr*F où 

prj : XxGm *X est la projection. 

Soit K le corps des fonctions rationnelles sur A , K le corps des frac­

tions de l'hensélisé de A en 0 et Kg une clôture separable de 1̂  . Le 

point spec K est le point générique de A ; le point T]q = spec KQ 

(resp.ris = spec Kg) est le point générique (resp. point générique géomé-

trique) de l'hensélisé (A,0) de A en 0 
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On pose G = Gal(Kg/Ko) . On a une suite exacte canonique 

1 »P *G J _ + 1 

Pour les notions de faisceaux de cycles évanescents, de foncteurs , 

nous utiliserons les définitions et résultats de . Nous noterons y le 

foncteur des cycles évanescents pour f : X >A en 0 

Nous considérerons que c'est un foncteur de la catégorie D (X,A) des 
complexes constructibles de faisceaux de A-modules sur X dans la catégorie 

D (Y,A,G) des complexes de faisceaux de AIG]-modules, qui sont construc-const 
tibles comme complexes de faisceaux de A-modules [V] . 

Nous noterons de même ¥X : D (Xx.t , A) ND (YXC , A,G) le 

foncteur analogue pour fX : Xx ̂  >A . Un complexe de faisceaux sur 

Yx? $m peut être considéré comme un complexe sur YxA en le prolongeant 

par 0 sur Yx|oJ . En considérant YxA comme un cône de sommet Y , 

on peut donc parler de complexes monodromiques sur Y x 

Si L* est un objet de D (Y x € , A,G) , on note l'objet de J const m' ' ' L J J 
D (Y x € ,A) obtenu en oubliant l'action de G .On notera que G opère const m' n T-
sur JJL "J 

PROPOSITION 7.1 . - a ) le complexe |V(FX)] est monodromique. Le sous-groupe 

F de G opère trivialement sur {yX(FX)J . L'opération de "J^ sur Jjy (F qur 

on en déduit est l'opposée de l'opération canonique de monodromie . 
b) Soit i1 : X—>X x <Em le morphisme x\—>(x,1) et notons encore 

î  : Y »Y x (&m le morphisme induit sur Y . Le morphisme canonique 

Ì* yX(FX) »¥(F) 

induit un isomorphisme 

i* yx(FX)-û^y(F)P . 

Soit Xc<E (k) et considérons le diagramme commutatif m 

Deux opérations et dfun groupe commutatif T sur un même 

objet sont dites opposées si pour tout TCf on a Q^(y)=sç>2^ 
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(Id,X) 
Y x C A m 

'X x C -
. m > fX 

cd 

Xf^ 

(Id,X) 

• Y x € /v m 

4 
• X x € 

m dv 

X e 

Soit X : ns—*T1S un prolongement de X . 

Notons ¥X(F)̂  le A complexe déduit de ¥X(F) par 1'automorphisme 

: G—*G (c.f n°1) . Le choix de X fournit un isomorphisme canonique de 

complexes de A fd-modules 

WX(FX)X . V . n [FX)X- dqdd fs 

qui nous permet d'identifier y,_x (Fx) à ¥X(FX)X . 

(On met en indice de ¥ le morphisme et le point géométrique auxquels i l se 

rapporte). 

Comme (Id,X) FX = FX , on a un isomorphisme canonique déduit de : 

fXo(Id,X) = XfX : 

\x : 6* yX(FX) ^X(FX)X 

D'après (3.2) il en résulte que est monodromique. De plus aux points 
génériques géométriques Ç des génératrices de Y x Gffi , 1^ identifie le 

A[G]-complexe ¥X(FX)̂  à ¥(FX)| . Donc pour tout geG , g~1Tx(g) opère 

trivialement sur ¥X(FX) et par suite P opère trivialement sur L̂ X(FXlI 

d'après (1.1). Donc l'opération de G sur [^ (F) / se factorise par T . 

Il en résulte que 1'homomorphisme canonique 

У (F ) »4? (F ) 
est un isomorphisme où on dénote par L*|—>L*le foncteur Uérivé) du fonc-

teur "point fixe sous P " .En d'autres termes le complexe de faisceaux 

de cycles évanescents ¥ (F ) est canoniquement isomorphe au complexe de 

faisceaux de cycles évanescents modérés |VJ . Il en résulte aussitôt que le 
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morphisme naturel i* ¥X(FX) ^(F) se factorise canoniquement par un morphis­

me : 

i* X̂(FX) * y(F)P 

dont il s'agit de montrer que c'est un isomorphisme. Pour cela on peut se limi­

ter au cas où A est fini ; le cas général s'en déduisant par passage à la 

limite. Dans ce cas on peut utiliser la description suivante des cycles évanes-

cents modérés : pour tout neN > (n,p) = 1 notons : —>A le morphisme 

M—»Xn . Posons = (X x *m)xAGM , Z'^ = Xx$m de sorte qu'on a un 

diagramme commutatif et cartésien : 

(7.2) 

fx 

X X € «; 
M R 

L 
1 

nm ff 

h 
n 

Z1 i n 

Z 
n 

m 
e 
n 

On a alors yX(FX)P _ > iim 
n, (n ,p) = 1 

(Rh .hV/YxC,) 4 n* n m 

q + 1 lim 
n,In,p)=1 

1 + 1 sd l+ z 

où les systèmes inductifs des seconds membres sont indexés par les entiers or­

donnés multiplicativement, et sont essentiellement constants. 
.* X X P P 

Pour voir que le morphisme canonique î  ¥ (F ) (F) est un isomorphisme 

il suffit donc de montrer que pour tout n , le morphisme canonique de change­

ment de base 
i*Rh A h* F x v Rg .g* F 
1 n* n * &n*&n 

est un isomorphisme. 

Remarquons d'abord que l'ensemble des points de Z est 
n 

{(x,X,y)j J x e X ; À,y e <&m ; un = Xf (x)j (on prend les points à valeurs dans 
n'importe quoi). Par suite Z s'identifie à (X-Y)x € , l'application 

n m 
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h : (X-Y)x-G —*XxG étant décrite par 
Tl TTl m 

hn(x,u) = 
n 

f(x) 

Le carré cartésien du haut de (7.2) se décompose donc en deux carrés car­

tésiens : 

X en dx d + 2 

£1 

X x ( 
g1 = g x Idfc & n n m Z?4x€ 

n m 
IdX X en 

X x Çm, x 
a 

(X-Y)x € m 

où a peut se décrire comme suit : les points de Z'^ sont les 

(x,y) e (X-Y) x Gm tels que \in = f(x) , et on a a(x,y,X) = (x,X u) 

Comme IdY x e est étale on a * n 

( T W * Rhn* hn Rg'„*«* K 

Comme a h = g1 (Id__ x e ) n n X n et comme (Idx x e^)* F* = FX , on ob­

tient un isomorphisme 

(Idvxe )*Rh *h*FX ~ > Rg' *g' *FX 
* * x * 

et i l reste à montrer que î  Rg'n*êrnF est isomorphe à Rg*g F ce 
qui résulte du théorème de changement de base par les morphismes lisses ap­

pliqué au diagramme 

X x € m d d Zf x G 
n m 

prt 

X sf 

vr 

Zf 
n En utilisant les mêmes diagrammes on peut montrer que l'opération de^T 

sur £yX(FX)J est l'opposée de l'opération canonique de monodromie. Nous 

en laissons les détails au lecteur. 
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8. SPECIALISATION DE FAISCEAUX 

Soient X un k-schéma de type fini et YCX un sous-schéma fermé. Nous 

renvoyons à pour une description détaillée de la déformation canoniqu 

de X au cône normal de Y dans X . Il s'agit d'un schéma X , plat s 

A , tel que, au-dessus de A - ^oj| on ait X | A - |̂  o j X x(À ~ { °j ) et 

que la fibre Xq au-dessus de 0 6 A soit le cône normal ^Y\X ^E Y ^AN 

X . On a donc un diagramme commutatif à carrés cartésiens. 

(8.1) 

CY\X 0kt 
X _ 

vr i Xx(A -M) 

TT 

0 - x r +1 

Soit A un anneau de coefficients comme dans le n°3. Pour tout complexe 

constructible F* de faisceaux étales de A-modules sur X , on pose : 

SpYU(F-) = SpYU(F-

où^Jdésigne l'oubli de l'opération du groupe de Galois (c.f n°7). 

On obtient ainsi un foncteur exact : 

(8-2) SPY\X = Dconst(X'A)—*Dconst(CY\X> A) 

qu'on appelle foncteur de spécialisation, 

Ce foncteur possède les 7 propriétés suivantes : 

(SPO) {localisation) la formation de Sp . est locale sur X pour la 
Y \X 

topologie étale. 

(SP1) (monodromie) Pour tout F-" , Sp^^F") est un complexe monodromique 

de sorte que ^Py\x Peut être considéré comme un foncteur de 

Dconst(X'A) danS M°n<CY\X'A) • 

(SP2) (Image directe propre) Soient 

Y'*: d 

Y < 

f 
rv 
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un carré cartésien où f est propre et C(f) : Cyiyxi—*CY\X 

le morphisme déduit de f . Alors C(f) est propre et pour tout 

complexe constructible F" 1'homomorphisme naturel 

(8.3) SpVNX(Rf̂  F*) »RC(f)* (SpY^x,(F') 

est un isomorphisme. 

(SP3) (Changement de base lisse) Soient 

Y ' * -

Y < 

• X' 

f 
rx 

un carré cartésien où f est lisse et C(f) : CY^»~""*^y\X 

le morphisme déduit de f . Alors C(f) est lisse et pour tout 

complexe constructible F* sur X , le morphisme naturel 

(8.4) C(f)*Sp^x(F') *SPY'\X' (f*F0 

est un isomorphisme. 

(SP4) (Dualité). Pour tout F*C D„ _(X,A) , le morphisme naturel 
Const 

(8.5) SPYXX(D F*) >D SPYXX(F') 

est un isomorphisme. 

(SP5) (Restrictions aux sommets) Pour tout F'eD _(X,A) , le morphis-
const 

me naturel 
(8.6) SpYU(F-)L >F'y 

est un isomorphisme. 

(SP6) (Normalisation) Supposons que Y «oit un diviseur principal 

d'équation f = 0 .Le morphisme TTX C(f) : Cy^ ^YxÂ est 

alors un isomorphisme. Notons U(f) la section 

yi »(7TxC(f))~1 (y,1) . 
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Le morphisme naturel 

U(f)*(Spx^ (F')) ^ f (F) '] 

induit un isomorphisme 

(8,7) U(f)*(SpY^ (F-/)L »|Vf (F-)] P 

Cet isomorphisme transforme l'opération canonique de monodromie du 

groupe de Tate sur Sp^^^F") en l'opposée de l'opération de mono­

dromie du groupe de Tate sur |V (̂F*)J P 

Nous nous bornerons à donner des indications sur les démonstrations. Les 

propriétés (SPO), (SP2), (SP3), (SP4) résultent immédiatement des propriétés 

correspondantes pour le foncteur ¥ . Nous renvoyons à [3] pour SPO-2-3 

Nous n'avons pas de référence pour la commutation de ¥ et D que nous util i­

sons ici sans en donner la démonstration (facile) qui sortirait du cadre de 

cet exposé. Pour (SP1), on sait déjà que SpY x̂(F") est constructible et il 

suffit donc d'étudier Sp^x (F /̂Cŷ x ~ Y .On remarque que cette restriction 

ne dépend que de F* /X - Y en utilisant (SP2) . 

Soient X le schéma obtenu en éclatant Y dans X , f : X >X le morphisme 

canonique, et Y = f ^(Y) 
• . . . . ~* 

Le morphisme C(f) : Cy *^Y^C induit un isomorphisme Cy\x "~ Y *CY\̂  ~Y 
et, d'après (SP2) , on a un isomorphisme 

SpYw (F') 
YY S\x 

*SPvXy (f F') 
CY\X 

On peut donc, pour démontrer (SP1), se ramener au cas où Y est un diviseur 

de X et, (par SPO), au cas où Y est défini par une équation f = 0 

De même on voit par (SP2) que (SP5) est vrai lorsque F* /X-Y = 0 

Par dévissage on est amené à montrer que ^Py^ ^*^y = ® lorsque F"Y = 0 

Par (SP2) cette dernière propriété se voit après éclatement de Y , et 

comme cette propriété est locale on se ramène à démontrer (SP5) lorsque Y 

est défini par une équation f = 0 
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Il reste donc à démontrer : 

PROPOSITION 8.8.- Supposons que Y soit défini par l'équation fO et soit 

F*C D (̂X,A) un complexe tel que F'/Y = 0 . Alors les propriétés (SP1) , const 
(SP5) et (SP6) sont satisfaites. 

Démontrons (SP5). On peut supposer A fini. Nous ferons la démonstration 

par récurrence sur la dimension d des supports des H1(F*). Lorsque d=o , 

(SP5) est vraie. Supposons (SP5) démontrée lorsque d<n, n^o . Montrons tout 

d'abord que SPy\x (F*) Y = o génériquement sur Y, Par un dévissage standard, 

utilisant l'hypothèse de récurrence et (SP2) pour les morphismes finis on se ra­

mène au cas où X est normal, de dimension n et F* un faisceau constant 

sur X-Y . Puisqu'il s'agit de montrer la nullité générique, on peut supposer 

de plus X et Y lisses. L'assertion résulte alors dans ce cas, du fait que les 

faisceaux de cycles évanescents R1 (A) sont nuls lorsque f est lisse. Mon­

trons maintenant que ^Py^X^F"̂ JY = ° l°rsclue d=n • Utilisant (SP2) pour les 

morphismes finis, on se ramène au cas où X = AN et Y * A*1 ^ x ̂ oj . On peut 

trouver une projection linéaire p : X >X' = An ^ induisant une projection 

q : Y—>Y' = ^ qui soit finie sur le support de Sp^^ (F*)|Y • On peut a-

lors compléter projectivement p en p : X *X' induisant q : Y—^»Y' , et é-

tendre par zéro F" en F" . On a Spy^ç(F")|Y * S^Y\X^F"^IY et *e morP̂ ŝme 5 

est fini sur le support de Sprrx- (F*) . Appliquant (SP2) et l'hypothèse de 

récurrence, on obtient Rq̂  Sp^^ (F ĵy ~ ° et par su -̂te P̂ŷ c ^F"^Y ~ ° ^?OU 
Sp^x (F*)|Y = o ce qui achève la démonstration de (SP5) . 

Démontrons maintenant (SP1) et (SP6) . Le morphisme : X >X qui à x 

associe (x,f(x),1) envoie Y sur Yx{o]x[lj . Donc sa restriction à Y 

est U(f). Le morphisme se factorise en 

X̂  >X x G —-—»X 
m 

où î  est le plongement fermé xj >(x,1) et où a(x,v) = (x,vf(x),v) 
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Le morphisme a est un isomorphisme de XxCffl sur l'ouvert X -Y x A 

et le diagramme 
x + 1 G > x 

r dx 

x 

c.f n°7 pour la notation fX) est commutatif. Les propriétés (SP1) et (SP6) 

résultent donc de la prop. 7.1. 

9. COMPLEXE MONODROMIQUE DANS LE CAS ANALYTIQUE COMPLEXE 

Nous nous bornerons le plus souvent à énoncer les résultats; les démons­

trations sont faciles et peuvent se calquer sur le cas algébrique. Soit Y un 

espace analytique, un cone de sommet Y est le spectre analytique d'une 

0 y-algèbre graduée A , cohérente en tous ses degrés, engendrée par ses 

éléments de degré 1 et telle que A°= 0Y . Un cône C est donc muni d'une 

action 8 : C xc—*C de <C , qui laisse fixe le lieu des sommets et qui 

opère librement sur le complémentaire. L'espace Y s'identifie au lieu des 

sommets et C-Y est un espace principal sous CT de base Y , l'éclaté 

de Y dans C . Une génératrice de C est une orbite de C* dans C-Y 

Pour tout ÀCC* on note 8̂  : C—*C l'opération de X sur C 

Soit A un anneau de coefficients, égal à Z ou à un corps de caracté­

ristique 0 (le plus souvent $ ou C) 

Soit C un cone de sommet Y . Un complexe de faisceaux de A-modules, 

F* analytiquement constructible sur C est dit monodromique si pour tout 

iC2L , ^^"(F") est un faisceau localement constant sur chaque génératrice 

de C * Nous noterons Mon(C,A) la sous-catégorie pleine de la catégorie 

dérivée des complexes ûe faisceaux constructibles. Notons 8 : t x C Ĉ, 

l'opération (X,.*)!—-*8(expA,x) . 

PROPOSITION 9.1.- 1) Pour tout complexe moriodromique F' sur C il exis­

te un unique morphisme 
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l : 6 F > pr F 

qui induit l'identité s u t ^ojxC . Le morphisme \ est un isomorphisme. 
2) Pour tout morphisme u : F*—̂ G* de complexes monodromiques le diagramme 

e F IF- p̂r2F 

0 u 

x V 

* 
pr2u 

>pr2G* 
est commutatif. 

Pour voir l'existence de 1 , on remarque que le morphisme canonique 
0 F ^pr2Rpr2j0 est un isomorphisme, ce qui se vérifie fibre par fibre. 

Comme pr2'= pr2 J+2J , on en déduit que § F* est de la forme Pr*G" et 
pour déterminer le G" on se restreint À {OJx C . Les autres assertions se 
démontrent facilement en remplaçant pr2 par pr2 L ~ 2 J et en utilisant la 
dualité. 
Pour tout X € C , la restriction de 1 à C est un isomorphisme 

X\ ^ expÀ F *F 
et il résulte de 9.1 qu'on a défini ainsi une opération de C sur (F*,C) 
appelé opération canonique de monodromie. Tout morphisme entre complexes 
monodromiques commute à l'opération canonique de monodromie. En particulier 
x2X.TT = ^F" eSt un automorPhisme ê appelé transformation canonique de 

monodromie. Un automorphisme important en théorie de Fourier [9] est 1'au­
tomorph isme 1. noté 

17T 1 / 2 * 
V : e-ir 

• F' 
on a 

1/2 * 1/2 
V • e - i V 55 V 

Pour les notions de complexes évanescents et coévanescents nous renvoyons 
au n°6. Enfin un complexe monodromique F* est dit de type quasi-unipotent 
s ' i l est quasi-unipotent et si la transformation canonique de monodromie est 

357 



J-L. VERDIER 

quasi-unipotente i.e s ' il existe deux entiers p et q tels que (a_^-1)^ = a 

Il faut et il suffit pour cela que la transformation canonique de monodromie 

de chaque faisceau de cohomologie (pervers ou ordinaire) soit quasi-unipotente. 

Soient X un espace analytique et Y un sous-espace fermé. Considérons la 

déformation canonique de X au cône normal ^Y\X *^îest un espace 

muni d'un morphisme plat ir : X »C et d ' isomorphismes 
— 1 f ̂  — 1 

7T (C - Xx<C- |oJ ) , TT (o) ci CY\X ' Pour tout complexe de fais­
ceaux constructible sur X , le complexe pr*F obtenu en prolongeant par 
zéro l'image inverse de F* par pr1 : X x (C -•[oJ)«̂ — X̂ est constructible. 

Posons alors : 

Spnx(F-) - Xx<C-
où£ J désigne l'oubli de la monodromie. 

On obtient ainsi un foncteur exact 

SPy\X : Dconst(X'A)^Dconst(CY\X' A) 

appelé foncteur de spécùalïsatïon. Ce foncteur possède les propriétés (SPi), 

o ^ i ^ 6 , du n°8, convenablement transposées à ce contexte. Les démonstra­

tions sont faciles et peuvent se calquer sur celles du cas algébrique. On 

commence par démontrer un lemme de normalisation (c.f 7.1). 

Il existe une description du type "cohomologie de la fibre de Milnor" du 

foncteur de spécialisation. Soient X un espace analytique, f : X—̂Cn 

une famille de n fonctions analytiques, Y = f (̂o) le sous-espace qu'elles 

définissent, Ĉ  : Cy\x *e morPni-sme défini par f . Soient yeY 

et £ € C . un point au-dessus de Y . Soit F* un faisceau constructible 

sur X . Pour e > o suffisamment petit et o < p << e très petit devant 

e , posons 

ue,P=(x€X H H + | | p c f ( e ) -£<*>il<ee] 

On obtient ainsi un ouvert de X . Comme F# est constructible, on a alors 

Sp (F-)ç= Rr(U£|p, F") 
Cela résulte de la description usuelle du foncteur Y [4] . 
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10. PURETE ET PERVERSION 

On sait que le foncteur des cycles évanescents transforme les faisceaux 

pervers (pour la perversité autoduale) en faisceaux pervers à un décalage 

près. Cela est dû à Goresky-MacPherson dans le cas analytique complexe |Vj| 

et à 0. Gabber dans le cas de caractéristique p £lj. On obtient donc 

(SP7) (Perversion) Le foncteur de spécialisation transforme faisceaux per­

vers en faisceaux pervers. 

Pour la notion de faisceau quasi-unipotent dans le cas analytique complexe 

nous renvoyons à ¡V] • Un complexe constructible est dit quasi-unipotent si 

sa cohomologie l 'est. En utilisant la résolution des singularités et jV] on 

obtient 

(SP8) (quasi-unipotence) Soit F" un complexe analytiquement constructible 

et quasi-unipotent. Alors la spécialisation de F" est un complexe monodro-

mique quasi-unipotent où la monodromie canonique agit de manière quasi-uni-

potente. 

Dans le cas algébrique on obtient la quasi-unipotence de la monodromie ca­

nonique sur le complexe spécialisé lorsque le corps k est la clôture al­

gébrique d'un corps de type fini kQ et que la situation est définie sur kQ J3¡. 

Soient F" un faisceau pervers et supposons que la monodromie canonique 

de ^Y\X^F*^ so^t quasi-unipoténte. Comme ^ y \ X ^ F e S t un °kJet ê â 

catégorie abélienne des faisceaux pervers, il possède une filtration cano­

nique associée au logarithme de la monodromie (on suppose que A est un 

corps). Supposons maintenant que k soit la clôture algébrique d'un £orps 

fini kQ et que F" soit un faisceau algébriquement constructible prove­

nant d'un faisceau F¿ pur, défini sur kQ . Il résulte des théorèmes de 

Gabber jjj : 

(SP9) (Pureté) La filtration par la monodromie de SPY\x F̂ ^ coïncide avec 
la filtration par le poids (à un décalage près). 
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On en déduit lorsque X et Y sont algébriques complexes et lorsque 

F* = IC(X) est le complexe d'intersection : 

(SP10) (Complexe d'intersection) Le gradué associé à sPy\x (IC^X^ pour la 
filtration de monodromie est somme directe de complexes d'intersection mo-
nodromiques à coefficients locaux quasi-unipotents. 

11. SPÉCIALISATION ET ECLATEMENT REEL 

Soient X un espace analytique complexe réduit, f : X >C une fonc­

tion analytique complexe, Y = f ^(o) . Posons 

11.1 = jto,x)eS1xX af(x)c£R+j . 

C'est un espace semi-analytique réel appelé l'éclaté réel de X le long de 

Y . Lorsque X = € et f = ^es coordonnées polaires réalisent un 

isomorphisme de X̂  sur Ŝ  xffl+ 

La deuxième projection X̂ - >X induit un isomorphisme d'espaces analy­

tiques réels entre 3^ - TT~1 (Y) et X-Y . L'espace Ŷ  = TT ^ (Y) est ca-

noniquement isomorphe à YxS^ . Lorsque X et Y sont lisses, X̂  est une 

variété à bord de bord Y 

Soient X un espace analytique complexe réduit et YC X un diviseur. 

Posons L = et soit G : X—»L la section canonique dont le lieu des 

zéros est Y . Notons ^(L) l'e space analytique réel des demi-droites 

réelles de L . Pour tout xe X-Y , posons s(x) = (R+ a(x) . On obtient 

ainsi une section s : X-Y >2(L) . On note X̂  l'adhérence de s (X-Y) 

dans 2(L) . C'est un espace semi-analytique réel appelé l'éclaté réel de 

X le long de Y . Lorsque Y est défini par une équation f =o , l'espace 

obtenu est décrit par les équations (11.1). 

Soient X un espace analytique complexe réduit et Y un sous-espace fer-

mé. Dans l'éclaté complexe X de X le long de Y , l'image inverse Y de Y 

est un diviseur. On note 3^ l'éclaté réel de X le long de Y et on l'ap­

pelle l'éclaté réel de X le long de Y 
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Soient le cône normal de Y dans X et 2c^x l'espace analytique 

réel des demi-génératrices réelles de CyXx . On a un diagramme commutatif 

11.2 

x -( y 

x 

^LY\X 
r IPC a Y\X 

où p est l'application qui à Ç€ C x̂ - Y associe la demi-génératrice en-

gendrée. L'application p est une fibration principale de groupe R+ et 

Y est une fibration principale de groupe Ŝ  . L'espace complexe 1PĈX 

est canoniquement isomorphe à l'image inverse Y de Y dans X et l'espace 

analytique réel Ĉy\X est canoni<luetnent isomorphe à l'image inverse Ŷ  

de Y dans ^ . Le morphisme canonique TT̂  : »X induit un isomorphis­

me de - Y ŝur X-Y et on a donc un diagramme commutatif 

11.3 
CY\X Y P e j 

"ht i 3 Y - Y 

a s + 1 

Y* —»X 

où i est un plongement ouvert, j un plongement fermé, p une fibration 

principale de groupe (R+ 

PROPOSITION 11.4.- Soit F un complexe de faisceaux de A-modules sur X , 

analytiquement constructible. On a un isomorphisme canonique. 

11.5 SPY,X(F) C x x 1 1 R i * £ V F 

Soit 
Z- •X 

A 

la déformation canonique au cône normal de Y dans X ^8J . Le transformé 

strict de ÂxY dans Z est isomorphe à AxY et est encore noté AxY 

On a donc un diagramme 
Z AxY-
d 

À 
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et la fibre d ^ (0) est Cy\x ~Y " notons A+C A l'ensemble des points réels 

positifs et posons W+ = d ^ . On a donc un diagramme commutatif 

-(Cwv-Y) 

CY\X "Y< x+1 

11.6 d+ 
d 2 

d 

r AxY-
I q 
d 

rx v 

On a par définition 

SpY.x(F)/CY. -Y = V(q*F) 

et comme q F est analytiquement constructible, on sait que le morphisme 

canonique 

11.7 SPY\x CY\X ~ Y A Q F EST UN ts°™orphisme. 

Lemme 11.8.- 1) JZ- existe un unique relèvement continu de q+ en 

q; : W+ ^ . 

2) Le morphisme q̂  est wrc morphisme analytique réel lisse de fibres isomor­

phes û IR . 
3) Le morphisme q̂  induit la projection canonique 

« r 1 < V " CY\X"Y > \ • 

Donnons des indications sur la démonstration du lemme 11.8. Comme le mor­

phisme q : Z-AxY >X se factorise par X , on se ramène à'démontrer le 

lemme lorsque Y est un diviseur. Les assertions étant de nature locale sur 

X on peut supposer que Y est défini par une équation f = o .On sait alorï 

que Z-AxY est isomorphe à x X , que d n'est autre que l'application 

(À,x), ^Xf(x) et que q est la deuxième projection. La vérification du 

lemme est alors immédiate. 

L'isomorphisme annoncé dans la prop. 11,4 est alors obtenu en composant 

1'isomorphisme 11.7 avec 1'isomorphisme de changement de base par le morphisme 
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La proposition 11.4 permet en fait de construire le faisceau spécialisé sur 
CL* . On sait qu'on a avec les notations du numéro 6 YYX 
11.9 RC(SpY№(F)) / Cm - Y = P*T£F/Y . 

Pour déterminer S'p .v (F) , il suffit donc d'après 6.2 de décrire le morphisme Y\X 

canonique 

11.10 RC(SpYft (F) > 1 CY\X - Y —*SpY\X (F) / CY\X - Y ' 

qui n'est autre que le morphisme p j (v) ou 

V : TT F »Ri*i TT F 

est le morphisme canonique d'adjonction. 

Dans le n°9 nous avons défini le faisceau spécialisé sPY\x ^ lorsque F 

est constructible. Par les méthodes du n°9 (déformation au cône normal 1̂8] 

et faisceau ¥ [3 et 4J ) on pourrait définir un faisceau sPy\x ^ sans hypo­

thèse de finitude sur F . Mais alors la prop. 11.4 n'est plus valable en 

général ainsi qu'on le voit immédiatement en prenant pour F le faisceau des 

fonctions holomorphes, X = <C, Y = (oj . 

Il résulte d'autres considérations que nous ne développerons pas ici 

(Microlocalisation, Transformation de Fourier) que dans le cas général, au 

moins quand F est un faisceau analytique cohérent ou un «̂ -module cohérent, 

^Y\X F̂̂  ne Possec*e Pas les Propriétés qu'on souhaite et que la définition 

utile du faisceau spécialisé soit celle donnée par le deuxième membre de 

11.5, c'est à dire celle construite avec les éclatements réels. 

363 



J-L. VERDIER 

BIBLIOGRAPHIE 

[1] J.L BRYLINSKI - Cohomologie d'intersection et faisceaux pervers, 
Séminaire Bourbaki n°585 (fév. 82). 

[2] J.L BRYLINSKI - A. S DUBSON - M. KASHIWARA - Formule de l'indice pour les 
modules holonomes et obstruction d'Euler locale, 
CRAS, t. 293 (nov. 81). 

[3] P. DELIGNE - SGA 7 II, exp.XIII - Lectures Notes n°340, Springer-
Verlag. 

[4] P. DELIGNE - SGA 7 II, exp. XIV - Lectures Notes n°340, Springer 
Verlag. 

[5] P. DELIGNE - SGA 4 1/2, (Th. Finitude) - lectures Notes n°569, 
Springer Verlag. 

[6] M. GORESKY et R. MACPHERSON" - Dans ce recueil d'exposés. 

|7] LE DUNG TRANG - Faisceaux constructibles quasi-unipotents, Séminaire 
Bourbaki n° 581 (nov. 81). 

[8] J.L VERDIER- Séminaire de géométrie analytique, exp. IX - Astérisque 
36-37. 

[9] J.L BRYLINSKI - B. MALGRANGE - J.L VERDIER - Note au CRAS à paraître. 

[10] A.A. BEILINSON - J.N BERNSTEIN - P. DELIGNE - 0. GABBER - Dans ce 
recueil d'exposés. 

J.L.VERDIER 
Ecole Normale Supérieure 
Département de Mathématiques 
45 rue d'Ulm 
75230 Paris Cedex 05 

364 


