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MORPHISMES ANALYTIQUES STRATIFIES SANS ECLATEMENT 
ET CYCLES ÉVANESCENTS 

par 

C. SABBAH 

Introduction 
On considère dans ce travail un morphisme analytique f : X -* Y, propre 

ou non, entre deux espaces analytiques réduits. Si dim Y > 1, même si ce morphisme 
est plat, on ne peut pas, en général, définir les cycles évanescents de f en tout 
point de X par la méthode de Milnor. Considérons l'exemple suivant : 

f : (C -> <t défini par f(x,y,z) = (x - y z ,y) • 

Le mcrphisine f est plat, et pourtant on n'a pas de "fibration de Milnor" à l'origi-
ne d'e .et s i , par analogie au cas d une singularité isolée, on considère, pour 
O < r) < < e, le morphisme : 
f : B fi f * (B \ {o}) -» B \ {o}, où B (resp.B ) est une boule de rayon e assez e r\ n e 3 n 2 
petit (resp ri) centrée à l'origine de <£ (resp. (C ) , on remarque que ce n'est pas 
une fibration, puisque certaines fibres sont connexes et d'autres pas. L'ensemble 
des points de B \ {o} où la fibre (qui est lisse) de ce morphisme n'est pas trans-
verse à 8B̂  est donc non vide, et de plus n'est pas analytique complexe. Le 
germe de cet ensemble à l'origine dépend aussi de e. On remarque enfin que si <t 
est le faisceau constant sur U = B D f * (B ), le faisceau (f |__ ) Jt n'est pas 
analytiquement constructible sur B .̂ ' 

Lê D. T. a remarqué ([L]) que si un morphisme analytique f admet une 
stratification de Whitney analytique complexe, qui vérifie la propriété Â  de Thom 
(cf.[Th],[H^], ou § 1), on peut, à l'aide du premier lemme d'isotopie de Thom-
Mather, définir les cycles évanescents de f en tout point de X . Plus précisément, 
si {(X ), (Y„)} est une telle stratification, et si x G X, i l existe e , et pour a p o o 
O < e < e , i l existe r| > O tel que, pour chaque strate Y0 de Y, le morphisme 

— 1 ° P 
B Of (Yn fi B̂ ) -* Yn fi B soit une fibration topologique localement triviale 
(B et B_ sont des boules ouvertes centrées en x et f(x )) . De plus / si on Z T) j o o 
pose U = B fi F (B ) , les faisceaux R1(f|M ) .(D sont analytiquement construc-
tibles sur B , et si s' < e, alors, pour rj' <r| assez petit, on a 

n 
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MORPHISMES SANS ÉCLATEMENT ET CYCLES ÉVANESCENTS 

RX(*I0 >*«-*<*lo ) * Î B 

Ceci résulte du deuxième lemme d'isotopie de Thom-Mather. 
Quand un morphisme satisfait ces dernières propriétés en tout point de X, on dit, 
suivant [D], qu'il admet une théorie des cycles évanescents. On voit donc que si 
un morphisme admet une stratification analytique complexe vérifiant les conditions 
de Whitney et de Thom, il donne lieu à une théorie des cycles évanescents. 
Nous répondons ici positivement à un problème posé par P. Deligne ([D]) : 

Supposons le morphisme f : X -* Y propre. Il existe une modification 
7T : Y Y telle que le morphisme ? : X x Y -* Y, image inverse de f par 7T , 
admette en tout point de X une théorie des cycles évanescents. 

En fait, nous répondons à la question reformulée dans le cadre des 
stratifications par Le D. T. 

Définition : Soit f : X -> Y un morphisme analytique entre espaces réduits, muni 
d'une stratification analytique complexe S . Nous dirons que (f,-?) est sans 
éclatement si la stratification de Y satisfait les conditions de Whitney, celle 
de X satisfait la condition Af de Thom, et si de plus la restriction de celle-ci 
au-dessus de chaque strate de Y satisfait les conditions de Whitney. 

Cette terminologie recouvre une situation un peu différente de celle 
envisagée par R. Thom ([Th]), dans la mesure où nous ne supposons pas tout à 
fait que la stratification de X satisfait les conditions de Whitney. Par contre, 
nous verrons que la condition que nous utilisons est stable par changement de 
base. Bien entendu, un morphisme analytique stratifié sans éclatement défini comme 
ci-dessus est passible du deuxième lemme d'isotopie, et par conséquent admet une 
théorie des cycles évanescents. 

Théorème 1 : Soit f : X -> Y un morphisme propre entre espaces analytiques réduits 
de dimension finie, et soit S une stratification <£-analytique de f. Il existe un 
morphisme TT : Y -> Y, composé d'une suite propre d'éclatements, et une stratifica­
tion (̂ -analytique de f : X * Y Y , image inverse de f par 7T , compatible avec î, 
et tels que (f,3) soit sans éclatement, 

La démonstration de ce théorème, qui peut être considéré comme un théorème 
de finitude, repose de manière essentielle sur le théorème d'aplatissement 
d'Hironaka ([H ]) et le critère donné par Hironaka pour la condition de Thom 
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C. SABBAH 

<[H ] Th.l § 5, voir aussi § 1). 
2 

Quand le morphisme n'est pas propre, on utilise les résultats de [H ]̂ et 
[H.L.T.] pour démontrer la conjecture formulée pour un morphisme non propre : 

Théorème 2 : Soit f : X -» Y un morphisme entre espaces analytiques réduits, y 
un point de Y et L un compact de f (y ) . Soit (resp. S ) une stratification 
<C-analytique de X (resp. Y) . Il existe une famille finie de morphismes 
TÏ\ : Ŷ  -* Y (1 < i < m), chacun étant composé d'un nombre fini d'éclatements 
locaux , complète au-dessus d'un voisinage U de y , un voisinage V de L dans X, 
et, pour chaque i, une stratification C-analytique <? de : Vi "* Yi' -̂ma-̂ e 
inverse de f lv par T^, compatible avec <Ŝ  et tels que, pour chaque i, 
(f_̂ , <£) soit sans éclatement. 

La démonstration du théorème 2 est analogue à celle du théorème 1. 

Reprenons l'exemple donné plus haut : si (u,v) sont les coordonnées de 
<C , l'image inverse par f de la parabole u = Àv est un parapluie de Whitney 
(complexe) d'équation x - y (z + X) = O. Le manche est l'axe des z, et le 
sommet le point de cet axe de coordonnée z = -X. On voit alors que pour stratifier 
f avec la condition de Thom, i l faut que chaque point de l'axe des z soit une 
strate, ce qui est impossible. On a un phénomène d'éclatement caché. Considérons 
alors l'éclatement 7F : CD -* <C de l'idéal (u,v ) dans <C , de sorte que les 
transformées strictes des paraboles u = Xv coupent le diviseur exceptionnel en 
des points distincts. Le morphisme f, image inverse de f par TT , admet alors une 
stratification qui en fait un morphisme sans éclatement. 

Je tiens à remercier particulièrement Le D. T. pour son aide et ses 
encouragements; de même B. Teissier, M. Merle, M. Giusti, J. P. G. Henry, 
D. Trotman pour les nombreuses conversations que j'ai eues avec eux. Je remercie 
aussi P. Deligne pour les remarques qu'il m'a faites, je remercie enfin Michèle 
Lavallette pour la frappe du manuscrit. 

Remarque : Nous avons annoncé dans une note (cf.[s]) des résultats analogues avec 
une condition plus forte que la condition A ,̂ la condition Ŵ . La démonstration que 
nous avions donnée du critère analogue à celui de [H2] est incorrecte. Les 
résultats que nous donnons ici sont donc un peu plus faibles que ceux annoncés 
dans [s] . 
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1. La modification de Nash relative 
(1.1) Soit f : X -* Y un morphisme entre espaces analytiques complexes réduits, 
tel qu'il existe un ouvert de Zariski dense de X où la fibre de f est de dimension 
d. Soit X° l'ouvert de Zariski dense de X où le faisceau des 1-formes différen­
tiel les relatives est localement libre de rang d, et soit (Œ*) la grassmannienne 
des d-plans dans le tangent de Zariski de la fibre de f ([G]). On a un morphisme 
propre et surjectif g : Ĝ  (Œ*) -> X, et g : g (X°) ~> X° est un isomorphisme. 
Soit vf la restriction de g à X' = g^X0) c G^iti^). C'est une modification propre 
de X qui a la propriété universelle suivante : un morphisme h : T -> X 
se factorise par v si et seulement s'i l existe un morphisme surjectif 
* 1 J> F 

h Qf -» -> o dans un faisceau localement libre de rang d, dont le noyau a un 
support nulle part dense dans T. 

Remarque : On peut montrer que pour tout point x de X, i l existe un voisinage 
U de x dans X et un idéal cohérent 6 de tels que le morphisme vf : Vf (U) -> U 
soit l'éclatement de l'idéal S dans U (cf.tT^]). 

Fixons maintenant x € X, et choisissons un plongement local relatif o 
du germe de f en XQ 

N+l 
(X,XQ) c *<Y,yo) x «C ,0) 
f s' 

Of, y ) ^ 

On fixe aussi des représentants assez petits de ces germes. On définit, suivant 
une suggestion de M. Merle et J. P. Henry, le morphisme conormal : 

T£ : cf (X) -> X de la manière suivante : 

v N+l N+l o o v N+l Soit P ( <E ) le projectif des hyperplans de <£ . Soit C (X ) c x x P (<£ ) 
-1 

l'ensemble des couples (x,H) tels que H => T f (f(x)). 6 v N+l X On pose Cf (X) = Q (x ) c: x * P «t ) et Tf est la restriction de la première 
projection. 

Remarque Ï Contrairement à la modification de Nash, le morphisme n'est 
pas une modification, sa fibre au-dessus de X° étant de dimension N-d. De plus, 
i l n'est pas intrinsèque et dépend de l'installation choisie. 
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(1.2) Variétés polaires locales relatives 

Si Dd_k est un plan de codimension d-k+1 dans <E (0 < k < d) , 
Pk*f'Xo'Dd-k^ 6St par définition l'adhérence dans X de l'ensemble des points 
x € X° où dlm[Tx[f1(f (x)) n X] fl Dd_k] > et on note de la même manière le 
germe de cet ensemble en Xq. On note P^(f,xo) un germe de variété polaire obtenue 
pour un plan "générique" (cf [L.T] , [T^ ] , [T2 ] ) . On peut montrer que 

Pk(fFX )̂ est de codimension k dans X, ou vide. 

En fait, seuls nous intéressent les ensembles suivants 

Ek(f) = (x E X/P <f,x) ï 0} 0 < k < d. 

On remarque que £Q(f) = x* 
Ces ensembles sont bien définis, car la multiplicité en x de P (f,x) 

* 
ne dépend que du morphisme f : (D >C? (cf.[T_]). Ils sont analytiques 

^ Y, f (x)^ X,x 3 
fermés dans X. 

On a alors (voir [T ]̂) : 
1) XÊ E, (f) =» dim v"1 (x) > k 

2) x € Z, (f ) dim x"1 (x) > N - d + k . 

(1.3) La condition Af de Thom 
Soit f : X -> Y un morphisme entre espaces réduits, où X est équidimen-

tionnel, et f génériquement à fibres de dimension d. Soit M un ouvert de Zariski 
dense de X, lisse, tel que f|M soit de corang constant d. Soit N une sous-variété 
analytique localement fermée de X, contenue dans X\ M, sur laquelle f est de 
corang constant. On dit que (M,N) satisfait la condition Af de Thom en x € N, si 
pour toute suite de points x € M, avec lim x = x, on a, quand les limites 

existent 

lim T [^(fCx)) D M] z> T^lf1 (f (x)) fl N] . 
n -* 00 n 

On dira que le morphisme f admet une bonne stratification s ' i l existe une strati­
fication analytique complexe (X̂ ) de X\ M, telle que, pour tout a , (M,X̂ ) 
vérifie la propriété Â . 
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Exemples : 
- Si Y est une courbe lisse, f admet une bonne stratification ([H2]) 
- Par contre, si dim Y > 2, et même si f est plat, f n'admet pas nécessairement 
une bonne stratification : 
Lê D. T. a donné l'exemple du germe de morphisme suivant : 

f : (<£ ,0) -* «E ,0) avec f(x,y,z) = (x -y z,y) 

P. Deligne ([D]) a donné un exemple de morphisme propre et plat : 
F : X x x -* <D2, avec Ffx^x^ = f (x^ + f (x2> où f : X (t2 est l'éclatement de 
1'origine. 

H. Hironaka a donné ([H2]) une condition suffisante pour que f admette une 
bonne stratification. 

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que f admette une 
bonne stratification et retrouver le critère de H. Hironaka. La démonstration 
est essentiellement identique à celle de [H2] th. 1 § 5. 

1.3.1) Théorème : Soit f : X -> Y un morphisme entre espaces analytiques réduits 
On suppose X équidimensionnel, et f génériquement à fibres de dimension d. On a les 
conditions équivalentes : 

1) le morphisme f admet une bonne stratification 
2) Pour tout k, O < k < d, les fibres du morphisme fly sont de dimension 

Lk 
< d - k. 
Démonstrat ion : 

1 ^ 2 si le morphisme f admet une bonne stratification, i l est â fibres de 
dimension pure d. Soit (M,(X )) une bonne 
stratification de f. Si k = corang f| , et si k > d - k +1, alors pour 
x € X , on a P^(f,x) = 0. En effet, si D est un plan assez général de codimension 
d - k+1 < k , D est transverse à T [f1(f(x)> f) X„] dans <tN+1 ( on a considéré 
un plongement local de X dans un ouvert de (t ) et donc transverse à 
T [f (f (y)) fl M] pour y € M voisin de x, d'après A . Par suite P (f,x) = 0 . y r K 
Autrement dit, on a Z fl X = 0 si k > d - k +1 > et l'ensemble Z. ne coupe au 
plus que des strates X^ où le corang de f est < d-k, ce qui prouve 2). 

2 •» 1 Supposons la condition 2) satisfaite. Il suffit, pour montrer que le 
morphisme f admet une bonne stratification, de montrer que pour tout sous-ensemble 
analytique fermé N de X, i l existe un sous-ensemble analytique fermé S nulle 
part dense dans N tel que (M,N\ S) vérifie Af. 
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On remarque d'abord que l'ensemble des points de N au voisinage desquels 
(M,N) satisfait Af est un ouvert de Zariski de N. Il suffit donc de montrer que 
cet ensemble est non vide. Le problème est alors local sur N. 

Fixons comme plus haut une installation au voisinage de Xq € N. On suppo­
se que (f(N),xQ) est un germe de sous-variété lisse de Y. Puisque les fibres de 
f sont toutes de dimension d (car X = Zq), on peut choisir des représentants 
des germes X et Y de sorte que f(X) soit analytique fermé et équidimensionnel 
dans Y. On choisit alors un morphisme fini q : (f (X) ,y ) -* ((CP,0) où p = dim f (X), 
de sorte que qI^, . soit de rang maximum en y . 

Remarquons alors que : 
le couple (M,N) satisfait A_ si et seulement s ' i l satisfait A 

On a l'égalité T- = T 
f q © f 

l'hypothèse 2) est satisfaite pour q • f. 
Ceci nous permet finalement de supposer que Y est lisse et f est ouvert, ce que 
nous ferons dans la suite. On supposera aussi N fermé dans X. 

Lerome : Avec cette hypothèse, si de plus codim f(N) < 1, et si toute composante 
-1 

irréductible de (N) c Cf(X) se surjecte sur N, le couple (M,N) satisfait la 
condition A . 

En effet, notons C (N) = { (x,H) G N x p ((£ )/H 3 T N }. 
Alors le couple (M,N) satisfait la condition Af si et seulement si Tf (N) c Cf(N). 
H. Hironaka a montré ([H ]̂) que si codim^ f(N) < 1, i l existe un ouvert de Zariski 
dense N de N tel que le couple (M,N ) satisfasse la condition A .̂ Soit T une 
composante de T̂ * (N) . Comme F se surjecte sur N, l'ensemble r° = zT fl T̂ * (№) 
est dense dans T , et on sait que r° c: Cf (N) . 

Par suite on a Ta C (̂N), ce qui prouve le lemme. D 

Lemme : Supposons l'hypothèse 2) satisfaite. Si toute composante de Tf*(N) se 

surjecte sur N, le couple (M,N) satisfait la condition Af . 

L'hypothèse 2) est équivalente au fait que, quitte à oublier un ensem­
ble quasi-fini sur Y (= E^ff)), les fibres du morphisme f o Tf : Cf(X) -* Y sont 
toutes de dimension N. 
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Soit TT : Y -* Y l'éclatement de f (N) dans Y. On a îf1 (f (N) = f (N) x pr-1 
si r = codim f (N) . Le diagramme des transformés stricts par TT 

Cf (X) x X - f , Y 
0) 

C 
C (X) -

es IT 

T 
f 

X 
f 

Y 

est aussi celui des produits fibres réduits, puisque les morphismes f et f O T 
sont ouverts. 

De plus on a Tf = Tg et Cf(X) = C (X), et aussi 

--1 r-1 0) (N) = N x p , <¡f1 ( i"1 (N) ) = т"1 (N) X pr_1 

Si toute composante de T * (N) se surjecte sur N, toute composante de 03 1 (T* (N) ) --lf c %-se surjecte donc sur OJ (N) , et le lemme précédent montre que le couple 
(à) (M), â) 1 (N) ) satisfait la condition Ay'. Par suite le couple (M ,N) satisfait 
la condition Af, ce qui prouve le lemme. ° 
Le théorème (1.3.1) se déduit maintenant du lemme précédent. n 

(1.3.2) Corollaire (Hironaka) : Supposons que la condition suivante soit réali­
sée :3)il existe un sous-ensemble analytique F de X, à fibres de dimension nulle, 
tel que, pour tout point x € X \F, et tout point x1 € Vf*(x), on ait 
dim , (f o v)"1 (f-(x)) = d. x1 

Alors le morphisme f admet une bonne stratification. 

En effet, si on note = {x € Xldim vf1(x) > k} , la condition 3) 
implique que les fibres de f|yi sont de dimension < d - k pour O < k < d. 

On a remarqué plus haut que c: et la condition 2) du théorème est satisfai­
te. • 

Remarque : La condition 2) s'avère plus aisée à vérifier dans la pratique. 

Exemples : 
- Pour le morphisme f : <C -> <t avec f(x,y,z) = (x - y z,y) , la variété polaire 
P̂ (ffO,D) a pour équation 2ax + by =0, pour a et b généraux, si D est un plan 
d'équation aX + cY + bZ = O. Pour tout plan D, l'ensemble P^(f,0,D) contient 
l'axe (x = y = o}. Ceci montre qu'en tout point x de cet axe P^(f,x) n'est pas 
vide. L'ensemble £̂  a donc une fibre de dimension 1. 

293 



C. SABBAH 

- Pour le morphisme F : X K X (D̂  décrit plus haut, on peut voir que l'ensemble 

E contient la diagonale A c p x P , où P c: x est l'exceptionnel. 
^ 2 

L'ensemble n'est donc pas fini sur (C , et le morphisme F n'admet pas de 

bonne stratification. 

Si X et Y sont deux variétés lisses connexes, dim Y = n et dim X = n+1, si f est 

propre et surjectif, et si le lieu critique de f est de codimension 2 dans X, le 

morphisme f admet une stratification de Thom (tout couple de strates incidentes 

satisfait la condition de Thom) si et seulement s'il est de type singulier fini, 

c'est-à-dire si et seulement si le lieu critique est fini sur Y. En effet, dans ce 

cas d = 1, et l'ensemble £̂  est égal au lieu critique. 
(1.4) Changement de base 

(1.4.1) Lemme : Soit TT : Y -» Y une modification, et soit f : X -* Y un morphisme 

génériquement de dimension relative d. 

Le transformé strict f de f est génériquement de dimension relative d, 

et la moditifcation de Nash relative à f n'est autre que le transformé strict 

VF de VF par TT . 

Démonstration Il existe par hypothèse un ouvert de Zariski dense Ŷ  de Y et un 

ouvert Y de Y tels que le morphisme ïï : Y -» Y„ £?3it un isomorphisme. On consi-

dère le diagramme commutatif des transformés stricts 

A 
X •„ 

vb 

V 

f 

Y-
7T 

Y 

xr 

> X X — 

Soit X = X x Y et f : X -» Y le morphisme induit par la deuxième projection. Alors 

on a GJ(fii) = G x X([G]). D'autre part on a un morphisme surjectif 

Œ*, -» fi1 donné par l'application cotangente à l'injection i : X -* X. On a donc une 
f f 

immersion fermée au-dessus de X : 

(fqqmi) (fii)x 

51X' 
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L'espace X' est l'adhérence dans X x X' de X. x X' où on pose X, = f 1(Y,). Mais 
X x x ' est fermé dans X x G _ (Q-) = GJ(^)|A. Posons X' = (X ) , où X est X X d f d f x o f o o 
l'ouvert de Zariski dense de X où V. est un isomorphisme. L'ensemble x\ x X' est 
alors un ouvert de Zariski dense de X' contenu dans G (̂ŒA), ce qui montre le 
lemme. D 

Conséquence : Supposons par exemple le morphisme f propre. Il existe alors une 
suite propre d'éclatements de Y, notée TT : Y -* Y, telle que le transformé strict 
f de f admette une bonne stratification. On a en effet 

(1-4.2) Théorème ( [Ĥ  ] , th. 4.4) : Soit f : X -» Y un morphisme propre, on suppo­
se l'espace Y réduit. Il existe une suite propre d'éclatements TT : Y -> Y, qui est 
un isomorphisme en dehors de (f), fermé de non platitude de f dans Y, tel que le 
transformé strict ? de f par TT soit plat. 

On rappelle qu'une suite propre d'éclatements est une famille totalement 
ordonnée (éventuellement infinie) d'éclatements au-dessus de Y, finie au-dessus de 
tout compact de Y. 

Si on choisit la modification TT : Y —Y Y telle que le transformé 
strict de f o v.p soit plat, on voit que f « V* est à fibres de dimension pure 
d, d'après (1.4.1). On peut appliquer le théorème (1.3.1), qui montre que f 
admet une bonne stratification. Dans les paragraphes 2, 3 et 4, nous montrerons 
qu'il existe une modification TT de sorte que le morphisme f admette une strati­
fication vérifiant la propriété A£ (pour tout couple de strates incidentes). 

(1.4.3 Lemme : Soit f : X -*• Y un morphisme analytique entre espaces analytiques 
réduits, où X est équidimensionnel, et f o Vf à fibres de dimension pure d. Soit 
T c x un sous-ensemble analytique fermé, partout de dimension relative d. Soit 

|v *(T)I la réunion des composantes irréductibles de Iv 1(T)I dont l'image 
par Vf est une composante de T. Alors la restriction Vf : !v f (T)Î  T est 
la modification de Nash relative à fL • 

T 

Démonstration : On considère le diagramme commutatif suivant : 

T ' С— d f L 
T 

d f T lvf* (T) I 

4 T 
T 

vf 
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Soit U = T \ (Fl U F2>, où Fx désigne le fermé de T au-dessus duquel Vfj n'est 
pas un isomorphisme, et F l'image des composantes de (v"1(T)[ qui ne sont pas 

-1 
dans | vf № li • L'ouvert u est un ouvert de Zariski dense de T, et l'assertion 
de [H2], th. 1 § 5, se traduit ici par |v"*(U)î = v~* (U) . On en déduit le 
lemme. • T 

Remarque : Soit h : Z -» Y un morphisme analytique entre espaces réduits . Sous 
les hypothèses de (1.4.3), on obtient : dans le diagramme commutatif des produits 
fibres réduits 

IX* x Z| 
Y 

x 

V 
|X x Z| 

Y 

f 
Z 

Z 
h 

» Y 

fr 

>X 
v 

le morphisme V : |X x z| -* |X x z| est la modification de Nash relative au 
Z Y 1 Y 

morphisme f : |XxZ| -» Z . Il suffit en effet d'appliquer le lemme (1.4.3) à 
z Y 

X X Z , Y X Z , f x i d et T = |X x Z| . 
z Y 

(1.4.4) Définition : Soit f : X -* Y un morphisme génériquement de dimension rela­
tive d. Nous dirons que f satisfait la propriété H si : 
a) le morphisme f est ouvert, 
b) les fibres du morphisme f © vf : X' -* Y sont toutes de dimension d. 

La propriété H est universelle : 

(1.4.5) Corollaire : Si le morphisme f vérifie la propriété H, et si h : Z -* Y 
est un morphisme analytique, Z étant réduit, alors le morphisme f : |X x Z| -» Z 

z Y 
vérifie aussi la propriété H. 

Démonstration : Si (v^)^ ^ -j- désignent les composantes irréductibles de Y, 
l'espace X|y est équidimensionnel, puisque f est ouvert, à fibres de dimension d. 

i 
Si est la restriction de f à x|y , le morphisme z vérifie la propriété H 
d'après ce qui précède, et le fait que f. est aussi ouvert. 

i , z 

Remarque : Le fait que le morphisme f soit ouvert sera utilisé avec le lemme 
suivant : 
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(1.4.6) Lemme : Soit f : X -* Y un morphisme ouvert entre espaces analytiques 
réduits. Soit X un ouvert de Zariski dense de X tel que, si Y = f(X ), pour o ^ o o 
tout y € Yq , F1 (y) n Xq soit dense dans f (y) fl X (propriété I) . Pour tout 
morphisme analytique h : S -* Y, S étant réduit, et tout sous-ensemble analytique 
fermé Z de S, pour lequel i l existe un ouvert de Zariski dense Ẑ  contenu dans 
h"1(Y ) , on a 

o X x Z = (X x z) ^ o y o Y red. 

En effet, la propriété I montre que X x z I = (X x z) , I , puisque 
° Y o | z Y red|z 

-1 o o 
Z c h (Y ). Par suite, toute composante irréductible de (X x z) , autre que 
o o Y r©d 

X «x Z a une image contenue dans Z\z . Comme Z est dense dans Z, et que le morphisme o y o * o o 

f : X x Z Z est ouvert, on en déduit que X x Z = (X Z) _ . • 
z y o y o y red 

Remarque : Si h est une modification de Y, le lemme montre que le transformé 
strict f de f par h est encore ouvert. 

2. C-partitions et C-stratifications d'un morphisme analytique propre. 
Dans ce paragraphe, f : X -> Y désignera un morphisme propre entre espaces 

analytiques complexes réduits de dimension finie. Tous les espaces seront munis de 
leur structure réduite. 

(2.0) Remarques préliminaires 
Soit S = {(X ),(Y0)} une stratification analytique de f : 

ot p 
pour toute strate X de X, i l existe une strate Y ' de Y telle que f(X ) = Y0 ^ a 3 a 3 et f : X -» Y0 est une submersion. Soit h : S -* Y un morphisme analytique, et CL p 

soit (S,) une stratification de S, compatible avec celle de Y, c'est-à-dire que 
A -1 

pour tout 3 / h (Y ) est une union de S. . On peut construire une partition 
naturelle de X x s , formée des parties X x s, , pour SA c= h (f (X ) ) . 
Comme f : X -* f(X ) est une submersion, ces parties sont des sous-variétés de a a 
X x s . Est-ce que cette partition est une stratification de X x s ? La réponse 
peut être négative, comme le montre l'exemple suivant : 

Soit f : <C2 -* <t2 l'éclatement de l'origine de <C2, stratifié par tf?2\ P1 
et P à la source, et <t \ {o} et {o}au but.Le morphisme h est l'identité de <D ,et on 
raffine la stratification de (C en (C \D, D\{O}, {O}, OÙ D est une droite passant 
par l'origine. Alors ^? \ f1 (D\ {o}), f1 (DMO}) et P1 ne forment pas une stratifi­
cation de Œ2. 
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Cependant, i l résulte facilement du lemme (1.4.6) que si la restriction de 
f à l'adhérence de chaque strate est ouverte sur son image, et si la stratifica­
tion vérifie la propriété I donnée dans ce lemme, la partition naturelle précédente 
est encore une stratification de X * S . Comme la démonstration du théorème 1 
utilise beaucoup de changements de base, i l est utile d'introduire ces deux pro­
priétés dans la récurrence. Cependant, on doit aussi, dans cette démonstration, 
rendre une stratification compatible avec une famille de fermés. Il se peut alors 
que certaines composantes connexes de X x définissent des strates différentes. 
Malheureusement, i l n'est pas vrai que si un morphisme f : X -» Y est ouvert, la 
restriction à une composante irréductible de X sa restriction, : X_̂  -> f (Xj , le 
soit aussi. C'est pourquoi dans la suite, nous introduisons la notion technique 
de C-stratification, qui se comporte bien par changement de base et par raffine­
ment. 
(2 .1) On appellera C-partition (<C-analytique) de X (par rapport à f) une famille 
localement finie (X ) de parties de X telle que : 
- Toute partie X est localement une sous-variété analytique fermée de X, X̂  et _ a - a 
X \ X sont analytiques fermés dans X. 

Les composantes connexes de X ont la même dimension. 

- L'image f(X ) est un ouvert de Zariski lisse et connexe de f(X ) (qui est donc 
irréductible). 

f(X ) est un ouvert de Zariski lisse et connexe de f(X ) (qui est donc irréducti-
ble) . 

I 1 application f : X -* f (X̂ ) est une submersion. 

La famille des composantes connexes des parties X est une partition de X. 

Remarquons que deux parties X et X peuvent avoir des composantes connexes en 
commun. Une partition (analytique) de X est une C-partition de X telle que la 
famille (X ) soit aussi une partition de X. 

Une C-stratification de X est une C-partition de X pour laquelle on a la 
condition de C-incidence suivante : étant donnés deux parties X et X ', si X„ 
est une composante connexe de X . et si X„ . 0 X f 0 , alors X - c X . Pour 
Y, on utilisera uniquement la notion de stratification analytique complexe 
(cffH^],^] par exemple), et on supposera les strates connexes. Une C-partition de 
f est alors la donnée d'une C-partition (X ) de X et d'une stratification (Y„) 
de Y telle que, pour tout X , i l existe Ŷ  avec f(X ) = Yrt . On a de même la 
notion de C-stratification de f. Enfin, on dira qu'une C-partition (X̂ ) est C-com-
patible avec un sous-ensemble Z de X si ce sous-ensemble est réunion de composantes 
connexes des parties X 

a 
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On introduit les propriétés suivantes pour une C-partition (X̂ ) de X : 

I . Pour toute partie X̂ , et tout y £ f(X^), f1(y) D X̂  est dense dans f1 (y) f! X̂  
(cf. lemme (1.4.6)). 

II , : Pour toute partie X de dimension relative >k., et toute partie X , si X̂  . k a _ _ Y Y'1 
est une composante connexe de X , et si X . n X £ 0, alors X . c X . 

H : Pour toute partie X de dimension relative > k, 
fk a 

a) le mo-pbisme f | - : X -> f (X ) est ouvert. X a_ a _ 
b) le morphisme f o V : X1 f (X ) a toutes ses fibres de dimension dim X . 

r oc a et ^ va 
A_ : Pour toute partie X , telle que dim X > k, et toute partie X„ , si X_ . f a- ^ f a r Y Y / i 
est une composante connexe de X , et si on a X . e x , alors le couple (X ,X .) 
satisfait la condition Â . . 

On dira enfin qu'une C-partition du morphisme f satisfait la propriété 
W' si , pour toute partie X , avec dim̂ X > k, et toute partie X , avec dim_X > k, k ^ a' f a Y f Y 
si on a f(X ) = f(X ), et X . cz X , alors le couple (X ,X .) satisfait les 
conditions de Whitney. 

Remarques : 
. Si une C-partition (X ) de X vérifie I, et si X . est une composante connexe x , 

Ot A Ot, 1 ^ ~~ ^ 
on a f (X . ) = f (X ) et Dour tout y € f (X . ) , f (y) (1 X . = f (y) 0 X . . 

ct,i a a,i a,i a,i 
En effet, puisque f(X ) est irréductible, et f(X .) est ouvert dans f(X ), on a 
f (X .) = f(X ) . Le morphisme f : X . I~,„ . f (X ) est donc surjectif, et ses a,i a ^ ot,i f (xa) a 
fibres sont toutes de dimension dimf X̂  d'après I. S'il existe y £ f(X )̂ tel que 
f1 (y) fl X . soit vide, c'est que X . H X n'est pas vide pour une autre f ̂  ot, i ot ,*y 
composante X de X . Ceci est impossible, puisque X„ est localement une sous-ut , y ut ot 
variété fermée de X. 

Une C-partition satisfaisant IIq est une C-stratification. 

(2.2) Raffinements d'une C-partition 

Soit h : S -* Y un morphisme analytique entre espaces réduits,soit (X ûne 
C-partition de X, et (S0) une stratification de S compatible avec les fermés 

_ P 
f(X ) et f(X )\f(X ) (c'est-à-dire que l'image inverse de chacun de ces fermés par h a a a 
est une union de strates de S). 

(2.2.1) Lemme : On suppose que la C-partition (X̂ ) vérifie I. 
1) Les sous-ensembles X x Sp et la famille (SA) forment une C-partition de f 
vérifiant I (où fg : X x s S est l'image inverse de f par h). 

2) Si de plus (X̂ ) vérifie et Hf a), i l en est de même de cette C-partition 
k 

3) Si de plus (X ) vérifie H b) (resp. A ) , i l en est de même de cette C-partition. 
ot r r 

V V 
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1) D'après la compatibilité de la famille (S ),les sous-ensembles X x Sa sont des 
sous-variétés analytiques lisses de |x x S| , d'adhérence et de frontière analytiques 
fermés dans |x x S|. 

On voit de même que le morphisme f : X * S0 -* S0 est une submersion, et que la 
famille des composantes connexes des parties X x so est une partition de 

ex p 
IX x S|. 
On a f (X x Sc) = Sa , car c'est un ensemble analytique fermé dans l'ensemble 

Û CX .y P P 
irréductible S0 et qui contient un ouvert de S0 à cause de la propriété de 

P P 
submersion. 
On a aussi f (X x so) = SG . En effet f (X x sQ) est un ouvert de SQ . 

Si z e Sfl et si on a x„ x S nf (z) = 0, alors, en posant y - h(z), f (Y) D X 

est vide ce qui est contradictoire avec le fait que y appartient à h(S0). De même, 
la propriété I est satisfaite, car I pour (X ) implique que f (z) PI X x s 

est dense dans f"1 (z) fl X x s . donc dans f"1 (z) e x x SN . 

2) Si la famille (X ) vérifie II et H a), le morphisme f : X -> f (X ) est ex K. f. ex ex 
ouvert pour dim_X > k. Par suite on a X x Sc = X x SQ (1.4.6) . Mais on a r ot ex y P ex y P 

X = U X pour X . PI X ^ 0 , et Sg = U Sfi ï|our S~ F) Sg ^ 0 . L'ensemble ex *Y i ' "Yf iex P ^ O P 

X̂  ^ x Ŝ  est une union de composants connexes de X̂  x Ŝ  , et par suite la 

propriété II. est vérifiée. De même la propriété H a) est vérifiée. 

3) to propriété Hf b) est satisfaite grâce à (1.4.5). 

On considère un plongement local x ••Y N+l 
B 

f 

Y 

On a un plongement local X x s N+l 
S x B 

fsl 

S « 

et on voit que la condition Af est satisfaite puisque c'est une condition rela-
N+l S 

tive qui s ' exprime dans (D . • 
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(2.2.2) Lemme : Soit {(X ), (Y0)} une C-partition de f satisfaisant les 
propriétés I, IIk, Hf a) , et . Soit h : S -» Y un morphisme analytique, et 

k 
{Sy) une stratification de S compatible avec la stratification de Y. La C-parti­
tion naturelle de f satisfait encore les mêmes propriétés. 

Démonstration : On utilise le fait (cf.[v] remarque 3.7) que les conditions 
de Whitney se conservent par un changement de base transverse à la restriction 
de f à chaque strate. u 

(2.2.3) Lemme : Soit f : X -> Y un morphisme propre entre espaces analytiques 
réduits de dimension finie. Soit (Z^) une famille localement finie de sous-espaces 
analytiques fermés de X. Il existe une partition <A de X, compatible avec (Z^), 
et vérifiant I. 

Démonstration : Soit X̂  une composante irréductible de X, et CAf.) le lieu 
critique de flx . Soit le fermé analytique de f(Xj formé des points tels que 
la fibre de fl..1 soit de dimension > d. + 1, avec d. = dim x. - dim f(X.). 

Soit F2 le fermé analytique de f(X ) formé des points tels que la fibre de 
C^f) U [xi fl Sing x] soit de dimension > di«F2 est d'intérieur vide dans f fXj . 

Soit F̂  , pour tout y tel que X± $. Ẑ  , le fermé de f (Xj formé des points 
tels que la fibre de Z 0 X. soit de dimension > d y x i 
Soit U = f(X.) \ [sing f(X.) U F U F2 U ( U F ) ] , et soit 

1 1 y 
X. = f-1(U) fl [X. \ (C.(f) U (X. fl sing X) U ( U X. 0 Z ) ) ] . i,o i l i y i y 

On pose X' = X \ (U X. ) , qui est un fermé analytique de X, et .on a dim X' c: dim X. i t o 
On applique le lemme par récurrence à X' et à la famille (Ẑ  D X'), et on a le 

I/O résultat en considérant les parties de X', et les parties X - a 

On dira qu'une C-partition de X est C-compatible avec une famille locale­
ment finie de fermés (Z ) de X si la partition de X associée (formée des composantes 
connexes des X ) est compatible avec (Z ), autrement dit X . D Z 4 0 ^ X . c= z . 

ex y e x , l y oc, i y 
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(2.2.4) Lemme : Soit f : T -* Y un morphisme analytique propre entre espaces 
réduits de dimension finie. On suppose qu'il existe une famille localement finie 
(T̂ ) de fermés analytiques de T, telle que T = UT̂  , et que, pour chaque A , 
soit partout de dimension relative k. On suppose aussi que le morphisme 
f : T, -> f (T ) vérifie la propriété H. Soit (Z ) une famille localement finie A À y 
de sous-ensembles analytiques fermés de T. 

Il existe une C-partition tí de T, C-comDatible avec (Z^),et vérifiant les 
propriétés I, Il , H et A x f r k k 

Démonstration : Par récurrence s;ur dim T. 
On peut supposer que pour \ ¿ A.' , T <£ T .On peut supposer aussi que f (T ) est 

A À A 
irréductible. Par suite, Tx est équidimensionnel. Soit A = {X /dim Tx est maximum}. 
Pour X € A, et ^ une composante irréductible de Tx , soit Cx ^(f) le lieu criti­
que de f I . Soit F, . le fermé de f (T-, ) (= f (T\ . ) ) formé des points tels que 

T-, A,i A A,i 
A , i la fibre de C, .(f) 0 (T, . D sing T) soit de dimension > k. FA . est d'intérieur Ail A'1 A/l 

vide dans f(T^). 
Pour chaque T-, , non contenu dans Z (X€A), soit F, . le fermé de X,i y X,i,y 

f(T, ) formé des points tels que la fibre de T, .HZ soit de dimension ^ k. A A, i y 
Pour tout X € A , soit : 

U, = fOl\ )\ [sing f (T, ) U [, ,U. (F, , . U (UP, , . )) U (U f (T\ ) \ f (Tx„))]] X A ^ A A',] A1,] A»,;j,y ^ „ A A 

la réunion étant prise pour les X' tels que f (T ,̂ ) = f(T^), et pour les X" tels 
que f (T̂ „) ^ f (T ) . 

On voit donc que si on a f(T )̂ = f(T^,), on a aussi = , , et sinon 

Ux H f(Tx„) = 0. 

On pose TA o = fX(Ux) fl [TÀ \ [(Tx H sing T) U (f ) U ( U (Ẑ  fi. T ^ ) ] ] Pour X 6 A' 

T est un ouvert de Zariski dense et lisse de T, , C-compatible avec (Z ) ,et le mor-X,o A ^ M 
phisme f : ¿-> Ux est une submersion. D'autre part, pour tout y € Ux , f (y) H T^o 
est dense dans f1 (y) (1 Tx, puisque f1 (y) H (T̂  \ Tx q) est de dimension < k. 
On pose T1 = T \ (XUA TXfQ). 
Les composantes connexes des T, , X G A, forment une partition de T \ T' : 

A, O 
si on a T, . H T , . . ¿ 0 pour X et X* G A, alors aussi T, . = . 

A,1,0 A',J,0 A,l A ,J 
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Par suite U, = U. , , et on voit que T, = T, fi T. . = T\ Ci T\ . = T. . 

On considère sur 1" une partition «îP (par rapport à fl™,) vérifiant I, compatible 
-1 avec les fermés T. \ T, (X €A), avec les fermés f (R, ) où R, = f (T, ) \ , et A X,o ' A A A A 

telle que pour toute partie T c: T, \ T, , le couple (1\ ,D vérifie A_. Ceci 

est possible, d'après l'hypothèse faite sur f o : TJJ -> f(T^), et (1.3.2) pour 

Af et d'après (2.2.3) pour I. 
Soit и = U U, . On a T'| = U (Ф \ T, )I , puisque si X" i Л, X E Л U Х€д X X,o U r 

f (T") П U = 0 . On pose T" = T| , où R = U R, = f (T) \ U. 

T" est une union de parties de &, par construction, ainsi que T'Iy/ et toute 
partie contenue dans T'I^ est de dimension relative < k. 

On considère sur T" la famille des T\ | , et les T, (Xм 4. Л) , qui vérifie 
les propriétés du lemme d'après (1.4.5). On applique la récurrence à T", muni de 
cette famille, et de la famille de fermés Z П T" et Г, Г \ Г , pour toute partie 
Г de / et on obtient le lemme . n 

(2.2.5) Corollaire : Soit f : X -* Y un morphisme analytique propre, entre espaces 
réduits de dimension finie, et soit (T̂ ) une famille localement finie de fermés 
analytiques de X, telle que, pour tout X , soit partout de dimension relative 
k, et f : T -> f (T ) vérifie la propriété H. 

Soit -0 = { (X ) , (Y ) } une C-partition de f vérifiant les propriétés 
ot p 

I, II, ^ , H , A , W* . On suppose de plus que toute partie X de dimension 
relative к est contenue dans un fermé . 

Il existe alors une C-partition de f, C-compatible avec <f, et vérifiant 
les propriétés I, II , H , A et V¡¿ . 

Démonstration : On pose T = U T, . 

Assertion : Pour toute partie X̂  , avec dimfX̂  > k +1 , i l existe une partition de 
X 0 1\ en parties telles que, si dim r > k, le couple (X Ci f~1(f(r)),D 
satisfait les conditions de Whitney. 
Si cette assertion est montrée, on considère sur T les fermés suivants : 
. X D T\ et (X \ X ) fi T, , si dim x < k 

a X _ a ja X f a 
les fermés T et Y\ T , pour toute partie T construite dans l'assertion. 
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Il existe, d'après le lemme précédent, une C-partition de T compatible avec les 
fermés, et vérifiant I, Il , H et A 

On considère sur X la C-partition suivante *£' : 
sur T , c'est la C-partition précédente 

- Pour toute partie X avec dim X > k+1, X \ T est une partie de &. 
(on remarque que X n T est d'intérieur vide dans X , et que f(X \ T) = f(X )) . 
- Pour toute partie X avec dim X < k, et X non contenue dans T, i l existe, 

a f a a 
d'après (2.2.2) une partition de X , compatible avec les fermés X n T,X \ X et 
(xa \xa) n T' vérifiant I. X̂  est alors une union de parties : elles sont par 
définition dans . 
On vérifie que **£' satisfait les propriétés I, II , H , A 

On considère une C-partition de f construite par raffinement de la stratifica­
tion de Y à partir de (voir lemme (2.2.1)). 
La C-partition t£ satisfait les mêmes propriétés. Montrons qu'elle satisfait Ŵ . 

W' „ est satisfaite : une partie de dimension relative > k + 1 de s'écrit k+1 

(X \T) nf-1(Y\ ) avec dimJC > k+1 et Y» c f (x ) . a A f a A a 

Donc si T G % , A € 15 , dimfr > k+2 et dimfA > k + 1 , si f (D = f (A) , 

et si A_. c r , A., étant une composante de A , on pose 

r = (X \ T) fl f"1(Y^ ) , A = (X \ T) fl f"1(Y» ). 

On a donc f (X ) = f (X ) et si A. c X̂  ., on a X_ . c x" . 
Y Y 3 Y*3 Y/J <* 

Par suite (X ,X .) satisfait les conditions de Whitney par hypothèse, et a Y,3 
(T, AJ satisfait W d'après le lemme (2.2.2). 
. Il reste à considérer le cas où dimfr > k+1 et dimfA = k, f(D = f(A), et 
A. c F. On a encore T = (X Y T) fl f"1 (Ŷ  ) , avec dim. X„ > k+1. Comme A c T, 3 a A r a 

i l existe une partie A construite dans l'assertion 1, telle que A cz A . 
_ i 

Comme ( (X̂  \ T) H f (f(A)),A) satisfait les conditions de Whitney, i l en est 
de même de ( (X \ T) D f_1(f(Y^ )) , An f"1(Y£)) d'après le lemme (2.2.2), 
et donc aussi de (T, A ) , puisque Â  c A n f"1 (Yj) r ce qui finit la preuve du 
corollaire. 
Démonstration de l'assertion : 
Nous allons montrer qu'il existe une C-partiion de , C-comptatible avec les 
parties X f! T. (dim X > k+1) ,vérifiant la propriété I, telle que, pour toute a A f a 
partie T de dimension relative k contenue dans X fl T, et toute composante 
connexe I\ de T , le couple (X̂  n f (f(D), I\ ) vérifie les conditions de 
Whitney. 
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La démonstration se fait par récurrence sur dim . 
On construit comme dans le lemme (2.2.4), et on sait qu'il existe un fermé 

-1 nulle part dense S de X fi 1\ tel que (X„ fl f (U\), X n T\ S) vérifie les 
conditions de Whitney. 

Soit F le fermé de f(T )̂ formé des points tels que la fibre de S soit de 
dimension > k. 

On pose r = (T, \ S) D f~~* (U. \F) et on continue la récurrence comme 
dans le lemme (2.2.4). • 

3. Démonstration du théorème 1 

Soit f : X -> Y un morphisme analytique propre comme au § 2, et soit "S 
une stratification analytique de f. 

(3.1) Proposition : Il existe une suite propre d'éclatements TT : Y -* Y et une 
C-stratification ^ de f : X x Y -* Y , image inverse de f par TT , C-compatible avec 

S Y 
<>, et satisfaisant les propriétés I, , et W. 

Remarque : Il résulte du lemme (2.2.1) que pour tout morphisme h : S Y et toute 
stratification de S compatible avec celle de Y, la C-partition naturelle de 
f : ? x s -» S est une C-stratification vérifiant les mêmes propriétés. 
S y 

(3.2) Démonstration de la proposition (3.1) 
On montre que si f admet une C-partition vérifiant les propriétés I, 

II . , H A_ et W , i l existe une suite propre d'éclatement de Y, et une 
k+1 fk+l fk+l k+1 

C-partition de l'image inverse f de f, C-compatible avec la précédente, et qui 
vérifie I, II , H A- et W' . Il suffit pour cela de montrer que les typothèses 

k fk fk k 
du corollaire (2.2.5) peuvent être satisfaites après éclatement de Y. Si k = O, 
on obtient la proposition, et si k = dimX , les propriétés II , H ,A et W 

k 1 tk+l k+1 k+1 
sont vides. La propriété I est vérifiée à l'aide de (2.2.3) et (2.2.1). 

Soit -£ une C-partition de f vérifiant les propriétés I, II 1 , H , 
k+1 fk+l 

k+1 K+1 
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(3.2.1) On peut raffiner la stratification de Y, de sorte que la C-partition 
naturelle obtenue vérifie de plus : 

III, : Pour toute partie X de dimension relative k, i l existe deux espaces k * a 
analytiques et (non nécessairement réduits) et un diagramme commutatif 

X' 

ot*_ 

f 
(x ) a 

. F ' 
• a a 
!" c; x a 

f 
f(F ) 

a 

où les flèches horizontales sont des immersions fermées,avec *a|f^x j - ^|f(X )^red 

et X' est réunion de composantes irréductibles de F' , , et tel que fo X soit a a, red ot 
plat, à fibres de dimension pure k au-dessus de f(X^). 

Pour réaliser III^, on considère les sous-espaces analytiques suivants : 
S = f (X ) T = X . ot,o a ot,o a 

Plus généralement, si on a défini S . et T ., qui sont réduits, avec 
S . = f(T , ) , et T .de dimension relative générique k, on pose : Ot,i Ot,i 01,1 
V . : T1 . -+ T . est la modification de Nash relative à f L a,i ot,i ot,i |T 

S1 . A est le fermé de non-platitude de f o V . : T' . -» F (T . ) = S . , et a ,i+l - a,i a,i a,i a,i 
s . = f(x ) n s' . „ , T . = x n fX(s . ) . a,i+l ot a,i+l a,i+l a a,i 

Soit (Z.) une stratification de Y, compatible avec les fermés S . 
(dim̂ . xa = k) , et compatible avec la stratification de Y. 

Pour tout X, i l existe a et i tel que Z. <= f (X ) f! (S \ S . . - ) -
On pose S = f (X ) fi (S . \ S . „ ) , qui est un ouvert de Zariski dense de S 

ot ot,i a,î+l ^ ot,i 
T . I est réduit, et f ¿ V . :T' . I -> T I -* S est plat, à fibres de a,ils a,i a,i ls ot,ils 
dimension pure k. 

On pose F A I X - T Œ F L | - . 

Alors F . n = T . _ , et x„ , = (X* fl f (Z,).) _ d'après la a,X z, a,i ot,A z, a À red 
propriété I. Par suite x ^ l = (X^ n f1 (S) | ) ^ = (XA fi T\S) \ ) ^ = 

(T .1 ) _ = (F . 1 ) ^ , d'après I. ct,i|Z^ red ot,X|Z^ red 

On pose aussi F* , = T' . _ etX = V . 1 . ^ ot,X ot,i z, ot ot,ilF' , 
A Ot » A D'après (1.4.1), X̂  ^ est réunion de composantes irréductibles de (F̂  A r̂ed' Gt 

par construction f o X est plat à fibres de dimension pure k au-dessus de Z. . 
Ot A 
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(£) 
(3.2.2) La propriété III^ étant satisfaite, soit Y la réunion des strates de Y 
de dimension < il. On considère la suite propre d'éclatements de Y suivante : 
7T = Id . 

Si on a défini TT̂: Ŷ  -> Y, qui est une suite propre d'éclatements, tous 
centrés au-dessus de Y(^~1), on considère toutes les parties X de X avec 
dim,. X = k, et dim f(X ) = £+1. 

On considère les transformés strictes par 7t". : nF et nX ,„F' et nX' . 
Ils vérifient encore III. puisque TT0 est un isomorphisme en dehors de 

-1 (i- 1) 
7T. (Y ) . 1 1 existe , d'après (1.4.2) une suite propre d'éclatements 
£̂+1 £ '' Y£+l Y£ ' tous centr^s au-dessus de ir̂  (Y ) , telle que le transformé 

strict par de Î^ .X^ noté x ^ - A ^ : ^ -> ^ <Ul \) soit plat 

(et à fibres de dimension pure k). 
D'après le diagramme commutatif de III^, et d'après (1.4.4), 

rv/ — ryS — 
f£+l : £+lXâ *f£+l(£+lV 

vérifie la propriété H. On pose TT̂ +1 = ïï^ O 7T̂+1 ^ et TT : Y -» Y sera 7T̂  pour 

£ = dim Y. 

(3.2.3) Soit (Z-̂ ) une stratification de Y, compatible avec celle de Y, et avec 
l'image inverse de tous les centres d'éclatements. 

On considère la C-partition naturelle de 'f : X -* Y, qui vérifie I, 
1 i hjt ,A„ et W,* „ . Nous allons montrer qu'elle vérifie aussi les hypothèses 

du corollaire (2.2.4). On considère une partie de dimension relative k de X. Par 
construction, i l existe une partie X de X et une strate Z, c TT *(f(X )) telle 
que cette partie soit X̂  x z^. On suppose que dim f(X^ = £. Posons X̂  = X x Ŷ  . 
On note cïï̂  : X le morphisme faisant commuter le diagramme 

xvb 

d 

v 
r 

Y 

0)„ 

et an = S : X -> Xa. •A dim Y, il & 

Alors on a x x z, c: q"1 („X ) _ , car Z. c it *(f(X )) . 
a y ^ x, £ a red A ot 

Remarquons l'égalité q / ( ^Vred = (£*ot ? Y)red'"Par construction' le morphisme 

: £*ot "* ̂ £(£V vérifie la Propriété H. D'après (1.4.4), si on pose 
m = ~1 ( v \ le morphisme f : T -> f1[T ) vérifie aussi la propriété H. 
ot q£ lrVred' a a 
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On peut donc utiliser (2.2.5) avec cette famille (T ) , ce qui prouve la proposi­
tion. 

Remarque : Soit f : X -» Y un morphisme C-stratifié sans éclatement. 
On peut, comme dans le démonstration du deuxième lemme d'isotopie de Thom-Mather 
([M]), construire une famille de tubes sur X contrôlée au-dessus d'une famille 
de tubes contrôlés sur Y. On en déduit la trivialité topologique locale du 
morphisme f le long des composantes connexes des C-strates de X. 

On en déduit aussi que la partition de X formée des composantes connexes 
des C strates de S, et la stratification de Y forment une stratification de f . 
Ceci prouve le théorème 1. 

4. Le cas local 
La différence avec le cas propre consiste dans le fait que l'image d'un 

ensemble analytique n'est pas en général analytique. Nous utiliserons le théorème 
d'aplatissement local de [H.L.T] pour réaliser la condition H, et aussi pour 
rendre analytique l'image d'un ensemble analytique. 

(4.1) Les définitions de (2.1) doivent être un peu modifiées.Dans la suite, 
f : X -» Y désignera un morphisme analytique entre espaces analytiques réduits (de 
dimension finie). 

On appellera C-partition (analytique) de X (par rapport à f) une famille 
localement finie (X̂ ) de parties de X telle que : 

Toute partie X̂  est une sous-variété analytique localement fermée de X, et 
X et X \ X sont analytiques fermés dans X. a a a 
- les composantes connexes de X̂  ont la même dimension 
- f| est de corang constant 
- la famille des composantes connexes des parties X est une partition de X. 

Les notions de partition de X, ou de C-stratification de X sont alors 
inchangées. Une C-partition de f est la donnée d'une C-partition (X̂ ) de X, d'une 
stratification (Y0) de Y telles que : pour tout a , i l existe B avec f (X ) c Yrt 

P a ¡3 
Nous considérons les propriétés suivantes pour une C-partition de X : 

II. : Pour toute partie X , avec dim JC > k, k * a f a 
a) f(X )̂ est un fermé analytique de Y, et f(X )̂ est un ouvert de Zariski dense, 

et lisse de f(X ). 
a b) Vy € f (X ) , f1 (y) n X = f^y) fi X 

a a a 
c) Pour toute partie X , si X . f l x ^ 0 , x . e x . 

* Y Y'1 a r Y/i a 
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H et a~ sont comme en (2.1). Pour une C-partition de f, {(X ),(Y0)} , on aura 
fk fk a 3 

II : la C-partition (X ) vérifie II a ) , . . . d) et de plus k ot k 

a)b±s : si dimfXa > k, i l existe tel que f (X̂ ) = Ŷ  . 

est comme en (2.1). 

(4.2) Remarque 
- Soit (X ) une C-partition de X vérifiant II . Soit y G Y, et L un compact de 
f (y.Q). Soit V un voisinage ouvert de L dans X. Si V est assez petit, i l existe un 
voisinage ouvert U de vq dans Y, tel que la trace de la C-partition (X̂ ) sur 
l'ouvert V fl f1 (U) soit une C-partition vérifiant 11^ pour le morphisme 
f : V fl f1 (U) U. 

En effet, on choisit V assez petit pour que X̂  PI V ̂  0 pour un nombre fini 
de X . Il suffit alors de montrer l'existence de U pour chaque partie X . ot ot 
Si dim X >KR f (V flx ) est un ouvert de f (X ) , et f (V D x ) est un ouvert de r ot ot ot ot 
f (x )̂ , d'après 11^ a). Soit U un voisinage ouvert de yQ tel que 

U fl f (X ) c f (v fl X ) et Ufl f (X ) <= f (V n x j . 

Alors II. a) est vérifiée pour X 0 V fl f1 (U) . Si y € u H f(X ), 
1 K ~T 06 _i -1 -

f (y) fl X̂  = f (y) fl Xa , et donc f (y) PI Xa H v est dense dans f (y) H xa H V . 
Ceci donné II. b). II C) est alors évidente. La remarque est aussi valable pour 

K K 
les autres propriétés de (4.1). 

(4.3) Raffinements d'une C-partition 

Soit (x ) une C-partition de X, vérifiant II et H a), et soit ot k f _ k 
h : S -* Y un morphisme analytique, S étant réduit. Si dimfXa > k, f (X̂ ) et 
f(X ) \ f(X ) sont analytiques fermés dans Y. Soit (Sg ) une stratification analyti-

-1 — -1 -que de S, compatible avec les fermés h (f(Xa)) et h (f(Xa) \ f(X^)) pour 
dim X >k. Si dim X <k, X x SQ est une sous-variété de X x s. Si dim_X < k, t Ot t O t O t y P Y I Ot 
on stratifié chacun des X x so . On obtient ainsi une C-partition naturelle de 

X x S. 
Y 

(4.3.1) Lemme : Dans ces conditions,"la"C-partition naturelle de X x S vérifie 
encore IIk et Hf a) et avec (S^), c'est une C-partition de fg : X x s -> S vérifiant 
II et H a).sikde plus (X ) vérifie A (resp. H b))r i l en est de même de cette 

C-partition. 
La démonstration est la même que celle de (2.2.1). n 
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(4.3.2) Lemme : Soit f : T -> y un morphisme analytique, entre espaces réduits de 
dimension finie. On suppose qu'il existe une famille finie (T̂ ) de fermés analytiques 
de T telle que T = U , et que pour chaque X , soit partout de dimension rela­
tive k et f(T ) soit analytique fermé dans Y . °n suppose que le morphisme 
f : T, f (T-v ) vérifie la propriété H. Soit (Z ) une famille finie de sous-ensembles 
analytiques fermés de T. Soit y G Y et L un compact de f (Y ), Il existe un 
voisinage U de vq dans Y, un voisinage V c f (u) de L dans T, et une C-partition 
_ tS de T fl V, C-compatible avec (Z n V) qui vérifie les propriétés i:ck/ Hf et Af . 

La démonstration de ce lemme est identique à celle du lemme (2.2.4) si 
on utilise le résultat ci-dessous : 

(4.3.3) Lemme : Soit f : X -> Y un morphisme analytique, vq € Y et L un compact 
de f*(yQ)• On suppose que dim f̂*(yQ) ^ k en tout point x € L . 

Pour tout voisinage assez petit U de y , tout voisinage assez petit V de 
L, l'ensemble F des points de U où la fibre de f|̂  ^ f ̂  (U) est ê <̂ imens-'-on ^ ^ 
est contenu dans un fermé analytique de U. Si f est génériquement de dimension rela­
tive < k, ce fermé est d'intérieur vide dans U. 

Démonstration : Soit V un voisinage ouvert de L tel que pour tout x dans V, 
_1 ° dim f (f(x)) < k. Soit U un voisinage ouvert de y tel qu'il existe des ouverts x o o 

dans V, et des morphismes finis 

f 

V. 
I1 

(pi 
u 
o 

A. 

u i 
o 

les ouverts V étant en nombre fini, et B est un polydisque de <t avec 
i, = dim f * (y ) PI V.. Soit I = {i/£. = k}. Si U et V sont assez petits pour que 

f (U) fl V <z U f (U) fl V. , alors pour y € U si f (y) fl V est de dimension > k 
i 1 

i l existe i € I tel que f * (y) fl V. soit de dimension > k. Mais, i étant fixé, 
F± = {y € UQ/dim f (y) fl V± > k} est analytique fermé dans Uq et F c ( U F±) fl U. 

Si de plus f est génériquement de dimension relative < k, alors ,pour Uq et 
V assez petits, les sous-ensembles F. sont d'intérieur vide . • o i 
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(4.3.4) Corollaire : Soit f : X -» Y un morphisme analytique, entre espaces réduits, 
y € Y et L un compact de f * (y ). Soit (T.. ) une famille finie de fermés analytiques 
de X, telle que pour tout X , soit partout de dimension relative k, f(T )̂ soit 
analytique fermé dans Y, et f : -* f(T )̂ vérifie la propriété H . 

Soit <S = {(X ),(YQ)} une C-partition de f 
vérifiant les propriétés II , u , A et W' . On suppose de plus que 

rk+1 £k+l k 1 
toute partie X de dimension relative k est contenue dans un fermé T\ . 

Il existe alors un voisinage ouvert V de L, un voisinage ouvert U de yQ, et 
une C-partition de f|̂  ^ f1 (U) ' c"*comPat̂ le avec ~ |̂v pj f1 (u) ' v^rifiant les 
propriétés II , H , * et W/ . 

Démonstration : Elle est analogue à celle de (2.2.5) . 

(4.4) Démonstration du théorème 2 

(4.4.1) Proposition : Soit f : X -> Y un morphisme analytique entre espaces 
analytiques complexes réduits, vq € Y et L un compact de f (yQ)• Soit (X̂ ) (resp 
(Y0)) une stratification analytique de X (resp.Y). Il existe une famille finie de 

P 

morphismes *n\ : Ŷ  -» Y (1 < i < m) , chacun composé d'un nombre fini d'éclatements 
locaux, complète au-dessus d'un voisinage U de ŷ  dans Y, un voisinage V de L 
dans X, et pour chaque i, une C-stratif ication analytique de f : -• 1 ,̂ 
image réciproque de f|v par n\ , C-compatible avec (X̂ ) et (Y )̂, et vérifiant les 
propriétés I, Hf , AF et W*. 

Remarques : 
Dans ce paragraphe, on renvoie à [H ]̂ et [H.L.T] pour les définitions. Rappelons 

qu'un éclatement local est le composé a o i , où i est l'inclusion d'un ouvert dans 
Y, et a l'éclatement d'un fermé analytique de cet ouvert. On dit que la famille 
(TT.) est complète au-dessus de U si pour tout compact K de U i l existe un compact 

1 n 
de Ŷ , pour chaque i, tel que K C U 7T\ (K̂ ) . 

Nous montrerons comme au § 3 l'existence d'une C-partition vérifiant HQr Ĥ  *Af 
. o o et Vr , ce qui impliquera la proposition. 

On a comme au § 3 la stabilité des propriétés par changement de base 
- Bien que les morphismes f. ne soient pas propres, les stratifications obtenues 
sont analytiques complexes, et pas seulement sous-analytiques. 

Nous supposerons que les stratifications (X ) et (YD) sont finies. 
a p 
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(4.4.2) Démonstration de la proposition (4.4.1) 
On montrera que si f admet une C-partition vérifiant II , Hf , A et W* ,on 

k+1 *k+l *k+l k 1 
peut trouver les Ti\ et 4 de (4.4.1) tels que -c£ soit une C-partition de f̂  satis­
faisant II , H ,A- et W'. SbLtdonc f : X -> Y, y € Y, L un compact de f1 (y ) , et 

k k k o o 
s6 une C-partition de f, finie, et satisfaisant les propriétés II, W H , A 

e t » ' . k+1 k+1 
k+1 

Fixons une étoile e au-dessus de Y, de point marqué Vq dans Y (cf.tH^]). 
Nous dirons qu'une suite d'éclatements locaux (W. „ , 7T., U., E.) . ^ , contenue 
dans e,où7T. : W. . U. est l'éclatement de E. , fermé analytique de U. , et 1 1+1 i î 1 M i' 
u\ est un voisinage de ŷ  dans Ŵ , ŷ  étant le point marqué e dans Ŵ , est k-permise 
si : 

1) |E^| est nulle part dense dans u\ 

2) si on note E1 l'image inverse dans des centres E ,̂ pour k < i , 
TT1 = 7T O...OTT. . X, = X x Y. , (iï1 : ST. -* X le morphisme au-dessus de 7T1, alors, 

quitte à remplacer X̂  par un voisinage ouvert assez petit de L, = L x {yi}, pour 

toute partie X de dimension relative k de t£ on a une des deux possibilités : 
_ a - i 

. Notons X . le transformé strict de X̂  par TT . 
a,i a _ _ 

Alors f.(X est analytique fermé dans U. et f. : X -* f.(X ) vérifie la 
1 a,i 1 1 ct,i i ot,i 

propriété H. r 
—i~ 

. Si ce n'est pas le cas, soit F±rQL= s (XaMlE.\ E11 " 
Alors, si F. n'est pas vide, f.(F. ) est analytique fermé dans IE I et le 

i,a i i,a i 
morphisme f. : F -> f. (F. ) vérifie la propriété H. Remarquons que la preit 

* i i,a i i,a 
propriété s'énonce comme la deuxième , si on fait Ei = U^. 

(4.4.3) Lemme : Il existe une suite finie d'éclatements locaux k-permis, contenue 
dans e, notée (W. « , TT., U., E.) ^ . ^ , telle que 2) soit satisfait avec î+l i i l O ^ i ^ m 

Em+1 = Um+1 ' 
Avant de démontrer le lemme, voyons comment on obtient la proposition 

(4.4.1). On a, pour chaque étoile e, un morphisme TT6 : Yg—*Y (noté 7rm+* dans le 
lemme). Il existe un voisinage V de L dans X , tel que, pour tout i < m+1 et 
tout a , le morphisme de gauche dans le diagramme commutatif 
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F. x Y i,a Y± e 
•F. 

i f. i 

(TT6) (f.(F ))• 1 1 1,01 e TT. 
1 

F • (F- J 
i if a 

vérifie la propriété H (d'après ( 1 . 4 . 4 ) ) . Un argument analogue à celui de [H.L.T.] 

th 4, permet de ne considérer qu'un nombre fini d'étoiles pour obtenir une famille 
complète. 

Pour une telle étoile e, considérons une stratification de Ŷ  compatible 
avec celle de Y et avec les images inverses de tous les centres d'éclatements, et 
considérons une C-partition de fg obtenue à partir de <J comme dans (4 .3 .1 ) . Elle 
vérifie encore II, . , , H_ . A _ et W' . . 

k+1 fk+i ' fk+i k+1 
Montrons qu'elle vérifie aussi les autres hypothèses du corollaire (4.3.4) : 

une partie T de dimension relative k est contenue dans un sous-ensemble X x z, , 
si (Ẑ ) est la stratification de Y , et on a dim.X = k. Soit i tel que Z, soit A e f a A 
contenu dans l'image inverse de E ,̂ et pas dans celle de E pour k< i. Alors 
X x Ẑ  est contenu dans l'image inverse de 0) (X )|. v 1 . , et X x z. est 

OC y A CX ||E^\ E | 01 Y A 

contenu dans l'image inverse de F. , qui n'est autre que IF x y | 

On choisit donc comme famille (T̂ ) la famille des images inverses de 
Fi ^ et les hypothèses de (4.3.4) sont satisfaites, ce qui montre la proposition.0 

Démonstration du lemme (4.4.3) : Elle suit essentiellement celle de [H.L.T] th.3. 
On fixe une étoile e de point marqué Vq dans Y. Soit (xa)açA les parties de dimen­
sion relative k de ^ dans X. On va définir, par récurrence sur i, une suite d'éclate­
ments locaux dans e, (W. . « , U. , TT. , E. ) . ^ .On suppose qu'on a défini la suite 
pour O < i' < i .On a donc un diagramme du transformé strict 

f. i 

W. . 
i 

X.-
I1 

-1 
0) 

r 

f 

v d 

Soit ŷ  le point marqué de e dans Ŵ . Pour définir U\ et E ,̂ on considère d'abord 
les espaces suivants : 
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pour tout a € A, T° . est le transformé strict de X par TT*. Si on note E1 l'image ot , i et 
inverse dans W. de tous les centres d'éclatements E., pour i' < i , 
tP ±̂ = W1"" (Xa)|w NEi . Soit L± le compact f~ (y±) fl (L x W±) . 

Si T° ^ n'est pas vide, c'est un sous-ensemble analytique de X̂ , à fibres de 
dimension générique k. Soit v° . la modification de Nash relative à f.l , et 

L° . = V° . (L. flT° .) c T°' . . a,i a, i i a,i a,i 

Soit P . le germe (en y.) de platificateur de f. * V .au voisinage du a,i Ji * i ot,i ^ 
compact L . (cf.[H.L.T]) . On choisit un ouvert U. de sorte que P . soit ot,i i a,i 
représenté par un sous-espace analytique fermé de U. . 
Soit P° = n P° . et Q° = (U.\ P?) fl P° . i a€A a,i *i i i i 

Si on a défini ces sous-espaces jusqu'à l'indice on pose 
-1 , . i, , V"* . est la modification de Nash relative à a, i a ( I.Q. I \E ) a,i 

f.l . : . -> |Q"! *| , et . est le (germe en y. de) platificateur de 

j "j i "~ ̂  i f, O V au voisinage du compact L . = V . (L. fl T . ) . On pose 

P ? = 0 Pj . , et Q-? = dp1?"11 \ P"? ) fl P̂  . 
1 a€A a'x 1 

On a les propriétés suivantes : 

a) P"? c: IQ-?"1 I , et lO"? 1 est d'intérieur vide dans IO"?~1 I . 

b) Posons Q~* = U±. Soit j(i) l'entier tel que lQ^(l)l 7* 0 et lQ^(l)+1| = 0 . 

On a -1 < j(i) < dim Y . Si = 0 , et si P^(l)+1 F 0 , alors 

pj (i)+l= |Qj (i) , /et ^ ^ t ^ f i ^ è r p h i s m e T^l) + 1 -* lQJ(I) I est plat en tout point 
de L^^ + *, et dans un voisinage de ce compact, est à fibres de dimension pure k. 

' w M J.1 ^ existe a dans A . ... , . ... * 
Si P?U) + 1 = 0 , alors V tel que PDU) + 1 = 0 , donc T?„? = 0 , et i ot, i et, 1 

TJ(i)+l^L = 0 . Si on choisit un voisinage V. assez petit de L. dans X., on voit 
Ci'1 1 S d ) 1 1 donc que pour tout espace Ê  cz IL de support I , l'éclatement de Ê  dans 

est k-permis , pourvu que j(i) ^ -1 , c'est-à-dire que |E^| soit d'intérieur vide 
dans U. . i 
c) si j(i) = -1 , soit a G A tel que l'une des deux possibilités précédentes soit 
satisfaite. On pose A' = A \ {a}, et on recommence la construction. Si on obtient 
toujours j(i) = -1, la suite d'éclatements construite convient. 
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d) On peut donc supposer, quitte à diminuer A, que j(i) > 0. Soit I. . l'idéal 
de dfans fi^ pour 0 < j < j (i) . Rappelons le résultat suivant ([Hj] lemme 3.2): 

i 
Etant donnés deux sous-espaces A et B d'un espace analytique Z, et U un ouvert 
relativement compact de Z, i l existe un entier aQ > 1 tel que, pour tout a > â , 
on ait : si U est 1'éclaté de 1'idéal XA + de % ' alors en tout point y € ÏÏ\ A 
A' étant le transformé strict de A, l'idéal I ©~ „ est localement inversible. 

A tJ,y Soit alors a.,., l'entier associé au couple (I. .... , , I. . . . . ) , n 11 _ î . i ij-1 î . i i) 
a./iV , associé à (I. . 0 , I. .... .+ 1 ./. N) etc..., et soit 
D(i)-1 I,D(I)-2 I,3(I)-1 I,D(I) I . = i. + [i. , +[...+ [i. A + i ] . . . ] 1 • 
T i R\ 1.1 L 1 .1111-1 i _ -i f i i 1̂  est un idéal de qui définit un sous-espace fermé de IL, de support 

I Q ^ ^ I - L'éclatement de est donc k-permis, d'après b) . 

e) Soit 7T\ : Wi+1 -+ Ui l'éclatement de E_̂  dans U.̂ , et soit Yi+1 le point marqué 
par e dans W. . . On peut alors considérer la suite (T"' . .) dans un voisinaqe ouvert ^ î+l * a,î+î ^ 
V. . de L. „ au-dessus d'un voisinage ouvert U . d e y. „ . î+l i+l ^ 1+1 •'i+l 

(4.4.4) Lemme : Soit |Q.| le transformé strict de \Q . | par TT. , pour -1 < & < j (i) . 
1) si ŷ +̂  € IQ̂ I / alors au voisinage de Y^+^ R on a : 

a) T . . est le transformé strict de T a,i+l a,i 
il % 

b) | Qj_ I est le transformé strict de |Q^| 
2) si y±+1 e IQJ 1I \ IQJI <o<jt<j(i)) 

a) si de plus y.t . C P. , il existe a € A et un point de L , , où î+l / i ^ a,i+l 
l'inclusion (fi+1° Va (yi+1) c ¿£±* Va .)" (y±) est stricte. 

b) si de plus yi+1 € P±, alors lpi+1l = |P±I au voisinage de yi+1 , et 

'pi+i' est un voisinage de Yi+1 dans I I = lQ¿ 1I 
Jpar suite Q̂ +1 = 0 et j (i+1) < 1-1 < j(i) - 1 . 

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur & . On suppose le lemme vrai 
pour £ - 1 . Soit y±+1 € |Q±|. Alors yi+1 € |Q_L | et au voisinage de Yi+1, 
.A£-1 . £-1. 
|Q±. I - IQ±+1I -

1 b) 1 a) : En effet, si |Qj = lQi+1l au voisinage de y , on a 

a,i+l +1 dans II = lQ¿ 1I d + d x qs 
!VI<IÔ*I\E1+1 s 3 
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Démonstration de 1 b) : Comme & < j (i) , E. est nulle part dense dans IQ.I/ et 
d'après (1.4.1), f. , o v . « est le transformé strict par ïï. de f. o V . . i+l a, i+l £-1 % i i a,i 
Par construction, en tout point de |Q. | \ |Q. I , l'idéal I3: O®L^~^\ est loc.ale-

ment inversible comme O -module pour un certain entier r : cela résulte de 

la remarque d) . Il en est donc de même de 1̂  ^CJAJI-IJ. D'autre part, 

I. = I + I— *- dans O , et l'éclaté de IJ Q dans U. est la réunion 

disjointe des transformés stricts de P. et |0. I\P. dans cet éclaté. 

Par suite 1 |\ |Q^| est la réunion disjointe des transformés stricts 
A £, A & ~£—1 ^~Ti 

|P Î \ iQj et ( I I \ P j . Ceci montre qu'en tout point de 
A&— 1 A£ £—1 A& 

|Q. I\|P.I =lQ.,1l\|P.I T c'est l'idéal I Q O qui est localement inversible 

comme (9 -module . 

On en déduit, en utilisant un argument analogue à celui de [ ï^]. Lemme 
4.4.5 , que si Yi+1 £ 1^1 , on a lP±+1 I = 1^1 au voisinage de y . 

Finalement, si y G |q^| , la remarque précédente et le fait que |§f I c= |P^| 

montrent que |Ô. .1 = lQ. I au voisinage de y. „ » 1+1 i i+l 
2) a) Si y. € SQ^_1|\|P Î , les remarques précédentes montrent que I ^ (9 ^-i 

1+ *~i i P |Q J 
i i+1 

est localement inversible au voisinage de Yi+1* 11 existe donc aGA tel 
que I O „ „ soit localement inversible en y. . . (on a I 0 = X I 0 ) 

Pi • lô T I 1 *l «eA pa i ot,i i+l i ot,i 
et le résultat découle de [H.L.T] th. 2'. 

A£ £ A 
2) b) Si y. G lP.1 , alors |P. I = |P.I au voisinage de y . . . , et comme i+1 i i+1 i l+J. 
Yi+1 ^ '^i' ' '^i' GSt Un voisinac?e de yi+i dans '^i+l' * Ceci montre 2) b) • ù 

Fin de la démonstration de (4.4.3). 

Nous allons montrer que, pour i assez grand, j(i) = -1 . 
Si c'est faux, on a j (i) > O pour tout i , et la suite d'éclatements est infinie car 
Q° t 0 pour tout i . Pour tout i > O, soit £(i+l,i) l'entier % tel que 
Yi+1 6 '^i1 ^ tèj*1! - On a -1 < £(i+l,i) < j(i) - 1 < dim Y pour tout i . 
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Soit L = min{& / i l existe un nombre infini de i avec Jt(i+l,i) = A}. 
Il existe alors i > O, tel que L = min{£/3i > i avec £(i+l,i) = Z]. 

° ° • L+l Pour tout i > i , j ( i ) - l > L, et le lemme montre que T . . est le transformé 
o a ,1+1 AL+j[ 

strict par TT. de T . . Pour i tel que £(i+l,i) = L, y ji P. , sinon 2)b) 
1 CX, 1 1+1 / 1 

montre que j(i+l) < L < j ( i ) - l , ce qui est impossible puisque L < j(i+1) - 1. 
On en déduit que si TL+1 fl L. n'estpas vide, l'inclusion de 2) a) est stricte, 

01,1+1 1 L+l 
Dour au moins un cx€A. Pour i assez grand, T . fi L. est vide, et par suite 

* CX,1 1 
!Q^+*|= 0, donc j(i) < L, ce qui est contradictoire avec L < j(i) - 1 . 

5. Le cas analytique réel 
On se place dans la même situation qu'au § 4. On ne considère cependant 

que la catégorie des espaces analytiques complexifies d'espaces analytiques réels, 
les morphismes étant aussi des morphismes complexifies de morphismes analytiques 
réels. Le but de ce paragraphe est de montrer que les constructions du § 4 restent 
aussi à l'intérieur de cette catégorie. En particulier, les morphismes 7I\ du 
théorème (4.4.1) sont des complexifies de morphismes analytiques réels, et les 
C-stratifications *i^ sont invariantes par conjugaison. 

(5.1) On imposera donc aux C-partitions de (4.1) de vérifier la condition supplé­
mentaire : 
chaque C-strate X̂  de X (ou de Y) est invariante par conjugaison de l'espace ambiant. 

Dans ces conditions, (4.3.1) reste vrai dans la catégorie considérée. Si 
on montre (4.3.3) dans cette catégorie, on voit simplement que (4.3.2) et (4.3.4) 
sont vérifiés. 

Pour montrer (4.3.3), i l suffit de montrer le résultat suivant : 
soit f : X -> Y (dans la catégorie considérée), et x € X. Pour tout voisinage assez 
petit V de x, i l existe un voisinage U de f(x) tel que, si k = dimxf (f(x)), l'ensem­
ble F des points y de U tels que dim f (y) = k est analytique fermé dans U et inva­
riant par conjugaison. 

Il suffit en fait de trouver une situation de parametrisation locale, f 

étant fini. CD k v > n x B 

f 

и « 

invariante par conjugaison, ce qui est possible. En effet, l'ensemble W = cp(V) est 
alors invariant par conjugaison, et on peut le définir par des fonctions analytiques 

k 
réelles, f„ , . . . , f , dans U x B . F n'est autre que le sous-ensemble de U défini 

1 P 
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par les fonctions f (.,b) b € B , i € { l , . . . , p } , et est donc invariant par 
conjugaison. 

(5.2) On imposera aux éclatements k-permis de (4.4.2) d'être de centre invariant 
par conjugaison. On peut faire les deux remarques suivantes : 

si f : X -* Y est dans la catégorie considérée, le platificateur local aussi 
(cf . [H.L.T.] ) . 

De même, la modification de Nash relative vf : X' -> X est aussi dans cette 
catégorie. En effet, si on note et ay les conjugaisons de X et Y, de sorte qu'on 
a ay O f o o"x = f, le faisceau ÇL^ est aussi muni d'une conjugaison au-dessus de 
O t de même que la grassmannienne G.. (CL).) . De plus, le morphisme naturel 
g : G (ftj -» X vérifie a g « a = g. d f X 

Par suite X' est invariant sous l'action de o_ , et V- vérifie 
vf = * Vfo 0^t . L'involution a -, se décrit simplement : on associe à toute limite 
de tangents aux fibres de f la limite prise sur les points conjugués dans X. 

A l'aide de ces deux remarques, on voit que les centres d'éclatements de 
(4.4.2) sont encore k-permis dans la catégorie considérée. Le théorème (4.4.1) est 
donc vrai dans cette catégorie . ° 
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