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INTRODUCTION 

Les principaux résultats classiques de transcendance concernant les fonctions ex-

ponentielle et elliptiques peuvent être énoncés sous l'une des deux formes suivantes. 

Soient G ' e t G" deu x groupes algébriques commutât if s connexes définis sur le 

corps Q  de s nombres algébriques, et c p : G£ •+ G£J u n homomorphisme analytique. 

( 1 ) -  Si aucune puissance de c p n'est rationnelle, alors le graphe de c p ne peut 

contenir "beaucoup" de points algébriques (sur Q) . 

(2) - Si la dimension algébrique de c p (c'est-à-dir e la dimension algébrique de 

l'adhérence de Zariski de l'image de cp ) es t suffisamment grande, alors l'image 

de c p ne peut contenir "beaucoup " de points algébriques. 

Dans chacune de ces 2  situations, on distinguera deux cas, suivant que l'on sup-
pose ou non que c p est "normalisé" pour avoir une application linéaire tangente 

à l'origine définie sur Q  . 

Illustrons ceci par l'exemple de l'exponentielle usuelle. 

(l) Soi t c p : C C * u n homomorphisme analytique non constant, c'est-à-dire 

cp(z) = e X z o ù X € C , X £ 0  . 

a) Si c p est normalisé, c'est-à-dire si X  € Q , l e théorème de Hermite-Lindemann 

s'énonce : le graphe de c p ne contient pas de point algébrique différent de ( 0 , 1 ) . 
b) Si on ne suppose plus X  algébrique , le théorème de Gel'fond Schneider (méthode 

de Schneider) s'énonce : les nombres algébriques y tel s que cp(y ) € Q* formen t 

un Q-espace vectoriel de dimension ^  1 . 
-X- -X -

(2) Soi t cp : C • + C X C u n homomorphisme analytique, c'est-à-dire 

cp(z) = (e ' , e ) , o ù (X 1 , Xg) € (T. 

On suppose que la dimension algébrique de c p est 2 , c'est-à-dir e que X ^ , X^ 

sont Q-linéairemen t indépendants. 

a) Si c p est normalisé, c'est-à-dire si (X ^ , X2 ) € Q
2 , le théorème de Gel'fond 
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INTRODUCTION 

Schneider (méthode de Gel'fond) s'énonce : l'image de c p ne contient pas de point 

algébrique autre que cp (o). 

b) Si on ne suppose plus X. et X  algébriques , le théorème des six exponentielles 

s'énonce : les nombres complexes dont l'image par c p appartient à Q  X Q formen t 

un Q-espac e vectoriel de dimension ^  2 

La première formulation du théorème de Gel'fond Schneider (septième problème de 

Hilbert) correspond à la démonstration originale de Schneider en 1934 » la deuxième 
à celle de Gel'fond la même année. 

Soient maintenant G' e t G " deu x groupes algébriques commutatifs connexes défi-

nis sur Q . Supposon s que G ' soit de dimension 1 . Dans la situation (1) , on consi-
dère des points Y-i>»«»>Yj£ d e G ' , Z -linéairement indépendants, dont les images 

Q 
par c p appartiennent à GJ | , e t on suppose qu'aucune puissance de c p n'est 

Q 
rationnelle. Dans la situation (2) , on considère des points 9 • • • » Yjj de G £ , 
Z-linéairement indépendants, dont les images par c p sont dans G " , e t on suppose 

Q 

que la dimension algébrique de c p est s = 2 . O n obtient alors les majorations de 
i> indiquées dans le tableau suivant 

dim G' = 1 ( 1 ) Graphe de cp (2) Image de cp 

a) cp normalisé 1=0 1=0 

b) sans normalisation i=\2 

Enfin, quand dim G ' = n  ̂2  , le s résultats que l'on connait se déduisent (en 
composant avec l'exponentielle de G' ) d e l'étud e d'un homomorphisme analytique 

cp : C* G " . S i c p est normalisé, et s'il existe n  point s C-linéairemen t indé-

pendants dans C T don t les images par c p appartiennent à G " , alors la dimen-
Q 

sion algébrique de c p est ^  n . Quan d c p n'est pas normalisé, nous introduirons 

une hypothèse sur l'indépendance linéaire des points Y  I (f faisan t intervenir 

les endomorphismes de C*1. 
L'intérêt de ces énoncés réside non seulement dans leur généralité, mais surtout 

dans les applications nouvelles qu'ils permettent d'atteindre. Ainsi on ne connais-

sait jusquà présent aucun résultat général sur les intégrales elliptiques de troi-

sième espèce (troisième problème de Schneider [S4 ] ) Jointe à un théorème de Lang 
(correspondant à l'égalité 1=0 dan s la situation (2 ) a) du tableau ci-dessus), 
la description (qui m'a été fournie par Serre) des extensions d'une courbe ellip-

tique par le groupe multiplicatif permet de combler cette lacune. De manière géné-
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raie, les applications que l'on obtient concernent les fonctions elliptiques (ainsi 

que les fonctions sigma et zêta de Weirstrass) et les fonctions abéliennes (ou quasi-abé-

liennes), et, par l'intermédiaire de la formule de Chowla Selberg, les fonctions 

gamma et bêta. 

Le premier travail sur les propriétés de transcendance des fonctions elliptiques remonte 

à Siegel en 193 2 [Si 1 ] , et celui sur les fonctions abéliennes à Schneider en 194 0 
[S 2] L'étape suivante a été franchie par Lang en 1962 , où il débutait l'étude géné-
rale que nous venons d'esquisser. En particulier c'est à lui que nous devons tous 

les résultats ci-dessus dans le cas où c p est normalisé [L2] . Son livre [L 2 ] sur 
les nombres transcendants a joué un rôle important dans le développement de cette 

théorie. Plusieurs des problèmes qui y figurent sont maintenant résolus, notamment ; 

-[l 2 ] (p.20 et 30 ) :  représentation de l'exponentielle d'un groupe algébrique 
commutatif connexe par des fonctions méromorphes d'ordre fini, et étude de la hau-

teur sur un tel groupe algébrique (cf. Serre Appendice II). 

- [ L 2 ] (p. 32 ) : intersection d'un sous-groupe à un paramètre d'une variété abélienne 
avec une section hyperplane ([Ax] ; cf. [L3 ] P» 654) . 

-[l 2 ] (p. 41) .L a suggestion de Nagata concernant les hypersurfaces algébriques 
a fait l'objet d'un important mémoire de Bombieri [Bom] dont nous parlerons au 

§ 5. 1 et au § 7 .5 . 
-[L 2] (p.54) Extension des résultats de transcendance aux variétés abéliennes défi-
nies non plas sur un corps de nombres, mais sur une extension de Q d e type de trans-

cendance fini (cf. Altman [Al] ; voir aussi Serre, Appendice II). 

-[L 2 ] (p. 103) . Les analogues p-adiques des théorèmes de Schneider sur la fonction 
P on t été tous démontrés par Bertrand [Be 3 ] 5  (voir aussi l'Appendice i). . 

D'autres problèmes de [L 2 ] ont été en partie résolus, en particulier 
-[L 2 ] (p. 29 et 41 ) celui de la transcendance de chacune des coordonnées d'un point 
de don t l'image par une représentation normalisée ®  : CG - > A„ d e l'exponen-

tielle d'une variété abélienne est algébrique (travaux de Masser et Lang ; cf. 

§ 6.1) , 
-[L2](p. 54 - 55 ) celu i de l'analogue elliptique du théorème de Lindemann 

Weierstrass [C 1 ] , [C3] , 
-[L 2 ] (p. 20 , 3 9 et 44 ) et enfin celui, auquel nous accorderons un intérêt particu-
lier, de l'utilisation des fonctions de plusieurs variables dans la théorie des 

nombres transcendants. 

Le plan de l'ouvrage est le suivant. Dans le premier chapitre, après des prélimi-

naires sur les théorèmes de transcendance (en une variable) et des généralités sur 
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les groupes algébriques, nous introduisons un "coefficient de répartition" p.(r,V ) 
d'un Z-modul e T d e type fini dans un espace vectoriel V  d e dimension finie sur 

un corps de caractéristique nulle. Ce coefficient jouera un rôle important notamment 

dans l'étude du lemme de Schwarz en plusieurs variables. On l'utilisera surtout aux 

chapitres 7  et 8. 

Le deuxième chapitre consiste en une traduction, en termes de matrices, des énoncés 

de transcendance du § 1.1 . Nous obtenons ainsi les énoncés sur les groupes linéaires 
dont nous aurons besoin dans la suite. 

Nous étudions ensuite les sous-groupes à 1 paramètre c p : C G - , e n commen-

çant par le cas normalisé (Chapitre 3) > qui conduit aux applications les plus inté-
ressantes, et en continuant par le cas général (Chapitre 4 ) où certains des énoncés 
ne semblent pas les meilleurs possibles (ne serait-ce que le théorème des six expo-

nentielles) . 

Le chapitre 5  concerne les homomorphismes analytiques normalisés c p : C*1 •+ Ĝ  

surtout dans la situatio n (2 ) (imag e de cp). La situation ( 1  )(graphe de cp) sera 
reprise aux § 6.1 et 6.2 . 

Il reste alors à étudier les homomorphismes analytiques c p : C 1 1 G ^ san s hypo-

thèse de normalisation. Si on s'intéresse au graphe de c p (situation (l) ), on peut 

ramener cette étude à un problème d'indépendance linéaire de points algébriques sur 

des variétés abéliennes ; ce problème n'est résolu que dans le cas de variétés abé-

liennes de type CM. C'est le sujet du chapitre 6 . 

Le chapitre 7  est une étude générale du lemme de Schwarz en plusieurs variables, 

décrivant les méthodes dont on dispose actuellement ainsi que les résultats que l'on 

peut espérer. Les problèmes qui y sont soulevés devraient être importants pour le 

développement futur de la théorie des nombres transcendants. 

Ces lemmes de Schwarz sont appliqués au chapitre 8 pour l'étude du graphe, puis 

de l'image d'un homomorphisme analytique c p : (f1 -* G^ . Cette étude est liée à un 

problème de Weil et Serre - qui est la motivation initiale du présent mémoire - sur 

certains types de caractères du groupe des classes d'idèles d'un corps de nombres 

algébriques. 

Le premier appendice, par Daniel Bertrand, présente une étude du cas p  - adique 

et de ses différentes applications. Le deuxième appendice, par Jean-Pierre Serre, 

fournit une démonstration de plusieurs propriétés des groupes algébriques commuta-

tifs qui interviennent dans les démonstrations de transcendance. 

Ce texte est une version développée de leçons données au Collège de France (cours 

Peccot) en 1977 « H a  été enrichi de nombreuses suggestions et remarques-notamment 
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de D. Bertrand, D.W. Masser et J.P. Serre. Eh particulier, l'Appendice, Il écrit par 

Serre, et les exemples qu'il m'a communiqués (notamment la description des extensions 

d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif) sont la source de résultats nou-

veaux dans les chapitres 3> 4 et 5« J'ai bénéficié également, grâce à K. Ramachandra, 

d'un séjour très utile au Tata Ihstitute fin 1976, où j'ai exposé une version préli-

minaire de ce travail. 

J'exprime aussi ma reconnaissance à Madame Goyvaerts et à Madame Renault qui ont 

réalisé la frappe de ce texte. 
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CHAPITRE 1 

PRELIMINAIRES. 

Nous commençons par des résultats classiques sur les nombres transcendants (§ 1.1), 

puis sur les groupes algébriques (§ 1.2). Nous étudions ensuite une condition de 

répartition d'un module dans un espace vectoriel (§ 1.3) qui fera intervenir, outre 

de l'algèbre linéaire élémentaire, un théorème de W.M. Schmidt sur les approxima-

tions diophantiennes. 

§ 1.1 - Nombres transcendants. 

Nous présentons d'abord deux critères de transcendance selon lesquels des fonc-

tions méromorphes dans C  d'ordr e fini qui ont beaucoup de points algébriques com-

muns sont algébriquement dépendantes. Le premier (méthode de Gel'fond) suppose que 

les fonctions satisfont des équations différentielles, le second (méthode de Schnei-

der) sera utile quand les fonctions satisfont un théorème d'addition algébrique. 

Tous deux ont leur source dans un travail important de Th. Schneider [S3 ] • Nous 

énonçons ensuite un théorème de Baker sur l'indépendance linéaire de logarithmes 

de nombres algébriques. Nous verrons enfin quelques propriétés des hauteurs. 

a) Equations différentielles. 
/ n 2\ 1 / / 2 

Pour z=(z . z  )€ CT , on pose |z|= ( £ |z. | > s i S es"t une" fonc-
n l i=1 1 / 

tion entière dans ,  on pose, pour R > U , 

I«IВ = .syP |g( z)l • 

Nous dirons qu'une fonction f  méromorph e dans es t d'ordre strict inférieur 

ou égal à p s'i l existe deux fonctions entières ,  g2 telle s que f  = g-j/g2 , 

et deux nombres positifs ,  tel s que 

I I p 

log I g. I p ^ G . R pou r tout R   ̂1 e t j = 1,2 . 

On vérifie que si f  es t entière dans (f 1 , alors f  es t d1ordre strict s p s i 

et seulement si il existe C  > 0 te l que 

log | f |R  ̂С R P pou r tout R  è 1 
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CHAPITRE 1 

(cf. par exemple [Le 2] 7.4*1 0 et 7 .4 .11 , et [W a 3] I I lemme 3 .6 ) . Cette défini-
tion de 1* ordre strict diffère d'un epsilon de la définition de lfordre usuel ; cf. 

[B-L]. Elle correspond à la notion d'ordre $ P et de type fini (cf [Le 2] Chap. IV). 

Le théorème suivant, qui concerne les fonctions méromorphes d'une variable, est 

connu sous le nom de critère de Schneider-Lang (cf. [S 4] th . 12 , 1 3 ; [L2] Chap. 
III, § 1 , th. 1  ; [Wa2 ] th. 3*3.1) . 

THEOREME 1.1. 1 -  Soient K  un corps de nombres, et f   ̂,..., fh de s fonctions mé- 

romorphes dans C  . On suppose que f ^ , f̂  sont algébriquement indépendantes  

sur Q  , et sont d'ordre strict ^  ,  respectivement. On suppose de plus que 

la dérivation ~ ~ laisse stable l'algèbre K[f ^ f̂ ] • 

Alors l'ensemble des nombres complexes w  , qui ne sont pas pôles de f ^ ,..., f̂  , 

et qui sont tels que 

f.(w ) a pour 1  ^  j ^ h 

est fini et a au plus (p ^ +  p 2 ) [ K : Q] éléments. 

Nous démontrerons au chapitre 5  la généralisation à plusieurs variables de ce ré-
sultat, due à Bombieri. Nous verrons d'autre part au chapitre 3  que l'ensemble 
des w  pourrai t être infini si la dérivation laissait stable seulement le corps 

K(f^ , f ^) ,  ou encore si on n'excluait pas les pôles (cf § 3*2. e) 

Pour f̂ (z ) = z e t f 2 ( z ) = eZ , on déduit de 1.1, 1 l e théorème de Hermite-

Lindemann : 

u 
COROLLAIRE 1.1. 2 - _Si a est un nombre algébrique non nul, le nombre e  est  

transcendant. 
Pour f.(z ) = eZ , fp( z) = e^z , on obtient le théorème de Gel'fond-Schneider : 

COROLLAIRE 1.1. 3 - Soient &  ̂ e t p  deux nombres algébriques, a ^ 0  , Q , . 

Soit lo g of une détermination non nulle du logarithme de a . Alors le nombre 

a =  exp(£ log a) 

est transcendant. 

Nous verrons d'autres applications du théorème 1.1. 1 a u chapitre 3 > notamment aux 
fonctions elliptiques. 

En vue de la démonstration du théorème de Bombieri (Chap. 5) > nous donnons ici le 
lemme technique que l'on utilise pour démontrer le théorème 1 0 1»1 . 
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PRÉLIMINAIRES 

LEMME 1.1.4 - Soient u n ouvert de C , et f ^ ,..., fh des fonctions analy- 

tiques dans V, . Il existe un entier C  > 0 ayant la propriété suivante : 

Soient K  un corps de nombres, ,  • •., des entiers positifs ou nuls, et 

t un entier positif. On suppose que la dérivation laiss e stable l'algèbre 

K[f^ ,  f̂ ] • 

Alors il existe un polynôme P  € K[x^,..., X^] tel que 

a) ^  .. . =  P(f̂  f̂ ) • 
dz 

Ъ) Pour 1  ̂  j ̂  h , 

deĝ . P   ̂+  Ct о 

с) Les coefficients du polynôme 
Ct о 

sont des entiers algébriques de K  , dont les conjugués sont en valeur absolue  

ma.jorés par 

C2t(L.j +...+ +  t)"t . 

Ce lemme résulte des arguments de la démonstration de [L2 ] Chap.III, § 2, 

lemme 1, [Bom] lemme 1 et [Wa2 ] lemme 3«3«2. 

b) Ordre arithmétique 

Quand a es t un nombre algébrique dont le polynôme minimal sur Z  es t 

a X + a. X +..• + a, . 
o í d 

le nombre 

H(Œ) = max I  a. I 

est appelée "hauteur usuelle" de a • (Nous verrons plus loin d'autres notions de 

hauteur.) 

Pour des fonctions satisfaisant des équations différentielles, le critère de trans-

cendance 1.1.1 a une forme agréable, car il n'y a pas d'hypothèse technique, grâce 

au lemme 1.1.4. Quand il n'y a pas d'équation différentielle, pour obtenir un cri-

tère analogue et général, on doit introduire des conditions sur les hauteurs des 

nombres que l'on considère. Nous le ferons en utilisant la notion d'ordre arithmé-

tique de Lang [L2 ] Chap.II, § 2 (légèrement modifié), que nous donnons tout de 

suite pour plusieurs variables. 
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CHAPITRE 1 

DÉFINITION - Soient p 1 ,p d de s nombres réels positifs, f  = f d) 

une application méromorphe de dan s C  ,  et F  u n sous-groupe de C 3 1 d e type 

fini et de rang &  su r Z  . On dit que f  es t d! ordre arithmétique inférieur ou  

égal à (p ^ p^ ) sur r  s'i l existe 

- de s fonctions entières g ^ g ^ , d'ordre strict inférieur ou égal à 

P-j respectivement , telles que, pour 1   ̂j  ̂d , la fonction g^ 

soit entière d'ordre strict ^  p. ; 
3 

- u n corps de nombres K  ; 

- un e base Y- j »•••» d e F su r Z  ; 

- de s nombres réels positifs c ^ , ĉ  , ĉ  , ĉ  ; 
et, pour tout entier N  = ĉ  , un sous-ensemble S ^ d e l'ensemble 

rN = { h 1 Y 1 + " ' + h y i ; h x)€ 2 ^ ,  | h ^ N} , 

avec 

Card S^ ê c^N^ pou r N   ̂ĉ  , 

et vérifiant les deux conditions suivantes 

O.A.1. Pou r N   ̂c1 e t a  € Ŝ  , on a f(a )6K d e t 

P • 

logH(f3(a)) ^ c3N
 J ,  ( 1 ^ 3 ^ d) . 

O.A.2. Pou r N   ̂ĉ  e t 1   ̂j  ̂d , la fonction g^ n' a pas de zéro dans , 

et 

P i 

log mi n |g.(o)| = - o.N J . 

En particulier f . es t d'ordre strict ^  p . . D'autre part si f  es t entière 
3 3 3 

la condition O.A .2. est automatiquement satisfaite avec la fonction g . identiqu e 
3 

à 1  . 

Le critère de transcendance en 1  variable est le suivant 

THEOEÊME 1.1. 5 - Soient f ^ ,..., f̂  des fonctions méromorphes dans C  , algébri- 

quement indépendantes sur Q  • Soit T un sous-groupe de C  , de rang i sur Z  ; 

on suppose que (f ^ f̂ ) est d'ordre arithmétique ^  (p^ , p )̂ sur T . 

Alors 

P . + • • • + P , 
l - d  -1 

(voir [S3 ] , [L 2 ] Chap.II , § 2 , Th. 2 , [Ha ] Th . 1 , [Wa2 ] Th. 2.2. 1 et 
Th. 4«5•1 ) Nous en démontrerons des généralisations à plusieurs variables au Cha-
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PRÉLIMINAIRES 

pitre 8. 

On doit à K, Ramachandra la remarque suivante [Ra ] (voi r aussi [Wa2 ] exer-

cices 2.2.d et 4«5 «a). 

REMARQUE 1.1, 6 - Sous les hypothèses du théorème 1.1.5 » on suppose que f ^ , f ^ 

ont une période commune u u ^ 0  , Alors 

P- + . . . + P . - 1 
o < -J â 
- d  - 1 

L'hypothèse O.A.1 . ne peut pas être supprimée dans le théorème 1.1.5« En effet, 
il existe des fonctions entières, transcendantes, d'ordre ^  e pou r tout e  > 0  , 
telles que, pour tout Œ € Q , on ait f (c*)£ Q(a) e t même 

dt 
—r* f(a)€ Q(Û̂ ) pou r tout entier t   ̂0  , 

Le théorème 1.1. 5 généralise le théorème 1.1. 5 de Gel'fond-Schneider (correspon-
dant à f̂ (z ) = z , fg^ 2) = ®Z = exp(z loga) ; pour la vérification de 0 .A.1, voir 
les remarques ci-dessous sur les hauteurs et la taille). L'autre part, quand on choi-

, x i z X 2 Z y-i z y 9

z 

sit f^z) = e ,  f 2(z) = e ,  ou bien f^z ) = e ,  f  (z) = e  ̂, 

f (z) = e ,  on obtient le théorème des six exponentielles, dû à Siegel, Lang 

et Ramachandra : 

COROLLAIRE 1.1.7 - Soient ,  deux nombres complexes Q -linéairement indépen-

dants. Soient y 1 ,  y2 ,  ŷ  trois nombres complexes Q, -linéairement indépendant s. 

L'un des six nombres 

x-y. 
e 3 ,  ( i = 1,2 ; j = 1,2,3 ) 

est transcendant. 

Le problème des quatre exponentielles consiste à montrer que l'un des quatre 

nombres 

e 1 J  ,  ( i = 1,2 ; j = 1,2) 

est transcendant (cf. [S 4] problèm e 1, [L2 ] conjecture p. 11). 

Remarque sur les pôles. Quand nous utiliserons la notion d'ordre arithmétique pour 

des fonctions qui ne sont pas entières, les fonctions g . seron t toujours composées 

d'une fonction thêta et d'une application linéaire (cf. lemme 1.2.2), et les sous-
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CHAPITRE 1 

ensembles seron t le plus souvent de la forme T  0 ,  où T  es t un sous-en-

semble de f  satisfaisan t les conditions suivantes. 

LEMME 1.1,8 - Soient T un sous-groupe de type fini de C n , de rang l sur Z  , 

et T  un sous-ensemble de T , Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

i) Il existe un ensemble fini E  tel que T soit l'ensemble des t  + Y , 

t€ T , Y € F . 

ii) Soit y. , y0 un e base de T sur Z  . Il existe un entier Cj . È 1 tel 

que tout cube dans l'espace R  de côté ^  ĉ  contienne un point (h^ ,, • •, h )̂ € Zl 

vérifiant 

h 1Y 1 + ...+ Vx € T  . 

Démonstration• 

Pour Y € T ,  Y  = h. y. +•.. + h-Y« >  posons | |Y | | = ma x |h. | . Si (i ) est 

vrai, on prend o^. = 1 + 2  ma x | |Y | | .  Si (ii ) est vrai, on prend pour F  l'en -
•> Y € F 

semble des Y 6 T ave c || Y||  ̂c,_/2 . 

On déduit immédiatement de (ii ) l a condition 

Card(T n r ) È c2î^ pou r N  ̂ĉ  

requise dans la définition de l'ordre arithmétique. 

c) Indépendance de logarithmes. 

Le théorème de Hermite-Lindemann 1.1. 2 montre que, si loge * est un logarithme 

non nul d'un nombre algébrique oi ^ 0  , alors loga es t transcendant. Le théorème 

de Gel'fond-Schneider 1.1. 3 exprim e que, si logo ^ , logo^ sont deux logarithmes 

Q-linéairement indépendants de nombres algébriques, alors ils sont aussi Q-linéai -

rement indépendants. Gel'fond avait conjecturé un énoncé analogue pour plusieurs 

logarithmes, et avait montré l'importance fondamentale, pour plusieurs problèmes 

de théorie des nombres, qu'auraient des minorations non triviales des formes liné-

aires de n  logarithme s de nombres algébriques (cf. [G ] p . 12 6 et 17 7 notamment). 
Ce programme a été accompli par Baker, dont nous utiliserons le théorème sous la 

forme suivante [B ] (th. 2.1 ) 

THEOREME 1 .1 .9 - Soient , . . . , c * n des nombres algébriques non nuls. Pour 

1  ̂j =i n , soit log a . une détermination quelconque du logarithme de a . . On 
3 3 
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suppose que les nombres logo ^ logo ^ sont Q. -linéairement indépendants. 

Alors les nombres 

1, loga ^ , l o g Œ n 

sont ̂ -linéairement indépendants. 

On conjecture en fait que les nombres logo ^ , l o g ô  son t algébriquement in-

dépendants. Plus généralement, la conjecture suivante [L2 ] (p, 30-31 ) est réputée 
contenir toutes les conjectures raisonnables que l'on peut énoncer sur la trans-

cendance et l'indépendance algébrique de nombres liés à la fonction exponentielle. 

CONJECTURE DE SCHANUELo 1.1,1 0 - Soient x ^ ,,,,, xn de s nombres complexes Q-li -

néairement indépendant s. Alors le degré de transcendance sur Q  du corps 
X-j x ^ 

Q(x. x  ,  e e  ) 

est supérieur ou égal à n  , 

Les résultats les plus remarquables obtenus récemment dans cette direction sont 

dus à G.V. Chudnovsky [ C 1 ] ,  [ 0 3]. 

d) Hauteurs. 

Soit K  u n corps de nombres. Notons {v } l'ensembl e des valeurs absolues de K  , 

normalisées de telle façon que l'on ait, pour x € Q , 

|x| =  x s i v  es t archimédienne et x  > 0  , 

|p| =  1 /p s i v  prolong e la valeur absolue p-adique . 

Désignons par N  l e degré local en v  , La formule du produit s'écrit 

N 

Tl" H V

V = 1 s i Œ<E K ,  0  • 

Si P € PV(K) a  des coordonnées projectives (X Q x^ ) , on définit la hauteur 

logarithmique absolue de P  pa r 

l_K,QJ{v} V  Q^j^ V J v 

qui ne dépend ni des coordonnées (x̂ . ) de P  , ni du corps de nombres K  le s con-

tenant (cf. [ L 1 ]) . 

Soit a u n élément non nul de K  ; on note h(ot) l a hauteur logarithmique abso-

lue du point P  = (1, O?) € -P2(K) . 
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Soit den a l e générateur positif de l'idéal des m € Z tel s que ma soi t en-

tier algébrique. D'autre part soit |â | l e maximum des valeurs absolues des con-

jugués de a . On définit la "taille" s(a ) d e a  pa r 

s(a) = log max {den a , • 

Si d  = [Q (or):Q] ,  on a 

(1.1.11) s(a ) dh(c* ) . 

Démonstration. 

Comme |Œ | est égal au maximum des |a| v pou r toutes les valeurs absolues ar-

chimédiennes v  , on a 

log |â| s S max {log \a\ ,  0 } 
v 

Soit v  un e valeur absolue ultramétrique prolongeant la valeur absolue p-adique 

Posons 

m =  •= ma x {log lai ,  0} 
v log p ^  °  1 1  v J 

Comme le groupe des valeurs de es t Z  , m ^ es t un entier positif, et le 

nombre 

nrîp m v 

P v  p 

est un multiple du dénominateur de a . D'où 

logden »̂  2 ^ ma x {log |a| ,  0} , 
v 

ce qui démontre (1.1.11). 

On peut montrer d'autre part que h(a )  ̂s (a) , et que la hauteur usuelle H(a ) 

vérifie 

dh(ff) - logd s logH(a)̂  dh(a) + d log2 

Nous travaillerons toujours avec un degré borné. Dans la définition de l'ordre 

arithmétique, on peut donc remplacer logH(a ) par h(o? ) ou s(a ) • Nous démontre-

rons les critères avec s(a ) , et nous utiliserons h(a ) pou r en déduire les corol-

laires (cf. 1.1.11). 

Signalons le fait que dans les problèmes de transcendance où le degré n'est pas 

borné, la notion de hauteur la plus commode est h(a ) , grâce à sa relation avec 
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la "mesure de Mahler" de a défini e de la manière suivante : soit 

d 

f(x) = aQX
d +...+ ad = aQ IH" (X-o^) 

le polynôme minimal de a su r Z  . La formule de Jensen entraîne (cf. [Mahl]) 

/ 1 .  \ 

|a I T~T max(l,|œ.| ) = exp f  log | f (e2 l , r t) | dt I ; 

\ J 0 J 

cette valeur commune est notée M(o/ ) ; elle est liée à h(o/ ) par l'égalité sui-

vante [Be4 ] (lemme 11 ) : 

h(cv) = -1 logM(a>) . 

Pour terminer voici un résultat sur les hauteurs de polynômes, dû à Popken, 

Koksma (cf . [S 4] lemm e 16), Gel'fond ( [G] chap. Ill § 4 , lemme 2 ) et Mahler 
[Mani] (cf. [Wa2 ] p. 129) , et qui nous sera utile au § 7 - 3 . 

La hauteur H(p ) d'u n polynôme P G C[X^ X^ ] es t le maximum des valeurs 

absolues des coefficients de P  . 

LEMME 1.1.1 2 - Soient P 1 P m de s polynômes de C [X1 X n] , et soit d 

le degré de P ^ ... P̂  . Alors 

H(P1 .. . Pa) S e^ W — H ( P

m ) ' 

§ 1. 2 - Groupes algébriques. 

Les variétés algébriques que l'on considérera seront définies sur un corps K  d e 

caractéristique 0  , le plus souvent plongé dans G  . 

a) Généralités. 

U n group e algébrique est une variété algébrique G  muni e d'une structure de 

groupe de telle manière que l'application 

G x G -  G 

(x,y) _> xy" 1 

soit régulière (i.e. soit un "morphisme")0 La variété sous-jacente à G  es t alors 

non singulière ("lisse"). On supposera généralement que G  es t connexe, c'est-à-

dire que la variété sous-jacente à G  es t irréductible. 
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Exemple 1 . La . droite affine, munie de l'addition : c'est le groupe additif . 

Exemple 2 . L a droite affine privée de l'origine, munie de la multiplication : c'est 

le groupe multiplicatif G  • 

Exemple 3 « Dan s l'espace de s matrices carrées m  x  m , l'ouvert GL ^ mun i de 

la multiplication : c'est le groupe linéaire général de degré m  . 

Un groupe algébrique est appelé linéaire si la variété algébrique G  es t affine, 

et il est appelé variété abélienne si la variété sous-jacente est projective et ir-

réductible. Un groupe algébrique est linéaire si et seulement si il est isomorphe à 

un sous-groupe algébrique d'un groupe linéaire GL ^ . 

Le théorème suivant est dû à Chevalley [Sha ] (Chap.III, § 3*3) , [B a 1] (Th. 3 C2 
p. 97) , [Bor ] (Th. 10.6 , p. 244) . 

THEOREME 1.2. 1 (Chevalley ) - Soit G  un groupe algébrique connexe. Le groupe G 

possède un sous-groupe linéaire connexe maximal L  , et le quotient G/ L est une  

variété abélienne. 

Soit K  u n sous-corps de C  , et soit G  u n groupe algébrique sur K  . On note 

T so n algèbre de Lie, identifiée à son espace tangent à l'élément neutre, et G „ G K 
le.groupe des points de G  qu i sont rationnels sur K  . Le groupe G n de s points 

complexes de G  es t un groupe de Lie complexe d'algèbre de Lie T ^ ( C ) = 0 î  o n 

note ex p : T̂ (C) -> Gç so n application exponentielle (Cf. Bourbaki, Groupes et 

Algèbres de Lie, Chap. IIl). Si le groupe algébrique G  es t connexe, le groupe de 

Lie G. £ es t aussi connexe. 

Soit cp : u n homomorphisme analytique ; soit X = Lie cp : C - * I'Q.(C) 
l'application linéaire tangente à cp à l'origine ; alors cp = exp o X • Comme 
est commutatif, l'adhérence de Zariski de cp(Cn) dan s G ^ est un groupe algébrique 

commutatif connexe. 

Pour n  = 1  s i X : C - » Tç(C) es"k v o c i e application linéaire, alors cp = exp o X 
est un homomorphisme analytique de C  dan s G ^ appel é sous-groupe à un paramètre 

de G  s i X ^ 0  . 

Pour n   ̂1  , on appellera sous-groupe (commutatif) a. n paramètres de G  tou t 

homomorphisme analytique cp : Cp -  G c tel que l'application Lie cp : Cn - » T

G(
G) 

soit injective. Lorsque G  es t commutatif, si X : (f1
 - * ^Q.(^) es"^ "Q n e applica-

tion linéaire, alors ex p o X es t un homomorphisme analytique de dan s G „ • 

b) Fonctions et variétés abéliennes. 

Soit Q  un réseau de l'espace V  = ,  c'est-à-dire un sous-groupe discret de V 

de rang 2 g su r Z  . Les quatre conditions suivantes sont équivalentes 
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(i) Le groupe quotient C ô/Q peu t être plongé analytiquement dans un espace 

projectif P V(C) . 

(ii) Il existe une forme de Eiemann non dégénérée E  su r V , relative à Q , 

c'est-à-dire une forme bilinéaire alternée E  : V x V E  qu i prend ses valeurs 

dans Z  su r Q x Q e t telle que la forme (x,y ) H> E(ix,y) soi t symétrique, 

positive et non dégénérée. 

(iii) Il existe une base de V tell e que le réseau Q  ai t une base sur Z for-

mée de 2 g vecteurs (j ^ , • • •, don t les coordonnées soient les colonnes de la 

matrice 

/ e ; 1 o o . . . o T 1 f 1 T 1 > 2 .. . T 1 > G \ 

0 e~2
 0 0  T 2,1 T2,2 T2,g ' 

0 0 e ; 1 0  T 3 > 1 T 5 > 2 .. . T 5 J G 

\ ° °  °  6g T

g,1 rB,2 -  Tg,g / 

où e  e  son t des entiers positifs, et la matrice T  = (T, , ) vérifie les 

conditions de Riemann : 

T es t symétrique : Th k = T k,h ' 

si on décompose T  = T' + iT" e n partie réelle et imaginaire, la matrice réelle 

symétrique T " es t positive et non dégénérée. 

(iv) Il existe g  fonction s méromorphes sur C g algébriquemen t indépendantes, 

et périodiques par rapport à Q . 

Sous la condition (iv), le corps de s fonctions méromorphes sur C g , pério-

diques par rapport à 0 , est une extension de type fini de C  , de degré de t r a n S -

Xr x 

cendance g  . C'est le corps des fonctions abéliennes sur G  par rapport a Q . 

La condition (i) implique que l'image de G^/Q est une sous-variété algébrique 

fermée de l'espace projectif (théorème de Chow ; cf. par exemple [Sha ] Chap. VIII, 

§ 3 , Th. 3 ). C'est une variété abélienne, et le corps des fonctions rationnelles 
sur cette variété est 3 ^ . 

Inversement, soit A  une variété abélienne définie sur C , et soit X  u n plon-

gement de A dan s un espace projectif P  .  Soit (t t  ) une base sur C 
v i  g 

de l'espace tangent T ^(c) à l'origine de la variété ; on note j  : Cg T ^(C) 
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l'isomorphe associé : 

j(z. z  ) = z. t. + ...+ z t 

1 g 1 1 g g 

Alors l'application 

© = X o exp o j : Cg - > Pv(C ) 

est un homomorphisme analytique, son noyau Q es t un réseau de C  ,  et ©  indui t 

un isomorphisme entre O^/Cl e t A ^ . Nous dirons que ©  es t un homomorphisme  

thêta « 

DEFINITION - Soit Q u n réseau de C g . On appelle fonction thêta relative à Q 

toute fonction 9  entièr e dans C  pou r laquelle il existe deux applications 

L : Cg x Q - » C  e t J  : Q C  , avec 

e(z + (ü) = 0(z) exp{2iir[L(z,uj) + ,  (z€ Cg , CÜ6 Q) , 

et où l'application L  es t C -linéaire en z  . (Cf. [L4 ] » [S.D] > [Y/e2]). 

Quitte à changer de coordonnées, on supposera que l'image de A  dan s n'es t 

pas contenue dans l'hyperplan X  =  0 . Soit D  l e diviseur de A  intersectio n 

de A  ave c cet hyperplan ; son image réciproque sur C  es t le diviseur d'une 

fonction thêta 6 q (cf . [V e 2] ChapQ VI, n° 5 , Th0 1). Pour 1   ̂i  ̂ V , soit 0 

la fonction thêta obtenue en multipliant 9  pa r la fonction méromorphe déduite 

de X./X :  9 . vérifi e la même formule de transformation que 9  .  Pour tout 
2/ o  1  o 

z€ Cg , (6q(Z ) 9^(z) ) es t un système de coordonnées projectives du point 

©(z) , et 

í91 e V ' 

\ o o  / 

Pour vérifier l'axiome 0.A. 2 d e la définition de l'ordre arithmétique (§ 1.1), 

nous utiliserons systématiquement le lemme suivant (l'application linéaire 

X1 : (f1 - » G g ser a de la forme (f 1 Í Cg x Ch -3 C g o ù p 1 es t la première 

projection). 

LEMME 1.2.2 - Soient Q un réseau de C g ,  0 une fonction thêta relative à Q , 

telle que 9 (o) ^  0  , :  (f1 C g une application linéaire non nulle, T un 

sous-groupe de type fini de (f1 , et Y-j >•••> Y^ une base de T sur Z  . Il  

existe un sous-ensemble T  d e F vérifiant les propriétés équivalentes du lemme 

1.1.8, et tel que 

log mi n 19 о Х1 (о ) I = - с N pour N  è 1 
об Т п Г 
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où c  ne dépend pas de N  . 

On a noté comme précédemment 

T N = {11, Y 1 +•..+ h^yx ;  1̂ ) 6 2̂  , |n |=§ N} . 

Démonstration du lemme 1,2.2. 

Soit H  l a forme de Riemann associée à 9  ; H  es t une forme hermitienne posi-

tive semi-définie, et la fonction 

Kz) = |e(z)|exp {- | ïï(z,z)} 

est périodique par rapport à Q (cf . [L4 ] Chap. IV, § 2, Th, 3 , [S,D ] Chap. II, 

lemme 21, et [We2]Chap . VI). Soit A u n disque fermé de C g , de centre 0  e t 

de rayon ô  > 0 , dans lequel 6  n e s'annule pas. En vertu de la continuité et de 

la périodicité de \|r , il existe c ^ > 0 te l que, pour tout R  è 1 , on ait 

loginf {|e(z)| ; z€ Cg , |z|  ̂R , s(z)€ s ( a) } è -  ̂R 2 , 
où s  : • > C^/Q, es t la surjection canonique. 
On définit 

T = {y€ F ; s o ^ (Y K s(A)} . 

Pour a € ,  on a |x ^(o)|  ̂c^ N ,  d'où la minoration annoncée de | 0 o £^(a)| . 

De plus, comme C ^/h es t compact, il existe un nombre fini de disques de 

de rayon ô/ 2 don t les images par s  recouvren t .  Dans chacun de ces disques 

on choisit (quand c'est possible) un point dex^CT). Soit P  l'ensembl e fini de 

points de F  ains i obtenus. Alors la condition (i) du lemme 1.1.8 est vérifiée. Le 

lemme 1.2.2 est ainsi démontré. 

c) Problèmes de rationalité. 

Soit G  u n groupe algébrique commutatif connexe de dimension D  défin i sur un 

sous-corps K  d e C  . On considère un plongement X  d e G  dan s un espace projec-

tif P v , défini sur K  . Soit (t ^ t̂ ) un e base sur K  d e ,  et soit 

j : CD - > T^(C) l'isomorphism e associé. Les dérivations -r̂ — , (1  ̂i  ̂D) for -
\jr 0  Z^ 

ment une base sur K  d e l'algèbre de Lie des dérivations invariantes de G  . Nous 

appellerons représentation normalisée de l'exponentielle de G  tou t (v+1)-uplet 

(i|f i|f ) d e fonctions entières sur C" ^ tel que pour tout z € Cp, 

(\|r (z) \| / (z)) soi t un système de coordonnées projectives du point 

X o exp o j(z) . 

Dans le cas d'une variété abélienne (avec =  9_.) o n dira que 1 'homomorphisme 
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thêta X  o exp o j es t normalisé., Alors le corps 

/ 6 1 e v \ 
= K [~ ~ j 

\ o  o  / 
est le corps des fonctions abéliennes définies sur K  , et %q = ^ K «S^C . 

Revenons au cas général. Identifions G  à une sous-variété de ,  et notons 

H q l'hyperpla n X q = 0 , et G  l'adhérenc e de G  . On suppose que la loi de com- 

position de G  se prolonge en un morphisme G  x G - + G (cette condition est sa-

tisfaite par les plongements construits explicitement par Serre dans l'appendice 2 ) . 

Les champs de vecteurs sur G  défini s par l'algèbre de Lie de G  s e prolongent en 

des champs de vecteurs sur G  . Comme K [ — , - —] es t l'algèbre affine de 
vo ̂ o 

G - G H H ,o n obtient l'énoncé suivant 

PROPOSITION 1.2.3 - Soit (\Jr , \|f ) une représentation normalisée de l'expo-

nentielle de G  . Alors les dérivations ,  (1  ̂i  ̂D) .laissent stabl e l'al-

r*1 *V n Z ± 

getoe K [ — -7- J . 
*o * o 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où K  es t le corps Q  de s nombres algé-

briques. Nous dirons qu'un homomorphisme analytique C D ! - * G« es t normalisé 

si c p = \|r o £ o ù i|r es t une représentation normalisée de l'exponentielle de G 

et £  : -  es t une application O-linéair e définie sur Q  . Cela revient à 

dire que Li e cp : C*1 -> Tq(C) est définie sur Q  . 

Soit cp : u n homomorphisme analytique de dan s G Q , ou G  es t un 

groupe algébrique défini sur Q , . Nous dirons qu'un point u € es t un point al- 

gébrique de cp si cp(u) appartient à G ^ . Quand G  es t commutatif, les points 

algébriques de cp forment un Q-espac e vectoriel. 

Considérons le cas particulier où cp est un homomorphisme thêta ©  : CG - » A^ 

d'une variété abélienne A  . Soit En d A l'annea u des endomorphismes de A  ; 

alors End QA = Q ®̂  End A es t une Q-algèbr e semi-simple, appelée algèbre d'endo- 

morphismes de A  • Tout élément de End QA indui t par ©  u n endomorphisme de C G ; 

on obtient un plongement (cf. [Sh i 2] p. 126) : 

$ : End A  - » M  ( 0 ) o # v ' 

défini par 

©о Ф(Х) = X о Ф 

dont l'image est formée des éléments de M  (C) laissan t stable Q<g>Q où Q= ke r © . 
g Z 

Alors les points algébriques de @  formen t un module sur End QA . 
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d) Courbes elliptiques et extensions. 

Si Q es t un réseau de C , les conditions de Riemann (iii) consistent à écrire 

Q =  ZJO^ + ZLU^ = ( Z + ZT)OU^ , avec T  = u>2/Vj , IIII(T) > 0 . Un plongement analytique 

de C /Q dans P 2 ( C ) es t donné par P : C -> P 2 ( C ) , P(z) = (1 ,p(z),p'(z)) 

pour z ^Q et P(u) ) = (0,0,1) pou r to6 Q , où p es t la fonction elliptique de 

Weierstrass associée à Q . Elle vérifie une équation différentielle 

P ' 2 = 4  P 3 - g ? P - g , , 

avec 

g 2 = 6 0 s4(Q) , g 3 = 14 0 s6(Q) , 

et 

s (Q) = S  (JU""m pou r m  > 2  . 
006 Q,UD^ 0 

Une courbe elliptique est une variété abélienne de dimension 1  . Soit £  une 
courbe elliptique définie sur Q, . On peut plonger £  dan s P ^ de sorte que 

e c = ((t,x,y) £ P2 ( C ) ; y
2 t = 4x 5 - g2xt

2- g3t
3} , 

avec g 2 e t g^ algébriques , et si P es t la fonction elliptique de Weierstrass 

d'invariants g 2 , ĝ  , les homomorphisme s thêta sont les applications z  h> P(\z) , 

( x € C , 0 ) . Un tel homomorphisme thêta est normalisé si et seulement si x € Q . 

Compte tenu de la définition donnée plus haut dans le cas général, un nombre com-

plexe u  es t un point algébrique de P si u€Q o u p(u) € Q . En particulier les 

points de torsion de p , c'est-à-dire les points ra > , (r€ Q , u>€ Q) son t des 

points algébriques de P . 

Si £n d £ n'es t pas réduit à Z  on dit que P (o u £) admet la multiplication 

complexe ; alors £nd Q(£) = Q(T) es t un corps quadratique imaginaire appelé corps 

de multiplication complexe de £ . 

Pour l'étude des extensions d'une courbe elliptique (cf. § 3.2 .b), nous aurons 
à utiliser les fonctions zêta et sigma de "Weierstrass. La fonction sigma associée 

à Q  es t le produit canonique 

a(z) = z r i 0-£)«p(f + -4) ' 

sa dérivée logarithmique est la fonction zêta associée à Q 

r( \ o* (z) 1  , s - x f 1 1  z  \ 
S 7  OJ € Q,o)jfc 0 o ) 
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et la dérivée de -  Q es t la fonction elliptique p d e Weierstrass. 

Nous utiliserons la quasi-périodicit é de Ç  : pour u o = H-ni g ^ 

et T | = m1 T] 1 +m2 T]2 , (m1 ,m2 € Z, 7| =  2 Ç(UK/2)) , on a 

C(z + œ ) =  C(z) + T] . 

On en déduit 

a( 2 +  œ ) =  (-1) 1 2  1  2  .a(Z)exp(N(Z+f)) , 

donc o  es t une fonction thêta relative à Q  . 

e) Dimension algébrique. 

Soient G  u n groupe algébrique connexe défini sur C  , cp : CN - » GQ un homo-

morphisme analytique. La dimension algébrique de cp est par définition la dimen-

sion de l'adhérence de Zariski de cp(CN) . Si X  es t un plongement de G  dan s un 

espace projectif P  ,  et c p Q , . . •, cp de s fonctions entières sur & 1 , avec 

c p Q ^ 0 , telles que pour tout z € (f1 , (cp Q(z) cp (z)) soi t un système de 

coordonnées projectives de X  o cp , alors la dimension algébrique de cp est égale 

au degré de transcendance sur C  d u corps C( — ,..., —) . 

Si cp : C*1 -> Gç es t un sous-groupe (commutatif) à n paramètres de G  d e di-

mension algébrique n  , alors c p C C 1 1 ) es t un sous-groupe algébrique fermé de G ^ . 

En effet, quitte à remplacer G ^ pa r la clôture de Zariski de c p ( C n ) ,  on peut 

supposer que G  es t commutatif connexe de dimension n  . Alors cp = exp o X o ù £ 

est un isomorphisme de C 3 1 sur l'espace tangent, donc c p ( C n ) = GQ . 

Soient A  un e variété abélienne, B  u n groupe linéaire, cp^ : (f1 - » Aç e t 

c p ^ : (f1 B Q deu x homomorphismes analytiques de dimension algébrique d ^ e t d ^ 

respectivement. Alors la dimension algébrique de 1'homomorphisme 

С 1 1 -  А с X В с 

z -  (cp 1(z),92(z)) 

est égale à +  •  On le montre soit en utilisant le fait que toute application 

rationnelle B  - > A es t constante, soit à partir du corollaire 9 cL© [Br-K] . 

§ 1.^ - Exposant de Dirichlet généralisé, 

a) Introduction. 

Soient K  u n corps de caractéristique 0  , V u n K-espac e vectoriel de dimen-

28 



PRÉLIMINAIRES 

sion finie n  , et T u n sous-groupe de type fini de V , de rang H su r Z • On 

définit 

n(r,v) 

comme le plus petit des nombres 

rang zs V / , w ( r ) 4-rang z (rnw) 

dirn̂  V/W ~  n  - dirn̂  W 

quand ¥  parcour t les sous-espaces vectoriels de V distinct s de V et 8y/y 

est la surjection canonique V  -> V/W • 

On a toujours [i(r ,V)  ̂X/n . On dira que T est bien réparti dans Y  si 

H(r,V) = X/n . 

Ce coefficient |i(F ,V) jou e un rôle important dans plusieurs problèmes diophan-

tiens a plusieurs variables, Nous allons voir qu'il intervient dans le théorème de 

W.M. Schmidt généralisant aux approximations simultanées le théorème de Thue-Siegel-

Eoth. Nous le verrons apparaître aussi dans le lemme de Schwarz en plusieurs va-

riables (Chap. 7). 

Pour les applications que nous avons en vue, K  ser a R  o u C , Quand T est 

un sous-groupe de type fini de (f1 , on a 

uCr,^)2µ(r,R2n) 

Si r es t contenu dans la trace réelle i P d e 0 ° ,  alors 

uCr,^)µ(r,Hn) 

b) Généralités sur |i(F ,V) . 

Remarquons d'abord que si ,Y) ^ 0 , alors T  contien t n  élément s K-liné -

airement indépendants, et |i(F ,V)  ̂1 . 

Si l = n + 1 et r = ZYj +...+ z ï n +
 Z Y

n + i »
 a v e c Y 1 >•••> n̂ K-linéairemen t 

indépendants et Y n + 1 = ĉ  Y-| +•••+ °nY n » (
cj^ K) > alors T  es t bien réparti dans 

V s i et seulement si 1,c ^ c n son t ^-linéairement indépendants. 

Si F  ,  T son t deux sous-groupes de type fini de V , et V. = T. l e sous-es-
' 3 3 

paoe vectoriel engendré par T. , on vérifie facilement que 
3 

H(r +T ,  V +V ) = mi n [a (r V. ) . 
' ^  ^  j=1, 2 d J 

On en déduit que si F^ ,..<>, Fg son t des sous-groupes de type fini de V g 

respectivement, alors 0... © Fg es t bien réparti dans ©••• © Vg s i et seule-

ment si les deux propriétés suivantes sont satisfaites 
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i) pour tout j  = 1 s  , F . es t bien réparti dans Y. 

ii) l i ( r i ,  F.,) = ... = n( r B , r B ) . 

Le résultat suivant nous sera très utile. 

LEMME 1.3.1 - Soit F un sous-groupe de type fini de V  de rang JL sur Z  . Il  

existe un sous-groupe T F d e T qui est bien réparti dans le K -espace vectoriel 

r f qu'i l engendre et tel que 

H(nf F») è X/n . 

Démonstration du lemme 1.3.1 . 

Si T  es t bien réparti dans V  , on prend F ' = Y . Sinon, on démontre le résul-

tat avec l'inégalité stricte par récurrence sur n  . 

On peut supposer T  = V . Soit W  u n sous-espace de V  d e dimension p  < n te l 

que 

Y) = ^ r v 7  '  n- p 

iL—\ JL 
avec \ = rang„ Г П W , et — — < — , c'est-à-dire $> p < n \ . Z n -p n 

Si T O W est bien réparti dans W , o n a Г П W = W e t 

t l ( r n ï , W ) = J > ; . 

Sinon, on utilise l'hypothèse de récurrence : il existe un sous-groupe T ' de 

r fl W bie n réparti dans T ' te l que 

Г П >; . 

Nous aurons besoin également du résultat suivante 

LEMME 1.3.2 - Soit ¥  un sous-espace de V  de dimension p  < n tel que 

H(r,V) = 
r x '  n -p 

où X  = ranger П W) . On suppose X  > 0 . Alors 

(я(Г n W, W) s  p,(r,V ) . 

Démonstration du lemme 1.3.2 . 

Supposons u( r n W, ¥)< u(r,Y) 0 Soit W . u n sous-espace de W  d e dimension 

30 



PRÉLIMINAIRES 

p < p te l que 
1 X - X -

[i(T R W, ¥) = -
P—P-i 

où X 1 = rangz(T n W )̂ . Par hypothèse 

l ' h J &-X 
P - P 1

 < n -p 

donc 

n ~ P 1

 <  n -p 

ce qui contredit la définition de [i(r ,V) • 

c) Lien avec l'hypothèse d'un théorème de W0M. Schmidt. 

Soient K  u n corps de caractéristique nulle, n  u n entier positif, et T  u n 

sous-groupe de type fini de K 11 . Soit Y -j , . • •, Ŷ  un e base de F  su r Z  • No-

tons, pour 1   ̂j  ̂ i , 

J • 

La définition que nous avons donnée de ^(TjK 11) fai t intervenir les vecteurs co~ 

lonnes de la matrice 

/ Y1,1 Y i,1 \ 

V =  . - . . o 

\ Y1,n Y i f n / 

Nous allons donner une définition équivalente en terme des vecteurs lignes de cette 

matrice. Pour cela, on introduit les formes linéaires 

L s( X l X x) = E Y J > S X . ,  ( U B . n ) . 
3~ ' 

Considérons un sous-espace S  d e /  ,  rationnel sur Q  (c'est -à-dire défini par 

des équations linéaires à coefficients dans Q ) . Soient d  l a dimension de S 

sur K  , et r  l e rang sur K  d e la restriction à S  d e L ^ ..... L .  Nous dé-
1 n 

montrerons un peu plus loin le résultat suivant. 
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PROPOSITION 1.3- 3 - Le nombre [i(T,1^) est égal au minimum des nombres n-p 

quand S  parcourt les sous-espaces de rationnel s sur Q  pour lesquels r < n . 

Par conséquent T es t bien réparti dans s i et seulement si pour tout sous-

espace de /  rationne l sur Q  , le rang r  d e la restriction à S  d e ,. , . Ln 

vérifie 

_ n , 
r S Jd . 

Grâce à ce résultat, le théorème de W.Mo Schmidt [Se] (th. 7*E) s'énonce ainsi 

THEOREME 1.3<> 4 (W. Schmidt) - Soit T un sous-groupe de type fini de R N n QN  

de rang i > n sur Z  • Les deux conditions suivantes sont équivalentes 

a) T est bien réparti dans R N 

b) S i Y. J ,.. •, Ŷ  est une base de T sur Z  , alors pour tout e  > 0  il  

existe une constante c(e ) ne dépendant que de e  , n , Ŷ  Y ^ > telle que  

pour tout N   ̂1  on ait 

1 —• 
min{|Y| ; Y€ T N , 0 } Ë c(e ) N n  ~ e , 

où 

r N = {hl Y l +...+ h^ ;  (̂  h^) €  ̂,  |h3|  ̂N, (1* . 

Nous reviendrons sur cette question quand nous aurons introduit la notion de coef-

ficient de densité. 

Démonstration de la proposition 1.3*3 . 

Nous démontrons la proposition 1.3- 3 ©n deux temps. L'inégalité 

H-OT.K11) < min n-p 

résulte du lemme suivant. 

LEMME 1.3. 5 - Soient d  un entier, 1   ̂d  ̂ i ,  S  un sous-espace de ration -

nel sur Q  de dimension d  , _et r  le rang de la restriction de L ^ ,..., L̂  

a S  . Il existe un sous-espace W  d e K 11 , de dimension r  , tel que 

rang„(r fl ï) Ê d , 

Démonstration du lemme 1.3.16 . 

Sur S  o n a n  - r relation s indépendantes 

n 
S u  ,  L =  0  (l^k^n-r ) , 
s=1 S , i C S 
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avec u  6 K . La matrice ( u ,  ) ayan t pour rang n  - r , l'application K-li -
S «J£ S  , K. 

néaire p  défini e par-
n 

p(x x  ) = (S % ) k

x

s ) 

s=1 1^k^n- r 
a pour noyau un sous-espace W  d e ,  de dimension r  , et pour Ç^) ^ S 

on a 

E p ( Y . ) ç . = o , 

d'où 

rangz р(Г) ̂  Л - d . 

Pour établir l'inégalité 

[ДГ,!^) è min , 

on démontre le lemme suivant 

LEMME 1.5«6 - Soient W  un sous-espace de K 11 d e dimension p  , et X = rang (mw) . 
Il existe un sous-espace S  d e K^ , rationnel sur Q  , de dimension \  , tel que  

le rang r  de la restriction à S  d e ,  ..., vérifie 

r = £ p  . r<p 

Démonstration du lemme 1.3«6. 

Soit s  : K11 - » K^/W l a surjection canonique. Comme s(T ) es t de rang &  - \ 

sur Z  , il existe X  relation s indépendantes 

i 
В a S (Y.) = О , (1*¡ tsj X ) , 
j=1 ^  J 

avec a  . 6 Z . Soit S  l e sous-espace de K  engendr é par les X  élément s 
t > J 

(at -, a t ,  (1 =E t=E \) . 

Ecrivons, pour X  = (x^ X  ) € K21 , 

n-p n 
s(x) = £  S  u X  e 

k=1 s=1 B , K : S  * 

où e 1 , e est une base de K̂ / W su r К , et u  ,  € К • Alors sur S 
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on a 

n 
^ us k Ls = 0 '  (l^k^n -p) 
s=1 S , k S 

ce qui démontre l'inégalité r   ̂p . 

La proposition 1•3• 3 résult e immédiatement des lemmes 1.3• 5 et 1.3•6 • 

d) Sous-groupes de R n

 0 

Soient r  = ZY-j+...+ Zŷ  un sous-groupe de type fini de R n d e rang i su r Z, 

et H  u n nombre réel. Nous dirons que T  a  un coefficient de densité ^  H dans 

R n s'i l existe deux nombres réels positifs c ^ , ĉ  n e dépendan t qu e de 

n , e t H  ayan t la propriété suivante : pour tout N   ̂1 e t tout 

Ç€R n ave c \ç\ ^  N  , il existe un élément Y  d e l'ensemble 

rN = { h i Y1 +'"- + h y i ; ( h1 V 6 ^ ' l h j l " ^ 

tel que 

l e - v | s O 2H
1-* . 

Il est clair que, si cette propriété est vérifiée pour une base Y- j >•••> Ŷ  

de* T su r Z  , alors elle est vérifiée pour toute base. L'autre part si T  con -

tient n  élément s R- linéairement indépendants, il suffit de vérifier la propriété 

pour les R n ave c \ç\ ^  1 . 

LEMME 1.3«7 - Si T  a un coefficient de densité ^  k , alors 

H < u(r,Rn) . 

Démonstration du lemme 1.3•7• 

Si p  : B?1 -* Rn" p es t une application surjective, alors p(T ) a  un coefficient 

de densité è  k relativemen t à .  Il suffit donc que l'on démontre l'inéga-

lité k  ̂ i/n ave c l = ranger . Nous aurons besoin d'un résultat plus précis. 

LEMME 1.3.8 - Soit T  un sous-groupe de R n d e rang l sur Z  , ayant un coef- 

ficient de densité ^  H . Soit Y ^ Y ^ une base de T  sur Z  . Soit T ) un 

nombre réel, 0  < T| < 1 • Il existe des nombres réels positifs c ^ , ĉ  , c,_ , ne  

dépendant que de n  , k , Y-j , •.., Ŷ  .e t T] , avec la propriété suivante. 

Soit N  un entier, N   ̂ĉ  . Soit 

T N = {11^+... + ;  (h.. h^)€Z £ , |hj ^ N, 1*B**} , 
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et soit S- , un sous-ensemble de Г̂ . , avec 
Card SN  ̂7] Card . 

Alors il existe un sous-ensemble d e tel que 

Card ^  c4 N^
1 

et 

min { |a -a' | ; a<E EH , a' 6 ,  a / a'} S с $ N
1 " n . 

Démonstration du lemme 1 •3•8• 

Soient c-| > c 2 ^ e s n o m^ r e s introduit s dans la définition du coefficient de den-

sité ; c ^ C^ Q désigneront des nombres réels positifs ne dépendant que de 

n , K , Y1 • 

a) Soit M  l e nombre de points de dan s la boule euclidienne \ç \  ̂2ĉ  . 

Montrons que M   ̂c^ m .  Pour cela on décompose le cube [ - ĉ  N , ĉ  N ] N en 

cubes, avec c ^ = ĉ  n e t =  [c^ l/1] . Soit ç u n des centres d'un de ces 

petits cubes. Il existe y (z te l que 

| C - Y C ! - c2 N
1"- . 

Soient Y ° , l es élément s de vérifian t S 2 o 2 S
1 " K , Alors 

IC-Y -Yg | S 3 c2 H
1 "K ,  (1 S B S M) . 

Si 

3 c2 N <  c3  ̂, 

ce qui est vérifié dès que ° y < ^  ̂>  le s points Y ^ - Y S , (1 ^ s  ̂M , Q cen-

tre d'un des petits cubes) sont deux à deux distincts. Or ils appartiennent à # 

D'où 

L n M s (6 N + 1)* , 

ce qui donne la majoration de M  annoncé e (et en particulier к ̂  ^/n) • 

Ъ) Dans une boule de rayon c ^  ̂"  K ,  il y a au plus M  point s de . 

En effet, si Y-, , . . . , Y-^ } sont des éléments de dan s une même boule de 

rayon c ^ N ,  alors Y . . - Y-, , 0 = j  ̂h) son t des éléments de dan s la 

boule \ç\ s 2cp N
1 " H . 
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a 
c) Soit C Q = Y) |Y |  • On décompose le cube [ - C Q N, CQ N ] e n cubes , 

s=1 

avec L 9 = [cQ Nj ,  et c Q > — Jn ,  de telle manière que chacun des petits cubes 

2 1 - K 

soit contenu dans une boule de rayon c ^ N (don c contienne au plus M  point s 
de r.T) . Comme S. _ est contenu dans le cube |~ - cn N, cn Nln, le nombre de ces N' N  8 8 
petits cubes qui contiennent au moins un élément de S ^ es t supérieur ou égal à 

Icard ^ S T , o ^B» 1 . 

Pour chacun de ces petits cubes on choisit un point a  d e ,  et l'ensemble 

de ces points a  vérifi e les propriétés requises. 

REMARQUE 1.3*9 - Le lemme 1.3.7 exprime que le nombre [i(r,RN) - 1 jou e le rôle 

de l'exposant de Dirichlet pour la recherche d'un coefficient de densité. (*) 

Quand on étudie la suite 

min{|y| , Y€T Y  7̂  0} , N Ê 1 , 

le rôle de l'exposant de Dirichlet est joué par le nombre 

max — - 1 = max — - 1 
r p 

(avec les notations par exemple du § 1.3.c ci-dessus). Dans le cas particulier 

r = ZŶ  + ...+ ZYn+2 » avec Y -j ••••• Yn E -linéairement indépendants et 

Yn+1 =  X 1 Y 1 + - "+ XnY n '  Yn+ 2 = rY1 ' 

1.x.j x n étan t Q-linéairemen t indépendants et y  irrationnel, on a 

uĈ R11) = 1 + ~r ,  ma x - = 2 ' 7  n -1 7 p 

Il existe évidemment des groupes T  pou r lesquels l'inégalité du lemme 1.3«7 

n'est pas la meilleure possible (par exemple, pour n = 1 , T = Z + Z t o ù t  es t 

un nombre de Liouville). Le théorème 1.3*4 de W.M. Schmidt va nous permettre de 

montrer que cette inégalité est la meilleure possible quand r  c Q  H 

THEOREME 1.3.10 - Si T  est un sous-groupe de R*1 fï QR de type fini sur Z  , poui  

tout e  > 0 r  a un coefficient de densité s  ^(T.B?1) - e.. 

Démonstration du théorème 1,3.10. 

Dans le cas où T es t bien réparti dans ,  le résultat découle du théorème 

1-^.A et du lemme de transfert suivant fCa l (Chat>.V. th.II. VI. Vil). 
(*) On notera aussi que T  es t dense dans 5 " s i et seulement si |Jt( r , BP) > 1. 
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LEMME 1.3.11 - Soit T  = ZY-j +•..+ ZŶ  un sous-groupe de R n de rang i .  Les con-

ditions suivantes sont équivalentes. • 

(i) Pour tout e  > 0 , T  a un coefficient de densité ^  (̂ /n) - e • 

(ii) Pour tout e  > 0 , il existe c  = c(e) > 0 tel que 

min{|Y| ; Y 6 FN ,  Y  ̂0} ~ c(e) N n "e . 

Le théorème 1.3.10 étant ainsi démontré dans le cas où F  es t bien réparti dans 

, nous allons le démontrer dans le cas contraire par récurrence sur n . Soit W 

un sous-espace de H11 de dimension p  < n ave c 

и(г,вР) = è ? . * = ransz г n w • 

Soit n = M<(r ,R ) - e • Comme l'image s(r ) de F  dan s R  /W es t bien répartie 

dans R N/W , et que 

n ( s ( r ) , H7W) = n(r,^) , 
s(F) a  un coefficient de densité ^  K dan s K /W • De plus l1 hypothèse de récur-

rence et le lemme 1.3«2 montrent que F  D W a  un coefficient de densité ^  K 

dans W  . 

Soit alors £€R n ,  \ç\ ^  c^ N . Il existe Y 1 £ te l que 

I 8(C) - s(Vl= °12 • 

On en déduit Q^<z W , |ç2|  ̂ ĉ  N , avec 

ic - Y1 - C2I S  C I 4 N 1 "K • 

Maintenant il existe Yg é '  tel <ÎUe 

k 2 -  Y2I = o15 N 1 "H , 
d'où d'où 

к -Y1 -Y2| Ш о1б N1"" . 

On connaît d1 autres exemples de sous-groupes de ayan t un coefficient de den-

sité maximal ; c'est le cas pour Y = ZŶ  +...+ ZYn+1 quan d Y. . = e J , 0  Q 

O^J^n+1) grâc e à un résultat de Baker [B ] (Théorème 10.1). D'autr e part on a 

la proposition suivante, qui résulte du lemme 1.3.11 combiné à un théorème de 

Khintchine (cf. fLul). 
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PROPOSITION 1.3.1 2 - Soient X e t n  deux entiers, i è n . Pour presque tout 
i-n 

(Ŷ  »•••> Y^)€R ( au sens de la mesure de Lebesgue), le sous-groupe 

T = ZY1 + ...+ ZŶ  

de E T a  un coefficient de densité ^  — - e pou r tout e  > 0 . 

n - c 

e) Hypersurfaces algébriques de 

Soient S  u n sous-ensemble fini non vide de ,  et t  u n entier positif. On 

note ua^.(s) l e plus petit des degrés des hypersurfaces algébriques ayant en chaque 

point de S  un e singularité d'ordre ^  t : 

u) t(s) = min{deg P ; P<E C[z1 z n], P̂  0, D
TP(o ) = 0 pou r 

tout a € S e t T € N11, |  T| < t} . 

Ces nombres sont utiles dans l'étude du lemme de Schwarz à plusieurs variables 

([Wa3] II> § 5  9 cf. Chap, 7 ) > e t c'est un problème important et difficile de les 

minorer, La majoration est facile. 

LEMME 1.3.1 3 - On a 
u)t(S) =s (t+n-l)(Card S ) 1 / n - (n-1) . 

Démonstration du lemme 1.3.13 » 

Le système d'équations linéaires homogènes 

D TP (o) = 0 (a € S, TG H 11, |  T| < t) 

dont les inconnues sont les coefficients de P  adme t une solution non triviale 

pour laquelle de g P  ̂ A dè s que 

{ a : n ) > ( t + * . - 1 ) ° —• 

Soit A l a partie entière de (t+n-l)(Car d S ) ^ n -  (n-1 ) . Alors, pour 1   ̂k  ̂n , 

on a A + k > (t+k-l)(Card S ) ^ n .  Donc u )^(s) ^  A . D'où le lemme. 

Nous démontrerons au § 7* 5 les inégalités 

i LU^S) ^ -1 œt ( s ) ^ ^(S) . 

(La deuxième inégalité est triviale, alors que la démonstration de la première néces-

site -jusqu'à présent- de l'analyse complexe.) 

Considérons de nouveau un sous-Z-module de type fini r  = ZŶ  +...+ ZY^ de C n , 
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de rang l su r Z  . Pour N   ̂1  , notons comme d'habitude 

r N =  {h1Y 1 +...+ h^Y^ ;  Ox, h x)£ 2̂  , |  h_. | ^ N} • 

LEMME 1.3.1 4 - Il existe une constante c ^ > 0  ne dépendant que de n,Y ^ Y ^ , 

telle que pour tout t  e t N  entiers positifs on ait 

« t ( r H > S o  «tnµ(rH>. 

Démonstration du lemme 1.3.14 » 

Le lemme 1.3»1 3 donne immédiatement 

w t ( V s  c1 8tNµ(« t(r H>) 

et on applique ce résultat à l'image de T  dan s C /W , où W  es t un sous-espace 

de G 31 d e dimension p < n te l que 

liCr.C11) = ,  X  = rangz r n W . 

Il serait intéressant de savoir si l'inégalité du lemme 1.3.1 4 est toujours la 
meilleure possible, autrement dit de savoir si 

œ1 (rN) c 1 $(e ) j N ^ r , C n ) " e pou r tout e > 0 . (* ) 

Cette inégalité est vraie quand F  c Q H Rn c'es t une conséquence de l'énoncé 

suivant, que l'on déduit du théorème de Moreau [Mo ] (cf. § 7. 3 ci-dessous). 

Soient E  u n sous-R-espac e vectoriel d e Cn  contenan t n  élément s C-linéaire -

ment indépendants, et T  u n sous-groupe de type fini de E  , ayant un coefficient 

de densité ^  K dan s E  . Alors 

œ 1 ( l V â °2 0 # ' 

où C^ Q ne dépend que de n  , E e t Y ^ Y ^ . 

Si E  = d1 ,  un résultat de Masser [ M 1 ] (Appendice 2 ) entraîne 

W «t(rH>~ °2 1 * 

Nous reviendrons sur ces résultats au chapitre 7« 

(*) cf § 7.6 . 
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MATRICES ET NOMBRES TRANSCENDANTS 

Le but de ce chapitre est de développer les résultats sur les groupes algébriques 

linéaires dont nous aurons besoin dans la suite . 

Soit cp : C31 GL m(c) u n homomorphisme analytique ; nous étudions les points 

Y € C11 (ou y  € QN) pou r lesquels cp (y) € GLm (Q) Pour n  = 1 , puis pour 

n  ̂2 , nous commençons par étudier le cas où cp est normalisé. Si l'on suppose 

Y € QN , il suffit d'une hypothèse sur l'irrationalité de cp, sinon il faut faire 

intervenir la dimension algébrique de cp . 

Nous montrons que cette étude se ramène à celle de la fonction exponentielle 

usuelle, et donc aux énoncés classiques de transcendance du § 1.1. C'est facile 

pour les sous-groupes à 1 paramètre ; c'est plus intéressant dans le cas de plu-

sieurs variables, puisque les arguments d'algèbre linéaire qui interviennent 

nous seront utiles au chapitre 6  dans le cas d'un groupe algébrique (commutatif 
c onnexe) quelc onque. 

Enfin nous verrons que l'étude des points de C 11 o ù un homomorphisme analytique 

cp : çf1 - > G Lm (c) pren d des valeurs algébriques est liée au problème consistant 

à montrer que, sous des hypothèses naturelles, un déterminant dont les coefficients 

sont des logarithmes de nombres algébriques ne s'annule pas. 

§ 2.1 - Généralités. 

a) Sous-groupes à 1 paramètre de G  L̂  (c). 

Soit cp : C ~* GLffi (C) u n sous-groupe à 1 paramètre, c'est-à-dire un homomor-

phisme analytique z  ex p (Mz) don t la dérivée à l'origine M =cp ' (o) € M̂  (c) 

n'est -oas nulle. 

Si la matrice M  es t nilpotente, alors 

<p(z) = E  z

h 

finie 

est une fonction rationnelle, chacune des cordonnées cp d e cp étant un poly-
1> J 

nome. Dans le cas général, si X  X  son t les valeurs propres distinctes de M, 
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alors chaque cp . . es t un polynôme exponentiel 

r À . z 
B P k(z)e

 k . 
k =1 * 

Notons que si X  es t une valeur propre de M , e t t  € C, alor s e ^ es t une 

valeur propre de la matrice cp( t) 

b) Homomorphisme s analytiques de C* 1 dan s GL m(c) . 

Un homomorphisme analytique de C 31 dan s GL m(c) n'es t autre qu'une application 

n 

(z z  ) H. exp ( E M  z  ) 
j=1 

où les matrices ,  . •., commuten t deux-à-deux. 

Un exemple de sous-groupe commutatif à 2 paramètres de GL ^ (c) d e dimension 

algébrique 3  est y• v 

(2.1.1) ( z , z ) z  +z z  +z 

0 2  z  2  I 

\ 0 0  2 Z 1 + Z 2 / 
avec 

/ log 2 1  0  \  /  log 2 0  1  \ 
M 1 = 0  log 2 1  ,  M 2 = ( 0  log 2 0  J 

' 0  0  log 2 /  1 0  0  log 2 J 

Un exemple de sous-groupe commutatif à 2 paramètres de GL ^ (c) d e dimension algé-

brique 3  est 

/ z 1 
(2.1.2) çp(z 1 ,  z 2 ) =  0  3  0 

\ 0 0  2 ' 1 / 

avec 

.log 2 0 ° \ /  °  °  1 \ 

M 1 = 0  log 3 0  ,  M 2 =  0  0  0 

0 0  log 2 y \ 0  0  0  / 

Dans chacun de ces deux exemples on peut trouver un sous-groupe F  d e Q  don t 

l'image par cp soit algébrique, et qui ne soit pas de rang fini : 
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Г= { (а , г-а) ; а € Q , гб Q} 
dans le premier cas, et r= Q X Q dan s le deuxième. 

D'autre part si p P m < _ - , son t des nombres premiers deux-à-deux distincts, 

(2.1.3) (z 1 , zg) diag( e ,  e ,..., e ) 

est un sous-groupe commutatif normalisé à 2 paramètres de GL ^ (c) , de dimension 

algébrique m  , qu i prend des valeurs dans GL ^ (Q) aux points (loge* , 0 ) , a 

algébrique ^  0 . 

§2.2- Sous-groupes à un paramètre normalisés. 

Etant donné un homomorphisme analytique c p de C  dan s GL M (c) , on se propose 

d'étudier les u  € C tel s que <p(u ) € GLM(Q). Nous commençons par le cas où cp est 

normalisé : <P ! (O) € Mffi (Q) . 

THEOREME 2.2.1 - Soit c p : C - + GLm(c) un sous-groupe à un paramètre tel que 

cp'(o) € M

m(§)' S'il existe u  € C , u  ̂0 tel que cp(u ) € GLM (Q) , alors, la dimen- 

sion algébrique de c p est égale à 1 . 

COROLLAIRE 2.2.2 - Avec les notations du théorème 2.2.1 , _si c p n'est pas rationnel, 
alors u  est transcendant. 

Démonstration du Corollaire 2.2.2. 

On applique le théorème 2.2.1 au sous-groupe à 1 paramètre i| r : C G L

m + 2 ( ^ 0 

défini par 

tjf (z) = exp ( IO 1 0...0V ^ 

li s - W 1 
Si u  était algébrique, avec cp(u ) 6 GLm (Q) , o n aurait \|f(u) € GL 1 (Q), et i|r 

serait de dimension 1, donc c p serait une fonction rationnelle 

Le corollaire 2.2.2. contient le théorème de Hermite-Lindemann 1.1.2 correspondant 

à m  = 1, cp(z) = eZ, et le théorème 2.2.1 contient le théorème de Gel'fond-Schneider 

1.1.3 avec m  = 2 e t 

(l ° ъ . ) = e x * { ( ¡ > ъ ° ) 2 } ' u = l o g a 
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Inversement, nous allons déduire le théorème 2.2 ."I des théorèmes de Hermite-

Lindemann et Gel'fond-Schneider» 

LEMHE 2.2.3 - Soit c p : C -> GLm (c) un sous--groupe à 1 -paramètre de dimension algér -
brique d , et soit 6 le rang du sous - Z - module de C  engendré par les valeurs  

propres X̂ ,... , X̂  d e cp '(o). Soit 0 un sous-corps algébriquement clos de C 

contenant les coefficients de la matrice cp '(o). 

a) Si Ф!(0) est diagonalisable, on a 

ü[{cp. . ( z ) } _ . _ ] = Ü [ e ^2 ]  , 

donc d  = б . 
b) Si Ф ' ( о ) n'est pas diagonalisable, on a 

ß [ {<Plf3 (z) }-1^±> j^m^
= °  ^z ' e e  Ш ^  ' 

donc d  = б + 1 . 

Démonstration du lemme 2.2.3« 

Si i|r(z ) = P. cp(z) P ave c P  € G (O) , alors 

0 t { * i , J } 1 e i . J * « ] - 0 [ { * i . J } 1 « i , J É » ] 

Comme i|r(z) = exp (P cp'(o) P~ z ) , o n en déduit a). 

Pour b), on est ramené au cas 

(M 1 0  ... 0 \ 

0 Mg.. . 0 

o o . . . M r y 

avec r < m e t 

/ X. 1  0  .. . 0  0  \ 

/ 0 X . 1  . . . о 0 

3 
K i = 

\ 0  0  0 .. . X  1 

\ 0 0 0 . . . 0 X . / 
3 1 
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et alors 

/ < • i • • • \ 

/ 0 1  z  .  . .  \  X. z 
exp (M.z ) = .  e J 

\ 0  0  0  .  .  1  / 

ce qui démontre le lemme 2.2.3« 

Démonstration du théorème 2.2.1. 

Si c p est une fonction rationnelle sa dimension algébrique est 1 . Sinon cp '(o) 

admet une valeur propre non nulle, et le lemme 2.2.3b) join t au théorème de 

Hermite-Lindemann montre que cp '(o) es t diagonalisable. Alors le théorème de 

Gel'fond-Schneider, grâce au lemme 2.2.3 a), montre que deux valeurs propres de 
cp'(o) son t Q  - linéairement dépendantes, c'est-à-dire 6 = 1 , donc d  = 1 . 

Les seuls homomorphismes irrationnels c p vérifiant les hypothèses du théorème 

2.2.1 sont donc, après un changement de base à coefficients algébriques, de la 

forme 

/ V z \ 
/ e 0  . . . 0 

b9Xz 
0 e  . . . 0 

cp(z ) = 

\ b  Xz / 
U 0  .  . .  e m J 

avec X  € Q , X  ̂0, et b^,... , bm entier s rationnels non tous nuls. Les u € C 

tels que cp(u ) € GLM(Q) son t alors les nombres de la forme u  =  ̂log a, 

oi € Q, a ^ 0  . 

§ 2.3 - Sous-groupes à un paramètre sans normalisation 

Nous considérons maintenant un sous-groupe à un paramètre c p : C GL m ( c ) pou r 

lequel nous ne faisons plus d'hypothèse algébrique sur cp '(o). 

a) Points algébriques du graphe. 

Il peut exister un nombre algébrique Y / 0 te l que cp(y ) € GL (Q) , sans que 

cp soit rationnel (par exemple m  = 1 , cp(z) = 2Z , y € Q) . Dans ce cas les seuls 

nombres algébriques possédant cette propriété sont de la forme ^  y ,  ̂€  Q. 

THEOfflME 2.3.1 - Soit c p : C G L m ( c ) un sous-groupe à un paramètre non rationnel* 

Si y ^ , Y2 son t deux nombres algébriques tels que cp(ŷ ) € GL^(Q) et_ 
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q^Yg) € GLm(Q), alors y^ , y^ sont Qt- linéairement dépendants. 

Démonstration du théorème 2.3•1 • 

Soit X une valeur propre non nulle de cp '(o). Alors e ^ es t une valeur 

propre de cp( Y  ̂) » (j = 1 , 2), don c le théorème 2.3 • 1 est "une nouvelle formulation 
du théorème de Gel 'fond-Schneider 

b) Indépendance linéaire de points algébriques. 

Soit c p : C ~* GLm(c) u n sous-groupe à un paramètre non rationnel. Soien 

u^,..., û  des nombres complexes Q-linéairemen t indépendants tels que 

cp(u..) €GLM(Q) , ( 1 ÉjÉ X ). 

Alors u^ , ..., û  sont Q-linéairemen t indépendants. 

Cet énoncé est une conséquence immédiate du théorème 1.1. 9 de Baker. 

c) Dimension algébrique. 

Soient u^ , ..., û  des nombres complexes Q  - linéairement indépendants tels que 

cp(u ) € GLm(Q) , (1 S j g / ), 

Si on veut majorer X , on doit supposer que la dimension algébrique de cp es t 

supérieure ou égale à 2 (cf. §2.2). On conjecture alors que X  =î 1, mai s on ne 

connait que le résultat suivant. 

THEOREME 2.3.2 - Soit c p : C -> GLm (C) un homomorphisme analytique de dimension  

algébrique d , et soit T un sous-groupe de C de rang X sur Z tel que 

cp(r) cz GLm ( Q ). Alors d   ̂2 => Jl ̂  2 et d  ̂3 => X  ̂1 . 

Démonstration du théorème 2.3.2. 

Soient X X  de s valeurs propres Q - linéairement indépendantes de cp'(o). 
• 0 

Alors 

X.Y 
e 1 €  Q pou r 1   ̂i  ̂6 , Y € T , 

et le corollaire 1.1.7 donne la majoration X  6  ̂X + 6. Si d= 6, c'est le résultat 

désiré. D'après le lemme 2.2.3 il ne reste à étudier que le cas où cp'(o) n'es t 

pas diagonal i sable. Nous allons montrer dans ce cas d   ̂2 => X  ̂1 comm e consé-

nuence du théorème dp Gel ' f onrl-Snhnei rler. 

Soit f l'une des coordonnées cp . . de cp : 
1 > J 

m v  X  z 
f(z) = T) T) a  Z*" 1 e  S . 

s=1 k=l S ' K 
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Soit u  € T te l que ( X - )̂ , U ^  2iit Z pour X g ^ X̂  (u n tel u  existe dès que 

t =^ 2). Comm e f(hu ) € Q pour h  6 ' Z , o n a 

m v V 1 V 1 ^
 u >, 

E E  (a v u  )  h*"1 (e S ) n € Q pou r tout h € Z , 
s=1 k =1 S ' 

d'où l'on déduit par un calcul de déterminant [W a 2J (p.175) 

a g k u
k~ 1 € Q , ( 1 é S é m, 1  2S k g V ) 

donc 
X.z X  z 

f(z) € 5 [ * ,  e 1 e  m ] , 

ce qui montre que le corps 

z N z ^m Z 

Q( ^ , e ,... , e m ) 

est une extension algébrique finie du corps 

cp=\|fo£ l £ 1 . 

Si S* =: 2, soi t u 1 € r ave c u,u ' Q - linéairement indépendants. Alors 

X u X  u1 

u'/u€ Q , e S ^  § e"t e  ^  Q pour 1  $ s $ m, e t on déduit du théorème de 

Gel'fond-Schneider X g = 0 , (l$s^m), d'o ù d  = 1 . 

Cette démonstration montre que le problème des quatre exponentielles (cf. §1.1) 

s'énonce, avec les notations du théorème 2.3*2, 

d  ̂2 = > l £ 1 . 

§ 2.4 - Sous-groupes commutatifs à plusieurs paramètres normalisés. 

Quand on étudie les homomorphismes analytiques 

cp : C11 G L (C ) m 

n 
z *-> exp( Z ) M z ) 

0=1 J J 

normalisés : 1YL € M m ( Q ) , (1 ^j=i n) , o n se ramène au cas de sous-groupes commu-

tatifs a n paramètre s de la manière suivante : si, disons, ,..,. , son t 

Q - linéairement indépendants, et 

M =  S  P . M  ,  ( I g ^ n ) , 
0 s= 1 J» s s 

alors cp=\|fo £ o ù £  : C11 -»C V es t l'application linéaire définie par 
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í ( V . . . , » n) = (S P j f B * j ) 1 É e e v 

0 ' 

et i| f est un sous-groupe à v  paramètre s de GL^ (c) : 

v 
K t r . . . , t v ) = ex p ( S M S tg ) . 

D'autre part, si c p est normalisé, et si y  € Q , Y  ̂0 , le sous-groupe à 1 

paramètre z  c p (Yz) es t rationnel si et seulement si cp(Y ) € GLm(Q) 

(cf. 2.2.2) . Gomme l'ensemble {v € C11 ; cp(vz) est une fonction rationnelle de 

z } est un sous-espace vectoriel de C* 1 , et que pour v  € Qn dan s ce sous-espace 

les coordonnées cp . . (vz) sont des polynômes en z  ( à coefficients algébriques 

puisque IV L € M^(Q), autremen t dit cp(vz ) est rationnelle sur Q) , il est naturel 

de se placer sur un supplémentaire de ce sous-espace, autrement dit de supposer que 

pour tout v  € C11 , v  ̂0, l e sous-groupe à 1 paramètre z++ cp (vz) n'es t pas 
rationnel. 

a) Transcendance des coordonnées de points algébriques. 

Un point u  € &1 est un point algébrique de c p si cp(u ) € GLM(Q). Nou s montrons 

que les coordonnées d'un tel point sont nulles ou transcendantes. Un exemple typique 

est le suivant : 

cp(z , zj = z г * I 
avec 

u = (log 2 , 0) 

ou bien 

u = (log 2 - л/2 log 3 , log?). 

THÉORÈME 2.4.1. - Soit c p : (f1 - * GLm (c) un sous-groupe commutât if a n  paramètres  

tel que, pour tout v  € ,  v 7^ 0, le sous-groupe à 1  paramètre z  V—* çp(vz) 

ne soit pas rationnel. On suppose c p normalisé a u sens où 

M. : 
д 

ò 
òz. 

3 

ф(0) € MM(Q) , (1S j S n ) . 

Ŝi i i € CT est tel que cp(u ) € GLm(Q), alors toute combinaison linéaire à coeffi- 

cients algébriques des coordonnées de u  est nulle ou transcendante» 
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Démonstration du théorème 2 .4 -1 

Comme les matrices M. commuten t deux à deux, il existe P  € GL (Q ) telle que 

- *  \ 
P M P  =  '  . ,  (1 £ j*n) 

\ 0  '  « X. / 

- i P- 1

Comme cp(u ) € GLM(Q) , pou r 1  =? s =i m i l existe un nombre algébrique non nul 

OL e t une détermination de son logarithme tels que, si u  = (u^,..., u )̂ , 

n 
E X  u  =  loge* (1 é s  ̂m) 
3=1 J , S 3  S 

L'hypothèse sur l'irrationalité de c p signifie que la matrice 

• -  -r A a pou r rang n  . Il existe don c des nombres algébriques 

P . ,  j  =in , 1 s  =?m ) tels que 
0 » s 

m 
= E P. lo g a , ( 1 3S j n) . 

0 s = 1 3 , S 3 

Le théorème 2 .4 -1 es t donc une conséquence du théorème 1 .1 .9 de Baker. 

b) Indépendance linéaire de points algébriques. 

On note e^ , ..., e^ l a base canonique de 

THEOREME 2 . 4 . 2 - Soit c p : C*1 -+ GL (c ) un sous-groupe commutatif à n  paramètres  

avec cp (o) € Mm(Q), tel que, pour tou t v  € C*1, v / O, le sous-groupe à un 

paramètre z  cp(vz ) soit irrationnel. 

Soient u^ , ..., u^ des éléments Q  - linéairement indépendant s de (f1 tel s que 

cp(u ) 6 GL (Q), (I ^ s S î X ) . Alors e 1,..., e , u1, ..., u- sont Q , - linéairement s m  — — — i  n i 
indépendants. 

Le cas m  = n =1 , cp(z) = eZ es t le théorème 1 .1 .9 - d e Baker. Le cas général 

va s'en déduire, grâce aux lemmes suivants. 

LEMME 2 . 4 . 3 . -  Soient B, , ..., B, € M (c) des matrices commutant deux à deux, — — — — i  « & m 

telles que ex p (B ) G GL (Q) , (l^s^X). S'il existe des nombres algébriques 
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p^,..., ,  non tous nuls, tels que 

P l B l +...+ P x B, 6 M M ( Q ) , 

alors il existe des entiers rationnels ,... , b̂  , non tous nuls, tels que la 

matrice ^  B ^ +...+ b^ B̂  soi t nilpotente. 

Démonstration du lemme 2 . 4 . 3 » 

On peut évidemment supposer p  =  1 

On démontre le lemme par récurrence sur X . Pou r l =  1, le lemme signifie que 

si B  € MM(Q) vérifi e exp(B ) € G L M ( Q ) , alor s B  es t nilpotente. C'est le 

théorème de Hermite-Lindemann sous la forme 2 . 2 . 2 . 

Supposons le résultat démontré pour X - 1 .Si l'une des matrices ,  ..., B ^ 

est nilpotente, le résultat est banal. Sinon il existe des valeurs propres 

X^ simultanée s de B^ , •. •, B^ e t non toutes nulles. Alors 

P-j ̂-] + ,* , + ^? tX e s * m i e v a l e u r propr e de P ^ B ^ + ...+ B ^ , don c 

P i x i + — + P x \ e c . 

e €  Q 
X 

Comme e  ê  Q , ( 1 ^ s ^ X ), e t comme p  =  1 , o n déduit du théorème de Baker sous 

la forme 2 . 4 . 4 l'existence d'entiers rationnels b^,... , b^ , no n tous nuls, tels 

que 

Disons par exemple b ^  ̂0. Alor s 

b, S  P . B. = D  P  (b , B -  b B - ) appartien t à M  (  Q), 
X j =1 J 3  j =1 J * J 0 

et comme 

exp (bx B. - b. . Bx) € G Lm (Q), 

on peut appliquer l'hypothèse de récurrence. 

Nous avons utilisé le théorème 1.1.9 de Baker sous la forme suivante 

LEMME 2 . 4 . 4 . -  Soient P . .  , ( 1 £i^h, 1 £ j^k) des nombres algébriques, et 

Œ ,  a des nombres algébriques non nuls. Pour 1 ^ j ^ k , soit loge* . une 

| K  j 
détermination non nulle du logarithme de &. . On suppose 
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k 
E P. •  loge*. = 0 , (1 §5 i s: h) 

3=1 X ' J J 

Alors il existe des entiers rationnels ,... , b̂  , non tous nuls, tels que 

k 
E P , .  b =  0 , (1 * i É h) . 

3=1 1 , J J 

En vue d'une application au chapitre 6 (cf. 6 . 3 . 3 ) , nou s déduisons cet énoncé 

du théorème 1 .1 .9 à l'aide du lemme suivant. 

LEMME 2 . 4 . 5 . - Soient D  un corps commutatif ou gauche, A ^ e t A ^ deux sous- 

anneaux de D , avec A ^ a Â  , et L  un sous-ensembl e d'un A. ^ module qui est 

un A 1 - module libre de rang fini tel que toute famille d'éléments de L  libre  

sur A ^ soit aussi libre sur .  Soient X̂ ,... , Xfe de s éléments non nuls de 

L, e t ^  y (lii^h , 1=?j=>k) des éléments de A,, , tels que 

k 
S P , •  X =  0, (1 G i g h) . 
j=1 1»3 3 

Alors il existe des éléments b^,... , bk d e A ^ , non tous nuls, tels que 

k 
E P . .  b =  0 , (1 É i * h) . 

.1=1 , J 3 

Le lemme 2 . 4 . 4 correspond à A ^ = Z , Â  = Q, e t L  es t le Z  - module engendré 

par X  =  loge*,., (l=?jék) . L'hypothèse sur l'indépendance linéaire est vérifiée 

par le théorème de Baker. 

Démonstration du lemme 2 . 4«5» 

Il n'y a pas de restriction à supposer que X̂ ,... , Xfe engendren t le A^-module L. 

Soit D 1 l e corps des quotients de A 1 , et X»,... , X̂  un e base sur D 1 d e 

L<S> D. : 
A1 

r 
m X  =  E  m  X ' , ( 1 ^ 3 * k ) , 

3 3 s_-j «J» s s 

avec m . € A,, m. 4 0, e t m  €  A ( 1 = j ^k, 1 = s = r). 
3 ' 3 3 9s 1 

Donc 
k r  m 
E E P- •  X « = 0, (1 G i g h) . . . ^  i, j m . s  v 

0=1 s=i , J a 

50 



MATRICES ET NOMBRES TRANSCENDANTS 

Comme par l'hypothèse Xjj,... , son t A ^ - linéairement indépendants, on en 

déduit 

k m . 
E P, , =  0, ( L ^ i g h , 1 É B < R ) . 
3=1 1 , 0 3 

On pose enfin 

b j = m 1 . . . ^ . m . ^ / m . , ( 1 S j fi k ) 

où s  es t choisi de telle manière que m. . ,  •.., m, n e soient pas tous nuls. 
I , S K , s 

Démonstration du théorème 2.4»2. 

Notons u  =  (u . ) H  ̂.  ̂,  (1  ̂s S X ) . Supposon s s s , j 1  ̂j ^n' v ' 

P1 u 1 +... + PX u^ = y 

avec p . , . . . , nombre s algébriques non tous nuls, et Y = (Y-I > • • • » Y ) € Q n » 

i #  i  n 
Alors, en posant 

n 
B = E M , u ,  ( 1 * s * X ) , 

s j = 1 o s, a on a 

X n 
S Ê S B  =  E Y I M €  M  ( Q ) , 
s=1 s s  j= 1 3 3  m 

et le lemme 2.4»3 montre qu'il existe des nombres rationnels non tous nuls 

X 

b.,..., b- tel s que E  b  B  soi t nilpotente. L'hypothèse sur l'irrationalité I *  A s  s s=1 

de c p implique 

X 

E b  u  =  0 , ( 1 S j S n) , 
s=1 S S , J 

c'est-à-dire 

b^ û +...+ b̂  û  = 0 . 

c) Dimension algébrique. 

Il est facile de construire (cf. (2.1.3))un sous-groupe commutatif à n  paramè -

tres normalisé c p : C 3 1 •+ G L ( C ) , d e dimension algébrique quelconque ^n , qu i 

prenne des valeurs dans G  L (Q) en n- 1 points C - linéairement indépendants de 

C 1 1 . Mai s on ne peut pas en faire autant avec n  point s C - linéairement indépen-

dants . 
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THEOREME 2 . 4 . 6 . -  Soit cp : GL m(c) un homomorphisme analytique normalisé. 

S'il existe n  points C  - linéairement indépendants de C 11 don t 1 'image par cp 

soit dans GL m(Q), alors la dimension algébrique de cp est inférieure ou égale 

h n 

Nous avons vu que le cas n  = 1 (théorème 2 . 2 . 1 ) étai t équivalent aux théorèmes 

1.1 .2 e t 1.1.3 de Hermite-Lindemann et Gel'fond-Schneider. Pour démontrer le cas 

général il faut utiliser le théorème de Baker. 

La dimension algébrique de cp se détermine à partir de l'énoncé suivant. Pour 

x = (x1,..., xn) £ e t y  = (y1, ..., yn) ^ C
11, 

n 
on note <  x , y > = E x  y  . 

s=1 S S 

LEMME 2 . 4 . 7 . -  Soient x ,̂ ..., x^ des éléments de C* 1. Les fonctions entières de 

n variables complexes z=(z^,... , z ) 

<x 1,z> <x h, z> 
z-j » • • • » z n > e *  • • • > e 

engendrent une extension de C  dont le degré de transcendance est n  + r , o ù r 

est le rang sur Z  d e Zx^+... + Zx̂  . 

Démonstration du lemme 2 .4«7» 

On se ramène facilement à montrer que si ,... , son t des éléments deux-à-

deux distincts de C 11. e t P̂ ,• • •, P de s polynômes non nuls de 

C[z]= C [z.,..., z ], la fonction 

q <w , , z > 
F(z)= E  P  (z ) e 

k=1 * 

n'est pas identiquement nulle. 

On démontre ce résultat par récurrence sur n  . Le cas n = 1 es t facile (par 

récurrence sur q  ; cf [Wa 2 ] ( 1 .4-2) ). Soi t z' = (z^,..., z

n_-|)£ ^ ^  • Notons 

Q k € C t
z

n ] le s polynômes 

Q k ( z

n ) = P k ( z ' , z

n ) , (1 * k £ q ) . 

Notons de même w fe = (w'k >
 w

k n ) »
 e t s o i t (v^... , v}̂ l'ensembl e des valeurs 

distinctes de w k (iSh^q). O n a 
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t 
F(z)= Б 

0=1 

, <w¿ , z' > \ V . z 

e J n  , 

où la deuxième somme est étendue aux k  tel s que w , =  v. . Si F  = 0 , l e résul-

tat en une variable montre que chacun des polynômes en z ^ 

wк 
Qk (zn) <\r't , z ' > 

e 

est identiquement nul. Dans une telle somme, les w £ son t deux-à-deux distincts. 

En faisant varier z ' , on en déduit que les polynômes son t identiquement nuls, 

grâce à l'hypothèse de récurrence. 

Le lemme 2 . 4 * 7 perme t de ramener la démonstration du théorème 2 . 4 « 6 à celle de 

1'énoncé suivant. 

PROPOSITION 2 . 4.8. - Soient h  un entier, 1^h^n+1 , P^,... , $h des éléments 

Q - linéairement indépendants de Q n , e_ t u^ , ..., u ^ des éléments C  - linéaire- 

ment indépendants de C* 1 . Pour ISj^n , on note u . = (u. ) , _ _  .  On 

suppose que les nombres 

u. ,  ( 1 ê j n̂ , 1 ^ s $ n - h+ 1) 
3 >s 

sont algébriques. Alors 1'un au moins des nombres 

< ß i > v 

( I £ i 3 £ h . 1 £ j £ n ) 

est transcendant. 

Cela revient à dire que les n  +1 fonction s 

V - - - ' V h+ 1 

< ß 1 » z > <P h , z > 

, e , ..., e 

ne peuvent prendre simultanément des valeurs algébriques en n  point s C-linéai -

rement indépendants de (f1 . 

Démonstration de la proposition 2.4«8« 

<P. ,  u.> 

Supposons les nombres e  1  3  tou s algébriques. Notons k = n - h + 1  , et 

soit e^,... , ê  l a base canonique de C*1 . O n se ramène facilement (par change-

ment de base définie sur Q  e t par récurrence sur n ) a u cas où P . = e, . , 

7 î  k+ i 

( l = £ i ^ h - l ) , e t où les coordonnées (y^,..., v^ ) d e son t telles que 
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1, Yk +^9 •••> Yr soi t une base sur Q  d u Q-espace vectoriel engendré par 

1' Yk+1'''*' Vn' a v e c k  +  1  -  r -  n ' 

Pour 1  =\ j Si n, soien t Qf. A , (1 = X  ̂n) e t 6 . de s nombres algébriques tels 

que 

u. =  a. ,  ( 1  ̂s =\ k), D,s o ,s v y ' 

u =  loge* ,  (k +1 = n) , 

J 9  ̂J  > ^ 

k n 
E Y Q °^ +  E  Y + lo g a. . =log 9 . 
s=1 s J ' s t=k+ 1 X J , t 3 

Le plus, soient c , . , ( 0 $ i ^ r ,k +  1 $ t ^ n) de s nombres rationnels tels que t, i 

r 
y. = c, +  E  c . . Y, , ( k + 1 S t S n) . 

t t , Q i=k+ 1 t f ± 1 

Alors, pour 1  3S j £ n, o n a 

r n  n  k 
E Y , E  c  lo g a =  log 6. - E  c  lo g a -  E Y . a. _ . 
i=k+1 lt=k+1 t , X J , t 0  t =k+1 t , Q D , t s =1 S J , S 

On utilise maintenant le théorème de Baker : sous la forme 1.1.9» il donne d'abord 

k 
E Y  *  =  0 , ( 1 £ j En). 
s=1 S J , S 

Ensuite, grâce à 2.4*4 et à l'indépendance linéaire sur Q  d e 1 , Vk +-j > • • • > Yr > 

on a 

n 
E c . .loge*. = 0 , (k+ 1 gigr,1SiSn). 
t=k+1 t , : L J , t 

Comme r  k  + 1, l a matrice (lo g a. t ) 1 s ^ n k+1^t^ n a ^  r a n ê > <n-k , 

donc u^,... , û  son t C  - linéairement dépendants. 

REMARQUE - Le théorème 2.4.6 [L2] chap. IV § 4 Th.2. est plus ancien que le théorème 

de Baker. Mais il contient plus d'informations que les théorèmes de Hermite-

Lindemann et Gel'fond-Schneider , puisqu'il entraîne, par exemple, la transcendance 

de l'un au moins des 2 nombres 

2 л/2 2 J 3 ^ л/2 ул/3 

et plus généralement de l'un des nombres 
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n P . 
T T a- 1. , 

1=1 1' 3 

О 3? J É n ) , 

quand 1 , 3 ^ , . . . , P N son t Q - linéairement indépendants et 

det (log or ) ^ o . 

§ 2 . 5 - Homomorphismes analytiques de (f1 dan s G L m ( c ) . 

Nous étudions maintenant la généralisation à plusieurs variables des résultats 

du § 2 . 3 . 

Soit c p : C 11 ~>GL m ( c ) u n homomorphisme analytique, 

n 
cp(z , z  ) = exp ( E M z  ). 

0=1 

La seule hypothèse que nous faisons sur les matrices ,  ..., Mn es t qu'elles ne 

sont pas toutes nilpotentes (et bien sûr qu'elles commutent deux à deux). 

Un exemple de cette situation est donnée par le cas m = 1 : 

cp : d1 -^C * 

X. z .+.,.+ X z 
(z^..., zn) »-» e , 

où X  X  son t des nombres complexes non tous nuls. 

a) Points algébriques du graphe. 

On souhaite majorer le nombre de y  € QN , Q- linéairement indépendants, tels que 

cp(y) € GLM ( Q ) . Les deux exemples ( 2 . 1 . 1 ) e t ( 2 . 1 . 2 ) montren t qu'il faut imposer 

une hypothèse supplémentaire. 

L'hypothèse la plus naturelle concerne l'irrationalité de cp . S'il existe 

Y € Q , y / 0 , te l que W(y.z) soi t une fonction rationnelle de z , défini e sur 

Q, alor s cp(y.a ) £ G Lm (Q) pou r tout a £ Q . 

THEOREME 2 . 5 . 1 -  Soit y  : C 31 G L m (c) un homomorphisme analytique. Soit T un 

sous-groupe de Q N, de type fini et de rang i su r Z  . On suppose que pour tout 

Y € r , Y / 0 , le sous-groupe à un paramètre z  cp(yz ) n'est pas rationnel. Si  

v ( r ) c G Lm (Q), alors X   ̂n . 
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On en déduit par récurrence sur n qu e des éléments Q  - linéairement indépendants 

de T  son t aussi C  - linéairement indépendants. 

Pour arriver à ce résultat, nous passerons par un énoncé dans lequel on suppose 

seulement c p irrationnel. Comme nous l'avons vu, la conclusion ne peut pas être 

une majoration de l . C e sera seulement une majoration du nombre ji (r , &1) te l 

qu'il a été défini au §  1.3« 

PROPOSITION 2 . 5 . 2 . - Soit c p : C*1 - + GLm (c) un homomorphisme analytique non ration- 

nel. Soit T  un sous-groupe de Q N d e type fini tel que cp (r) c: GL ( Q) . Alors 

u C r . c 1 1 ) ^ . 

Démonstration de la proposition 2 . 5 . 2 . 

Supposons (J ,(r , &1) 1  . On considère une base ŷ ,... , ŷ  d e T su r Z ave c 

y.,..., y C  - linéairement indépendants. Notons ( P .  )-,^-.̂  le s coordonnées 
Y1 * *  Yn r s, y 1  ̂j n̂ 
de y  dan s la base y.,... , y : s i  n 

Y. - В P B i j Уд. ( l e . e i ) . 

Soit X  = ( X̂  X N ) G C?1 un e valeur propre simultanée de ,  • • . , M , avec 

X ^ O .  Ecrivons < X , y > l e produit scalaire de X e t y ,  ( 1 ? * S ^ X ) . Alor s s s 
les nombres 

exp (< X , YS > ) = <*S , (1  £s£i) 

sont algébriques, et si on pose log a =< \ , yß> 9 o n a 

n 

log a =  T) ß . log a ,  ( 1 $s£¿) 

Le lemme 2.4.4. montre l'existence d'entiers rationnels b^,... , b̂ , , non tous nuls, 

tels que 
n 

ъ = Б ß . ъ . , 
s j = 1

 s » o л 

(1 ^ s ^ X ) . 

Soit p  : C11 C  l'applicatio n C  - linéaire définie par 

P(YJ = b , ( l É j S n ) 

J J 

On a évidemment 

p ( v B ) = \ . (lés£X ) 

donc rang p (r) = 1, rangp = 1 , et , en posant ¥=kerp , o n voit que u(T , C*1) = 1. 
Z 

56 



MATRICES ET NOMBRES TRANSCENDANTS 

Démonstration du théorème 2.5«1• 

Si n=1 , l'énonc é est équivalent au théorème 2.3• • (c'est aussi une consé-

quence de la proposition 2.5.2). 

On démontre le théorème par récurrence sur n  . Si T n e contient pas n  élé -

ments C  - linéairement indépendants, le résultat est une conséquence de l'hypothèse 

de récurrence appliqué à la restriction de c p au C-espac e vectoriel engendré par 

T. S i T  contien t n  élément s C  - linéairement indépendants, et s'il n'est pas 

bien réparti dans i l contient d'après la proposition 1.3«1 un sous-groupe f 

qui est bien réparti dans le C  - espace vectoriel F ' qu'i l engendre, et 

li(r» , f')  ̂£ rang z T > 1 ; 

La restriction de c p à f ' contredit alors la proposition 2.5.2. 

b) Dimension algébrique 

Soit c p : C31 GL m(c) u n homomorphisme analytique. Sous des hypothèses raison-

nables concernant l'irrationalité et la dimension algébrique de cp , on voudrait 

majorer le rang des sous-groupes T  d e C 11 tel s que cp (r) cz GL (Q ). NOUS 

verrons au § 8.2 les quelques résultats partiels que l'on connait sur ce sujet. 

Nous donnons ici seulement un exemple (cf(2.1.3))« Soien t A = Z Z 

et T= Z Y-J + ...+ Z Yj£ deu x sous-groupes de type fini de C* 1, d e rang m  e t i 

respectivement. On considère le sous-groupe à n  paramètre s 

cp : C11 - > GL (C ) 

< X . , z > < X ,  z > 
z dia g ( e ,... , e )  , 

dont la dimension algébrique est m  . O n suppose cp(T ) dGLm(Q). 

Le problème posé peut alors être formulé des deux manières équivalentes suivantes 

a) Majorer u (r , C11) e n fonction de m  . 

b) Majorer |i( A , (f1) e n fonction de X  . 

On notera que u(A , C31) est le plus grand des nombres rationnels 6^ 0 tel s que, 

pour tout sous-espace vectoriel V  d e C 31, l a restriction de c p à V  ai t une 

dimension algébrique ^  ô dim V. 

Supposons m  = n+1, |i(A, C31) = 1 +~ . O n obtient alors des nombres algébriques 

non nuls a. ,  (l^j X̂ , 1^s^n+l), et, pour 1^j^ / , 1£s£n+1, un e 
3 >s 

détermination du logarithme de a. ,  avec 
3 • s 

n 
E x s log a.i s = log *.) n + 1 ,  ( 1 S J S Z ) 
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où 1 , ,  ..., x son t Q  - linéairement indépendants dans C , e t les &  point s 

(loga log a ) , 
J • 1 J  911 

(1 $s£¿) 

sont Q - linéairement indépendants dans C 3 1 . 

On est donc amené à minorer le rang de matrices dont les coefficients sont des 

logarithmes de nombres algébriques. Ce problème important (également en p-adique) 

n'est toujours pas résolu. 
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SOUS-GROUPES A UN PARAMETRE NORMALISES. 

Cartier avait conjecturé que le théorème de Hermite-Lindemann devait pouvoir 

être généralisé aux variété s de groupe. Cette conjecture a été résolue en 19^2 
par S Lang : 

Soit G  un groupe algébrique commutatif défini sur Q , , et soit a un élémen  

algébrique non nul de l'espace tangent à l'origine, tel que z  H exp(o/z) ne 

soit pas une fonction rationnelle. Alors exp(or )  ̂ Q- . 

Dans son livre sur les nombres transcendants, [L2 J (Chap. 3)» Lang donne une géné-

ralisation semblable du théorème de Gel'fond-Schneider : s'il existe t  € C , t^O, 
tel que exp(o/t)€G7 r ,  alors le sous-groupe à 1 paramètre z  M exp(az) a pour 

H 

dimension algébrique 1. Il énonce ce résultat avec l'hypothèse supplémentaire que 

l'application exponentielle de G  peu t être représentée par des fonctions méro-

morphes d'ordre fini, mais Serre montre en appendice (Appendice II § 3 ) qu'une telle 

représentation existe toujours, avec des fonctions d'ordre ^  2 . 

Nous donnons d'abord les énoncés sur les groupes algébriques, puis nous en dédui-

sons les conséquences sur les fonctions P , £ e t c r de Weierstrass ( § 3 . 2 ) , e t 

sur les intégrales elliptiques ( § 3 . 3 ).Le théorème principal 3 .1 .1 de ce chapitre 

est démontré au § 3*4» 

Nous complétons ce chapitre par quelques énoncés sur l'indépendance linéaire et 

algébrique de périodes et quasi -périodes, dus à Masser, Chudnovsky et Laurent. 

§ 3«1 ~ Enoncés des principaux résultats. 

Les résultats de ce chapitre découlent tous de l'énoncé suivant 

THEOREME 3 .1 .1 - Soit G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur le  

corps Q . Soit c p : C G ^ un sous-groupe à un paramètre, normalisé pour avoir  

une dérivée algébriqu e à l'origine. S'il existe t  € C , t  ̂ 0 , tel que cp(t) € Ĝ  , 

alors la dimension algébrique de c p est 1 , donc cp (c) est un sous-groupe 

algébrique fermé de dimension 1 de G  . 
0 
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Nous démontrerons ce théorème au § 3«4« En voici quelques conséquences (cf. [L2] 

Chap.III et [L3] §4 ) . 

Si on considère un sous-groupe à 1 paramètre c p et que l'on applique le théorème 

3 .1 .1 au sous-groupe à 1 paramètre Y  : C -+ C X Ĝ  d e G - a X G défin i par 

Y(z) = (z , cp(z)), on obtient le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 3»1 .2 - Avec les notations du théorème 3.1 »1» iLL cp(z) n'est pas une  

fonction rationnelle de z  , alors t  est transcendant. 

Dans le cas d'un groupe linéaire, on retrouve le théorème 2.2.1. et son corol-

laire 2.2.2. Dans le cas d'une variété abélienne, les deux énoncés précédents 

s'écrivent de la manière suivante. 

COROLLAIRE 3 . 1 .3 - Soient A  une variété abélienne définie sur Q  , et 

® : A- , un homomorphisme thêta normalisé. Soit a  € ,  a  ̂ 0 . 

S'il existe t  € C , t  ̂ 0 9 te l que ®( a t) € A- , alors t  est transcendant, 

et l'image du sous-groupe à 1 paramètre z  •+ ® ( a z ) est une courbe elliptique. 

Le fait que t  soi t transcendant donne un résultat intéressant sur les points 

algébriques de ® . 

COROLLAIRE 3 . 1 . 4 - Soient A  une variété abélienne définie sur Q , ® : C A Q 

un homomorphisme thêta normalisé, et u   ̂ 0 un point algébrique de ®  . Alors  

l'une au moins des coordonnées de u  est transcendante. 

Autrement dit e 1,..., e ,  u son t Q-linéairemen t indépendants, (e1,..., e ) 

désignant la base canonique de C . 

Les périodes de ©  son t évidemment des points algébriques de ®  , donc si eu 

est une période non nulle de ® , l'une au moins des coordonnées de o u est trans-

cendante . 

En appliquant le théorème 3 • 1 • "1 au sous-groupe à 1 paramètre de G f f i X A 

Y : C -+ C * X AQ 

( E

Z, ® ( Œ z)). 

on voit que sous les hypothèses du corollaire 3 . 1 . 3 le nombre e ^ es t aussi 

transcendant. 
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COROLLAIRE 3 . 1 . 5 - Soient G ' et . G" deux groupes algébriques commutâtifs connexes 

définis sur Q , G' étant de dimension 1. Soit Y  : G£ - » Ĝ  un homomorphisme 

analytique complexe dont l'application linéaire tangente T^ t(ç) T ^„(c) est 

définie sur Q  et non nulle. S'il existe un point u  d e G ' distinct de l'élé-____________________ _____________ . ^ 
ment neutre tel que Y(u ) € G"̂  , alors ^(G^ ) est un sous-groupe algébrique  

fermé de G " de dimension 1. Si de plus u  € G'- , alors une puissance de Y 

est un homomorphisme rationnel. 

La première assertion se déduit du théorème 3*1»1 en composant Y  ave c l'expo-

nentielle de G ' . Pou r la deuxième, il suffit de montrer que le graphe de c p est 

algébrique, et pour cela on considère l'homomorphisme z  - • (z , Y(z)) de G ' 

dans G £ X G£ . 

Pour étudier systématiquement les conséquences du théorème 3*1»1« nous considérons 

un homomorphisme analytique c p : C -* Ĝ  e t nous écrivons G  (groupe algébrique 

commutatif connexe) comme extension d'une variété abélienne A  pa r un groupe 

linéaire L  . Soit T E : Ĝ  -* Â  l a surjection canonique. Le cas où cp (c) c L^ 

a été étudié au § 2.2. Si la dimension algébrique de itoc p es t supérieure ou 

égale à 2, il suffit d'étudier Ttocp , c'est-à-dir e de considérer le cas abélien. 

Si la dimension algébrique de Tiocp es t égale à 1, on peut supposer que A  es t 

une courbe elliptique. Il suffit alors de considérer les extensions de courbes 

elliptiques par G a o u G ffi . 

§ 3»2. Application aux groupes algébriques de dimension 2. 

Nous étudions les conséquences du théorème 3 « 1 « 1 - pour les groupes algébriques 

commutatifs connexes de dimension 2. Le cas linéaire ayant déjà été étudié au 

§ 2.2, nous étudions successivement les cas suivants 

a) Variété abélienne simple de dimension 2. 

b) Produit de deux courbes elliptiques. 

c) Extension d'une courbe elliptique par le groupe additif. 

d) Produit d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif. 

e) Extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif. 

Les résultats des sections b , c e t d  fournissen t des analogues elliptiques 

des théorèmes de Hermite Lindemann, et Gel'fond Schneider, et sont dus à Schneider 

[S1], [S 4 ] (chap 2 § 4 ) . 

a) Variété abélienne simple de dimension 2. 

Soient A  un e variété abélienne simple de dimension g   ̂2, définie sur Q , 

® : * + Aç u n homomorphisme thêta normalisé, et u = (u ,̂ ..., u ) u n point algé-
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brique non nul de ®. Alor s les coordonnées u^, . • •, û  d e u  engendren t sur 

Q, un espace vectoriel de dimension =^2 . E n effet, s'il n'en était pas ainsi, on 

aurait u . = a.t , (lSj=îg), avec a. € Q et t € C , t  ̂0, et le corollaire 
0 0  0 

3.1.3. fournirait une contradiction à l'hypothèse que A  es t simple. 

Ce résultat est particulièrement intéressant quand g  = 2 (cf.[p] Appendice 1). 

THEOREME 3.2.1 - Soient A  une variété abélienne simple de dimension 2  définie  

sur Q  , ® : C A ç un homomorphisme thêta normalisé, et u  = (u^ ^ 2 ) un  

point algébrique non nul de ® . Alors u ^ , iig sont Q, - linéairement indépendants. 

Dans le cas particulier où u  es t une période non nulle de ® , D.W . Masser 

[M4] a démontré que les trois nombres 1, û  , son t Q- linéairement indépen-

dants, (cf. Th. 5.2.5 ci-dessous). 

b) Produit de deux courbes elliptiques. 

Qoand on écrit le corollaire 3*1 «3 pour le produit de deux courbes elliptiques, 

on obtient le résultat suivant, dû à Th. Schneider [Si], [S4] Th . 16. 

THEOREME 3.2.2 - Soient P  , P deux fonctions elliptiques de Weierstrass algébri- 

quement indépendantes, dont les invariants g^ , g^ e t g * , g* sont algébriques.  

Soit t  un nombre complexe qui n'est pôle ni de P , ni de P* . Alors l'un au moins  

des 2 nombres 

p(t), p*(t) 

est transcendant. 

Qn en déduit un résultat important sur l'indépendance linéaire de deux points 

algébriques d'une fonction elliptique. 

COROLLAIRE 3.2.3 - Soit P  une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants 

ĝ  , ĝ  algébriques. Qn note k  = EndQ £ l'algèbre d'endomorphismes de la courbe  

elliptique £  correspondante. Soient u ^ , iig deux points algébriques de P  qui  

sont k- linéairement indépendants. Alors u ^ , sont Q - linéairement indépen-

dants 

Démonstration du corollaire 3.2.3* 

Soit p€ Q te l que u g = Pu,, . Notons P * (z) = p2 P(pz). Ains i P * es t la 

fonction elliptique de Weierstrass associée au réseau p  Q , quan d Q  es t le 

réseau des périodes de P . Le théorème 3.2.2. avec t  = û  , montr e que P  e t P* 

sont algébriquement dépendantes. Si T  es t le quotient de deux périodes fondamen-
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taies de P , o n a 

( M - C ) -
avec M  € ( Q ) . On en déduit que T  es t quadratique et P  € Q (T) = k. 

Le corollaire 3»2 .3 montre que le quotient de deux périodes fondamentales est 

soit imaginaire quadratique (ce qui est le cas si et seulement si P  adme t une 

multiplication complexe), soit transcendant. On en déduit le théorème de Schneider 

sur la fonction modulaire j . (cf. [S4]th 1 7 . ) : 

COROLLAIRE 3 . 2 . 4 - Si T  est un nombre complexe algébrique, de partie imaginaire  

positive, tel que j(T ) soit algébrique, alors T  est imaginaire quadratique 

Démonstration du corollaire 3*2.4« 

Pour tout réel X > 2 , notons 

SX = S X = ^  ( m + n T ) " ^ 
(m,n) €ZxZ 

(m,n) ^ ( 0 , 0 ) 

Le nombre 

A ( 1 , T) = ( 6 0 s 4 ) 3 - 27 . (140 s 6 )
2 

= 2 4 . 3 5 . 5 2 . ( 2 0 s ^ - 4 9 s | ) 

n'est pas nul (c'est le discriminant de la courbe elliptique associée au réseau 

de base (1 , T)) e t on a 

j ( t ) = 2 1 2 . 3 ë . 5 3 . s 5 / A(1 , t ) 

20 s' 
= 1728. % . 

2 0 sl~ 49 

Soit o) ^ une racine douzième de A (1 , T). Soit P  l a fonction elliptique associée 

au réseau Z  +  Z T .  Les invariants de P  son t 

g 2 = 60 s4 /J\ ,  g^ = 140 s 6 / , 

donc sont algébriques ; comme le quotient T d e deux périodes fondamentales de P 

est algébrique, il est imaginaire quadratique. 

Voici une dernière conséquence du corollaire 3-2 .3 dont nous reparlerons au 
§ 3 . 3. 
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COROLLAIRE 3*2.5 - Soit P  une fonction elliptique de Weierstras s d'invariants  

algébriques. Soient X  un nombre complexe non nul, et y- | » Y2 deu x nombres  

algébriques Q - linéairement indépendants. Si P ( X Ŷ  ) e t P ( X Y) sont des nom- 

bres algébriques, alors P  admet une multiplication complexe, et y^ / y^ appar- 

tient au corps de multiplication complexe 

c) Extension d'une courbe elliptique par le groupe additif. 

Considérons une courbe elliptique G  défini e sur Q , et une fonction elliptique 

P d e Weierstrass telle que l'application P  : C P ^ (c) défini e par 

P(z)= (1 , P(z) , P'(z)) paramètr e les points de & c • 

Soient a , b deu x nombres algébriques, ( a , b)  ̂ ( 0 , 0 ). Soi t G  l e groupe 

algébrique de dimension 2 don t l'application exponentielle est 

(z, t) W (P(z) , t + bC(z)). 

Ainsi G  es t extension de £ pa r G a , et , si b=o , alor s G  = Ga X  6. 

La relation de Legendre 

TÌ1 u>2 - TÎ2 (_1 =  2 i 71 

montre que les deux fonctions P(z ) , az +b C (z) son t algébriquement indépen-

dantes, donc que le sous-groupe a 1 paramètre 

cp : z»«* (P(z) , a z + b C (z)) 

de G  a  pour dimension algébrique 2 . S i t € C , t £ fi, alors cp(t ) appartient 

à l'ouvert de G situ é au dessus de 6 - {o}, don c dire que cp(t ) 

n ' appartient pas à G ^ revien t a dire que l'un des nombres P(t ) , at+b£(t) 
r 1 

est transcendant. On obtient ainsi le résultat suivant de Th. Schneider |_ S 1 J , 
[ s 4 ] Th. 15 . 

THEOREME 3 . 2 . 6 - Soient P  une fonction elliptique d'invariants g^ » ĝ  algé- 

briques, C la fonction zêta de Weierstrass associée a P , a, b deux nombres  

algébriques non tous deux nuls, et t  un nombre complexe non pôle de P .  Alors  

l'un au moins des deux nombres. 

P(t) , a t + b { (t) 

est transcendant. 

Dans le cas b  = o, o n en déduit l'analogue elliptique du théorème de Hermite-

Lindemann : si a es t un nombre algébrique non nul, alors a n'es t pas pôle de 

P, e t P(a ) es t transcendant. C'est le cas g  = 1 d u corollaire 3 . 1 . 4 . qu e nous 
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énonçons sous la forme suivante. 

COROLLAIRE 3 * 2 . 7 - Si u est un point algébrique non nul d'une fonction elliptique 

P d'invariants g^ , ĝ  algébriques, alors u  est transcendant. 

Enfin on déduit du théorème 3 - 2 . 6 l'indépendance linéaire sur Q des 3 nombres 

1, 0), TJ, quand e u est une période non nulle de P e t T] la quasi -période 

correspondante de Ç : 

Ç(z + cu) = C (z) +ti . 

d) Produit d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif. 

Si £  est une courbe elliptique, le sous-groupe à 1 paramètre z  (e Z , P(z)) 

de G F F LX 6 a pour dimension algébrique 2. On déduit alors du théorème 3.1,î l'é-

noncé suivant, dû à Th. Schneider [S 1 ], [S4]Th. 18. 

THEOREME 3.2.8 - Soient P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants 

ĝ , ĝ  algébriques, et t un nombre complexe qui n'est pas pôle de P . Alors  

l'un au moins des 2 nombres 

e* , P(t) 

est transcendant. 

Si u es t un point algébrique non nul de P e t P  un nombre algébrique non 

nul, on en déduit la transcendance du nombre e^ U . En particulier ~ es t trans-

cendant. 

Comme l'a remarqué D. Bertrand [Bel], le théorème 3-2.8. contient un résultat 

de transcendance sur les séries d'Eisenstein normalisées de poids 4 et 6, définies 

par 

E 2 k(q) = 1 + (-1)
К 

Bk n= 1 
б2к-1 ( n ) ' 

pour к = 2 e t 3 ) e t |q .|<1> ° ^ "̂ k e s^ l e k  i e m e n o m bre de Bernoulli 

( B 2 = 3 Ï Ï ' V W .6(4)-^,С(б)= et e j f t b 1 (п) = £ d 2 k- 1 . 

COROLLAIRE! 3.2.9 - Pour tout nombre complexe q  vérifiant 0  < |q| < 1, l'un  

au moins des deux nombres E ^ (q), Ê  (q) est transcendant. 

Démonstration du corollaire 3»2.9 « 

Soit u ) € C ave c R e u> < 0 tel que q = ê  . Considérons le réseau 

n=Zti) + Z 2 i T i. L'u n des deux nombres s ^ (Q) , S^(Q) es t transcendant d'après 
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le théorème 3.2.8 (avec t = i it). Or, pour k  = 2 e t k  = 3, 

s 2 k ( n ) = ( 2 i , r * B K - f - n r * 
(m,n)^ (o,o) 

00 -J-00 

= 2.(2i-n)"2k (S (2k) + S B  (m-f - + n ) -2 k ) 
m= 1 n=-oa 

Eh dérivant la relation 

+ 0 0 .  0 0 

-a 1 •  o  •  v a 2  1 71 V Z 

z+n 
n = - œ V = 0 (les deux membres sont égaux à u  C. S 71 z ) , on obtient 

Sin 71 Z 

(-D 2 k- 1(2k-l) ! E ( z + n ) -
2 k = - (2in)2 k B  v 2 k " 1 e 2 i 7 1 V Z , 

n=-œ> V =1 

d'où 

(n) =  (2 i ™ )_ 2 k . 2 C (2 k) E2 k (q) 

= ( - 1 ) k l f e : E 2 k <* > 

Comme les nombres de Bernoulli sont rationnels, le corollaire est démontré 

e ) Extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif. 

Soient 6 une courbe elliptique définie sur Q  , P : z (1 , P(z), P'(z)) une 

paramétrisation de tn pa r une fonction elliptique P  d e Weierstrass, u  u n O o 

point algébrique de P , e t G  l'extensio n correspondante de fi par le groupe 

groupe multiplicatif G  .  Comm e nous avons déjà étudié l'extension 
m 

triviale G m X fi, nous choisissons pour u q u n point d'ordre infini. 

L'ouvert de G  situ é au dessus de fi- {o , u q} s'identifi e au produit 

G X( fi- {o , u }. C'est un ouvert affine. Son algèbre de coordonnées est m '  o 

Q [ P ( _ ) f P - ( a ) , e* F(z), p'ffigfc'j .  Ve* * ( * ) ] , 

où 0 

<?(z - U ) „ / \ 
•n/ \ _  o z  C (u ) 
F(z) = —r- r 7—V ©  0 • 

V Cr(z) 9 ( u ) 

Soit P  u n nombre algébrique. Comme u q n'es t pas de torsion, les deux fonc-

tions P(z ) , e^ ZP(z) son t algébriquement indépendantes. On en déduit, grâce au 
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théorème 3*1«1> que si u  es t un point algébrique de P  te l qu e u , u + u e t 
R O 

U-Uq n e soient pas pôles de P , alor s le nombre e  P(u ) es t transcendant. 

L'hypothèse a( u + uQ) 0  es t superflue. Pour le voir, on calcule e^ UP(u) 

pour 2u + Uq € fi (donc u  f Cl , U + UQ $ Q) o ù 0  = ker P ; on obtient ainsi la 

transcendance du nombre 

a(u Q)
2 exp {^r\uQ~ (U q - œ) (P + Ç (UQ)) }, 

grâce à la formule de multiplication de la fonction sigma : pour m entie r positif, 

on a 

«(•«)• (-Dm" 1 a(z) m 2 Y m (P(z), P-(z)), 

où Y  (X , Y) es t une fonction rationnelle de X  , Y à  coefficients dans m 
*(e2 • e5) • 

THEOREME 3*2.10 - Soient p  un nombre algébrique, P  une fonction elliptique de  

Weierstrass d'invariants g ^ , ĝ  algébriques, a le produit canonique de  

Weierstrass associé au réseau 0  des périodes de P , e t U,U q deu x points  

algébriques de P . On suppose que U q n'es t pas de torsion, et u  £ Q, U-UQ ^0 . 

Alors le nombre. 

a (U-UQ) (| 3 + £(uo))u 

o W 0 (uQ)
 e 

est transcendant 

Le corollaire suivant donne la transcendance de la dérivée de P(z ) ê  Z au x 

points Z  = U)-Uq , c'est-à-dire aux points où P  s'annule . 

COROLLAIRE 3*2.11 - Soient o u une période de P , r\ la pseudo-périod e correspon- 

dante de C  > et, comme précédemment, U q u n point algébrique de P , qui n'est  

pas de torsion, et P  un nombre algébrique. Alors le nombre 

c(Uq)
2 ex p { — T| û  — (uo-u>) (P + C(UQ))} 

est transcendant. 

Par exemple le nombre 

e(u ) e 
|u o c(u 0) 

est transcendant. On ne sait toujours pas si le nombre a  (u ) lui-même est trans-

cendant, même quand U q es t un point de torsion (non pôle) de P . Dan s le même 

ordre d'idée, on ne connaît pas la nature arithmétique du nombre 
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25/4 .B V 2 . e V 8 .  r ( l / 4 ) - 2 

qui est la valeur au point 1/2 du produit canonique de Weierstrass* associé au 

réseau Z  [i] (correspondant à des invariants g^ > ĝ  transcendants). 

Enfin montrons que les quasi-périodes multiplicatives de la fonction F(z ) ê  Z 

sont transcendantes. On choisit (dans le théorème 3«2.10) pour u  u n point de 

torsion, et on utilise le fait que les nombres 

f co V 
g K + 2)  

a(uQ) exp {«n ( - £ — + -jj-) } 

, /  EU n - Ti 0)/8 et a  (-) e  1 

sont algébriques. 

COROLLAIRE 3.2.12. Avec les notations du corollaire 3.2.11, pour e u  ̂0 le nombre 

exp { TU C (U Q) - t]UQ + P EU } 

est transcendant. 

En particulier le nombre C ("U-0) -~~]~ 0̂ es t transcendant. En fait G.V. 

Chudnovsky [ c 1 , C 3 ] a démontré que ce nombre est algébriquement indépendant de 

. Nous indiquerons (sans démonstration) d'autres résultats aux § 3»3 et 3«5« 

§3,3 . Intégrales elliptiques 

Nous interprétons les résultats du § 3.2. en termes d'intégrales elliptiques de 

première, deuxième ou troisième espèce. 

a,) Formes différentielles sur une courbe elliptique 

Soit £Q une courbe elliptique dans (c) , d'équation 

2 3  2  3 y t = 4x -g 2xt -  g..V 

Soit Ç  une forme différentielle sur £  . Notons (l,x.,y. ) , (l__j__k) les 
d «J 

points (t , x, y) d e TF% T distincts de (0 , 0, 1), où les résidus de § sont 
u 

non nuls, et c , (lis j ^k) ces résidus. Comme la somme de tous les résidus de 

| es t nulle, on a k=0 s i et seulement si Ç  est de première ou de deuxième 

espèce. Dans tous les cas la forme différentielle 1 k 

2 á = 1 J 

Y + Y . 1 to 
x-x. y 
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est de première ou de deuxième espèce. Donc il existe a, b € C, x € C (x , y ) tel s 

que 

* 1  £  y + y.i d x d x ,  d x , 5 = 77 S  c . 41 —  +  a — +  bx — +  dx « 
2 ~  o  x- x y  y  y 

Supposons que £  e t ?  son t définis sur Q  : les nombres ,  ĝ  , a, b, et 

c.,x.,y. (l^j^k ) son t algébriques, et X  6 Q (x , y) 
0 0  0 

Si on paramètre £ n pa r la fonction P  d e Weierstrass, et si , pour 

(x. , y.) = (P(u ) , P'(u )), o n note 

a(z-u,) C (u.)z, 
F (z ) = —/ \ y \ e 3 

u v ;  a(z ) <j(u ) 

alors ^  k ï^(z ) 

§ = - S  c  11 / \ dz + adz + b d C + d x » 
2 j= 1 J u  ^ 

Nous dirons que f  est de troisième espèce si k^1, b = 0 e t X= 0 (donc § 

n'a pas de pôles d'ordre  ̂ 2 ) . 

b) Intégrales elliptiques de première ou deuxième espèce. 

Le théorème 3*2.6 de Schneider s'énonce sous la forme équivalente suivante 

(cf. [S1] , [ S 4 ] , [Si 2 ] ) . 

THEOREME 3.3.1. - Soient £  une courbe elliptique définie sur Q  , et £  une  

forme différentielle de première ou deuxième espèce sur £ , définie sur Q, et  

qui n'est pas exacte. 

a) Si p, ,p0 son t deux points distincts de £ _ , où g est holomorphe, et si 
I d. q 

Y est un chemin sur £  d'origine p .  ̂ et d'extrémité p 2 , alors le nombre 

J'Y 5 

est transcendant. 

b) Les périodes non nulles de §  sont transcendantes. 

Démonstration du théorème 3«3.1. 

a) l'hypothèse sur §  signifi e que 

Ç = adz + b dC +  d x 

avec ( a , b)  ̂ ( 0 , 0 ) . Soi t Z u n chemin dans C  don t l'image sur £  par 

P= (1,P , P') es t y. Noton s u ^ l'origin e de X  , u2 so n extrémité, avec 
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Р ( 0 = р , f ( J = V 2 ) . On a 

T 6 = J a & +• ъ а с * <*x 
V X 

= aOig-u^+b (C(u 2)-CC^)) + X 2-X 1 

où le s nombres X  . = X (P (u.), P' (u .)) > (0=1» 2) son t algébriques (par hypothèse 
J 0  0 

X(x, y) es t régulière en (P (u ) , P'(u )) , j = 1,2). 
J o 

D'après le théorème d'addition algébrique de la fonction zêta, le nombre 

C ^ - u ^ -  (C (u2) - C ( ^ ) ) 

est algébrique, d'où, le théorème en utilisant 3.2.6. pou r t  = u2 - û  . 

b) Soient y u n chemin fermé sur 6  , Z un chemin dans C don t l'image par P 

est y » et u ) = dz , *n = J ^ d Ç . S i Y  n'es t pas homologue à 0 , alor s 

( 1)^0 e t le nombre 

J C  = a tu + b r\ 

est transcendant d'après 3»2.6. est transcendant d'après 3.2.6. 

On peut formuler d'autres résultats du § 3*2. en termes d'intégrales elliptiques 

de première o u deuxième espèc e • Par exemple, pour le corollaire 3»2«3» o n consi-

dère deux intégrales de première espèce sur 6  à  coefficients algébriques entre 

des bornes algébriques. Si ces deux intégrales ont des valeurs linéairement indépen-

dantes sur Ehd Q £, alors ces valeurs sont ,<|- linéairement indépendantes. Ainsi le 

quotient d'une intégrale elliptique de première espèce ( à coefficients algébriques 

et entre des bornes algébriques) par une période non nulle est un nombre soit 

rationnel, soit imaginaire quadratique, soit transcendant 

Enfin le théorème 3*2.8 montre que si w  es t une période non nulle d'une inté-

grale elliptique de première espèce définie sur Q  , alor s e w es t transcendant . 

Nous allons étendre cet énoncé à certaines intégrales elliptiques de troisième 

espèce, mais voici d'abord l'énoncé pour les intégrales de première ou deuxième 

espèce. 

THEOREME 3.3.2 - Soient £ une courbe elliptique définie sur Q , e t §  une forme  

différentielle de première ou deuxième espèce sur £ . Alors les périodes non nulles  

de Ç  ne sont pas des logarithmes de nombres algébriques 

Cet énoncé est équivalent à la transcendance du nombre 

exp (a m + b r\) 
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quand U) est une période non nulle de P, e t a* b de s nombres algébriques non 

tous deux nuls. On ne peut pas appliquer le critère de Schneider Lang aux fonctions 

P(z), exp(a z + b f(z)), P'(z) 

avec les points tu + k eu, (k € Z), ca r la deuxième fonction n'est pas méromorphe. 

Le résultat ( 3 . 3 * 2 ) ci-dessus est un cas particulier d'un théorème de D.W. Masser 

J M 3 ] (p. 152) qui montre que si log or est un logarithme non nul d'un nombre algé-

brique, alors les nombres 

1 , eu, n, log a 
sont Q - linéairement indépendants 

c) Périodes de certaines intégrales elliptiques de troisième espèce. 

Dans [S 4 ] (problème 3)> Schneider propose le problème suivant : chercher à démontrer 

des résultats de transcendance sur les intégrales elliptiques de troisième espèce. 

Nous exposons ici les énoncés que l'on peut déduire du critère de Schneider Lang. 

THEOREME 3 . 3 . 3 - Soient £  une courbe elliptique définie sur Q , e t §  une forme  

différentielle de troisième espèce sur £  définie sur Q , . Qn suppose que les  

résidus de ^  sont des nombres rationnels. 

Si w  est une période de alor s le nombre e W es t soit égal à une racine de 

1'unité, soit transcendant. 

Si e  es t une racine du polynôme 4 X -g^X-g^, les périodes de la forme diffé-

rentielle 
P y d x 
q x - e y  ' 

("avec — € Q ) , son t des multiples rationnels de 2  i n . 

Démonstration du théorème 3 « 3 « 3 . 

En multipliant £  par un entier, on se ramène au cas où 

k F'u ( z ) 

,1=1
 0
 U  . 

0 . 1 dz+B dz, 
avec P  € Q, e t c . € Z, (lÉjÊk). 

3 

Soit y  u n chemin fermé non homologue à 0  su r £ , X u n chemin dans C  don t 

l'image par P es t y» e t eu = J dz, <n = d £ . 

La quas i périodicité de P montr e que 

F' (z ) u .x ' 

l z F  (z ) d z =  a ) C ( u j ) "  ^uy 0 * J " ) . 
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donc, en posant ^ 

u = £ e n . , 
0=1 3 3 

on a k 

w = . L 5 = * S c - i C O O - - n u - ßco . Y J = 1 0  Ü 

Or le nombr e nu^ 
u = £ en., 

0=1 , 
k est algébrique. Si u  n'es t pas un point de torsion, le corollaire 3*2.12 s'appli-

que, et pour w  f o o n a e  £  Q  . Si u  es t de torsion, il existe un nombre 

algébrique P ' te l que w -P'eu soi t un multiple rationnel de 2 i tu S i |B 1 = o, 

e W es t une racine de l'unité. Si p 1 ^ o, l e théorème 3 . 2 . 8 . montre que e ^ œ 

est transcendant, donc e W aussi . 

Notons que la même méthode montre la transcendance du nombre 

exp ( l §) , 

quand Y  es t un chemin sur C, d'origin e p ^ e t d'extrémité p 2 , où p^ , p̂  

sont deux points distincts de £ _ o ù £  es t holomorphe, pourvu que J  Ç  ne soit 
Q Y 

pas un multiple rationnel de 2 i te • 

D'autre part les périodes d'une forme différentielle elliptique quelconque sont 

de la forme 
k 
E c . (cuÇ(u . ) - ' n u . ) +  a eu + b t)* 
j=1 3 3  3 

Pour supprimer l'hypothèse que §  es t de troisième espèce dans le théorème 3*3*3* 

il suffirait que l'on montre que le nombre 

exp {  eu Ç (u)- T) U + a u ) + b 7 i } 

est soit une racine de l'unité, soit transcendant. Seul le cas où u  es t de torsion 

est résolu (cf. 3 . 3 . 2 ) . 

Les résultats précédents sont ceux que l'on peut déduire d u critère de Schneider 

Lang, c'est-à-dire de la méthode de transcendance classique de Gel'fond Schneider. 

En adaptant les arguments ajoutés à cette méthode par Baker et Masser, M. Laurent 

[La 2 ] a  obtenu, sous les hypothèses du corollaire 3*2.12 (c'est-à-dire pour eu 

période non nulle et u q poin t algébrique de P  no n de torsion) l'indépendance 

linéaire sur Q  des 4 nombres 

1, eu , <n, 7 i u q - e u C (tiq) 
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Par conséquent sous les hypothèses du théorème 3 • 3 • 3 le nombre w  lui-mêm e est nul 

ou transcendant. De plus si P adme t une multiplication complexe alors les 5 

nombres 

1, OU , -H, T1 U Q - O U C (uQ) , 2 i 71 

sont Q-linéairemen t indépendants [La 2 ] . 

§ 3.4 - Démonstration du théorème 3»1« ' '« 

Comme les objets figurant dans le théorème 3*1-1 ne font intervenir que des exten-

sions finies de Q, on peut y remplacer Q  pa r un corps de nombres K. 

Soit t  € C , t  ̂o te l que cp(t) € G . On choisit un plongement de G dan s 

Pv(c) , défini sur K, te l que des coordonnées projectives (cp Q,..., cp̂) de cp 

soient données par des fonctions cp ^ entières d'ordre £  2 (cf. Serre, Appendice II § 3 ) . 

On peut aussi supposer 

cpQ (ht) ^ 0 pou r 0^h ^ 4[K: Q]. 

Qn aura donc 
cp. 

— — (h t ) €  K pour 0 ^ h $ 4 [K : Q]. 
ô 

Soit j  : CD T q(C) un isomorphisme linéaire défini sur K , e t soit 

(ijr , i |f ) une représentation normalisée de l'exponentielle de G correspondan t 

à j  et au plongement de G dan s P ^ (c) (cf. § 1 . 2 ) . Ainsi cp ^ = \Jk o o  £, où 

I : C •+ tq(C) es t une application linéaire définie sur K . Comm e les dérivations 

ô Y1 Yv p a r t i e l l e s «gj - ,  (1 ^ i ^ D ) l a i s s e n t s t a b l e l ' anneau K [ —— — ] > on en 
i 0 0 

d V 1 déduit que la dérivation -r — laisse stable l'anneau K  [ »••• * ]  • ^ d z c p 
ô o 

Le critère de Schneider Lang (Th. 1 . 1 . 1 . ) montre que le sous-groupe à 1 paramètre 

cp a pour dimension algébrique 1. 

§ 3*5 - Indépendance linéaire et algébrique de périodes et quasi-périodes 

Nous indiquons ici, sans démonstration, quelques développements récents de la 

théorie des nombres transcendants liés aux énoncés de ce chapitre, et notamment ei 

ce qui concerne les nombres cû , eû , , t^» 2 i 7t. Pou r un aperçu historique et 

des références plus complètes, nous renvoyons à [M 1 ], aux chapitres 6 et 7 cLe 

[B-M], et à [C 1] et [C 3 ] . 

Considérons une fonction elliptique P d e Weierstrass d'invariants g^ > 8j 
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algébriques, une base (u^ , u>2) d u réseau des périodes de P , e t les quasi-

périodes correspondantes 7 ^ , d e la fonction zêta de Weierstrass. Nous avons vu 

au § 3.2 que Schneider avait démontré en 1936 l'indépendance linéaire sur Q des 

trois nombres 1, 0)^ , •  Après des énoncés partiels de Baker et Coates de 1968 à 

1971, Masser à démontré en 1974 l'important résultat suivant [Ml] (ThIIetlIl). 

THEOREME 3 .5 .1 - Si P  n'admet pas de multiplication complexe, les six nombres 

1. « y u>2, TVj, t i 2 , 2 i Tt 

sont linéairement indépendants sur Q . _Si P admet une multiplication complexe. 

ces six nombres engendrent un espace vectoriel sur Q  de dimension 4« 

Dans le cas de multiplication complexe, il existe donc entre les six nombres une 

relation linéaire à coefficients algébriques indépendante de (Ug-To ^ =  0 . Si 

est le polynôme minimal de T  su r Z  , cette relation s'écrit 

A TV, - C T TÎ2 = K(i)2, 

avec H € Q (g2 , ĝ  , T) . I l y a de nombreuses démonstrations de cette relation 

(cf. [Ml] chap. III et appendice 1 ; [Br-K] appendice B; [B e 6 ] § 3 remarque 3 ) . 

On peut aussi la déduire de la formule 

[ C ( C T Z ) ] 2 = ( C T ) 2 [a(z)]2AC e - Y z 2
 Q  (P(z)), 

où Y = H C T e t Q  €  q  (g 2 ,  g$ ,  T) [X]. 

Masser [B-M] (chap. 6) a généralisé en partie son théorème 3»5«1 au cas où 

MU^ , cu2 son t des périodes de deux fonctions elliptiques P ^ , P2 respectivement . 

Remarquons que (  ,  ,  ,  <i>2 , 2 i te) correspon d alors à une période de l'ex-

ponentielle d'un groupe algébrique commutatif X  GgXĜ  dimensio n 5» 

Ĝ  e t G g étan t des extensions de deux courbes elliptiques ,  &2 respective -

ment par le groupe additif. En rejoignant ainsi le thème général de notre étude, on 

constate qu'il y a encore beaucoup de travail à faire. 

Les résultats d'indépendance algébrique sont encore plus récents. Les premiers 

énoncés utilisaient la notion de "type de transcendance" de Lang (cf. [Wa 1 ] , 

[Br-K]). C'est en utilisant une mesure de transcendance de te, du e à Peldman, que 

Chudnovsky a obtenu ses premiers résultats dans ce domaine. Puis il a réussi a 

appliquer le critère de transcendance de Gel'fond (cf [ c i ] , [ 0 3 ] ) e t il a démontré 

l'énoncé remarquable suivant. 

THEOREME 3 . 5 . 2 - Soient eu une période non nulle, et r\ l a quasi -période de Ç 
associée. Alors les deux nombres 
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TE T ) 

sont algébriquement in dépendant s. 

Qn en déduit que si P  adme t une multiplication complexe, alors les deux nombres 
2 3 

eu et te son t algébriquement indépendants. Comme la courbe y  =  4x -  4x adme t 

la période œ 

* = 2 J  œ , te = J b 4 ,  J) = R D / 4 ) 2 / 2 7 F ; 
v 4 x -  4 x 

et a multiplication complexe par i  (puisque g , = 0 ) , on en déduit l'indépendance 
1 2  3 

algébrique de te e t K j ) • D e m ême la courbe y = 4 x - 4 , qu i admet la multi-
plication complexe par P  = e"*" n ^ e t a une période égale à 

«"=2 .f' " ,  ̂=  ^  B(L L)=R(l/ 5)
3 I2b'\ n, 

montre que les nombres te et R(l/3 ) son t algébriquement indépendants (cf. [Cl] , 

[C3], [Be2], [Gr], [M8], [Si 1 ]) . 

Nous reparlerons des fonctions gamma et bêta au chapitre 5 « De l'équation différen-

tielle 2 
eu g 

j l ( T ) = 1 8 . _ L _ _ l _ d ( T ) 

(cf. [L З] P« 6 5 2 , [B e 2] , [Веб]) , on déduit que si т est un nombre ima-
ginaire quadratique du demi-plan supérieur tel que j'( T) ne soit pas nul, alors 

te e t j'( T) son t algébriquement indépendants. 

Enfin le théorème 3*5.2 peut s'énoncer de manière équivalente en termes de la 

fonction J(q ) défini e pour 0<|q| <1 pa r j ( e 2 ± n T ) =  J(T ) pou r I ÏÏI(T)>0, 

et de l'opérateur D = q •jjj- (cf . [B e 6 ] ) : s i q  es t un nombre complexe, 

0 < |q|<1» tel que J(q ) soi t algébrique différent de 0 e t 1728, alors les deux 

nombres D j(q), D J(q) sont algébriquement indépendants. (Qn conjecture que dans 

ce cas q  es t transcendant ; cf[Mah 2 ] , [Man] et la remarque suivant le corollaire 

4.2 .6 ) . 

Chudnovsky a démontré de nombreux autres résultats d'indépendance algébrique, 

ainsi que des versions effectives de certains de ses résultats, qui fournissent des 

corps de degré de transcendance 2  e t de type de transcendance fini. Il est utile 

pour cela de connaître des mesures de transcendance des différents nombres dont la 

transcendance résulte du critère de Schneider Lang. Dans le cas des fonctions de 

Weierstrass une étude systématique a été entreprise par E. Reyssat [Rel], [Re2]. 

De manière plus générale mais moins précise, Brownawell et Masser ont obtenu une 

version quantitative du critère de Schneider Lang [Br-M], [M8]. 
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SOUS-GROUPES À UN" PARAMETRE SANS NORMALISATION 

Soient G ' e t G " deu x groupes algébriques commutatifs connexes définis sur §, 

G' étan t de dimension 1 , et soit \| / : Ĝ  - » G^ u n homomorphisme analytique 

complexe. S'il existe 3 éléments Z-linéairement indépendants de G ' don t les images 
Q 

par ijf son t dans G " , alors une puissance de i|r es t rationnelle. 
Q 

Les premiers énoncés dans cette direction étaient dus à Lang [L2 ] (Chap, II, 

§ 4 ) et [L3 ] § 4 et concernaient seulement le cas où G " est une variété linéaire 

ou abélienne. Le plus, le critère qu'utilisait Lang [L2 ] (Chap. II, § 2, Th.2) étant 

moins précis que celui de Ramachandra [Ra] , Lang avait besoin de 7 points au lieu 

de 3« En choisissant G ' = Ga e t en prenant pour G " un e courbe elliptique avec 

multiplication complexe, on voit que 2 points ne suffisent pas. 
Pour la démonstration, on peut se ramener au cas où G " es t une variété linéaire 

ou abélienne. Cette réduction n'est plus possible quand la dimension algébrique in-

tervient, comme dans l'énoncé suivant : 

avec les notations ci-dessus, s'il existe 5 points Z-linéairement indépendants 

de G I don t les images par \jr son t dans G " , alors l'image de ;! / a une dimen-
C Q 

sion ^  1 . Ainsi, dans une variété abélienne, les seuls sous-groupes à 1 paramètre 

contenant 5 points algébriques Z-linéairement indépendants sont les courbes ellip-

tiques. 

La démonstration utilise les résultats de Severi et Serre (Appendice II) sur la 

représentation de la fonction exponentielle de G " pa r des fonctions méromorphes 

d'ordre 2  , et sur la hauteur pour des groupes algébriques commutatifs connexes 

quelconques. 

§ 4 .1 - Points algébriques du graphe. 

Soient G  u n groupe algébrique défini sur Q  , et c p : C - • G^ u n sous-groupe 

à 1 paramètre. On s'intéresse aux nombres algébriques Y € Q don t l'image par cp 

est encore algébrique : 

cp(Y)£G . 
Q 
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Nous avons vu dans le théorème 2 . 3 . 1 que si G  es t une variété linéaire, et si cp 

n'est pas rationnel, il ne peut pas exister deux tels points , Y^ > Qui soient 

Q-linéairement indépendants. 

Ce résultat n'est plus vrai si on remplace le groupe linéaire par une courbe ellip-

tique ayant multiplication complexe. 

LEMME 4 . 1 . 1 - Soit £  une courbe elliptique définie sur Q  , ayant multiplication  

complexe. Soit T  le quotient de deux périodes fondamentales, et soit u o une pé- 

riode non nulle. Alors le sous-groupe à 1 paramètre 

z - . P(uoz) 

prend des valeurs dans £ g aux points de Z  + ZT . 

Inversement, si £  es t une courbe elliptique définie sur Q  , et cp : G - * £^ 

un sous-groupe à 1 paramètre pour lequel il existe Y^ , Y^^ Q > Q-linéairement 

indépendant s, ave с 
cp(t..) (3=1,2 ) , 

alors £ adme t multiplication complexe, et appartien t au corps de multipli-

cation complexe (cf. 3 . 2 . 5 ) . Don c si Y^c Q es t tel que cp(Y^)€£^ , les trois 

nombres Y^ > Y 2 ' ^3 S O I R T Q-linéairemen t dépendants. C'est ce résultat que nous 

allons étendre aux groupes algébriques quelconques. 

THEOREME 4 . 1 . 2 - Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur 

Q , cp : C - > GQ un sous-groupe à 1 paramètre non rationnel, et T  un sous-groupe 

de Q  de rang l sur Z  tel que cp(F) cz G^r . Alors k s 2 , 
Q 

Le lemme 4*1.1 montre que l'égalité 1 = 2 peu t avoir lieu quand G es t un pro-

duit de courbes elliptiques, ou quand G es t le produit de G A pa r une courbe 

elliptique. Nous verrons au § 6.3 que si G es t une variété abélienne simple de 

type CM et de dimension = ; 2 , alors JL ^ 1 . 

§ 4 . 2 - Dimension algébrique. 

On considère de nouveau un groupe algébrique G  défin i sur Q  , un sous-groupe 

à 1 paramètre cp : C - > G^ , et des nombres complexes t ^ t ^ , Q-linéaire-

ment indépendants, tels que 

cp(t..)fc GQ 1 ( 1 ^ 0 ^ ) * 

Gn ne suppose plus que ces nombres sont algébriques, et on voudrait majorer i . 

Une telle majoration n'est évidemment pas possible si la dimension algébrique d 
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de c p est égale à 1  . Nous avons vu au $ 2.3 que si G  es t une variété linéaire, 

on a 4 d  ̂i + d , et que l!on conjecture dans ce cas l'inégalité stricte id<-4+d .< 

On ne peut pas conjecturer le même résultat dans le cas général : avec les nota-

tions du lemme 4.1.1» pour le sous-groupe à 1 paramètre 

z - * (z,P(cuz)) 

de G x £ * on a i = d = 2 . Il ne semble pas que l'on connaisse d'autre cas a 
avec X  £ 2 , d =• 2 (cf . la conjecture de Lang [ L 3 ] p. 6 4 8 ) . 

THEOREME 4 . 2 . 1 - Soient G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q  , 

cp : C G ç un sous-groupe à 1 paramètre, de dimension algébrique d  , et T  u n 

sous-groupe de 0  de rang l sur Z  tel que cp(T ) c G^ • Alors 

là <  X + 2d . 

La conclusion s'écrit aussi 

i è  3 =* d =s 3 

X =• 4 d ^ 

i è 3 =* d =s2 

La dernière implication donne le résultat suivant. 

COROLLAIRE 4 . 2 . 2 - Soient G f e_ t G" deux groupes algébriques commutatifs conne - 

xes définis sur Q  , G ' étant de dimension 1 . Soit \|r : Ĝ , -» GJJ un homomor- 

phisme analytique complexe non constant. S'il existe 5 points de G ^ , linéairement  

indépendants sur Z  , dont les images par \|r soient dans G! i , alors l'image de \|f 

est un sous-groupe algébrique fermé de dimension 1 d e G " . 

Dans certains cas particuliers on peut raffiner la conclusion du théorème 4 . 2 , 1 . 

En voici deux exemples (les démonstrations seront données au § 4*3). 

REMARQUE 4 « 2 . 3 - Sous les hypothèses du théorème 4 . 2 . 1 , o n suppose que cp admet 

une période eu non nulle : 

cp(z + ou) = cp(z) . 

Alors 

J&d < l + 2d . 

REMARQUE 4-2.4 - Soient G  u n groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q  , 

cp : C - » GQ u n sous-groupe à 1 paramètre de G  , et x • C G* x I e sous-

groupe à 1 paramètre de G m x G défin i par 

z B > (e Z , cp(z)) . 
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Soient d  l a dimension algébrique de X > et ,  ..., t^ de s nombres complexes 

Q-linéairement indépendants, vérifiant 

t. 
e J € Q ,  (1 ^ j ± l) 

et 

cp(t.)€G ,  (1 j  A ) . 
J Q 

Alors 

Xd < i + 2d . 

Si, de plus, x es t périodique, c'est-à-dire si c p admet la période 2itt , alors 

JL ^ 3 d  = 1 . 

La conclusion J &d < X + 2d s'écri t aussi 

i,  ̂ 3 => a. ^ 2 

i ^ 4 => d = 1 . 

Nous allons déduire des énoncés précédents le corollaire suivant 

COROLLAIRE 4 « 2 . 5 - Soient G ' et _ G" deux groupes algébriques commutatifs connexes 

définis sur Q  , G ' étant de dimension 1 . Soit :  G£ - » GJJ un homomorphisme 

analytique complexe. S'il existe 3 points algébriques dans G ' linéairement indé-
Q 

pendants sur Z  dont les images par \| r soient dans G " , alors une puissance de \|; 
Q 

est un homomorphisme rationnel. 

Cet énoncé améliore un résultat antérieur de Lang [L2 ] (Chap. II, § 4> Coroll. 2 

du Th. 4 ) où 3 étai t remplacé par 7 • Le lemme 4*1.1 montre qu'on ne peut pas 

remplacer 3 pa r 2  , donc que le corollaire 4.2.5 est le meilleur possible dans 

le cas G ' = G& . Nous allons voir que si G
1 = G ,  alors on peut remplacer 3 

par 2  . 

Démonstration du corollaire 4 . 2 . 5 « 

Si G ' es t une courbe elliptique, G £ es t compact, et le résultat est banal. 

Si G ! = G ,  alors \|r es t rationnel d'après le théorème 4 . 1 . 2 . 

Il reste à considérer le cas où G ' = GFFI . Soit X : C ~ . 0* x GQ l e sous-groupe 

à 1 paramètre de G ^ x G" défin i par 

X(t) = (e* , .(e*)) . 

Soient Y- j , y2 ̂ eu x éléments multiplicativement indépendants de C * tels que 

• C O€ G " ,  t(Y9)€G" . On choisit t . , X dan s C  tel s que e" ^ = Y . , (j=1,2) . 
Q Q  d 3 
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Soit t ^ = 2iit •  Alors t ^ , t̂  , t̂  sont Q-linéairemen t indépendants, et comme X 

est périodique, la remarque 4 - 2 . 4 montre que le graphe de \J/ es t algébrique. Comme 

les seules fonctions méromorphes dans C * qu i soient algébriques sont les fonc-

tions rationnelles, i| r est un homomorphisme rationnel. 

Avec les remarques 4 - 2 . 3 et 4 -2 .4> les théorèmes 4 - 1 - 2 et 4 - 2 . 1 contiennent le 

théorème de Ramachandra [Ea ] su r les fonctions algébriquement additives, ainsi que 

des généralisations aux fonctions zêta [W a 1 ] et sigma. Nous donnons seulement un 

exemple, dû à Ramachandra [Ea ] (p . 87). 

COROLLAIRE 4*2.6 - Soient a  ej t b deux nombres algébriques multiplicativement  

indépendants, lo g a et log b des déterminations quelconques de leurs logarithmes, 

et p la fonction elliptique de réseau des périodes Z  loga+ Z 2:L7T . Alors l'un  

au moins des deux nombres 

. - 1 / 6 

J t ^ l f f ) .  (&(loga , 2iit)) p(logb ) 

est transcendant. 

K. Mahler [Mah2 ] et Yu.I . Manin [Man ] on t posé le problème de la transcen-

dance du nombre ôC^ff^ 1) ( c f # [Be6]) . 

Démonstration du corollaire 4 - 2 . 6 . 

Supposons le nombre j(^°^ ) algébrique. Avec les notations habituelles (cf. la 

démonstration du lemme 3 - 2 . 4 ) on pose 

A = A(loga , 2 i * ) = (logaJ12A(l, , 

et on choisit une racine douzième de A . La fonction 

- 1 / 6 - 1 / 1 2 
P*(z) = A p (A z ) 

est une fonction elliptique de Weierstrass ayant des invariants g * , g* algébri -

ques. Soit & * l a courbe elliptique correspondante, et soit P * == ( 1 , P * , ( P * ) 1 ) • 

1 /12 

Comme 2iit es t période de P * ( a z ) , il existe un homomorphisme analytique 

complexe cp : G -> £ g te l que cp(eZ) = P*(à^^2 z ) .On applique alors la re-

marque qui sui t le corollaire 4 . 2 . 5 > avec les 2 points a  e t b  . 

Voici une autre conséquence de la remarque 4 - 2 . 4 . 

COROLLAIRE 4 . 2 . 7 - Soient A  une variété abélienne définie sur Q  , cp : C - » A^ 

un sous-groupe à 1 paramètre de A  , logc ^ loga^ des logarithmes Q -linéai-
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rement indépendants de nombres algébriques. Si cp(logcy.)€ A<* pour 1  ̂j  ̂ i . , 

alors X   ̂ 3 • De plus, si i = 3 > ajLors cp(0) est une courbe elliptique. 

Ainsi, pour étudier le cas i = 3 > on est amené à un problème analogue au théo-

rème des 6 exponentielles (cf. 1 .1 .7 ) :  soient logcy ^ , logô  > logô  des loga-

rithmes Q-linéairement indépendants de nombre s algébriques, et u ^ , ,  de s 

points algébriques d'une fonction elliptique P (ave c g ^ , ĝ  algébriques) . Peut-

on avoir 

Ioga. loga2 Ioga , 

Quand on choisit pour G  dan s le théorème 4 « 2 . 1 un produit de courbes elliptiques, 

on obtient l'énoncé suivant (qui peut aussi être déduit des résultats de Ramachandra) . 

Soient ,  ..., P^ de s fonctions elliptiques de Weierstrass, d'invariants algé-

briques. Soit H u n entier, avec && > JL + 2d , et, pour 1  ̂j  ̂d , soient 

u. u , . des points algébriques Q-linéairement indépendants de P . . On 

suppose que les fonctions P ^ (û  ^z) P̂ v̂ - j ^z) son t algébriquement indépen-

dantes. Alors la matrice 

(u. .) 
1 , 0 1 * A , 1=E d 

a un rang supérieur ou égal à 2 . 

(La condition d'indépendance algébrique des fonctions P.(u 1 .z ) , 1   ̂j  ̂d , 

peut s'exprimer simplement en terme des algèbres d'endomorphismes des p . ; cf. 

[Br-K]). 

Ce résultat est encore loin de ce que l'on espère, mais les remarques précédentes 

conduisent à des améliorations dans certains cas particuliers. Ainsi, d'après 4«2 .3» 

si p  es t une fonction elliptique d'invariants g ^ , ĝ  algébriques , et si 

(aû  , cu )̂ es t un couple fondamental de périodes de p , avec T  = CJÔ /O)̂  , alors les 

2 3 

3 nombres UL̂ T , uâ T ,  U T̂ son t des points algébriques de p s i et seulement si 

P a  multiplication complexe. 

Pour améliorer ces résultats, il conviendrait de développer les méthodes d'indé-

pendance algébrique. Grâce à  Altman [Al ] dan s le cas abélien, et à  Serre (Appen- 
dice II) dans le cas général, on peut même considérer des groupes algébriques défi-

nis sur une extension K  d e Q  d e type fini (cf. [L2]p . 54)* Il n'y a aucune 

difficulté à  obtenir des énoncés dans lesquels on impose un type de transcendance 
à K  , mais les méthodes de Chudnovsky [C1 ] , [C2] devraient permettre de se dé-

barrasser de cette restriction. 
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Pour l'énoncé le plus général qu'on puisse espérer, voir la conjecture de 

Grothendieck [L2 ] (p. 4 2 - 4 4 ) , [L3 ] (§ 4 ) ainsi que les travaux récents de Deligne, 

Mb et et Shimura, 

§ 4*3 - Démonstrations. 

Nous allons démontrer les théorèmes 4 . 1 . 2 et 4«2o1 , e t les remarques 4*2.3 et 

4 . 2 . 4 . Grâc e aux résultats du § 1 . 1 . b, il suffit que l'on montre l'existence d'un 

plongement de G  dan s un espace projectif P y(C) , tel que cp ait des coordonnées 

projectives (cpQ cp^.) pou r lesquelles les fonctions cP jÂp Q soien t d'ordre 

arithmétique ^  2 su r T . 

Nous énonçons ce résultat sous une forme un peu plus générale pour pouvoir l'ap-

pliquer au chapitre 8. 

LEMME 4 . 3 . 1 - Soient G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q  , 

cp : (f1 -* G ç un homomorphisme analytique, et T un s ou s-groupe de type fini de  

tel que cp(r) c G^ . Alors il existe un plongement de G  dans un espace pro-

jectif -P V(C) tel que cp ait des coordonnées projectives (cpQ , . » . , cp^) où 

/ 91 
cp , . . . , cp sont entières d'ordre ^ 2 et que l'application meromorphe —  ,  ..., — i 

0 \  ô ^ o I 
soit d'ordre arithmétique ^  2 sur Y . 
Nous vérifierons l'axiome 0.A.2 sous la forme plus précise donnée par le lemme 1.1.8. 

Démonstration du lemme 4 . 3 « 1 • 

Soit K  u n corps de nombres sur lequel G  es t défini, et tel que cp(F) c Ĝ . • 

D'après le théorème de Chevalley 1 . 2 . 1 , G  es t extension d'une variété abélienne A 

de dimension g  défini e sur K  , par un groupe linéaire L  d e dimension h  défin i 

sur K  . Notons p. , : Cg x C*1 -> C g l a première projection, et D  = g + h l a di-

mension de G  . 

D'après Serre (Appendice II, § 3) il existe une représentation 

t = (*0 * v) :  C
g

 X  C
h -  P v(0) 

de l'exponentielle de G  , telle que \jfQ \|rv soien t des fonctions entières 

dans d'ordr e ^  2 , ^ ( 0 ) ^ 0 , et i |f = 8 op̂  , où e  es t une fonction thêta 
g 

relative à un réseau de C  . 
Soit X  : Cn - » C g x C un e application linéaire telle que cp = i|f o X , et soit 

cp . = \|f. o X , ( O  ̂j  ̂v) • Si l'application p 1 o X es t nulle, alors 
3 3 

£ ( ( ? ) c { 0 } x C h , 
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donc cp(Cn) cz Lç , et le lemme est banal. Si Z^ = p-j o X n'es t pas nulle, les 

lemmes 1.1.8 et 1.2.2 permettent de vérifier l'axiome O.A.2. 

cp . 
D'autre part, comme cp (r) c ,  on a -*%) € K pou r Y € T te l que 

^o 
«P O(Y )^0, ( 1 S J É v ) . 

L'axiome O.A.1 résulte alors de l'équivalence entre les différentes notions de hau-

teur (cf. § 1.1.d) et du fait que la hauteur logarithmique sur G „ relativ e au 
IV 

plongement choisi soit d'ordre ^  2 (cf . Serre Appendice II, § 2 ) . 

Démonstration du théorème 4 « 1 . 2 . 

On choisit parmi les fonctions cp ./cp , ( 1 ^ j^v) , une fonction f  qu i n'est 

pas rationnelle, et on utilise le théorème 1 .1 .5 avec d= 2 , f^(z)= z , f̂ (z)=: f(z) , 

= e , p 2 = 2 . La conclusion s'écrit l ^ 2 . (Comme la dimension algébrique de cp 

n'intervient pas, on aurait pu se contenter de la démonstration dans le cas abélien ; 

cf. [Wa3 ] I th. 6 . 2 ) . 

Démonstration du théorème 4 . 2 . 1 . 

Soient d  l a dimension algébrique de cp , et f   ̂, ..., f un e base de transcen-

- / 9 1 I  f  °Pi ^v ï dance sur Q  d e Q  —  ,  ..., — I , avec f  € j — —  >  , 1  ̂j  ̂d . On utilise 
\ ô ^o / J l̂ o ^o j 

le théorème 1 .1 .5 avec p = . . . = p = 1 ; pour d   ̂2 , la conclusion est £ < . 
i a  —  d-1 

Démonstration de la remarque 4 . 2 . 3 . 
cp. 

Si cp admet une période eu ^ 0 , il en est de même des fonctions —  ,  (l^i^v) ; 
2d 1 ^ ° 

la remarque 1 .1.6 conduit, pour d   ̂2 , à l'inégalité i ^ "d~T" ' c e q u i équivau t 

à £ d < l + 2d . 
Démonstration de la remarque 4 . 2 . 4 . 

On choisit f.|(z ) = eZ, et on complète par une base de transcendance f^>f2 >•••• 

de Q  ^ e - J ,  avec f . - J , (2*J*d), p- , =1, p2 = ...= pd=2. 
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CHAPITRE 5« 

SOUS-GROUPES NORMALISES A PLUSIEURS PARAMÈTRES. 

Soit c p : c1 1 c  u n sous-groupe à n paramètres d'un groupe algébrique G défini 

sur Q . On suppose c p normalisé de telle manière que sa dérivée à l'origine soit 

algébrique :  cp = exp o £, où l'application linéaire X  : C11 -+ Tç, (c) est définie 

sur Q . 

D'après l'étude précédente, le premier problème naturel concerne la nature arith-

métique des coordonnées des points u  € tel s que cp(u ) € Ĝ . Il est naturel 

d'espérer que, sous des hypothèses convenables sur l'irrationalité de cp , les coor-

données non nulles de u  soien t transcendantes, et même que toute combinaison 

linéaire à coefficients algébriques de ces coordonnées soit nulle ou transcendante. 

Nous avons vu comment, dans le cas d'une variété linéaire, ce problème se ramenait 

au théorème de Baker sur l'indépendance linéaire de logarithmes usuels (cf. § 2 . 4 ) « 

Dans le cas général ce problème est loin d'être résolu et nous ve2?rons au chapitre 

suivant l'état actuel de nos connaissances dans le cas des variétés abéliennes. 

Le deuxième problème, qui est l'objet du présent chapitre, concerne la dimension 

algébrique de c p : s'il existe n  point s de C 11, C  - linéairement indépendants, 

dont les images par c p soient dans Ĝ , alor s la dimension algébrique de cp 

est égale à n . C e résultat, dû à S. Lang, conduit à d'intéressantes généralisa-

tions du théorème de Schneider sur la fonction modulaire. 

§ 5.1 - Le critère de transcendance de Bombieri. 

Le critère 1 . 1 . 1 . d e Schneider Lang montre qu'un certain sous-ensemble de G 

(ensemble des points où des fonctions méromorphes, satisfaisant des équations diffé-

rentielles, prennent simultanément des valeurs algébriques) est fini. En 19^3» 

Lang (cf. [L 2 ] chap. IV § 1 Thm 1) a étendu ce critère à plusieurs variables, mon-

trant que le sous-ensemble S  correspondant de n e peut pas contenir un produit 

Ŝ X. ..X Sn, ave c S . c e e t Gar d S.̂  = + «>, (l^i^n). Nagata avait conjecturé 

que cet ensemble S  étai t contenu dans une hypersurface algébrique ([L . 2] chap.IV, 

suggérant ainsi que le rôle du nombre Car d S, quand n = 1, peu t être joué par le 

nombre U)-,(S) quand n  = M (o ù eu. ( s) es t le plus petit degré des hypersurf aces 
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algébriques passant par S  , cf § 1 .3)« Cette conjecture de Nagata a été résolue par 

Bombieri [Bom]. 

THEOREME 5 .1 .1 - Soient K  un corps de nombres, et f  ^,...,fh de s fonctions  

méromorphes dans (f 1 ave c h^ n + 1. On suppose que f  ^,.. «fn + 1 son t algébrique- 

ment indépendantes sur Q  et sont d'ordre strict £  p1'**" , pn+1 resPectivement. 

On suppose de plus que les dérivations partielles ,  (l^i^n) laissent stable 

1'algebre K[f 1,...,fHJ. 

Alors l'ensemble S des w  € o u f  ^,..., f sont réguliéres et tels que 

f.(w)6K pou r 1^j^h 

est contenu dans une hyper surf ace algébrique de degré au plus 

n(ç*^ + ...+Pn+1) [K : Q], 

Nous démontrerons ce théorème au §5*4» ains i que le corollaire suivant [L2] 

(chap.IV § 1 Th. 1) qu i en constitue la partie utile pour les applications. 

COROLLAIRE 5•1•2 - Avec les notations du théorème 5•1•1> .si ,..., x est une  

base de C 31, et si pour 1^j^n ,  S. , est un sous-ensemble de C , avec 

S 3 {S l x1 + ...+sn xh ;  (s1,...,sn) € S.x. ..XSn} , 

alors 

min Car d S . ^ n (P-, + ... + p )  [K : Q]. 

En particulier S  n e contient pas Z  x., i.^+Zx^. 

§ 5*2. Applications aux homomorphismes analytiques normalisés de dan s G „ . 

a) Le théorème principal. 

Tous les résultats de transcendance que nous déduirons du critère de Bombieri 

proviennent de l'énoncé suivant, qui généralise à plusieurs variables le théorème 

3 .1 .1 (c f .[L2] chap. IV§4 Th. 2). 

THEOREME 5 .2 .1 - Soient G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur 

Q , cp : C11 u n homomorphisme analytique normalisé, et T  un sous-groupe de C 11 

contenant n  éléments C  - linéairement indépendants, tel que cp (r) c: G- . 

Alors la dimension algébrique de c p est inférieure ou égal e a n. 

Par conséquent si c p est un sous-groupe a n  paramètre s de G , cp(cn) es t un 

sous-groupe algébrique fermé de G  d e dimension n . 
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Nous avons déjà vu ce résultat dans le cas linéaire (2.4.6). Dan s le cas général, 

la démonstration est celle du théorème 3*1.1» en y remplaçant le théorème de 

Schneider Lang par le corollaire 5 . 1 . 2 . 

Nous allons étudier des conséquences du théorème 5*2.1 pour des variétés abé-

liennes, puis pour des extensions de variété abélienne par le groupe additif ou 

multiplicatif. Les premiers résultats dans ce domaine sont aussi dus à Th. 

Schneider et concernaient les jacobiennes [S2] ; nous verrons pour terminer le 

théorème de Schneider sur la fonction bêta. 

b) Variétés abéliennes. 

Le résultat suivant avait été démontré par Schneider [S 2 ] (th. i) dan s le cas 

particulier où les variétés abéliennes A . son t des jacobiennes. 

COROLLAIRE 5*2*2 - Soient A^,... , Â  des variétés abéliennes de dimension g , 
— g  / v définies sur Q . Pour 1^j$h, soit © . : G A . un homomorphisme thêta nor-_ _ — — — j 3 

malisé, et soit Cl. = ker &.. S i Cl. fl...fl Cl contient g  éléments C  - linéaire-
. ———^——— 3 3 i  n 

ment indépendants, alors le sous-groupe à g  paramètres 

(©.(z),..., a  ( z ) ) 

da A^x. . .x Â  a pour dimension algébrique g . 

Ce résultat signifie que g + 1 fonction s abéliennes dans C g définie s sur Q 

et admettant g période s communes sont algébriquement dépendantes. Nous en verrons 

une application au § 5*3* Dans le cas g  = 1, c'es t un cas particulier du théorème 

3 . 2 . 2 . 

c) Produit d'une variété abélienne par le groupe additif. 

Si x  = (x., ..., x ) e t y  = (y1, ..., y ) son t deux éléments de Ĉ , o n note 
I g o 

< x , y> = X l +  ...+ xg y . 

Considérons dans le produit G a X A, l e sous-groupe à  g  paramètre s normalisé 

z ( < Ê , z > ;  ®(z)) , 

* ~  g 

dont la dimension algébrique est g + 1 quan d P  es t un élément non nul de Q  . 

COROLLAIRE 5 . 2 . 3 - Soient A  une variété abélienne de dimension g définie sur 

Q , © : CG *+ A_ un homomorphisme thêta normalisé, et eu , ..., co des périodes 
C I g 

C-linéairement indépendantes de © . Pour 1£j£g, soient ou. eu. les 

coordonnées de œ . dan s .  Si B  est u n élément non nul de ,  alors l'un 
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au moins des g  nombres 

< p , » > = P l « J f 1 + - + p g » j f g . 

est transcendant. 

En choissant f 3 € QG ave c toutes ses coordonnées nulles sauf une, on voit que 

dans la matrice 

/ " 1 , 1 -

O r . . . , = 
\ ou. . . . eu / 

\ 1 ,g g> g 7 

il y a au moins un élément transcendant sur chacune des lignes. D'après 3-1«4 > il 

en est de même sur chacune des colonnes (cf. [Be2] ) • 

d) Extension d'une variété abélienne par le groupe additif. 

Soient A  un e variété abélienne de dimension g e t r\ une forme différentielle 

de seconde espèce sur A  ; T| s'étend en une application R- linéaire de ^(c ) 

dans C  don t on considère les 2g périodes sur le noyau Q d e l'exponentielle de 

A . On dira que T | est triviale si elle est somme d'une différentielle de première 

espèce et d'une différentielle exacte. 

COROLLAIRE 5.2.4 ~ Soient A  une variété abélienne de dimension g définie sur 

Q , O c T.(c) le noyau de l'exponentielle de A , e u ,..., eu des éléments 

A I g 

C - linéairement indépendants de 0 , et r\ une forme différentielle de seconde  

espèce sur A  définie sur Q , non triviale. Alors un au moins des g nombres 
Tì(<i).), (líjSg) 

est transcendant. 

Démonstration du corollaire 5«2.4 « 

On déduit le corollaire 5.2.4 du théorème 5.2.1 de la manière suivante . Soit 

G l'extensio n de A  pa r G a associée à r | ; on décompose l'espace tangent à 

l'origine de G  : 

T G(C?) = T A ( C ) © C, 

et on considère l'homomorphisme c p : T.(c) -> Gn défin i par cp(z ) = exp (z , 0 ) . 
A { / G 

Comme la forme différentielle r\ n'est pas triviale, l'image de c p est dense 
dans G „ ;  le théorème 5-2.1 montre que l'image par c p de Z  <!)„ + . . . +Z u) n'est G 1  g 

pas contenue dan s C _ ,  d'où le corollaire 5.2.4 . 
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Soient T̂ ,...,T] g g  forme s différentielles de deuxième espèce telles que les 

extensions G. , ..., G d e A  pa r G  formen t une base sur C  d e Ex t (A , G ] i g a  a 

Si ©  es t un homomorphisme thêta de A , o n peut paramétrer, pour 1 ^ j ^ g, 

l'exponentielle de G . grâc e à ®  e t à une fonction H . méromorph e dans 

telle que 

H. (z +CD) = H. (z) +TI.(<JD), (  eu € ker ®). 
0 0  0 

Ces fonctions Ĥ ,... , son t algébriquement indépendantes sur le corps des fonc-

tions abéliennes par rapport à ke r ®. O n le voit par exemple de la manière sui-

vante : pour 1 é j  ̂g, soi t cp . l'homomophisme de T (c ) = T. (C) © C dan s G. 
0 Ĝ . A J 

défini par cp.( z , t) = exp- ( z ,o) î  alor s l'image de c p X ... x cp es t dense 
0 ^  1 S 

dans G 1 X ... X G . (Voi r à ce sujet [ c 1 ] où se trouvent les premiers éléments 
' § 2 

d'une étude de l'indépendance algébrique des 2 g nombre s 

. , TU (<0 , ( 1 ^ i, Ô  ̂g))-

Quand A  es t une variété abélienne simple de dimension 2 , Masser [M5] a démontré 

la transcendance de chacun des nombres considérés dans les corollaires 5 . 2 . 3 et 5 . 2 . 4 . 

Voici son énoncé sans démonstration. 

THEOREME 5 . 2 . 5 - Sous les hypothèses des corollaires 5 * 2 . 3 et . 5 * 2 . 4 avec g = 2 

1 2 

et A  simple, soit u ) = (œ , OJ ) une période no n nulle de ®  ; alors les 5 

nombres 
1 2 

1 , u , ш , Ti1 (ш), TÌ2 (о)) 
sont linéairement indépendants sur Q . 

Si la variété abélienne A  d e dimension 2 n'es t pas simple (c'est-à-dire est 

isogène à un produit de deux courbes elliptiques), Masser a également déterminé la 

dimension du Q- espace vectoriel engendré par ces 5 nombres [M5], [B-M] Chap. 6. 

e) Produit d'une variété abélienne par le groupe multiplicatif. 

En considérant dans le produit G , X A u n sous-groupe normalisé à g  paramètre s 

z i-» (exp < ß , z>, © (z)), 

on déduit du théorème 5 « 2 . 1 le corollaire suivant 

COROLLAIRE 5 . 2 . 6 - Soient A  une variété abélienne définie sur Q  , © : C - + Â  

un homomorphisme thêta normalisé, ,... , oû  des périodes C  - linéairement indé-
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pendantes de ©  , e t P  un élément non nul de Q g. Alors l'un au moins des £ 

nombres 

exp < P , tu > , (1 £ j^g) 

est transcendant. 

Ainsi, quand a  es t un nombre algébrique non nul, et h  u n entier, l'un au moins 

des g  nombre s 

Oi CU líjSg) (1 £ j^g) 

est transcendant (on a noté comme précédemment CD. = (eu. eu. )). Dans le cas 

g = 1, o n retrouve la transcendance du nombre e ^  ̂pour e u période non nulle 

de P  e t P  € Q , P  ̂ 0 (cf. 3.2.8). 

f) Extension d'une variété abélienne par le groupe multiplicatif. 

Considérons maintenant un groupe algébrique G  d e dimension g  + 1, défin i sur 

Q, extensio n de A  pa r G m« O n peut représenter son application exponentielle a 

l'aide d'un homomorphisme thêta (que nous choisissons normalisé) de A  e t d'une 

fonction (z,t ) F(z ) e"k méromorph e dans G^+^ , o ù P  es t une fonction méro-

morphe dans C G tell e que pour tout e u € Q = ker © i l existe X  (eu) €C ave c 

F(z+eu)= P(z)e^U ) ) . 

Nous supposerons que cette fonction P  correspond à une représentation normalisé 

de l'application exponentielle de G , c'est-à-dir e que les fonctions 

(-̂ -P) / P , (l£j£g) son t Q  rationnelle s sur A  (quan d g = 1, cette condi-
0 

tion est remplie quand on choisit P  € Q e t 

a(z-,uo) ( P + C(u0) ) z 

^ =  FTzTÔ^T ) e 

cf. § 3-2. e). 

COROLLAIRE 5*2.7 - Si G  n'est pas isogène au produit G ffi XA, s i eû ,... , eu^ 

sont g  périodes C  - linéairement indépendantes, alors l'un des g  nombres 

exp X (eu ), (1líjSg) 

est transcendant. 

L'hypothèse que G  n'es t pas isogène à G m X A montr e que le sous-groupe à g 

paramètres 

z H> (P(z), ®(z)) 
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a pour dimension algébrique g + 1 (autrement dit a une image dense). Quand G  est 

isogène à X  A, s'i l suffit d'ajouter l'hypothèse que l'un des nombres 

exp X (o),) , (1 £ j  ̂g) n'es t pas une racine de l'unité. 

g) Application à la fonction bêta. 

Soit X une courbe algébrique sans singularité de genre g  dan s (c) . Soient 

S l a surface de Riemann de X , (C')-i ^ ^ e base de l'espace de son homologie 
O ' — «3 —- g 

en dimension 1, e t (̂ n̂ -jssĥ g v n e ^a s e ^e l'espace des formes différentielles 

de première espèce sur S . Pour 1 ^ j ^ 2 g , o n note eu. l'élémen t de d e 
3 

composantes (ci) , e u . ) où 
• 9 3 é > • 3 

\ , j = Je 5 h .  dëh S g ) . 

Soit Q  l e réseau Z  eu„ + . . . + Z eu r t .  La variété abélienne O  est la i d. g 

.iacobienne de X. 

On suppose que la courbe X  e t les formes différentielles 1 ^ , . . . , 5  son t 

définies sur Q  ; la jacobienne de X  es t une variété abélienne définie sur Q  . 

Soit 5  une forme différentielle non exacte de première ou de deuxième espèce, 

définie sur Q . Les corollaires 5,2. 3 et 5.2.4 s'énoncent sous la forme suivante 
(qui était la formulation originale de Schneider [ S 2] p . 1 1 3 ). 

Si co 1, . . . , U) sont C - linéairement indépendants, alors l'un au moins des g 
i g 

nombres 

3 
4 ? , líjSg) (1 £ j^g) 

est transcendant. 

En particulier l'un au moins des 2  g nombres J c S  , (l^j$2g ) es t trans-

cendant . J 

Eh voici une application [S2] (p.113) concernan t la fonction bêta. 

THEOREME 5.2.8 - Soient a  e t b deux nombres non entiers tels que -a -b ne  

soit pas un entier  ̂0. Alors le nombre 

B (a , b) = ^ V b ) ' 

est transcendant. 

Démonstration du théorème 5*2.8. 

Grâce à l'équation fonctionnelle de la fonction gamma, on peut supposer 

0 < a < 1 , 0  < b < 1 . D e plus, comme le nombre 
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B (a , 1-a) = r(a) T (1 - a) = -r 2  

est transcendant (pou r a  rationnel, o <a<1 ), o n peut supposer a  + b̂  1 . On 

écrit a = J f D = 1 - J ,  où p , q, r, s, son t des entiers positifs, 

(r , p) = 1 , (s , q) = 1. O n considère la courbe algébrique £  d'équatio n non homo-

gène 
^ + y a = 1. 

Comme ^ 

B ( a , b ) =  J'0t
a" 1 (l-t) b- 1dt =  p J j xr " 1 y" 3 d x , 

on considère la forme différentielle 

_ vr - 1 - s Ç = x v  d x 

Elle est de première espèce s i a  + b < 1 , de deuxième espèce si a  + b >1 . On 

peut extraire une base de l'homologie en dimension 1 à partir des chemins joignant 

les points co et ^  ,  (O^k^p-1), o ù Ç es t une racine primitive p  - ième de 

l'unité. Par un changement de variable on voit que 

L g  = or B( a , b), 

où es t un élément non nul de Q  (Ç^) . O n en déduit le théorème 5.2.8 . 

Dans cet exemple le théorème de Schneider qui concerne une forme différentielle 

fixe et affirme la transcendance de l'un des nombres J C §  , (l^j^g ) , donc,dans 

le cas de première espèce, la transcendance d'une au moins des composantes sur chaque 

ligne de la matrice (  w ^ • • • > UJ2g^ = ^h j^ ' e s^ préci s que celui de Lang sur la 

transcendance d'une composante au moins de chaque colonne. La démonstration du théo-

rème 5«2.8 de Schneider sur la fonction bêta nécessite plusieurs variables complexes 

(cf. [Be 2].) 

Le théorème 5-2.5 peut être formulé ainsi [ M 5] ' supposons que la courbe £  soi t 

de genre 2 et que sa jacobienne ne soit pas isogène au produit de deux courbes ellip-

tiques ; soient |  une forme différentielle non exacte de première ou de deuxième 

espèce, définie sur Q  , e t C  u n chemin fermé sur S  no n homologue à 0 ; 

alors le nombre 

est transcendant. 

sci 

est transcendant. 

Eh voici une conséquence [ M 5 ] : les cinq nombres B  ( j , ~ m ) , (l^m^5 ) sont  

linéairement indépendants sur Q  . 
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Pour le voir, on considère la courbe Z d'équatio n y 2 t̂ " + x -̂ x t̂  = 0 dan s 

(C), le s différentielles de première espèce ? ^ = "~ > ^ = x  "̂f " ' e^ l e s 

différentielles de deuxième espèce £ ^ = x ^ »  ^4 = x ^ ^ * 

La jacobienne de Z es t un e variété abélienne simple de type CM . et de dimen-

sion g  = 2 (cf. § 6.1 ; si Ç? = 1, o n a un endomorphisme 

t t , xH £ x, ŷ  y) . Qn déduit de 5-2.5 l'indépendance linéaire sur Q  de s 

cinq nombres 
1 , 1 

1 > J Ç- | » • • • • j £y| J 

0 0 4 

et le résultat annoncé s'en déduit. 

Pour de plus amples renseignements sur les propriétés arithmétiques de valeurs de 

la fonction gamma, on pourra consulter [Be 2], [g r], [M 5], [ c 1 ] [L a 1 ], et [M8] § 1 1 
Les seuls nombres rationnels entre 0 e t 1  o ù l'on sache que la fonction gamma 

prend des valeurs transcendantes sont 

1/6 , 1/4 , 1 /3 , 1/2 , 2/3 , 3 / 4 , 5/6. 

Qn sait seulement que deux des nombres 71 , r(l /5), r (2/5) son t algébriquement indé-

pendants, mais on conjecture [ c 1 ] que si t es t un nombre premier impair, les 

i+1 
— — nombres 

tu r ( l / i ) f .... T ((X-1)/2X ) 

sont algébriquement indépendants. Plus généralement, Rohrlich conjecture que les 
— 1 /2 

relations de distribution de la fonction ( 2 tu) T (z) = G (z) : pour N  entie r 

positif, 
N- 1 .  - x +~ 
TT G  (x+i) =N 2 G(Nx ) 
i = 0 

N- 1 .  - X +~ 
TT G (x+i) =N 2 G (Nx) 
i = 0 

(pour X  € С tel que N  x ? Z) e t la parité 

G (-x)= G( x Г 1 

engendrent un idéal de définition sur les nombres algébriques pour toutes les rela-

tions algébriques des valeurs de la fonction gamma pour x  € Q, x 4 0 (cf. S. Lang, 

relations de distributions et exemples classiques, Sém. Lelange Pisot Poitou 

1 9 7 7 / 7 8 ) . 

Revenons aux intégrales abéliennes. Soit £  une forme différentielle abélienne 

de troisième espèce (sans pôles d'ordre  ̂2) définie sur Q  don t le diviseur 

résidu est à coefficients dans Z . Si u)̂ , ..., eu son t C  - linéairement indépen-

dants, et si g  nombre s 
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exp d0 § ) , ( 1 £ j £ g) 

ne sont pas tous racines de l'unité, alors le corollaire 5*2.7 montre que l'un au 

moins d'entre eux est transcendant 

§ 5,3 - Généralisations du théorème de Schneider sur la fonction modulaire. 

Nous déduisons du critère de transcendance 5• "1 • 2 des analogues en dimension supé-

rieure du théorème de Schneider sur la fonction modulaire j  (corollair e 3*2.4) * 

a) Endomorphismes de variétés abéliennes 

Nous commençons par un énoncé sur les endomorphismes de variétés abéliennes [S2] 

(Thm I'), [L2] (ch. IV § 4 Th 4 ), [Mor ] (Th. 2). 

Soient A  un e variété abélienn e définie sur une extension algébrique K  de 

Q, ® : C • + An u n homomorphisme thêta normalisé, $v l e corps des fonctions 

K - rationnelles sur A , e t 3 ^ = ® K ^ c o r P s ^ e s f°nc"ki°ns abéliennes par 

rapport à n  = ker ©. On suppose que les endomorphismes de A  son t définis sur K . 

y v a-

THEOREME 5.3.1 - Soit X  un endomorphisme C  - linéaire de C  Les conditions sui- 

vantes sont équivalentes. 
(i) X laisse 0  <8> Q stable, c'est-à-dire X  représente un élément de (EndA)g > Q. 

2 Z 

(ii) S i f  € K̂ , alors f  o X est algébrique sur 3 ^ . 

(iii) Il existe ,  ..., eu €  G, C  - linéairement indépendants, tels que 

X (tu..) € Cl, (l^j^g). De plus l'endomorphisme X  est défini sur K . 

Démonstration du théorème 5*3*1. 

La seule partie "transcendante" de cet énoncé est l'implication (iii ) =̂  (ii)> e t 

cette implication est le théorème I ' d e [S2]. C'est une conséquence immédiate de 

son théorème I, c'est-à-dire du corollaire 5*2.2. : on choisit h  = 2, =  © , 

©2 = ®oX, e t l'hypothèse que X  es t défini sur K  signifi e que l'homorphisme 

thêta ®o X es t normalisé. Si (0q,..., 0 ) son t des coordonnées projectives de ® , 

le théorème 5 *2. 1 montr e que le degré de transcendance sur K  d u corps 
e e 

\ ( e 0 x ' ' • * ' "eT" 0 £  ) 

est g , don c ce corps est une extension algébrique finie de . 

L ! implication (i) => (iii) es t banale. 

Montrons (ii) => (i). Supposons d'abord qu'il existe un entier d  > o te l que 
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f 6 S0=> f o(dX)€ ^c 

Comme l'ensemble des périodes communes aux éléments de 3 ^ es t fi, on en déduit que 

dX laisse fi stable. Il suffit par conséquent que l'on démontre le lemme suivant 

[Mor] (lemme 3) • 

LEMME 5 • 3 • 2 - Soit f  une fonction méromorphe dans C g , algébrique sur S 5^ . Alors  

il existe un entier d  > 0 tel que z  f  ( d z ) appartienne à 5 ^ . 

Démonstration du lemme 5 - 3 - 2 . 
Soient f . f de s éléments de & n tel s que n m  \J 

f m + f, fm"1 +... + f =  0 
1 m 

Soit V  u n sous-ensemble analytique propre de C  e n dehors duquel f  , f -j,..., f 

sont analytiques. Soit e u € Cl . Pour X ^ , ^  z »  notons 

S x ^  = { z € Cg - V ; f ( z + X1 (u ) = f (z + X2 eu) } 
1 , 2 

Comme, pour chaque z  € -  V, l e polynôme 

X* + f l ( a ) f1"1 +... + fM0O 

a a u plus m  racines , C g - V es t la réunion des S . -  pou r O^ X < X £  m. 
1 , 2 ' 

Comme les ensembles S „ -  son t analytiques, il existe X . (eu) et X (eu ) tels 
X 1 , X 2 1 2 

que 
- V = S. / x ê f \ e t X . (eu)  ̂X_ (eu) . 

Alors 

f (z + X (eu ) . tu) = f (z + X2 (eu) . eu) pou r tout z  € Cg . 

Si d  es t un multiple des nombres X ^ (eu)- X̂  (eu) , e u décrivant une base de 

Cl su r Z , alor s f(dz ) admet Q  pou r périodes. 

On déduit du théorème 5 .3 .1 l e résultat suivant [L2] (chap.IV § 4 Th. 2 ) . 

COROLLAIRE 5 . 3 . 3 - Soit eû ,... , u> une base de O  sur Z , avec u^,..., ^ 

C - linéairement indépendants. Qn considère les matrices g X g 

W 1 = (V..., <u g) , W 2 = (o) g+1,..., co2g) , 

et 

T = ¥2 W~
1 . 
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Si la matrice T  a ses coefficients algébriques, alors elle représente un élément 

de (End A) <8> Q. 
Z 

Dans le cas g  = 1, o n a =  ,  W? = (02 , T = T , e t le résultat signifie 

que si T  es t algébrique, alors il est imaginaire quadratique (cf. § 3-2) 

A la fin du § 6 . 3 , nous étudierons la matrice ¥ 1 W ? (cf . [L 2] p .40-41 ) • 

b) Transcendance de valeurs de fonctions arithmétiques automorphes 

Le groupe GL * (R) opèr e sur le demi-plan supérieur pa r 

la b| _  az + b 
le d/ ~  cz + d 

Soit r  = S L̂  (Z). O n obtient une surface de Riemann de genre 0 e n compactif iant 

t) / T e t le corps des fonctions rationnelles sur cette surface de Riemann est C(j). 

où j  es t la fonction modulaire. 

Soit T  € l) . I l existe un élément non scalaire de GL * (R) qu i fixe T  s i et 

seulement si T  es t algébrique quadratique. Dans ce cas, la théorie classique de 

la multiplication complexe dit que j  (T) engendre sur Q(T ) l'extension abélienne 

maximale non ramifiée de Q ( T ) . Inversement, le théorème 5»3»2 d e Schneider montre 

que si j  (T) et T  son t tous deux algébriques, alors T  es t quadratique. 

Cet énoncé a été étendu par Y . Morita [Mor] de la manière suivante. 

Soit B  un e algèbre sur Q  tell e que 

B I Q ^  M2 (Q ) ,  B  I R ~ M 2 (R) 

(algèbre de quaternions indéfinie). On choisit une représentation irréductible de 

B dan s (R ) tell e que 1 ' image de B  soi t contenue dans (.jj) . Ainsi le 

groupe B + de s éléments de B  d e norme réduite positive opère sur ^  comm e un 

sous-groupe de G  L* (R). 

Soient O  u n ordre maximal de B  , et T l e sous-groupe des unités de ^ form é 

des unités de norme réduite 1 . G.Shimura [Shi 1 ] Thm9 a construit une application 

holomorphe cp de t > dans un espace projectif vérifiant les deux propriétés sui-

vantes : 

(i) cp induit un isomorphisme birégulier de i) /? su r une courbe projective non 

singulière V . 

(ii) Si T  € t) est fixe par un élément non scalaire de B +, alor s c p (T) engendr e 

une extension abélienne d'un corps imaginaire quadratique. 

La fonction c p généralise donc la fonction j , e t l'analogue du théorème de 

Schneider est le suivant [Mor] Thm 1 : 
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THEOREME 5.3.3 - Si T  et , cp(i-) sont algébriques, alors T  est fixe par un élé- 

ment non scalaire de B + . 

La démonstration de Morita utilise le théorème 5*3.1 . 

§ 5.4. Démonstration du théorème de Bombieri. 

Nous allons effectuer la démonstration du théorème 5«1.1 e n utilisant le lemme 

suivant, qui sera démontré au §  7«5* 

LEMME 5.4.1 - Soit S  un sous-ensemble fini de (f1 , et soit e  un nombre réel, 

e > 0. Il existe un nombre positif r Q = rQ (S , e) tel que pour tout entier 

t >0 et toute fonction entière non nulle f  dans C3 1 satisfaisant 

DTf(a) = 0 pour aSSjTeîJ11 , |r|<t, 

on ait pour R^r> r 
° ^(S ) 

Log |f|r^Log |f| R -  (-̂ — -  e) t Log (H/4nr). 

On a noté comme précédemment (§1.3) ^(s) l e plus petit des degrés des hypersur-

faces algébriques de C1 1 passant par S . Pou r T=(T^,,.. , T^ ) € N31 , DT es t 

1 ' opérateur 

ô 1 ô n 

T . T  ' 

ô z . ô z 
1 n 

d'ordre |т j = т1+...+TN . 
Nous utiliserons aussi une version à plusieurs variables du lemme 1.1.4 (cf. [L 2 J 

Ch. IV §2 lemme 1. [Borni lemme 1 ; voir aussi [Wa 3] II § 3 e t [B-M 1 chap.11 §3) 

LEMME 5.4.2. - Soient U  un ouvert de e t f  .j, ..., f  k des fonctions analy-

tiques dans U  . Il existe un entier >  0 ayant la propriété suivante 

Soient K  un corps de nombres, et ,... , L ,̂ t̂ ,..., t̂  des entiers positifs  

ou nuls, avec |t | = t1 + ...+ t  >  0. On suppose que les dérivations 

, (1 £ j £n) laissent stable l'algèbre K^,... , fh] . 
.i 

Il existe un polynôme P  € К [X^,..., X̂J tel que 

a ) D1 ( f / .. . fh )  = P (̂ ...., f h ) . 

Ъ) Pour 1  * j £ h, 
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degx> P * L. + G1 |t| 
3 

c) Les coefficients du polynôme 

CI*IP 
1 

sont des entiers algébriques de K , dont les valeurs absolues des conjugues sont  

ma,j orée s par 

(¿1*1 (L l i t i ) ' * ' 

Le lemme nous permet de traiter les sous-ensembles finis de C*1. Grâce à 

un argument de compacité (lemme 5 - 4 - 3 ) nous montrerons que c'est suffisant ici. 

Soit =  {  ,  . . ., am ) u n sous-ensemble fini de S  : 

f . ( a, ) € K pou r 1  g j g h, 1  ^ k ^ m. 
.1 

Soit à € Z, ô > 0 u n dénominateur commun de ces h m nombres , et 6  = [K : Q j . 

Pour 1  *i j * n+1, o n considère deux fonctions entières g . , h., d'ordr e 
3 3 

strict g » p . , telle s que f  . = g. / h. . Enfin pour 1  j  3s n '+ 1 , 1  ̂k s m, 
3 3 3 3 

on note T  . , u n élément de minima l dans l'ordre lexicographique (cf. [M2J 
3 

II p. 63) te l que 
D J'k h. ( a k ) ф 0 . 

Soit 0  < e < 1. Soi t r  (S . , e) = r l e nombre positif dont l'existence est 
o 1  '  o 

affirmée par le lemme 5»4«"1 • Soit 
r = max { r ,  max | a, |  }  . 

° 1  k̂ =*m * 

Soit N  u n entier suffisamment grand ; c2»..., c,_ désigneron t des entiers indé-

pendants de N  e t facilement calculables, et e.,... , en seron t des fonctions 

' y 
positives de N  , tendan t vers 0 quan d N  ten d vers l'infini (N ser a choisi 

assez grand pour que ces nombres soien t tous inférieurs à e). a) Montrons qu'il existe un polynôme non nul 

PMez[xi;...,Xn+1] 

de degré en X . inférieur ou égal à 
R -HP, / (P,+.. . + P^ J L/V I 

L. = [ N J  1  n+ 1 (LogH)1/11] , 

(1  ̂j  ̂n +1), et de hauteur inférieure ou égale à N  1 , tel que la fonction 

FN = PN (F1'''*' fn+1) 
vérifie 

DT FN (c ) = 0 , pour t  € N*1 , | t I < N , k€N, 1 ^k^m. 
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En utilisant le lemme 5»4»2, on écrit, pour OêX . L . , (I£j£n+1) e t t€ït n, 

G1 ^  1 fn+1 } 

comme un polynôme en f̂ ,..., f̂  • de degré total £  ĉ N̂» e t dont les coefficients 

sont des entiers de K don t tous les conjugués 'ont des valeurs absolues majorées 

par 

C ^ l ( c 5 N + | t | ) l * l . 

On écrit le polynôme inconnu P̂ . sous la forme 

L1 Ln+1 X 1 X n + 1 

P N ( x r . . . , x n + 1 ) =  £ . . . TJ P  ( V , , . . . , x

n + 1 ) x 1 . . . x n + 1 

1 n+ 1 
n+1 X . 

= i ) P  ( x ) T T V , 

(*) j= 1 J 

et on résout le système ̂ dont les inconnues sont les coefficients 

p ( V | i . . . ,
 Xn+l) € Z  d e P ) 

i . i cJÏ Ï . 
C^ 1 ô  d . D X P N ( a k ) = 0 ,  (|t|< N , 1 £k g m) . 

C'est un système linéaire homogène, ayant moins de m lf équations , et plus de 

N11 LogN inconnues . Les coefficients de ce système sont des entiers de K : 

J t | , ° 2 N _t ( f \ A + 1 W X 

dont les conjugués sont en valeur absolue majorés par N .  Le lemme de Siegel 

(par exemple [Wa 2] lemme 1.3*1) montre qu'il existe une solution p  (X) € Z 

vérifiant 
CP. 

0 < max |p ( X) I £ N D . 

b) Soit t  € N1 1 , minimal dans l'ordre lexicographique, tel qu'il existe 

k .  1 £ k £  m. avec o ' o  ^ 

D F N O k ) ^ 0. 

Soit M  = |t | . Alors 

t 
Log | D ° FN (a k ) |  è - (6 - 1 + e2) M Log M. 

o 

L'existence de t  provien t de 1* indépendance algébrique de f- j „ fn + ^ ,  et 

la construction de impliqu e M   ̂N. L e nombre 
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„ c. M t 

o (X ) 

c M t  X  X 

P ( X ) C ^ ô 2 D ° ( f l

1 . . . f n ^ ; 1 ) ( c k ) 
o 

est un entier algébrique de K , dont tous les conjugués sont majorés en valeur 

absolue par exp{( l + ê) M LogM}. L a norme sur Q d e ce nombre est un entier 

rationnel non nul, donc de valeur absolue —  1, c e qui donne l'estimation désirée. 

c) La fonction 
n+1 L . 

N U j = 1 ' j 

est entière dans C T , non identique à 0, et vérifie 

D* * N ( a f c ) = 0 pour |t|<M , 1£k£ m 

et 

Log |$ %| r Ê -(ô- e )MLogM 

C'est ici que nous utilisons la minimalité de t e t des T. . (cf. [M2] II). 
n+1 ° 

Notons t'= t +T) T . . L.. Alors o o  £  O l k o j 

t' t  n+ 1 / Tj,k \L . 

o o  j= 1 v d o  / 

Comme les nombres 

D °  h (o ) 
3 o 

iont indépendants de N e t non nuls, le membre de droite est minoré par 

>xp {- (ô- 1 - 6j_) M Log M}. D'u n autre côté les inégalités de Cauchy donner 

t' 
Log |D ° §N (ok ) |r£ Log U|r + (1 + e6) M Log M. 

o 

Le résultat annoncé s'en déduit, 

d) On a 

c ^ ) Én ô (p1 + ...+ p ) . 
1 / ( p 1 + . . . + p  ) 

On utilise le lemme 5»4«1 pou r la fonction § ^ avec R  = M 

Comme 
n+1 X . L.-X. 

* H = ( Ç ) P ( X ) ïï g j ° V J ' 

et que les fonctions g . et h. son t entières d'ordre strict ^  p . , on a 
3 3 « j 
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n+1 p . 
Log |1 L É e M LogM +2 L  R  3 

7 . = 1 o 

£ e M Log M . 

On en déduit donc 

_ e * 6 ( p 1 + . . . + p n + 1 ) + e 9 

ce qui donne bien le résultat annoncé. 

Il reste à s'affranchir de l'hypothèse sur la finitude de . 

LEMME 5«4«3 - Soient S  un sous-ensemble dé C 11 , e t A  un entier positif. On  

suppose que toute partie finie S ^ de S  vérifie (S^ ) £ A . Alors S  est  

contenu dans une hypersurface algébrique de degré £  A . 

Démonstration du lemme 5»4.5. 

Notons ^  l'ensembl e des polynômes de C  [z^,..., z ] d e degré £  A e t de hau-

teur 1 . Dans l'espace c[z^,..., z ] muni de la norme de la hauteur des polynômes, 

& es t un compact. Pour toute partie finie S . d e S noton s 5 r

Q l'ensembl e 
1 s 1 

des éléments de 3 ^ qui s'annulent sur S. . D'après l'hypothèse, & a es t non vide. 
1 s 1 

Comme S es t réunion d'une famille croissante {  Ŝ } d e parties finies, que 3 ^ 
est fermé, et que 1 

S' es'' = » V c î , 

1 1 
l'intersection de ces es t non vide. Il existe donc un polynôme non identique 

S 1 
à 0 d e degré £  A qu i s'annule sur S . 

Pour déduire le corollaire 5«1*2 du théorème de Bombieri, on utilise le lemme 

suivant, dont la démonstration est facile par récurrence sur n  (cf . [Va 3 3 II 
lemme 5«8)« Nous l'énonçons avec des multiplicités, mais le cas t  = 1 suffi t ici. 

LEMME 5 . 4 . 4 - Soient Ŝ ,... , Sn des sous-ensembles finis de C , et 

S = Ŝ  x...xSn leu r produit dans C* 1. Pour tout entier positif t  , on a 

U), (S ) = t mi n Car d S . 
t 1£.i£n 1 

REMARQUES - Actuellement, toutes les applications du critère de Bombieri proviennent 

du théorème 5 . 2 . 1 , don c du corollaire 5 . 1 . 2 . La démonstration directe de ce corol-

laire 5 . 1 . 2 utilise un lemme de Schwarz beaucou p plus facile à démontrer que le 

lemme 5-4.1 (cf. § 7 . 2 Proposition 7 . 2 . 1 ) e t qui conduit à la majoration 
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min Card S. £ (p. +...+ P 1 ) [ K : q] . 
1£j£n 3 n + 1 

D'autre part les équations différentielles des fonctions f^,...,f ^ n'on t 

été utilisées que pour la démonstration du lemme 5»4»2 ; par conséquent, de même 

que dans le cas d'une variable (cf . [ S 3], [S4]"Eh « 12, [Wa 1] Th. A), on peut rem-

placer l'hypothèse concernant les équations différentielles par des hypothèses tech-

niques sur la taille des valeurs des dérivées des fonctions [Wa 3]» [B-M] Chap 11. 

(ces hypothèses sont analogues aux axiomes 0.A. 1 e t O.A.2. du § 1.3). Voici un 

exemple [Wa 3] (i Th.3.1) qui généralise le théorème I de [S2] 

THEOREME 5»4«5 - Soient K  un corps de nombres, et (  Wj,..., w )  une base de C*1. 
Qn note E g (w«|>««»>wn) l'ensemble de s fonctions méromorphes dans C*1, d'ordre  

fini, admettant w-j,... , wn pou r périodes, anlytiques en 0 , et dont le dévelop- 

pement de Taylor à l'origine 

f (z ) = £ z h 

a pour coefficients a ^ des éléments de K  vérifiant, pour tout h  € H*. Ihl*2 . 

Loff la, I  s c (f) I h l Lo s I h l 

et 
|,| V,(f ) 

^ ( f )' 1 [V2 (f) h l]  ̂ est entier sur Z , 

où C  (f ) , "^(f), VgCf), (f ) sont des entiers positifs indépendants de h . 

Alors Ê . (w-j, •.., wn) est un anneau intègre dont le corps des fractions L  a  

un degré de transcendance sur K  inférieur ou égal à n . 

De plus* si les v  première s coodonnées de chacun des w K son t algébriques, 

alors ce degré de transcendance est inférieur ou égal à n - v. En particulier si 

, •.., apartiennen t à Q31 , alor s E ^ (w^,..., w )̂ n e contient que les cons-

tantes . 

On peut vérifier que les hypothèses techniques sont satisfaites quand on considère 

des fonctions à valeurs dans Z [Wa 3 ] II • (voir aussi [Sk] ). c'est ainsi que 

Chudnovski [ c 1 ] a  démontré l'énoncé suivant 

THEOREME 5.4.6. - Soit f  une fonction transcendante méromorphe dans C*1 d'ordr e 

- P» L'ensemble des points algébriques w  € QN où _ f  est analytique et 

D̂" f (w) € Z pour tout k  € N31 es t contenu dans une hypersurface algébrique de  

degré inférieur ou égal à n  p. 
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VARIÉTÉS ABELIENNES SIMPLES LE TYPE CM 

Pour compléter l'étude précédente, il nous reste à étudier les homomorphisme s ana-

lytiques de C 31 dan s un groupe algébrique, sans hypothèse de normalisation. Consi-

dérons d'abord les points algébriques du graphe d'un tel homomorphisme. Au chapitre 

2 , § 2 . 5 , nous avons ramené cette étude, dans le cas d'un groupe linéaire, à un 

énoncé d'indépendance linéaire sur Q  d e logarithmes de nombres algébriques. Au 

chapitre 4> § 4-1 • nous avons vu que pour un sous-groupe à 1 paramètre d'une courbe 

elliptique, on se ramenait à l'indépendance linéaire sur Q  d e points algébriques 

de P . 

Nous allons effectuer la même démarche dans le cas général. On veut montrer que, 

sous des hypothèses naturelles concernant l'irrationalité de c p , si T  es t un 

sous-groupe de type fini de Q n , de rang i su r Z  , tel que cp(F ) c G^ , alors 

l ^ 2n . On ramène ce problème à celui de l'indépendance linéaire de points algé-

briques de variétés abéliennes simples. 

Mais on ne sait résoudre actuellement ce problème d'indépendance linéaire que dans 

le cas d'une variété abélienne simple de type CM., c'est-à-dire quand (EndA)<2 > Q 

est un corps de degré 2g su r Q  (o ù g  = dim A) . 

Nous commençons par regrouper (sans tous les démontrer) les résultats de transcen-

dance actuellement connus concernant les points algébriques de variétés abéliennes 

simples de type CM. : chaque coordonnée d'un point algébrique non nul est transcen-

dante (§ 6 . 1 ) , et des points algébriques linéairement indépendants sur En d A son t 

linéairement indépendants sur (En d A).Q ( § 6 . 2 ) . Pour le premier énoncé il faut 

normaliser "fortement" (cf. § 6 . 1) la représentation thêta, alors que pour le deu-

xième la normalisation habituelle suffit. 

Au § 6 .3 nous appliquons le théorème et la conjecture .du § 6 . 2 à l'étude des 

points Y  6 Qn o ù un homomorphisme analytique c p : C*1 - » G^ pren d des valeurs 

dans G ^ 
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? 6.1 - Transcendance des coordonnées de points algébriques. 

Soit A  un e variété abélienne définie sur un corps de nombres K  . On suppose 

que (En d A) <g> Q, est un corps de nombres k  d e degré 2g su r Q  . Alors A  es t 
Z 

simple, et on dit que A  es t de type CM . Nous renvoyons aux travaux de Shimura 

cités en bibliographie une étude détaillée de ces variétés. Nous utiliserons seule-

ment les faits suivants. 
Le corps k  es t totalement imaginaire, extension quadratique d'un corps totale-

ment réel. Qn suppose que K  contien t k  ains i que les conjugués de k  . L'anneau 

End A es t alors isomorphe à un ordre O d e k  . Qn peut choisir un homomorphisme 

thêta normalisé © : Gg A ^ (c'est-à-dir e choisir une K-bas e de l'espace tan-

gent a l'origine de A ) d e manière a décrire 1'isomorphisme O  - * End A d e la 

façon suivante : il existe g  plongement s a  d e k  dan s G  tel s que 

pour Y€0 - l'imag e de Y  dan s En d A correspond e à la matrice diagonale g  x g 

/ , 0 - . ° \ 
o 

\ 0  Y  g J 

Autrement dit k  opèr e sur Cg pa r 

k x C G C G 

a1 °P> 
(Y ; (z., z g)) B > ( Y Z i Y  ë z g ) . 

Dans ces conditions nous dirons que l'homomorphisme thêta est fortement normalisa 

Cette normalisation, qui intervient dans les travaux de Masser [ M 2 ] , [M 6 ] , et 

[B.M] (chap.8), Lang [L6 ] et Coates Lang [C-L ] , est définie dans le cas d'une 

variété abélienne quelconque par D. Bertrand [B e 5] e t Appendice I . 

L'énoncé suivant est dû à Lang [L6 ] (Th. 1) et Masser [ M 2] (III Cor.1) qui donne 

des exemples de jacobiennes de type CM. [M 2] (III p. 5 6 3 ) . 

THEOREME 6 .1 .1 - Soient A  une variété abélienne simple de type CM., ® : 0g A 
C 

un homomorphisme thêta fortement normalisé e t u  = (u^ ,..., ug) un point algé- 

brique non nul de ©  . Alors chacune des composantes u . , (  1  ̂j  ̂g) d e u  est 
3 

transcendante. Lang déduit cet énoncé du critère 5 .1 .1 de Bombieri. Masser déduit un résultat 

plus fort que le théorème 6 .1 .1 de son théorème sur l'indépendance linéaire de points 

algébriques de ©  (voi r § 6 .2 ci-dessous). Comme nous ne donnerons pas la démons-

tration du théorème 6 . 2 . 3 d'indépendance linéaire, nous reprenons ici le raisonne-

103 



CHAPITRE 6 

ment de Lang, mais nous utilisons directement le théorème 5»2 .1 sur les sous-groupes 

abéliens à n  paramètre s normalisés. 

Démonstration du théorème 6 . 1 . 1 . 

Soit j  u n entier, 1 ^ j  ̂g , avec u . algébriqu e (éventuellement nul). 
0 

Pour 1  ̂i  ̂g , notons 

e. = 1 e t v . = u. s i u . f= 0 

i i l i 

e. = 0 e t v . = 1 s i u . = 0 

i i i 

On considère l1homomorphisme analytique normalisé 

cp : CG - > C x A c 

z - > ( z , ©o £(z)) , 
J 

où 

X(z. z  ) = (e. z. e  z  ) . 
v 1 g ' 1 1 g  g 7 

Il prend des valeurs algébriques aux points 

o 1 o 
(Y v 1 Y

 ë v g) 

Or ces points forment un réseau T  d e C G , donc F  contien t une base de 

sur C  .(On n'utilise donc qu'une version affaiblie de l'hypothèse CM.). 

L'autre part, la variété abélienne A  étan t simple, 1'homomorphisme analytique 

© n £ : CG - * A- a  une image dense dans A n , donc a pour dimension algébrique g  . 

On en déduit que la dimension algébrique de es t g  + 1 , ce qui contredit le 

théorème 5*2.1 . 

Démontrer 6 . 1 .1 avec seulement une hypothèse de faible normalisation pour ©  re -

viendrait à montrer que 1 , û  ,u son t Q- linéairement indépendants [L6 ] 

(p. 2 9 2 ) . Ce problème n'est toujours pas résolu [L5 ] ( 2 . 3 ) . 

§ 6 .2 - Indépendance linéaire de points algébriques. 

La conjecture suivante n'est pas la plus générale possible, mais elle suffit dans 

de nombreuses situations. 

CONJECTURE 6 . 2 .1 - Soient A  une variété abélienne simple définie sur Q , , 

© : CG - * AQ un homomorphisme thêta normalisé et u ^ ,..., û  deux points algé- 

briques de ©  qui sont linéairement indépendants sur En d A . Alors u ^ ,..., û  

sont linéairement indépendants sur (En d A) .Q . 
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Le cas particulier suivant est résolu dans le cas d'une courbe elliptique (cf. 

3.2.3). 

CONJECTURE 602.2 - Soient A  une variété abélienne simple définie sur §  , 

© : 0g A g un homomorphisme thêta normalisé, et u ^ , û  deux points algébri- 

ques de ©  • On suppose qu'il existe un nombre algébrique p  € Q tel que u^ = pû  

Alors u ^ , u2 son t linéairement dépendants sur En d A . 

Le premier cas particulier où la conjecture 6.2.1 a été résolue est celui d'une 

courbe elliptique ayant multiplication complexe, par Masser [M 1 ] Thm V, Chap VII. 

(cf. [ L 7] Chap. 9). les minorations les plus fines que l'on connaisse sont dues 

à M. Anderson [B-M ] Chap 7 et [ M 8] . 

Ce résultat a été étendu aux variétés abéliennes de type C.M. par Lang [16 ] et 

Masser [ M 2] • et les minorations de formes linéaires ont ensuite été raffinées par 

Coates et Lang [C-L ] pui s Masser [M6] „ 

Très récemment, d'autres cas particuliers de ces conjectures ontété obtenus par D. 
Bertrand et D.W. Masser a partir du critère 5.1,2. En particulier la conjecture 
6.2.1 est maintenant résolue dans le cas d'une courbe elliptique. 

Comme les énoncés 6.2.1 et 6.2.2 concernent en fait l'espace tangent à l'origine 

de la variété, ils sont indépendants du choix de 1'homomorphisme thêta normalisé. 

Si on suppose que A  es t de type C.M. et que ©  es t fortement normalisé, alors 

Masser [M2 ] III a démontré l'indépendance linéaire sur (En d A) »Q de ts points. 

e-j 9 • • • 9 e^ ,  u^ , • • •, u^ 

(où (e 1 e  ) es t la base canonique de C g ; e 1 n'es t pas un point algé-i g  I 

brique de ©  , d'après 3.1.4 ou 6.1.1). 

THEOREME 6.2,3 - Soient A  une variété abélienne simple de type C.M . définie 
~ g A 

sur Q  , ©  : G0 - » Aç un homomorphisme thêta fortement normalisé, et u ^ ,. # ., û  

des points algébriques de ©  qui sont linéairement indépendants sur En d A Alors 
ê  e  ,  u. u . 

sont linéairement indépendants sur (En d A).Q . 

Cet énoncé non homogène conduit à d'intéressants résultats de transcendance sur 

les coordonnées des û . . [M2 ] III, Coroll. 2 et 3. En considérant des matrices de 

la forme 

diag(0 .... 0, |3 , 0 0 ) , ®(z Q , 

on peut préciser le théorème 6.1.1. 
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CHAPITRE 6 

COROLLAIRE 6 0 2 . 4 - Avec les notations du théorème 6 . 2 . 3 , soient (u . ....... u. ) 
g f \

 J > 

les coordonnées de u . dans Cr , ( 1  ̂j  ̂  ̂) « Soit r  un entier, 1  ̂r  ̂g . 
J _ 

Alors les nombres 1 , û   ̂, • • •, û   ̂ sont Q rlinéairement indépendants. 

Le théorème 6 . 2 . 3 peut être considéré comme un raffinement du théorème 5*2.1 

(cf. § 2.4.o), mais pour l'instant, avec une hypothèse restrictive sur le type CM. 

Le lien entre ces problèmes et des questions de géométrie diophsmtienne (que nous 

ne considérons pas ici) est la motivation essentielle des articles de Lang, Masser 

et Bertrand sur ce sujet. Le rapport entre l'étude de points entiers sur des courbes 

algébriques et des minorations de formes linéaires de logarithmes a été précisé par 

Gel'fond dans le cas multiplicatif, et Lang dans les cas elliptiques et abéliens. 

§ 6.3 - Application aux homomorphismes analytiques de dan s G „ ... 

Le but de cette partie est de montrer que la conjecture 6 .2 .1 donne une descrip-

tion satisfaisante des points algébriques Y  € Q.n o ù un homomorphisme analytique 

w:cn_> cgprend des valeurs algébriques : cp(Y) € .  On ne suppose pas cp 

normalisé. 

Nous énonçons les résultats sous l'hypothèse que les variétés abéliennes ont le 

type CM. , mais la propriété essentielle que nous utilisons est le théorème 6 . 2 . 3 

a) Sous-groupes à un paramètre d'une variété abélienne simple. 

Nous apportons d'abord un complément au théorème 4 . 1 . 2 . 

THEOREME 6 . 3 . 1 - Soient A  une variété abélienne simple de type CM., définie  

sur Q , , _et cp : C - * A^ un sous-groupe à 1 paramètre de A  . S'il existe deux  

nombres algébriques Y ^ , Y2 0,- linéairement indépendant s, dont les images par cp 

appartiennent à A 5 , alors A  est une courbe elliptique. 

Démonstration du théorème 6.3*1 • 

Soit ©  : GS - > Ag u n homomorphisme thêta fortement normalisé de A  . Nous 

allons montrer qu'il existe un endomorphisme de A  représent é par Y I , où I  es t 

la matrice identité g  x g , et Y  es t un nombre algébrique irrationnel. Pour con-

clure, on peut par exemple considérer une période non nulle u a de ©  , et poser 

tu1 = Yu) ; le sous-C-espace vectoriel Ou o d e Gg contien t alors un réseau Zu)+Zu> ! 

contenu dans ke r © , et l'hypothèse sur la simplicité de A  entraîn e g  = 1 . 

Notons c p = ©o£ , où £  : C 0g es t une application (̂ linéaire , et 

u d = JE(Y j ) , j = 1,2 . 
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Comme u 2 = Y 2 U 1 '  e* c o m m e •̂ n<^ ^ ® Q e s^ x m c o r P s> I e théorème 6 . 2 . 3 montre 
Z 

qu'il existe un entier d  > 0 e t un endomorphisme C-linéaire M de G g laissant 

ker © stable , tels que du 2 = Mû  . Soit Y  = àïg /Y-j •  Alors M  adme t u^ 

comme vecteur propre. Comme toutes les coordonnées de u ^ son t non nulles (d'après 

6 . 1 . 1 o u 6 . 2 . 4 ) e t que A  es t de type C.M 0 , on a M  = YI . 

b) Cas général. 

Soient G  u n groupe algébrique défini sur Q  , T  u n sous-groupe de Q n d e 

type fini et de rang i su r Z  , et cp : (f1 - + G^ u n homomorphisme analytique 

non rationnel tel que cp(r) c .  On voudrait majorer l . 

On ne peut pas le faire sans hypothèse supplémentaire : si, par exemple, 1'homo-

morphisme z ^ ~* cp(ẑ  , 0, .o., 0) d e C dan s G ^ es t rationnel, alors T peu t 

être n'importe quel sous-groupe de Q.e ^ , où e ^ = ( 1 , 0 , ,.., 0) . 

L'hypothèse la plus naturelle consiste à supposer que cp est irrationnel dans 

boutes les directions de F  , c'est-à-dire que pour tout Y€ F , Y  ̂0 , l'homomor-

phisme t  - » cp(Yt) d e C dan s G ^ es t irrationnel. Lans ce cas la meilleure ma-

joration que l'on puisse espérer est 

l ^ 2 n , 

l'égalité étant atteinte quand G  es t un produit £ ^ x»»»X &n d e courbes ellip-

tiques ayant multiplication complexe, et 

cp(z1 z n) = (P^u^ ẑ  P n(^ nz n)) , 

TU. étan t une période non nulle de P . , ( 1 = j = n) . Alors on peut prendre pour T 

un réseau dans CT .  (Cf. 4 . 1 . 1 ) . 

L'hypothèse d'irrationnalité de cp dans toutes les directions présente un incon-

vénient. Si on démontre le résultat £  = 2 n pour les variétés abéliennes (on sait 

déjà que l ^ n pou r les variétés linéaires ; cf. 2 . 5 . 1 ) , cett e hypothèse est un 

obstacle pour l'utilisation du théorème de Chevalley qui permettrait d'en déduire 

le cas général. 

Pour cette raison on démontrera d'abord un énoncé dans lequel on ne fait pas 

l'hypothèse que cp es t irrationnel dans toutes les directions, La conclusion, nous 

l'avons vu, ne peut pas être une majoration de t 0 Ce sera seulement le fait que F 

ne peut pas avoir trop d'éléments dans toutes les directions. 

Voici un exemple. Si £  es t une courbe elliptique avec multiplication complexe, 

définie sur Q , , u 1 , u? son t deux points algébriques non nuls de la fonction 
2 

elliptique P  associée a £  , et si c p : C - > £« es"t défini par 
cp(z1fz2) = P(u1 z1 + ugz 2) , 
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on peut choisir pour T l e réseau 

Z 2 +  Z(0,T) + Z(T,0) , 

^2 
où T  = — es t le quotient de deux périodes fondamentales de p , Si u ^ , û  

sont Q( T)-linéairement indépendants, il nfy a essentiellement pas d'autre Y  € Q, 

dont l'image par cp soit dans £ ^ . Mais si, par exemple, u 2 = TÛ  , alors tous 

les points 

(a + b«r - T a , or) ,  Q  , a , b€ Q 

ont cette propriété ; néanmoins, si T es t un sous-groupe de type fini de Q  te l 

que cp(r) c ,  alors l'image de T pa r l'application 

(z1,z2) h > z 1 + T z2 

2 

est un sous-groupe discret de C  (en particulier ii(r,C )  ̂2 •) 

Nous résolvons ici un cas particulier de ce problème. Nous reviendrons sur cette 

question au chapitre 8. 

THEOREME 6,3*2 - Soient G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q  , 

cp : (f1 - * GQ un homomorphisme analytique, et T un sous-groupe de type fini  

de Q n te l que cp(T) cz Ĝ  . On suppose que pour tout Y  € T , Y  ̂0 , 1 1 homomorphisme 

t l- > cp(Yt) d e C  dans G ^ n'est pas rationnel. On suppose de plus que quand on  

écrit G  comme extension d'une variété abélienne A  par un groupe linéaire, A 

est isogène à un produit de variétés abéliennes simples de type CM. Alors T  est 

discret dans 

On effectue la démonstration du théorème 6.3.2 en 3 étapes 

LEMME 6.3.3 - Soient A  une variété abélienne simple de type C.M., cp : 

un homomorphisme analytique non constant, et F  un sous-groupe de type fini de Q n  

dont l'image par cp soit contenue dans A ^ . Alors il existe un sous-espace ¥  d e 

C11 , ¥  ̂Cn , tel que l'image de T dans G n/¥ soit un sous-groupe discret de 

on/w . 

Démonstration du lemme 6.3.3« 

On considère un homomorphisme thêta normalisé ©  : 0g - » A^ , une application li-

néaire X  : (f1 - * Gg tell e que cp = © o X , et une base Y ^ Y ^ d e T  su r Z . 

Il n'y a pas de restriction à supposer Y ^ Y n C-linéairemen t indépendants. 

Notons alors 
n n 

J s= 1 J' s 3 
(1 = J = *) . 
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où P . son t des nombres algébriques, Notons u . = X(Y .) , (1 ^ •  Ainsi 
J » s 3 3 

n 
u, = B P. • u , 0 * j=?<0 .. 

3 s =1 0 , 8 8 

Comme A  es t simple, (En d A)® Q est un corps commutatif. Grâce à l'hypothèse 
Z 

CM. et au théorème 6.2.3, on peut utiliser le lemme 2.4*5 avec pour D  l e corps 

déduit de (En d A) (g) Q par extension des scalaires avec Q , et K = End A , 
Z ' 

A 2 = (EndA).Q: il existe des endomorphismes B ^ B ^ d e GG , non tous nuls, 

laissant ke r ©  stable , tels que 

B. = S  B  ,  (1 S js*) . 
J 8= 1 J ' 8 3 

g 
Soit cu € C un e période de ©  , Notons 

co = B co , (1 * A ) 
J 3 

Qn choisit e u de telle manière que GU ., ,..., u>̂  ne soient pas tous nuls. On £ 

B. = S B , (1S js*) . 
J 8=1 J'8 3 

Qn considère l'application C-linéair e p  : C - » G& défini e sur la base 

(Y1 Yn^ p a r 

p( Y

s)
 = a ) s '  (1 ^ s^n) . 

Alors on a 

p(Yá) = o)á , (i* , 

donc p (r) c Q . On pose alors W  = ker p . 

REMARQUE 6.3*4 - On déduit évidemment du lemme 6.3. 3 

цСГ.С11) < 2 .S 2 . 

Montrons que si n  < g , on a 

цСГ.С 1 1) < 2  . 

(Dans le cas n  = 1 , cette inégalité équivaut au théorème 6.3.1), En effet, p(C n) 

est un sous-espace propre de (ca r n  < g) , et la simplicité de A  entraîn e 

rangz (ker ©) n p(GN) < 2 rang p . 

Gomme p (r) a ker © , on a 

rang^ p(r) < 2 rang p . 
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LEMME 6.3« 5 ~ Soit G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur § • ex-
tension par un groupe linéaire d'une variété abélienne isogène à un produit de va-

riétés abéliennes simples de type C.M. Soient c p ; C*1 -> G^ un homomorphisme ana- 

lytique non rationnel, et T un sous-groupe de type fini de Q tel que 

cp(r) c Ĝ  . 

Il existe un sous-espace W  d e (f 1 , W  ̂(f1 , tel que l'image de T dans C^/W 

soit un sous-groupe discret de C'V w . 

Démonstration du lemme 6 .3*5* 

Par hypothèse on a une suite exacte 

O - L - G - ; A - * O 

où A  es t isogène à un produit de variétés abéliennes simples de type C.M., et L 

est linéaire. On considère deux cas 

a) cp (Gn) c Lç . Alors, par la proposition 2 . 5 * 2 , on a ^(r.C* 1)  ̂ 1 .Le résultat 

s'en déduit facilement. 

b) L'application it ^ o cp : n'es t pas nulle. Il existe alors une variété 

abélienne simple de type C.M., soit B  , et un homomorphisme rationnel Tt^ : A B  , 

tels que lf homomorphisme it p o n1 o cp : C
1 1 -* Bç ne soit pas nul. On lui applique 

alors le lemme 6.3*3* 

Dans cette démonstration il était essentiel que l'hypothèse sur cp ait été seule-

ment le fait qu'il nfest pas rationnel. L'argument de passage au quotient n'aurait 

pas pu être utilisé avec l'hypothèse d'irrationnalité dans toutes les directions, 

comme dans l'énoncé du théorème 6 . 3 * 2 . 

Démonstration du théorème b. 3 . £ . 

On démontre le théorème par récurrence sur n , Pour n  = 1 , le lemme 6 .3*5 

donne le résultat désiré (qui est un peu plus précis que le théorème 4*1*2 dans ce 

cas particulier). 

Pour n  s 2 , on utilise le lemme 6 .3*5 • soit s  : C31 Ĉ / W la surjection ca-

nonique ; on considère une base Y ^ Y ^ d e F su r Z , telle que 

s(Y^ s(Y x) 

soient Q -linéairement indépendants, et que Ŷ +-j >°**« Ŷ  appartiennen t à W. 

D'après le lemme 6 .3*5» s(Y-. ) s(Y^ ) sont R -linéairement indépendants, et 

l'hypothèse de récurrence appliquée à la restriction de c p à W  montr e que 
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^X+1 ^i son t fî-linéairement indépendants. On en déduit que ,  ,,«, Ŷ  

sont E- linéairement indépendants. 

Dans le théorème 6,3.2, on a supposé que l'anneau des endomorphismes de A étai t 

le plus gros possible, et on a montré, en particulier, que le rang i d e T sur Z 

vérifiait l ^ 2n . 

Si on suppose qu'il y a moins d1 endomorphismes que dans le cas CM,, on ne sait plus 

démontrer cette majoration (voir néanmoins le chapitre 8) alors que, de manière pa-

radoxale, la conjecture 6,2,1 conduit à de meilleures majorations. En voici un 

exemple, 

PROPOSITION 6.3«6 - Soit A  une variété abélienne simple définie sur Q et véri-

fiant la conjecture 6.2,1, Soient T un sous-groupe de Q n d e rang l ^ n+1 , 

et c p : un homomorphisme analytique tel que cp (T)czA^ ej ; F (1 ker cp = (o) , 

Alors A  admet des endomorphismes non triviaux. 

L'hypothèse F R ker cp = (o) impliqu e que pour tout Y € T , Y ̂  0 , l'homomor-

phisme t  \-> cp(Yt) d e C  dan s A ^ est irrationnel (c'est-à-dire ici non cons-

tant ). 

Démonstration de la proposition 6.3.6. 

On démontre le résultat par récurrence sur n , Supposons, comme on peut le faire 

sans perte de généralité, i = n+1 et T = ZY1 +...+ ZY* avec Y . Y  C-liné -
l &  i  n 

airement indépendants. Notons 
Yn +1 = Р ^ 1 + . . . + ß n Y n . 

Supposons En d A Z  • Grâce à 6.2,1, en procédant comme dans la démonstration du 

lamine 6.3»3> on trouve des entiers rationnels b ^ b

n+-|
 n o n tous nuls, tels 

que 

V l =  P1 b1 +'--+ Pn bn • 

Disons "b ^ 7̂  0 . Soit 

Y!j = "bjY1 - b1 Y.. , (1 * . 

Alors 

Y ¿ + 1 = ß 2 Y ' + . . . + P n Y ¿ . 

En considérant la restriction de cp à CY £ +...+ C Ŷ  , on voit grâce à l'hypothèse 

de récurrence que Y£ Y ^ son t Q-linéairemen t dépendants, ce qui contredit 

l'indépendance linéaire sur Q d e Y^ , Yn + ^ • 
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Exemple. 

Soient A  un e variété abélienne simple définie sur Q , % : C A ^ u n homo-

morphisme thêta (normalisé ou non), et ( ^ ^g ^ T m e bas e de ke r © sur Z , 

avec ^  ,... , C -linéairement indépendants. On considère les matrices g  x g 

W 1 = (u ) 1 , u ) g ) , W 2 = u ) 2 g ) . 

-1 

Si l'une des colonnes de la matrice a  ses coefficients algébriques, alors 

on a une relation 
g+k 1 1 g  g 

avec P  . € Q, , (1 = j=g) • et k€{ 1 g } . La proposition 6.3*6 appliquée au 
J 

sous-groupe à g  paramètre s 

c p ( z 1 z g ) = ® ( u ) 1 z 1 + • . . + c u g z g ) 

avec 

r = Zg + z(p1 f3g) 

montre que, si la conjecture 6,2.1 est vraie, alors A  adme t des endomorphismes 

non triviaux. 
_-| 

Remarquons enfin que si tous les coefficients de la matrice son t algé-

briques, alors cp prend des valeurs algébriques en tous les points d'un réseau de 

C g (d e rang 2 g su r Z ) conten u dans Q g . 
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LEMMES DE SCHWARZ EN PLUSIEURS VARIABLES 

La généralisation à plusieurs variables des critères classiques de transcendance 

présente essentiellement une seule difficulté : il s1agit de l'estimation analy-

tique donnée par le lemme de Schwarz et la formule de Jensen,. qui permet d'amélio-

rer le principe du maximum pour des fonctions ayant beaucoup de zéros. Plus généra-

lement, un tel énoncé peut être étendu en un lemme d'approximation [Ro] exprimant 

en quelque sorte une propriété de "rigidité" des fonctions analytiques d'une va-

riable : si une fonction entière a de nombreuses valeurs petites en des points bien 

répartis dans un disque, alors elle est petite dans tout le disque. 

En plusieurs variables, le premier résultat [s 2] concernait le cas d'un produit 

cartésien. En 1970» Bombieri et Lang [B-L] ont introduit dans la théorie les ré-

sultats de Lelong [le 1 ] sur la masse moyenne des zéros ; puis Bombieri [Bom] , 
2 

utilisant les estimations L  d e Hormander et les potentiels canoniques de Lelong, 
établit un lien avec les singularités d'hyper surf ace s algébriques. Enfin Masser 

[M 1 ] et Moreau [Mo] ont obtenu des propriétés sur les polynômes à plusieurs va-

riables dont nous montrerons qu'elle conduisent à de nouveaux lemmes de Schwarz. 

Nous commençons par une étude générale ( § 7• "1 ) au cours de laquelle nous donnons 

3 démonstrations différentes pour le cas facile d'une variable (de manière à pré-

parer l'exposé de la situation en plusieurs variables) ; nous montrons aussi quels 

sont les meilleurs résultats possibles en plusieurs variables. 

Nous considérons au § 7.2 le cas "dégénéré" de produits cartésiens x...XS n 

dans ;  on utilise alors des formules d'interpolation classiques, obtenues en 

itérant la formule intégrale de Cauchy. 

Nous commençons an § 7*3 'une étud e du lemme de Schwarz pour des fonctions ayant 

de nombreux zéros dans la trace réelle de C* 1 (cette étude sera poursuivie dans 

[Wa 3] IIl) • Le point de départ est une remarque de D.W. Masser [M 1 ] (appendice 2) : 

on peut transformer les points de B (0,1) 0 Rn (trace réelle de la boule unité 

de C 11) en les points du bord distingué d'un polydisque (Masser utilisait un loga-

rithme, Moreau [Mo] a montré qu'une homographie est préférable). Nous utiliserons 

le théorème de Moreau (sans le redémontrer) pour en déduire un résultat d'approxi-

mation très précis. Nous verrons qu'un tel résultat d'approximation est équivalent 
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à un énoncé sur les polynômes en plusieurs variables. 

Nous exposons au § 7-4 les travaux de Lelong sur la masse moyenne des zéros d'une 

fonction entière dans C* 1 . Le lemme de Schwarz auquel ils conduisent est celui 

de [B-LJ, utilisé ensuite par Bombieri [Bom] , 

Enfin au § 7 »5 nous décrivons succintement la méthode de Bombieri [Bom] e t ses 

applications aux singularités d'hyper surf aces algébriques [Wa3]ll; nous utilisons 

un raffinement, dû à Skoda [Sk], du théorème d'existence de Hdrmander Bombieri. 

§ 7.1 - Etude générale 

•Soit S  u n sous-ensemble fini de .  Démontrer un "lemme de Schwarz" pour S  , 

c'est trouver des nombres positifs 9 ^ , ĉ  , ĉ  tel s que pour toute fonction en-

tière f  dan s C 11 s'annulan t sur S  , e t pour R  > r è c^ , on ait 

(7.1.1) log| f |r £ log|f |R - E1 l o g -̂ . 

une telle estimation est d'autant plus utile que le nombre es t grand. 

Qn s'intéressera aussi au cas de zéros multiples. Ici, on imposera le même mino-

ration de la multiplicité pour tous les points de S  . Etan t donnée une fonction P 

analytique au voisinage de l'origine, on écrit son développement de Taylor en 0 

Œ 

P(z) = E  P h(z) 
h=0 

où P ^ es t un polynôme homogène de degré h , e t on appelle ordre du zéro z  = 0 

de P  l e plus petit entier h  te l que P ^ n e soit pas le polynôme nul . Pour t 

entier positif, on cherche alors un nombre 6 ^ > 0 te l que pour toute fonction 

entière f  ayan t en chaque point de S  u n zéro d'ordre ^  t , on ait, pour 

R > r £ c1 , 

(7.1.2) log| f |r g log |f |H - 9t log^j " 

Nous considérons d'abord les deux cas faciles n  = 1 , e t Car d S = 1 , puis nous 

donnons une majoration de 0 ^ . Enfin nous étudions le cas particulier le plus im-

portant pour nous, celui où S  = ,  T étan t un sous-groupe de type fini de C 31 . 

a) Fonctions d'une variable» 

Quand n  = 1 , on peut démontrer (7.1.2) avec 9 ^ = t Card S, c.|=max{|s | ; s € S} 

et c 2 = 3 • 
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LEMME 7•1• 3 - Soient R  > r des nombres réels positifs, t  un entier positif, 

S un sous-ensemble fini du disque | z | é r d e C  , e_t f une fonction entière  

d'une variable non identiquement nulle ayant en chaque point de S  un zéro d'ordr 

— t • Alors 

log |f |r *= log |f |R - t. Card S. log ̂ f^- . 

Cette inégalité n'améliore celle donnée par le principe du maximum 

I f I s£ I f I 1 1 'r ~ 1 1 >H 

• T , ^  - , - , R- r . R que si R  > 3   ̂> auque l cas ^  —̂ > — . 

Première démonstration du lemme 7•^• 3 * 

Pour r ^ £ R, soien t C-|>... , Cv le s zéros de f  d e module inférieur ou égal 

à r ^ , comptés avec multiplicité, où v  = v̂ .(0,r̂ ) es t le nombre de zéros de f 

dans le disque |z | SS .  On définit une fonction f ^ entièr e dans C  pa r 

f(z) = f (z) R  (a-C J • 

Les inégalités 

S|fj (r + rJ
V 

r RS|fj (r + rJ
V 

r R 
et 

I f J S  | f | R ( R - ^ r 
R 

donnent 

1 
log|f|r^log |f| R- vf (0,^) log -^jr pou r R^ r , R̂  . 

Sous les hypothèses du lemme 7*1« 3 ave c r  = r̂  o n a 

v f (O.r.j)  ̂t Card S. 

Deuxième démonstration du lemme 7 .1 .3 . 
Soit S  = {a1 a } ave c s  = Card S . O n définit u  ,  u. u  , „  par i s  o  7 1  7 7  s t - 1 

Uqt +r = V l ' ( ° ë 1 S s - 1 •  OSrSt-1 ) . 

Autrement dit on répète t  foi s chacun des éléments de S  . 
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La relation 

1 _ 1 z-u 1 

C-z C -u + Ç -u *  C  - z 

donne par récurrence 

1 =  £  i<.i +  i<st (z-u ) 

S " z Oéj<s t T 7 ( C - u x ) ( Ç - z ) H ( C - O 
X ^ j i<s t 

Qn multiplie les deux membres pa r ~2^~k ^(^) >  e~k o n intègr e sur |j|= R . O n 

obtient alors la formule d'interpolation 

f(z) =  P(z) + f (z ) F T 
' CT €  S (z-u ) 

avec 

P(z) = E  a  H (z -u ) , 
0£j<st J i < j 

',<•> - Tir Jltl=R «o n (C-.)"1 #ï • 

et 

f i ^ =  T ± 7 J , ,  fM T F ( C - c r ) " * . 

et 

1 < 2 l 7 t | ç | = R a€ S z 

On utilise maintenant l'hypothèse sur les zéros de f  ; elle est équivalente à 

dire que le polynôme P  es t identiquement nul • On majore | f  ̂|r e n utilisant 

l'expression intégrale de : 

l ' i ! s И * < * - * ) - * • * h 
r 

ce qui donne 
ts 

1 1 'r ~ 1 ' R V R - r; R - r 

On utilise alors une idée de E . Landau [P-S] (Part IV Chap. 3 § 2) :  appliquée à 

la fonction f  ,  k entie r ^  1 , cette inégalité donne 

1 1 'r & 1 1 I R ^ R- r ; R - r ' 
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Pour k  "> + » o n obtient le résultat annoncé. 

Troisième démonstration du lemme 7«1.»3. 

Soit w€ C te l que |w | = r et |f(w ) | = |f | .  Soit g(z ) = f(z + w) . Q n ui 

lise la formule de Jensen (cf. § 7.4) ' 

2 71 

log|g(0) | = JV J* log|g(pe i@) d6 -£ lo g 

0 { c } IC I 

où (C ) désign e l'ensemble des zéros de g  (compté s avec multiplicité) dans le 

disque |z | £ P . Qn choisit p  = R - r . Comme 

D(w , R- r) C D(0 , R) , 

on a 

1*1.« l * l H -

De plus pour a€S , £  = a-w es t un zéro de g  d'ordr e ^  t et |C |^2r<R-r. 

Donc 

E log Ä=J£ s st log , 

c Ic i " 
ce qui démontre le lemme 7  • 1 • 3 • 

REMARQUE 7.1.4 - s i o n remplac e z- a pa r 
R(Z- О) 

2 
R -  za 

dans les démonstrations pré-

cédentes, on voit que l'on peut remplacer 
" 2  2 R-r R + r ? „ pa r dans l'inégalité du 

lemme 7.1.3- (cf. [P-s], Vol I, Part III Chap. 4 n° 176 et Chap. 5 n° 232) . 

b) Un seul zéro d'ordre élevé. 

Pour les fonctions de plusieurs variables, le seul cas complètement trivial est 

celui où Car d S = 1 • On peut alors choisir 9 ^ = t , ĉ  = \o | si S  = {et} , 

et c 2 = 3 . 

LEMME 7.1.5 - Soit f  une fonction entière dans C 1 1 ayan t un zéro en un point o 

d1 ordre s * t. Pour R> r 35 |a | , on a 

log |f I SS log |f I - t log R ~ | g| . 

r+ 0 

Démonstration du lemme 7.1.5» 

Soit W É C 1 1 tel que |w|= r e t |f(w ) | = |f| r . O n considère la fonction en -
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tière c p d'un e seule variable complexe z  défini e par 

cp(z) = f(a + zw- za) • 

Comme cp a un zéro d'ordre s t e n z  = 0 , on est dans la situation classique 

du lemme de Schwarz à une variable : la fonction z ~^cp(z) es t entière, donc 

pour =  R-| > 0 , 

MR2 = l
flfi2(r+|ai) + |a| 

On choisit R . = 1 , R_. = —— ™ .  Les relations 1 '  2  r + a 

I<PIE2= l
flR2(r+|a|) + Io| 

et 

1*0)1 = U l r 

donnent le résultat annoncé. 

Si on remplace les boules euclidiennes par des polydisques et que l'on note, 

pour z  = (z. ,,,,, z J ^ C ? , e t r > 0 : 

||z|| = max |z J e t ||f| | = sup |f(z)| , 
1^j^n J

 x Ilz|| = r 

la même démonstration donne 

log||f||rSlog||f|!E- t logfT̂ J • 
Pour G = 0 o n obtient la formule habituelle pour une fonction ayant un zéro à 

l'origine d'ordre s t : 

(7-1.6) ||f|| r* ||f||H • (f)"' • 

c) Majoration de 9 ^ • 

La difficulté pour démontrer un lemme de Schwarz quand Car d S è 2 provien t du 

fait que pour n   ̂2 , les zéros d'une fonction analytique ne sont jamais des 

points isolés. On ne peut donc faire intervenir le nombre Gar d S qu e si les 

points de S  possèden t certaines propriétés de bonne distribution. Regardons 

d'abord quel est le meilleur résultat possible. 

Soit S  u n sous-ensemble fini de tf1 vérifian t un lemme de Schwarz (7.1.2). 

Soit P  u n polynôme non nul de 0[z] (où z  = (z^ z

n)) ayan t en chaque 

point de S  u n zéro d'ordre È  t . On fixe r  = c-i e t on fait tendre R  ver s 
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l'infini. On obtient =  degP • Choisissons P  d e degré minimal, et soit u )^(S) 

ce degré (cf. § 1.3«e). On a ainsi démontré 

(7o1.7) e t =g o ) t (S ) . 

Ces nombres iu , (S) jouen t un rôle important dans la recherche de lemme s de 

Schwarz. Ils remplacent essentiellement la quantité t  Card S d u lemme 7*1 «3« 

Nous verrons au § 7*5 qu'un sous-ensemble fini S  d e vérifi e un lemme de 

Schwarz 7•1•2 avec 

@t = n  wl( S) " s f c 9 C 2 = 4 n 9 

et c ^ n e dépend que de n  , S e t e  (cf . lemme 5 ° 4 o l ) . Mais on verra aussi que 

c.. ne peut pas dépendre uniquement de n  , e e t ma x |o| , et la méthode ne per-
1 o-e S 

met pas de calculer c . . 

d) Majoration de 8 ^ pour S  = . 

Pour les applications que nous avons en vue ici, le cas particulier le plus im-

portant est celui où t  = 1 , et S  es t de la forme 

{h^ Y1 +...+ h£Y A ;  h^) € 2̂  , - N  ̂ ĥ  N } , 

où Y- j >•••> Yj£ son t &  élément s Q -linéairement indépendants de .  On cherche 

alors à démontrer l'inégalité (7• 1 • 1 •) avec 8 ^ = ĉ  N21 , ĉ  = ĉ  N , et 

m, ĉ  , ĉ  , ĉ  indépendant s de N  . On souhaite évidemment obtenir un nombre réel 

m > 0 auss i grand que possible. 

DEFINITION - Soit T u n sous-groupe de C* 1 d e type fini et de rang i su r Z  , 

et soit m  = 0 u n nombre réel. Nous dirons que T vérifie un lemme de Schwarz  

avec l'exposant m  s i pour toute base Y ^ Y ^ d e T su r Z  , il existe des 

nombres réels positifs 0 ^ , 0 ^ , 0 ^ , c, _ n e dépendant que de n  , m , Y-j >•••> Ŷ  

avec la propriété suivante : pour tout entier N  s ĉ  e t toute fonction entière f 

non identique à zéro et s'annulant en chaque point de l'ensemble 

rN = { h 1 Y 1 + - - ' + \ y i 9 ( h 1 hl^e ^ 9 - N =  hj = N> ' 

on a pou r R   ̂r s ĉ  N 

(7.1.8) log|f| rë log|f|E- c3 rf" l o ĝ  . 
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Si T vérifi e un lemme de Schwarz avec l'exposant m  , alors d'après (7• "1 • 7) on 

a 

m s n(r,Cn) . p 0 U r N  ~  C5 * 

Le lemme 1.3.1 4 donne alors la majoration suivante de m  : 

LEMME 7• 1 • 9 - ÜÜ T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m  , alors 

m s n(r ,C n) . 

Soit m Q = mQ(r) l a "borne supérieure des nombres réels m  pou r lesquels T vé -

rifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m  a Nous démontrerons les résultats 

suivants : 

(§ 7.2). S i ^ ( F , ^ ) ^ 1  , alors m Q =Ê 1 . 

(§ 7.2). Si T es t un produit cartésien F ^ x • • «x ^n dan s (f1 ,  alors 

m o =  ^(r,^) . 

(§ 7 . 3 ) . S i r  c Qn N Rn ,  alors m Q = \i(r9(P) . 

(§ 7«3)« Soi t i =È n • Pour presque tout F c d e rang Z , on a m  =  ^(r.O11) 0 

(§ 7.4). S i ^ ( F.R 2 1 1) â 1 , alors m Q §Ê 2 . 

(§ 7.4). S i T  c Qn , alors m Q ^ 2ii(r,R
2n) . Par conséquent si F c Qn es t bien 

réparti dans R 2 n , alors m Q = ^(r.C
11) . 

(§ 7-4). Soit l g 2n . Pour presque tout r  c (? d e rang l ,  on a m Q = ^(r.C
11) . 

Nous montrerons au chapitre 8 quelques conséquences que l'on pourrait déduire de 

l'égalité m Q = ^(r.C
31) pou r tout r  a (f1 ,  que nous formulons sous forme de con-

jecture O 

CONJECTURE 7.1.10 - Soit T un sous-groupe de (f1 d e rang fini sur Z  . Pour tout 

e > 0 , T  vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant ^(r.C 11) - e • 

Le cas particulier r  c Qn présent e un certain intérêt. Nous l'appellerons "cas 

algébrique de la conjecture 7.1.10". 

L'autre part à cause des problèmes dûs aux pôles des fonctions méromorphes dans 

les critères de transcendance, nous aurons besoin de versions raffinées du lemme de 

Schwarz, dans lesquelles nous ne supposons plus que f  s'annul e en tout point de 

F N ,  mais seulement sur un sous-ensemble. 
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§ 7-2 - Produits cartésiens. 

a) Introduction. 

L'étude de produits cartésiens est une situation généralement considérée comme dé-

générée pour plusieurs variables. Elle présente néanmoins un double intérêt ici. 

L'une part elle apparaît de manière naturelle dans de nombreux problèmes de trans-

cendance (par exemple au chapitre 5)» L'autre part elle fournit un exemple dans 

lequel on peut résoudre la conjecture 7 . 1 . 1 0 sans faire intervenir de considéra-

tions sur les distances mutuelles des points étudiés. 

La recherche d'une majoration pour les fonctions entières dans s  ' annulant 

sur un ensemble S ^ X . . .X S n a  été entreprise dès 194^ par Th. Schneider [ S 2 ] , 

qui inaugurait ainsi l'étude des propriétés arithmétiques de fonctions de plusieurs 

variables. Pour cela il étendait à n  variable s la formule intégrale de Cauchy. 

Cette méthode d'itération a été reprise notamment par P. Gross, S. Lang, puis 

A. Baker, et mise sous forme de lemme de Schwarz dans [ W a 3 ] 1« Elle donne une 

généralisation naturelle de la deuxième démonstration de 7-1 • 3• En fait nous allons 

la présenter ici comme une généralisation de la première démonstration de 7 . 1 . 3 en 

introduisant des considérations élémentaires sur les idéaux qui permettent d'autres 

développement s. 

Soit g * un idéal de l'anneau des fonctions entières dans .  On cherche des 

générateurs g- j ,..., ĝ  d e ^  , de telle manière que toute fonction f  6 3" s'é -

crive 

f = f l S l + . . .+ f h g h , 

avec des fonctions entières f ^ ,..o, f^ • Pour obtenir un lemme de Schwarz pour 

les éléments de j  , il suffit que l'on ait de bonnes majorations des | f | e n 

fonction de |f| R .
 R 

Par exemple soit S  = Ŝ  X . . . X S n u n produit cartésien de sous-ensembles finis 

de C  , et soit t  u n entier positif. Qn choisit pour 3 * l'idéal 

{f ; D^f(o) = 0 pou r a € S , 0  ̂T . < t , 1 ^ j ^ n } . . 
J 

Cet idéal est engendré par les n  polynôme s 

VI (z. - a j * i O = j — n ) • 

On peut démontrer ce résultat de manière élémentaire, par récurrence sur le nombre 
n 
Y) Car d S. . Mais on obtient des majorations plus précises des |f . | correspon -
j=1 3 3 R 
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dants en exprimant ces coefficients f . sou s forme intégrale explicite. Le lemme 
3 

de Schwarz que nous en déduirons est le suivant 

PROPOSITION 7 . 2 . 1 - Soient S ^ S n de s sous-ensembles de G  , contenant cha-

cun au moins s  éléments distincts. 

Soit 1)(0,T^) = {z€ (f1 ;  ||z|| ^ r̂ } un polydisque de C* 1 contenant S = S 1 x . . . x S n  

Soit t  un entier positif, et soit f  une fonction entière vérifiant 

L^T^f(a) = 0 pour CT€ S e t ( T) =  (T, ,. . ., T . ), T. > 0 , T.+... + T  <  t . 

Alors pour R   ̂r e t R  > r̂  on a 

R-r 
log ||f||r * log ||f||E - ts log — . 

Plus généralement, on obtiendra un lemme de Schwarz pour les éléments de lfidéal 

engendré par P^(z^ ) p

n (
z

n ) >
 o u ^  >  • • • » ?n son t n  polynôme s à une va-

riable . 

b) Formules dfinterpolation. 

Nous commençons par exhiber une décomposition canonique des fonctions entières, 

associée à des polynômes P^ , ?n à  une variable (ce qui correspond à un pro-

duit cartésien avec des multiplicités)-

PROPOSITION 7 , 2 . 2 - Soient P n de s polynômes unitaires de C[x ] , de de-

grés respectifs p ^ , • •,, pn , Soit f  une fonction entière dans ,  Il existe 

une décomposition unique 

f( Z l * N ) = S  « p j ^ . . . . . *n) Yl P (z ) 
Jc{1 n } j € J 

où, pour chaque sous-ensemble J  d e {1 ,.,., n} » cp j est une fonction entière  

dans C  et polynomiale en z . de degré <  p. pour 1 =É i  ̂n e t i^J . 

Ainsi çp^ est un polynôme en z ^ ,,,,, ẑ  , de degré <  P^ e n z^ , (l = i^n) 

Démonstration de l'unicité. 

Pour 1  ̂j  ̂n , notons a. 0 f (0^4<q. ) le s zéros distincts de P . , et 
3 9 ^ 3 3 

V . g leu r multiplicité, avec 

P , = S v , , 
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Nous commençons par l'unicité de cp0 , c'est-à-dire par le résultat suivant 

(7.2.3) Si Q € G[X^ X n] satisfai t 

D ^ W a )  = 0 
' 1  7 n 

pour (T ) = (^ T N ) , 0  S <  V . . ^ ,  0  S  ̂<  ^ ,  1 S j  ̂n , et si 

deg„ Q  < p. , (1 S j g n) , alor s Q  = 0 • 

On démontre (7.2.3) par récurrence sur n  , le cas n  = 1 étan t banal. Soit 

Oê£<q_ n e t O ^ T < V n ^ . L e polynôm e 

S Q ( X 1 Х п - 1 ' а п Д ) € С [ Х 1 Xn-lJ 
n 

est identiquement nul grâce à l'hypothèse de récurrence. 

Soient z ^ • z ^ ^  de s nombres complexes. Le polynôme 

Q(z1 z n_ 1 , X)€ C[X] 

V 1 

a un degré <  p^ e t a au moins ]T ) Vn i = ̂ n z ® r o s - ^ ° n c Q= 0 • 
X = 0 ' 

On suppose maintenant que la fonction f  d e la proposition 7«2.2 est identique-

ment nulle, et on montre que chaque cp j est nulle. Soit J q un sous-ensemble de 

{1 n } • Sans perte de généralité, on peut supposer J Q = {1 ,,,,, k} ave c 

0 g k < n , et on peut aussi supposer cp T = 0 pou r J  c J ,  J / J 
J o  o 

Si J  es t un sous-ensemble de { 1 ,,.,, n} qu i n'est pas contenu dans J Q , 

on a 

D<T>ÇjnpJ(°1fJ« ° n t t )  = 0 

j ë J n 

pour 0   ̂ Л < q. , (1 £ j S n) , e t (т) = (т1 , ..., т ) avec 
J J  i n 

T • = 0 pour j  € J О о 
0 S T. < V . FL pou r i ̂  J . 

1 1 f JO ^ о 
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Donc pour les mêmes valeurs de (T) , X  ,  la fonction 

t(z1 z ) = - cpT (z 1 ,..0, z ) TT 
1 n  J Q 1  n  3  o 

= E cp ( z . , z ) rT p ^(z . ) 
J O

 J  1  N  J  € J  J J 

vérifie 

] } ( T ) ^ C T 1 F X 1 °n9lj = ° * 

Pour chaque ^  T K ,  ̂,  i fc ave c T. .  ̂ 0 , 0  ̂<  q.. , 0 ^ . j S k ), 

la fonction 

(T 1 T K ,  0 0 ) 

1 K 

est un polynôme de degré <  Pi e n z ^ , (k < i  ̂n) 0 D'après (7.2.3) , ce polynôme 

est identiquement nul. Soient zic+i »•••»
 z

n ^
e s n o m^ r e s complexes . Le développe-

ment de Taylor au point o . » ,  . •., a, „ d e la fonction 

(z1 2 ^ ) î » t(z 1 Zĵ . , z n) 

montre que cette fonction est identiquement nulle donc cpT = 0 . 
o 

Démonstration de l'existence. 

Pour 1   ̂j ,  on note u . , , ( 0 ^ k < p . ) le s racines de P . comptée s avec 

multiplicité, et on définit 

P ,(x) = O (X-u . k ) ,  ( 0 3S i * p.) . 

Ainsi P . (X ) = 1 e t P . (X ) = P.(X) . Pour J c { 1 n } , on définit 

(7.2.4) z  ) = 7 ^ -n Г ... f f(C , С ) X 

1 £1 1 - R 1 I  £J =  En 

/ pi" 1 P . Az.) \ 
X У s p  (c ) п . ] aç- .. . ас , 

1 n 
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où R. J , Rn son t des nombres réels vérifiant 

R > max |u A , (1 ^ J=?n) . 

3 

Montrons la formule désirée par récurrence sur n . Pour n  = 1 , c'est la formule 

d'interpolation classique à une variable (cf. la deuxième démonstration de 7 • ^ • 3 ) 

avec 

^ Z ) = ¿ Г F(c) n(c-v1dc')n(^-V 
* j¿=ol J|C| = R k = 0 K  lk= 0 * 

et 

w > - ¿ r , f ( í ) H ( s - ^ " 1 A -

к1 = н k - ° 
Supposons la formule démontrée pour n  - 1 variables. Soit 0 , D'après l'hy-

pothèse de récurrence on a 

f(z z  ) = S  i| r (z z  ) "TT 
1 n  Jc={1,....,n-1 } J 1  n  j€ J 3 3 

avec 

• , < * i . . . . . 

ГC1=R1ГCNW=RQW d£n-i • 

( Д х ? о ( Д ^г.3)Р3 ( сА))«1 - d £ n - i • 

\ 1gi<n / \ 1^ì<n / 

Pour ,  ..,, gn 6  С , on a, d'après la formule en une variable, 

C n _ v a n ) = Sfa + S {1} ( C1 ^ n - I ' V ^ V » 

avec 

V P . ( z n ) 

g 0 ( q . . . . . c n . 1 ) 2 n ) =  ¿ I f ( C l c n ) s P ^ ^ ( c n ) d ç n 
1 ъп' n 

et 
1 Г* ^ 

g{1} ( £1 £ n - 1 ' z n ) = 2 i i f ( C 1 Qn> ( £ - z ) P (C ) d C n ' 
J I -  n n n n 
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En reportant dans la formule donnant ,  on trouve 

*J< Z 1 V > = 9 J ( Z 1 z n } + U  { « } ( Z 1 z n ) P n ( z n ) • 

Mais on décrit toutes les parties de {1 n } e n considérant tous les ensembles 

J e t J  U {n} , quand J  décri t les parties de {1 n -1} . La proposition 

7.2.2 es t donc démontrée avec la formule (7.2.4)» 

Les relations (7.2.4) permettent de majorer les cp j . 

LEMME 7.2.5 - Avec les notations de la proposition 7-2.2, soient < y . 0 , (O  ̂^<q.) 

les zéros distincts de P . , (1 É j  ̂n) , et soient R  , r,r. des nombres réels  

avec 

R > r + 2r1 ,  r ( r + r / | , ( 0 ^ < q , 1 é ^ n ) , 

Pour tout J  с (1 , •.., n} , on a 

W l £ | | % ( = r * 1 > " P j - ( R ^ ? - ) " ' 

r 1 
OU 

p =  E deg P . 
J i € J J 

Démonstration du lemme 7«2«5» 

On utilise la formule (7.2o4) ave c 1Ц = .  0 0 = Rn = R Comm e R  > r + 2r̂  on 

r+r1 

a —  <  1 . Pour i 4 J , on a 

P ( z )  ( r + r / 

P.1; л .) в , г - 7 т т - -  r.iqi - в . 

1 , 4 + 1
 4 b i y (ß-^) 

donc 

V 1 P . 1 

P —  ' i ч s !  . 

Pour j  € J , on a 

3 О / V (E-rJ 3 1,4+1 4 biy (ß-^) 

h ál =r ,|Cjl = H , 
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d1 où 

,1 li . |, f l, f  1 \  N - ° A R D J  /  1  f J /  1  \ C a r d J 

ce qui démontre le lemme 7«2.5« 

Supposons maintenant que la fonction f  satisfass e 

D ( T ) f ( o M i cnflJ =  0 

pour (T ) = (TL T n ) , O S r . < V j^ ,  O S l ^ i ) . , l ï j S n , o ù _ 

3 3 

est l'ordre de multiplicité de la racine a j ^ d e P. . • D'après l'unicité de cp^ 
J 

(cf. 7 .2 .3 ) , o n a c p 0 = O . 

Soit p  = mi n de g P. . Alors pour tout J e {1 n } o n a, d'après le 

lemme 7*2.5 

! Ч г П | | . | И ! % . ( д Р . ( ^ ) П 

donc 

1 1 1 1 . a И 1 н ' ( ^ ) - ( s ^ ) n -

En prenant ^ 

V z i } =  T T (z , - a /  ,  ( 1 « j < n) 

A. A.zhari a montré que l'on avait, sous les hypothèses de la proposition 7.2.1., 

r+r S t n 

l l ^ l ' r ^ Ï T ^ l | f | | R • ( i ^ f j 
1 

La proposition 7.2.1. s'obtient alors en utilisant l'astuce de Landau (cf. p. 116) . 

L'autre part si on définit, pour 1  ê jËn , 

f (Z1 z  ) = B cp (z z  ) H  .  Ph(^h) , 

où la somme est étendue aux sous-ensembles J  d e n } qu i contiennent 

j , on déduit de la proposition 7.2.2 et du lemme 7.2.5 le corollaire suivant : 
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COROLLAIRE 7.2.6 - Soient P ^ P n de s polynômes unitaires de C  [X] . Pour 

1 g j^n ,  on note p . le degré de P . , a . 0 ,  (0  ̂ i < q.) les racines dis-

tinctes de P . e t v . 0 leu r multiplicité. Soient r , r1 ,  R des nombres réels, 

r g | a . J ,  N kq ,  1 ê j ^ n) e t R > r + 2r1 . 

Dans l1anneau des fonctions entières dans 1 ! idéal 3 " engendré par 

PJz. ) P  (z ) est l'ensemble des fonctions f  entière s dans C » et veri -
1v 1 ' ' 9 n v n' — — — 
fiant 

r g |a . J , Nkq , 1êj^n) 

P O ^ r (T ) = (T 1 ,  T  )  , 0  ̂T  . < V . ç , 0   ̂Z <  q ,  1 ^ j => n . 

1 1 1 J ^ ' j J J 

De plus, si f  € 3 , il existe des fonctions entières f ^ , •. •, fn vérifian t 

n 
f( Z l z n) = B f.(z, z n) P..(z..) 

3 ~ ^ 

et 

(R-r) P j | | * Л | | Г Е | | % . ( 5 ^ Ц ) П -

2H. 

Pour fì è 3r + 6r1 , on a R_ r_ 2 r ^  3 . 

c) Application aux sous-groupes de C 1 1 • 

Soient ,  de s sous-groupes de C  d e rang ,  •.., JL^ sur Z  • 

Alors r  = X ••• x Tn es t un sous-groupe de C* 1 de rang X  = £̂  + +  n̂ • 

et on a 

^(r.C 1 1) = mi n JL. . 

1^Ô*n J 

Pour 1  < л < n , soit Y , -, У A о ^ae b a s e d e r -i ^  Z ' 

Pour N   ̂1 , notons 

rj,N " 
¡ ¿ ? h Y  ;  (h ,  | hJ SN'> 

et 
Г Н = ri,N x X rn,N 

•[Ci w ¡ ¿? h Y ; (h , |hJ SN', |hJ SN'> 
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Comme 

Card T. N  j ^ #(r> C ) , 
3 9 

on en déduit que T vérifi e un lemme de Schwarz avec l'exposant ^(r .C11) • 

Maintenant si r  es t un sous-groupe quelconque de (f1 (d e rang fini) tel que 

^(r.C 1 1)  ̂ 1 , alors T  contien t n  élément s ,... . Yn C -linéairement indépen-

dants, et dans la base ,... . Yn l e sous-groupe Zy^ + ... + Zyn d e T  de -

vient le produit cartésien .  Donc Y vérifi e un lemme de Schwarz avec l'expo-

sant 1 

§ 7 .3 - Sous-groupes de la trace réelle de 

a) Enoncés des résultats 

Nous avons déjà remarqué que pour un sous-groupe F d e la trace réelle R 11 d e 

CP , on a [l(r ,Cn) = li(r,Kn) . D'autre part D.W . Masser ([ M 1 ] appendice II) a 

montré comment des informations concernant les valeurs de polynômes sur la trace 

réelle pouvaient être transportées sur le bord distingué d'un polydisque dont on 

peut alors utiliser le rôle de frontière de Shilov. Nous allons démontrer le résul-

tat suivant 

' x n 
THEOREME 7 . 3 .1 - Soit T un sous-groupe de type fini de R  ,  ayant un coefficient 

de densité ^  K • Alors T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant H  . 

Le cas particulier le plus important se déduit alors du théorème 1 . 3 . 1 0 , 

COROLLAIRE 7 . 3 . 2 - Si T est un sous-groupe de type fini de R 11 f! Qn , alors  

pour tout e  > 0 T  vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant |i(r,C N) - e . 

De même on déduit de la proposition 1.3»12 l e corollaire suivant 

COROLLAIRE 7«3«3 - Soient n  e t i des entiers, Z S n . Pour presque tout 

( Y 1 , . . . , Y ç ) 6 R11^ , pour tout e  > 0 le sous-groupe de C n engendr é par 

Y ^ , . . . » Y ^ vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant —  - e . 

On remarquera que dans ces conditions on a |i(r ,Rn) = |i(r,Cn) = ~~ •• 

Le théorème 7 . 3 .1 est une conséquence de l'énoncé plus précis suivant 

THEOREME 7 . 3 . 4 - Soit n  un entier positif. Il existe des constantes positives 
c6 9 °7 ' °8 ' n e dépendan t que de n  ,  ayant la propriété suivante. Soient 

r̂  , r e t R  des nombres réels, R   ̂r  ̂r^ > 0 e t q, L deux entiers positifs. 
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Soient f   ̂, • • •, f des fonctions continues dans le polydisque 

D(0,R) = {z£ Cn, ]|z|| g R} , 

analytiques à l'intérieur. Soient S ^ ,..•, S des sous-ensembles de tel s 

que pour tout G  € D(0,r^ ) R Rn , il existe a  € S = Ŝ  U •••US avec 

| | Ç - a | | g  c 6 r  /q L . 

Alors 

c r'L c  r L 

min || f y é № ) . max ||f || + ( ) max su p |f ( a ) | . 
1 g jgq 3 r \  '  1 g jg q J R  1 J 1 g jg q a'ES. J 

b) Un théorème de Masser et Moreau sur les polynômes à plusieurs variables. 

L'outil essentiel de la démonstration est le résultat suivant de J.C. Moreau [Mo] 

qui améliore un énoncé antérieur de D.W. Masser (appendice 2 de [M1]) . 

THEOREME 7 • 3• 5 - Il existe deux constantes c ^ , ĉ  ,  positives ne dépendant que  

de n  , telles que si Q € C [X^ ,...,„Xn] est un polynôme de degré (total) infé- 

rieur ou égal à L  , et si S e í est tel" que pour tout point Q € ̂  H  B(0,1 ) de 

la trace réelle de la boule unité, la distance de C à  S soit inférieure à 

cnL ^ , alors 

H(Q) SE e 1 U su p |Q(c)| . 
CT€ S 

L'énoncé de D.W. Masser donnait seulement la nullité de Q , sous l'hypothèse 

—1 —1 
Q(CT) = 0 pou r tout < j€ S (e t avec c  L~ remplac é par c n(L log L)" ) . Le fait 
que le résultat de Moreau soit très précis jouera un rôle fondamental. 

Nous déduirons les énoncés du a ) ci-dessu s de ce théorème 7*3«5« En fait, le 

théorème 7»3*4 est une extension du théorème 7• 3• 5• En effet, si Q , est un poly-

nôme de degré g  L^ vérifian t les hypothèses du théorème 7 . 3 - 5 avec L  remplac é 

par L ^ , le théorème 7 -3-4 avec q  = 1 , r = r̂  = 1 , L = 2L̂  e t R  -> + œ montre 

que la conclusion du théorème 7 -3 -5 est vraie (avec cn = 2c )̂ . 

c) Démonstration du théorème 7 -3 -4 -

Soit j  u n entier, 1 g j g q . On écrit le développement de Taylor de f . à 

1'origine 

f .(z) =  D  a . , z h 

h<E 

-I ON 
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h H1 hn 
(avec z  =  zi •• • z

n ) sou s la forme 

f. = P. + g. , 
3 3 * 3 ' 

où 

P.(B) = Б a. . zh , 
3 |h|< L ¿'h 

et où g. = f. - P. a ш zéro d'ordre ^ L à  l'origine. D'après ( 7 . 1 . 6 ) , pour 
3 3 3 

0 g p ^ R  , 

N i s ® 1 Ilejll . 

D'autre part il n'y a évidemment pas de restriction à supposer S e D( 0 , 2 r ^ ) ; donc 

sup |P,(a)U SU P |f.(a) | + g. 
a € S. a € S. 3 3  2?л 

De plus les inégalités de Cauchy 

M S E ~ | h | i i f 4 

montrent que l'on a 

M - ll*J • 
J R \  n  / J R 

donc 

ll e 3 l L £ l l f d l L + l l p j l L ^ o í i l l f

3 l l • 
J R J R J R J R 

Considérons maintenant les ensembles 

S' . =í — о, об S . I (1 ' j • n) , 

et 

S 1 = s» и ... и s» . 

• Q On choisit 

c 6 = min(l,c ) . 

Pour tout point £ f d e la trace reelle de la boule unite, il existe o !6 S! te l 

que 

| | C - o • || * o M . 

Posons 

Qá(z) = Pj(rlZ) , ( 1 ' j • n) , 
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de telle sorte que 

IlSjlIjS. 
R1 

= l l^l l 

et 

sup iQ.(a') ! = sup I  P.(a) I • 
o ^ S ' . 3 о € S . J 

3 0 

Nous utilisons maintenant le théorème 7  «3-5 pour le polynôme .. . Q,^ : 

q. 

н ( Г ~ Г О 
3 = 1 3 

э; e 1¿ sup ГТ !Q,(^')I • 
о' € S' j = 1 J 

Grâce au lemme 1.1.12, on a 

q. 

T T H ( Q , ) 
^ n q L 

q. 

н ( Г К ) -

D1 autre part 

IIQjIIrs/r1(L+n)H(Qj).(r/R1)L, 

donc on obtient 

q q L q 

ПЫ Й ( ^f- ) П вир |P (a)| . 
j=1 3  r \  r 1 /  j  = 1 c r € S. 0 

Soit j  ave c o 

||P H = min || P J . 
Jo r  1 ̂  j ̂  q J r 

On a 

qL q 

||P. | | q ^ ( )̂ Г Т вир |p ( 0| 

л 

et 

| | f . Il ^ ||ь» II + I ls , II 

L L 

= ( " R — ) • llgi II + ( ~ r ^ ~ i ma X 8,1 5 |fi(a) l \ R  /  V E \ r 1 /  I S j S q o Ê S . J 
J 

= ( " Г " ) H f i I I + ( ^ " ) m a x s u p l f i ^ ) l 
0 
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ce qui démontre le théorème 7-3.4* 

Pour d'autres développements de cette étude, voir§ J.6, 

§ 7*4 - La masse moyenne des zéros, 

a) Introduction 

Les fonctions de plusieurs variables ne sont véritablement intervenues dans la 

théorie des nombres transcendants qu'en 1970, à partir d'un travail de Bombieri et 

Lang [S-L ] dans lequel le rôle essentiel est joué par l'énoncé suivant, dû prin-

cipalement à Lelong [L e 1]. 

PROPOSITION 7-4.1 ~ Soit f  une fonction entière ayant des zéros z ^ z ^ 

(comptés avec multiplicité) dans une boule euclidienne B (0, r) . Soit §  un nom- 

bre réel vérifiant 6   ̂r e t 

О < 6 S ~ min I Z . - ZL I . 

Pour R  è r on a 

log|f|r Slog|f| E - ^ j - ^ l o g [ ^ . 

En utilisant le lemme 1.3.8, on en déduit l e résultat suivant0 

THEOREME 7.4.2 - Soit r  un sous-groupe de (f1 d e type fini sur Z , Si F a un  

coefficient de densité relatif à R 2 N supérieu r ou égal à H , alors F  vérifie  

un lemme de Schwarz avec l'exposant 2K • 

L'exemple le plus simple est celui d'un réseau, c'est-à-dire d'un sous-groupe 

bien réparti dans R2*1 d e rang 2 n . Alors | i (r ,R 2 N ) = 1 et ^ ( T , ^ ) =  2 . 

COROLLAIRE 7* 4*3 - Soit T  / un réseau dans C* 1 • Alors V vérifie un lemme de  

Schwarz avec l'exposant 2 . 

Ce résultat est très utile dans l'étude des points algébriques de fonctions abé-

liennes [ M 2 ] , [ M 6 ] , [L6], [C-L]. 

Une autre conséquence du théorème 7«4«2 concerne le cas r  c Q n ' Grâce au théo-

rème 1.3.10, on obtient : 

COROLLAIRE 7»4«4 - Soit T un sous-groupe de type fini de Q n . Alors pour tout 

e > 0 , T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant 2[i(r ,R2n) - e • 
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Enfin, en utilisant la proposition 1 . 3 . 12 , o n déduit du théorème 7 « 4 - 2 le corol-

laire suivant. 

COROLLAIRE 7 . 4 . 5 - Pour presque tout sous-groupe T  d e C n d e rang ^  2n , pour  

tout e  > 0 , T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant —  - e • 

Pour un tel sous-groupe F  o n a, d'après le lemme 7»1«9> H-(r ,Cn) = ~ , 

REMARQUE 7«4«6 - Dans le théorème 7 « 4 « 2 , e t aussi par voie de conséquence dans ses 

corollaires 7»4»3> 7»4«4 et 7«4»5» l'estimatio n ( 7 . 1 . 8 ) donné e par le lemme de 

Schwarz reste valable si on remplace l'hypothèse f(ï ) = 0 pou r tout Y€ T pa r 
N 

Card {Y€ T ,  f(Y) = 0}  ̂^ Card T , 

avec 0 < T| g 1 . Les constantes ,  ,  ĉ  , c,_ intervenan t dans ( 7 . 1 . 8 ) dé-

pendent alors de T ] • Ce "lemme de Schwarz raffiné" est immédiat a partir du lemme 

1.3 .8 et de la proposition 7 * 4 . 1 • 

La démonstration de la proposition 7»4 .1 repose sur l'étude de la masse moyenne 

V f (0,R) de s zéros de la fonction f  dan s la boule B (0,R) , c'est-à-dire la 

moyenne sur cette boule de la distribution positive A  log | f | . 

En 1899» H . Poincaré avait, très laborieusement, obtenu le fait que localement 

log|f(z)| est un potentiel (de noyau || x - y||" )  d e masse 2T: da , OÙ d a es t 

l'aire de f  = 0 , et son calcul est très compliqué, alors que c'est seulement le 

"Théorème de Gauss" des physiciens, moyennant l'usage des mesures de Radon. 

Le premier calcul général remonte au mémoire [L e 1] de P. Lelong en 1950 - qui 

faisait suite à son important travail sur les fonctions plurisousharmoniques. La 

méthode des pavés d'inclusion qui y figure nous servira pour la démonstration de 

la proposition 7«4«1» 

Le point de vue de Stoll [St] es t différent : il donne une représentation de 

log f (e t non seulement de log|f| ) mais qui ne converge qu'au voisinage de l'o-

rigine • 

Ces travaux permettent de démontrer un lemme de Schwarz du type ( 7 . 1 . 2 ) dan s le-

quel 0^ es t remplacé par v f (0,t). (cf. [B-L] , [Bom]); cet énoncé nous sera 

utile aussi au §  7 , 5 . Il nécessite quelques propriétés des fonctions sous-harmo-

niques et plurisousharmoniques. 

Pour présenter ces outils, voici une démonstration de la formule de Jensen pour 

les fonctions analytiques d'une variable complexe [L e 2 ] § 7«1» 
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Soit f  lin e fonction analytique dans un voisinage d'un disque ferme D̂ O.R; de Q • 
Notons {Ç } le s zéros de f  dan s ce disque, comptés avec leur ordre de multipli-

cité. Comme la distribution A  log|z| es t la mesure de Dirac 6 q à  l'origine, 

la distribution \i définie par A  log|f| dans D(0,R ) es t 

\i =  S  a , . 
Ш c 

La fonction 

Ф(г) = log|f(z)| - E lo g |z-c| 

(О 
est harmonique dans D(0,R ) (c'es t le logarithme du module d'une fonction analyti-

que sans zéros dans D(0,R ) ; on peut aussi remarquer que l'on a 

(log z) * \x = S log | z-C | , 

donc A # = o; .  Si on note \^u;0,R j l a moyenne d'une fonction u  su r le cercle 

de centre 0  e t de rayon R  , on a 

$(0) = X(*;0,R) . 

Supposons f(0 )  ̂0 • Alors 

¿(0) =  log |f (0)| -  S  lo g | c | 

et 

\ ( $ ;0,R) = \(log|f| ; 0,R) - £x(log|z-c| ; 0,R) . 

Pour w € С et |z | = R , on a 

I z-w| = ^ I w z - R2| ; 

la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques donne alors : 

f log I w| s i |w | > R 

x(log|z-w| ; 0,R) = } 
log R s i I w| < R 

4 

Comme \ç\ ^  R , on obtient 

x(log|z-ç| ; 0,R) = Log R . 
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Enfin 

va n R  v P  d" t 

J|C|*t SE 

J o s t s B № * I  * 

= г м ¥ 
où ̂ i(t ) est la masse d e D(0,t ) pou r la mesure [i (c'est le nombre de zéros 

de f  dan s |  z|  ̂t) . 

Finalement on obtient 

R 

log|f(0)| = x(log|f| ; 0,R) - f ^(t)  ̂• 

-. \ T71 . . 1 • "b) Fonctions sous-harmoniques. 

Pour simplifier les notations nous supposons n  S 2 . Soit Q  u n ouvert de 

contenant la boule fermée B(0,R ) . On considère une fonction u  sous-harmoniqu e 

dans Q , c'est-à-dire une application u  : G -» [-«» , + <»[ localement intégrale 

dont le Laplacien A u es t une distribution positive, La mesure de Riesz associée 

1 4 -Ttn 

à u  dan s B(O JR) es t j i = -— Au ave c 6 ^ =  /  ' g \ f •  Considérons les fonctions 
2n v  - ;• 

h ( . ) - - ы 2- 2 п 

et 

h*\i(w) = - J du(z)  
i |2n-2 

1 
Alors ^ — A h es t la distribution de Dirac à l'origine, et la fonction $ = u-h-x-̂i 

2n 
est harmonique (son Laplacien est nul) dans B(0>R ) . 

On note p-(t ) la masse de B(0,t ) pour la mesure [ i , et v(t ) = ^"^> M(^) * 

pour 0  < t = il • Comme le nombre ^ 

© n .2n- 2 n- 1 .  n 0  n 2n t  it 2n- 2 _ ,  2n-2 
2n '  2n-2 ~ (n-1 ) i X "  V2n-2 Z 

136 



LEMMES DE SCHWARZ EN PLUSIEURS VARIABLES 

est la mesure de Lebesgue de la boule de rayon t  dan s H  "  ,  v(t ) es t le 

masse moyenne de la distribution 7 ^ Au dan s B(0,t ) . 

Pour w € CN , |w| < R , notons 

Xw(u;0,R) 
1 

~ o0 R 2n J S(0 ,E) 

E2-lwl2

 л f , 
i ' . к d a ( z ) ' I z-w| 

2%n 

où da(z ) es t l'élément d'aire de la sphère S(0 ,R) e t = ( n ^ t • 

En particulier X Q("u;0,R) es t la moyenne de u  su r S(0 ,R) . 

Si < £ est une fonction harmonique dans Q , la formule de Poisson s'écrit 

$(w) = X W(#;0,R) . 

Ainsi 

XW(1;0,R) = 1 . 

Si u  es t sous-harmonique dans Q , on obtient 

u(w) = \w(u;0,R) + (h*n )(w) - Àw(h^;0,R) . 

On remarque que pour z € B(0,R) , la fonction 

Ф 200 = 
/ HU I I 2 * " 2 

est harmonique dans |x | < R , et coïncide sur |x | = R ave c la fonction 

n

z (
x ) = h(z-x) . 

On en déduit 

?^(Ь^;0,Е) = Г XW(9Z;0,R)dii(z) 

B(0,R) 

= Г cpz(w)d^(z) , 

B(0,R) 
d'où 

(7.4-7) u(w) =  \w(u;0,E) - Г (q> z(
w) - hz(w)Jdp.(z) . 

JB(0,R)\ / 

On vérifie que pour |  z | = t , on a 

cp2(w) - hz(w) â -
/ R Y*-2 i 1 V*-2 

U 2

+ t | w | i
 + ( T ? R ] 
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avec égalité pour w  = 0 . Intégrant par partie dans (7.4«7)> on trouve 

u(w)  ̂Xv(u;0,R) -r } - ¥ p - ¥ ( î * ¥ p ] » w f . 

et pour w  = 0 , 

E 

(7.4.8) u (0) = Xo(u;0,E) - Г v ( t ) ¿ £ , 
J 0 

ce qui est la formule de Jensen pour les fonctions sous-harmoniques (elle n!est 

intéressante que s'il existe e  > 0 ave c ̂ i(e ) = 0) • 

Finalement, comme X  (1;0,R) = 1 , on a 
w 

X (u;0,R)  ̂su p u , 
w S (0,R) 

d'où 

(7.4.9) s u p u * su p u- fE[fl + M y _ 2 n - M ( f + M ) 1 " 2 n l v ( t ) f . 
S(0,r) S (0,H) J 0 [ \ /  l  / J * 

(Le calcul précédent pour w  fi 0 repos e sur une communication de J. Oesterlé. 

Voir aussi [St] § 1 ) . 

c) Fonctions plurisousharmoniques. 

Soit u  un e fonction semi-continue supérieurement dans un ouvert Q  d e 

(pour tout c € R , u(z) < c es t un ouvert dans n) à  valeurs dans [- œ ,  + œ[ . 

On dira que u  es t plurisousharmonique dans i l s i pour tout polydisque compact 

{z + tw ; t€ 0 , |t|  ̂1} conten u dans U , l'application t  H> u(z + tw) es t sous-

harmonique dans le disque unité de G  • 

Quand Q  es t connexe et que u  n'es t pas la constante -  œ , pou r tout 
(â  , . •., an)€ Cn l a distribution 

n n  x 2 S_N ô u 
^ A A  òz Òz apaq 

p=1 q = 1 p  q  * 

est positiv e (c'est un calcul facile quand u  es t de classe C  ,  et on se ramené 

à ce cas par régularisation). Comme 

n n  h2 

A = 4 £  E  â f r r , 
p= 1 q=1 p  q 

on en déduit qu'une fonction plurisousharmonique dans i l es t aussi sous-harmonique 

dans Q  . De plus quand Q  o B(0,R) l a fonction t  B> v(t) (défini e plus haut) est 

alors croissante (au sens large). Quand u  es t de classe C  o n le voit en véri-
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fiant la formule 

v ( t ) = P ( i d d u U / ^ a d l o g h l 2 ) 1 1 1 

J 0 < | z | < t V 1 X * 
avec 

n n  . 2 
ôôu = B B A d z A  dz , ,  ôz oz p  q p= 1 q =1 p  q  * 

Le cas général s'obtient à nouveau en régularisant. 

Comme V  es t une fonction croissante, si la fonction plurisousharmonique u 

n'est pas identique à -  œ dan s B (0,R) , la limite li m v(t) exist e et est 
t - 0 

finie ; c'est la densité de v  e n 0 , Si u  > - œ a u voisinage de 0 , cette 

densité est nulle. 

La croissance de la fonction v  perme t d'exploiter les formules (7-4.8) et 

( 7 - 4 . 9 ) : 

( 7 - 4 - 1 0 ) u (0)  ̂su p u - v(r)loĝ  
S(0,R) 

et 

(7.4.11) su p ug su p u - v ( r ) log-r— » 
S ( O . r ) S(0,B) ^ 

d) Application aux fonctions analytiques. 

Soit Q  u n ouvert de C* 1 . Si f  es t analytique dans Q  , alors la fonction 

log|f| est plurisousharmonique dans Q  • Si Q ZD 5(0,R) , pour 0 < t  ̂R l'air e 

des zéros de f  dan s B (0,t) es t la masse de B (0,t) pou r la mesure A  log|f| 

on note cette masse u ^(0,t) , et on note v ^.(0,t) = ̂ 2rî\ ^f(^' )̂ m a s s e 

moyenne des zéros de f  dan s B (0,t) . 

Le ( 7 . 4.11) on déduit l'énoncé suivant (cf. [Le 2 ] Prop . 7 . 4 . 2 , [B-L ] p. 5, 

[Bom] Rrop. 4 , [St ] § 1 , [ W a 3 ] I § 4 ) ; 

THEOREME 7-4-12 - Soit f  une fonction analytique dans un voisinage d'une boul 

B(0,R) , non identique à zéro dans cette boule. Pour 0 < r  ̂R , on a 

log|f|r s log|f|R- v F(0 , r ) l o g^ . 

On montre que v ^(0,r) es t la mesure projective de l'ensemble des zéros de f dans 

B(0,r) , c'est-a-dire la moyenne pour z  dan s ^n(0) d u nombre de zéros de la 
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fonction d'une variable t  r> f(t •  O*1 en dédui t que la densité de a u 

point 0  , c'est-à-dire le nombre (nombre de Lelong de f  a u point 0 ) . 

V f(0) = limv f(0,r) , 

est égal à l'ordre du zéro z  = 0 d e f  . On définit plus généralement v^(w ) , 

pour w € B(0,R) , comme étant le nombre de Lelong de f( z + w) a u point z  = 0 

(pour ces résultats voir [L e 1 ] et [L e 2] Chap. 7) 

Démonstration de la proposition 7*4.1. 

Notons r ^ = 3r , R^ = R - r ; on peut supposer R^ = r^ . Soit w € S(0,r) te! 

que |f(w) | = |f|r . On applique (7-4.10) à la fonction g(z ) = f(z + w) : 

log|f|r ^ log|g| -  vg(0, r i) l o g— . 

Comme B(w,R^) c: b(0,R) , on a |g| R ^  |f|R 0 L'autre part les boules B(z^+w,ô ) 

sont contenues dans B(0,r^) , donc ^ 

^(0,^)  ̂S^(z j f6) , 
z.i 

où la somme est étendue aux éléments distincts de {z ^ z

n } • On obtient 

r 2 n _ 2v (0, r ) ë ô2"" 2 Dv ( z ,6) . 

3 

La croissance de v  (z.,.) donn e V  (z.,ô) â v (z.) , et par hypothèse 
S3 S3 S3 

Dv ( z ) * m . 
z. J 

3 
D'où 

2n-2 
V (0,r ) m (f-) m  , 
S i  r

1 

ce qui démontre la proposition 7-4-1-

REMARQUE - Qn peut simplifier la démonstration du théorème 7.4.12, et même y 
R R 

remplacer log par log ^ n ^   ̂.  Au lieu d'utiliser (7*4.11) qui nécessitait 

les majorations fines (7.4.9) pour w  fi 0 , on applique directement (7-4*8) à 

u = log|g| en conservant les notations de la démonstration de la proposition 7.4*1 ! 
1 

log|f|r i log|g|R -  J v g(0,t)  ̂. 
1 2 r 

Mais (0,t ) è ^(0,t-r) pou r t  > r . Il ne reste plus qu'à remarquer, comme 
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l'a fait M.G. Wairy, que pour x  > 1 

r? x  2n- 1 A 2n- 2 .  .  . P '  t \ d t - , x+1 ^  1 /0-k r x \k\ 

1 l e = f 

- l 0 g 4n^2 • 

On minore enfin ( ^ 2)r ^a r (4n^ 1 )r 9- uanc^ ^ - (4n-1 )r . 

2 2 

On notera cependant que (7.4«9) permet de remplacer lo g pa r log 2 )rR 

dans le théorème 7.4.12. 

On aurait pu démontrer le théorème 7»4«2 en utilisant la méthode du § 7*3. On 

remplace alors le théorème 7«3.5 cLe Moreau par le théorème A de [M7] don t la 

démonstration dépend aussi de la masse moyenne des zéros. Cette deuxième méthode 

est alors plus compliquée, mais a l'avantage de conduire à un lemme d'approximation 

analogue au théorème 7« 3.4« 

THÉORÈME 7.4.13 - Soit S  un sou s-en semble fini d'un polydisque D (0, r .̂ On dé-

finit des nombres réels ô , L, © par 

ô = min {||a -o-'H ;  a€ S , a» € S , o a 1 } 

L = 2- 7 n.(ô/r 1)
2 n" 2. Card S 

9 2= n^.Cô/r^231 o  Card S 

Si f  est une fonction entière dans ,  pour R  M r  ̂r̂  on a 

llfHr = [°1 ¥' + e " n ) l L
 l l f H E

 + (° 2 - iH L *a x | f ( o ) | r L J \  e  r /  o  • € s 
où c ^ et c2 n e dépendent que de n . 

Notons enfin que le théorème B de [M7] permet d'améliorer cet énoncé quand S 

est une partie d'un réseau de type CM, 

§ 7«5« Singularités dfhypersurfaces algébriques. 

Soit S  un sous-ensemble fini de C n . Nous avons vu en (7«1.7) que si S véri-

fie un lemme de Scfrwarz (7.1.2), alors 0^ ^ CJD̂ (S) . 

Nous allons montrer que la suite -^ UD (̂S) a une limite u(S) quand t  -> œ , que 
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l'on a 

^ ( S ) ^  Q(S)  ̂ T̂ ( S )  ̂œ^S) pou r tout t  =: 1 , 

et que, pour tout e  > 0 , S  vérifi e un lemme de Schwarz (7.1.2) avec 

e t = t(fi(s) - e) . 

Qn en déduira en particulier le lemme 5*4» 1 que l'on avait utilisé pour démontrer 

le théorème 5•1•1 de Bombieri. 

a) Le théorème d'existence de Ho'rmander, Bombieri et Skoday 

2 ~ 
La théorie des estimations L  e t les théorèmes d'existence pour l'opérateur à 

dus à Hb'rmander, conduisent au théorème suivant 

THEOREME 7.5.1 - Soit V  une fonction plurisousharmonique dans C 11 , non identique 

à - œ , et soit e  > 0 • Il existe une fonction F  entière dans e t non iden-

tique à 0  , telle que 

P |p (Z)|
2e-V(z)(l + |z|

2)'n_edx(z) < + » . 

V 

Bombieri [Bom ] § 17 a démontré ce théorème avec -  n - e remplacé par -  5n ; le 

raffinement est dû à Skoda [Sk ] . L'exemple où V  es t constante montre qu'on ne 

peut pas remplacer e  pa r 0  • 

b) Sur les degrés d'hypersurf aces algébriques ayant des singularités données. 

Comme première application du théorème d'existence 7*5*1> nous démontrons le ré-

sultat suivant. 

LEMME 7.5.2 - Soient S  un sous-ensemble de u  ,  et "b ^ . "t̂  deux entiers posi- 

tifs. Alors 

t1 +n-1 
* f ( S ) s j - ^ f ( S ) . 

t1 t 2 t 2 

Démonstration du lemme 7*5*2. 

Soit P  u n polynôme de degré (s ) ayan t en chaque point de S  u n zéro d*or-

2t 1+ 2n-2 2 

dre è  t^ . Soit p , > .  La fonction V  = u.log|p| es t plurisousharmo-

nique dans G n . Soit e  > 0 . D'après le théorème d'existence 7.5.1» il existe une 

fonction entière F  , non identiquement nulle, telle que 
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J |F(Z)| 2 |P(Z)|- ^ (l+|Z|2)"N"SDX(2)< + » • 
(j1 

Pour £ € (f1 e t r  > 0 , comme | F|2 est sous-harmonique, on a 

№ | 2 ë — f L ^(^)|2dX(z) . 

V 2 n r JB(C,r ) 

On en déduit l'existence d'une constante c ^ > 0 , indépendante de Q e t r  , telle 

que 

N O I 2 ì 
r z€B(£,r ) 

/ n  n+e\ 

||р(а)Г(1+|В|2) J . 

Choisissons d'abord r  = |C~o| , où cr € S • Pour Q voisi n de o  o n obtient 

l*(c)l2 = o2|c-</V2n , 

ce qui montre que F  a  un zéro en chaque point de S  d'ordr e =  "2 ^2~n > 1̂ ""  ̂' 

Choisissons maintenant | Ç | = R , r  = R/2 . Un calcul analogue donne 

IIFII2:R 
l iaD+ (S ) +  2e 

с R 

où c ^ n e dépend pas de R  . Donc F  es t un polynôme de degré ^  ~ \xw^ (S) + e . 

Comme ce degré est un nombre entier, en choisissant les deux nombres s  e t 

2 
¡1 - — (t.+n-l ) suffisammen t petits, ce degré est inférieur ou égal à la partie 

2 
t^n-1 

entière de —  u> , (s) . 
t2 t 2 

On déduit du lemme 7.5.2 que pour tout t  Ш1 , 

l*(c)l2 = o2|c-</V2n , 

Plus précisément, en faisant tendre séparément t ^ o u t ^ ver s l'infini dans l'i-

négalité 

l*(c)l2 = o2|c-</V2n , 

on obtient lTénoncé suivant (cf. [Wa3] II PropQ 5.9) « 
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THEOREME 7.5.3 - Soit S  un sous-ensemble fini de C T . La suite (^(^(S))t ^ 1 

a une limite n(s ) quand t  -> œ , et 

^ ( s j s u t s ) s  ^(s) . 

De plus, pour tout entier t  =Ë 1 , on a 

^ • * t ( s ) sn(s) s-lo.t(s)s « , /B) . 

Cette étude de la suite (^tt )^(s))^s ^ a  été poursuivie récemment par G.V. Chud-
novsky [ G 2] qui appelle u(S) l e degré singulier de S  . Il remarque que si 

contient exactement n  + 1 élément s qui ne sont pas tous sur un même hyper-

plan, alors o )-j(s) =  2 , et 

Ü(S) = 1 + -1 = - !— + — . 

4 / n  n  n 

II conjecture que dans tous les cas 
Q(S) 5 ¿ ^ ( S ) + ^ 1 , 

résultat qu'il sait démontrer quand n  = 2 e n utilisant la théorie des intersec-
tions. Il a aussi étudié l'ensemble des valeurs de Q (S) quand S est un ensemble 

2 

fini de C ,  et montré que ces valeurs forment un ensemble fini si Card S ̂  9 • 
Il conjecture qu'il y a un nombre infini de valeurs possibles pour Q  (S) quan d S 

2 

décrit les sous-ensembles de C ayan t 10 éléments0 Enfin il a établi un lien entre 

cette étude et les travaux de Nagata sur le 14ème problème de Hilbert» 
c) Un lemme de Schwarz pour les ensembles finis. 

Le lemme de Schwarz suivant est utile quand on considère un ensemble fini fixe 

THEOREME 7.5.4 - Soient S  un sous-ensemble fini de ,  et e  un nombre réel, 

e > 0 . 

Il existe un nombre réel positif r Q = rQ(S,e) tel que pour tout entier t  > 0 

et pour toute fonction entière f  dans (f1 , ayant en chaque point de S  un zéro  

d'ordre t  , on ait 

Vf(0,r) Ш t(ü(S)-e) pour r  ̂  rQ . 

Comme Q (S) ̂  ^ ^ 1^ ' °n °b'fcien"t le lemme 5«4. 1 (o.u e nous avons utilisé pour la 

démonstration du théorème de Bombieri) en combinant ce résultat avec le théorème 

7.4.12. 
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La démonstration que nous allons donner du théorème 7»5« 4 ne permet pas de cal-
culer r Q • Il serait très intéressant de savoir le faire, mais c'est un problème 

apparemment difficile. 

La dépendance en e est nécessaire : pour S  = {(1,0) ; (1,1)} <z G ,  on a 

rQ(S,e) -» + oo quan d e -> 0 

car pour f(z ^ , ẑ ) = o n a v̂ .(0,r ) < 1 pou r tout r  > 0 . 

L'autre part pour e  = 1 (pa r exemple) le nombre r Q(S,l) ne dépend pas unique 

ment de max |o| • Pour le voir on choisit une fonction entière transcendante f 
o-es 

Z1 

(par exemple pour n  = 2 , f(z ) = e -z 2-l) tell e que S={z€B(0,l ) , f(z) = 0 

ne soit pas contenu dans une hypersurface algébrique. Il existe alors une suite 

(S.) d e sous-ensembles finis de S  pou r laquelle ^(S. ) ten d vers l'infini 
Alors v«(0, r (S.,1)) ten d vers l'infini, donc r  (S.,1) ten d vers l'infini r o j " 7 o o 
avec j  . 

Lémonstration du théorème 7-5«4 « 

La démonstration repose sur les arguments et les résultats de [Bom] § VI. Nous 

aurons besoin de quelques propriétés des courants positifs fermés de type (l.l).Soit 

n n 
T = S  D T  d z A  dz 

p = 0 qTo P ' * P * 

un tel courant (où ^  son t des distributions) ; il est dit positif quand pour 

tout w € l a distribution 

n n 

p t 0 q = 0 *> * P * 
est positive. Alors 

n 
o = 2 S  T 

est une mesure positive appelée trace de T  . On note o,p(w,r ) la mesure pour a 

de la boule B(w,r ) c C 11 , et on définit l'indicatrice protective de T  pa r 

V w ' r ) = i T i " S T • 
% r 

La densité (ou nombre de Lelong) v^(w ) d e T  e n w  es t la limite quand r  ten d 

vers 0  d e v T(w,r) (l a fonction r  -* vT(w,r) es t croissante quand T  es t fermé, 

c'est-à-dire ôT =  ôT = dT = 0) . 

145 



CHAPITRE 7 

On démontre le théorème 7«5«4 par l'absurde. On suppose donc que pour tout entier 

positif N  , il existe une fonction f̂ . entière dans C n e t un entier t ^ > 0 

tels que f^ ait en chaque point de S  un zéro d'ordre è  t̂  , et que 

V F ( 0 , N )  ̂t (Q( s)-e) . 

On considere alors la suite des courants 

T = 
N 

1 òò log I fw| . 

Comme log|f^ | est plurisousharmonique es t positif ; il est de plus fermé 

pour les opérateurs à e t ô  e Pour tout S  e t N 1  la densité de e n s 

est ^ 1 ; enfin pour tout r   ̂1 e t tout N   ̂r l !indicatrice projective y (0,r) 

est majorée par Q ( s)-e •  On en déduit, en extrayant une suite faiblement conver-

gente, l'existence d'un courant positif T  , ô e t d  fermé , dont l'indicatrice 

projective est. majorée par Q ( s ) - e su r toute boule de C n , et dont la densité 

est ^ 1 e n tout point de S  (cf . [Bom] lemme 6 ). 

On utilise alors la méthode de Lelohg pour résoudre l'équation ~ôôV = T (comme T 

est positif, V  ser a plurisousharmonique). Pour cela on se ramène d'abord par 

translation au cas où -~Vrp(0,r) est sommable à l'origine et on considère pour 

w€ C*1 , zÇC1 1 , 0 , le noyau canonique 

( s. j |2-2 n |  |2-2 n 

n 

On pose alors 

T(B) = l £ ^ i Г en(w,2)da(0,w) . 

0 A 

1 

On vérifie facilement que 7 ^ âV= a , mais Lelong a montre que l'on a même 

^ôôV = T . (cf. [Bom] p. 284) . 

Cette fonction plurisousharmonique V  vérifi e 

V(z)  ̂(Q(S) - e + O(1 )) log | z| quan d |  z| - » + 0 0 

et 

V(z)  ̂ (1+O(1)) log | z-s| quan d z  -» s , s€ S . 

On utilise alors le théorème d'existence 7«5»1 pour la fonction \N , avec 

[i > 2(t+n-l) , t entie r positif. On en déduit (exactement comme dans la démons-

tration du lemme 7«5«2) 
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u>t(s) 

t + n_^ ^  q(S) - e pou r tout 1  , 

En faisant tendre t  ver s l'infini, on obtient une contradiction avec la défini-

tion de Q (S) . 

(Pour de plus amples détails sur cette méthode, nous renvoyons à [Bom ] , ainsi 

qu'à l'exposé de P. Lelong au séminaire Bourbaki, n° 384, Lecture Notes 244 (1971) , 

29-45). 

§ J.6 - Compléments 

Nous indiquons brièvement quelques développements de l'étude précédente, avec des 

références complémentaires. 

L'étude faite au § 7«2 de certains idéaux de fonctions entières n'a fait interve-

nir que des considérations élémentaires. On peut la poursuivre en utilisant des 

outils plus puissants qui ont été développés en liaison avec le problème de la couronne ; 
2 x 

voir en particulier : H. Skoda, Application des techniques L  a  la théorie des 

idéaux d'une algèbre de fonctions holomorphes avec poids, Annales Sci. Ecole Normale 

Sup., 4 e sér. , 5  (1972), 545-579 . 

Au § 7»3 l'outil essentiel était le théorème 7•3•5 dont nous n'avons pas donné 

la démonstration. Celle-ci reposait à l'origine sur une inégalité de Bernstein, 

mais récemment J.C. Moreau en a donné une démonstration beaucoup plus simple et 

élégante, qui est reproduite au § 9«1 du volume : Transcendence methods, Queen's 

papers in pure and applied mathematics (Kingston, Ontario). De plus J.C. Moreau a 

étendu les résultats du § 7-3 au cas de zéros multiples ce qui le conduit à -une 

nouvelle démonstration du théorème de Baker dans le cas non homogène (cf. § 8.3 b 

pour le cas homogène). Enfin le théorème 7« 3*1 peut-être démontré en utilisant les 

outils du § 7*4 (i.e. en supposant dans la proposition 7«4.1 les z ^ réels, et en 

remplaçant l'exposant 2n- 2 par n -1) grâce à un travail de Bo Berndtsson : 

Zeros of analytic functions of several variables, Arkiv for Mat., 16 (1978) 251-262. 

En "utilisant les arguments du § 7-3? avec la remarque que sur l'espace des poly-

nômes P  € C [z<j,..., z ] d e degré <  u)^ ( s) (o ù S es t un sous-ensemble fini de 

ctt e t t  u n entier positif) on définit une norme en posant 

|PL =  max { |P TP(^)| ; |T |< "t , e € S} 

J.C. Moreau a obtenu l'énoncé suivant (Sem, d'Analyse, Lecture Notes in Math 

822 (1980), 174-190.) 

THEOKEIYE 7.6.1. Soient S  un sous-ensemble fini de ,  et t un entier positif. 

Il existe un nombre positif r 1(S,t) = r̂  tel que pour tout R>r>r ^ et toute fonc-
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tion entière non nulle ayant en chaque point de S un zéro d'ordre ^ t, on ait 

log | f |r É log If | - a)t(s) log . 
e r 

En combinant ce résultat avec les théorèmes 7»4»12 et 7«5-4> Moreau en déduit 

COROLLAIRE 7 . 6 . 2- Avec les mêmes notations, pour tout e  > 0 il existe un nombre  

positif r 2 (S , G) = r̂  ( indépendant de t ) tel que pour R  > r > r2 o n ait 

log |f | 3? log |f | - (o) t(s) - t e) log — S _ 
2 e r 

Un travail récent de Choodnovsky (The degree of hypersurfaces containing lattices 

in & 1 ; I,Planar case) permet de démontrer l'inégalité 

« 1 ( r N ) S c H^r' C } 

2 

quand T es t un sous-groupe de type fini de C  , en accord avec la conjecture 

7.1.10. (cf. la remarque après le lemme 1 . 3 . 1 4 ) . 

Dans les énoncés de transcendance en plusieurs variables (cf. par exemple 5«1* 1 

et 5 « 4 » 6 ), non seulement on montre qu'un ensemble S  es t contenu dans une hyper-

surface algébrique de degré ^  A, mai s on obtient le fait plus précis que tout 

sous-ensemble fini S ^ d e S  vérifi e C5 ( )   ̂A/n. Dan s un mémoire sur les cycles 

holomorphes à coefficients positifs (à paraître dans le Séminaire d'Analyse, Lecture 

Notes in Math. ), P.Lelong utilise une représentation globale d'un ensemble analy-

tique complexe comme ensemble des points de densité d'un courant positif fermé 

(théorème de Siu), ce qui conduit au résultat suivant. 

THEOREME 7.6.3 - Soit S  un sous-ensemble de e t soit 0  > 0 . Qn suppose que 

toute partie finie S ^ d e S  vérifie £  fi. Alors il existe n + 1 poly-

nômes P^... , Pn + 1 d e C  [z] = C [z1, ..., zn] tels que 

a) L ' ensemble S  soit contenu- dans 1 ' ensemble algébrique T) déf :Lni par 

£ = {  z € ;  P. (z) = ... = P (z ) = 0} . 

b) Le degré de P ^ soit inférieur ou égal à n  fi. 

c) La composante pure de codimension 1  _de_ S ait un degré inférieur ou égal a fi . 

Dans le cas du théorème 5.1.1 d e Bombieri, on vérifie l'hypothèse de 7«6«3 avec 
fi = (P1 + ...+ Pn + 1) [ K : Q]. 
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SOMOMORPHISMES ANALYTIQUES DE G* 1 DANS G _ . 

Nous reprenons d'abord l'étude commencée au § 6.3 des sous-groupes T d e Q n o ù 

un homomorphisme analytique c p : C11 G _ pren d des valeurs algébriques. Si on sup-

pose que la restriction de c p à toute droite complexe passant par un point de T 

est non rationnelle, on conjecture que le rang de T es t majoré par 2n. Nous avons 

établi ce résultat au § 6.3 moyennant une hypothèse sur la structure de G  . Nous 

le démontrons maintenant en supposant F  conten u dans la trace réelle de 

Nous étudions ensuite les sous-groupes T d e GT tel s que cp(T ) c G- . Avec 
2n ^ 

des hypothèses sur le coefficient de densité de T dan s H  o u dans la trace 

réelle d e C1 1 , o n peut majorer la dimension algébrique de 9  . 
Enfin nous démontrons des critères de transcendance qui généralisent à plusieurs 

variables la méthode de Schneider. Gela nous permet de démontrer, dans le cas réel, 

le théorème de Baker sur l'indépendance linéaire de logarithmes de nombres algé-

briques. En contraste avec la méthode de Baker, cette nouvelle méthode utilise plu-

sieurs variables et ne fait pas intervenir d'équations différentielles. 

§ 8.1 - Points algébriques du graphe 

Nous poursuivons l'étude commencée au § 2.5 et au § 6.3 b des sous-groupes T d e 

Qn o ù un homomorphisme analytique c p : C11 G n pren d des valeurs algébriques. 

THEOREME 8.1.1 - Soient G  un groupe algébrique défini sur Q  , T un sous-groupe  

de type fini de Q n H H*1 , de rang l sur Z  , _et c p : (f1 G ^ un homomorphisme 

analytique tel que cp (r) c Ĝ  . On suppose que pour tout y  € T , y  ̂0, 11 homomor- 

phisme t  c p (yt) d e C  dans G p est irrationnel. Alors X   ̂2n . 

L'hypothèse que F  es t inclus dans la trace réelle R1 1 de C1 1 est évidemment 

indésirable (cf. la conjecture 6.2.1 e t le cas algébrique de la conjecture 7.1.10). 

En revanche l'hypothèse sur l'irrationalité de c p dans toutes les directions de T 

est naturelle. Néanmoins, pour les mêmes raisons qu'au § 6.3»b, il est nécessaire 

de démontrer d'abord un énoncé dans lequel on suppose seulement l'homomorphisme c p 
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non rationnel, la conclusion partant alors sur la répartition de T . 

PROPOSITION 8.1.2 - Soient G  un groupe algébrique défini sur Q , T un sous- 

groupe de type fini de Qn d e rang &  sur Z  , jet c p : (f1 -* Ĝ, un homomorphisme  

analytique non rationnel tel que cp (r) c Ĝ  . Alors on a 

H(r , R2 n) * 1 . 

Si, de plus. T  est contenu dans alor s 

pt(r, C*) S 2  . 

Il suffirait en fait de démontrer le résultat dans le cas où F es t bien réparti 

dans R 2 n (resp . dans R? 1) grâc e au lemme 1.3.2. La conclusion s'écrit alors 

X ê 2n . 

Démonstration du théorème 8.1.1. 

Montrons que le théorème 8.1.1 est une conséquence de la proposition 8.1.2. On 

utilise pour cela la proposition 1.3.1 : soit f u n sous-Z-module de F , bien 

réparti dans le C-espac e f ' qu'i l engendre, tel que ji (r' ,  F' ) ^ X/n. L a restric-
tion de c p à  F ' est un homomorphisme analytique non rationnel de F ' dan s G _ ; 

t» 
la proposition 8.1.2 donn e u(T ' , F ' ) ^ 2 , donc 4^2n . 

Début de la démonstration de la proposition 8.1.2. 

La proposition 4-3-1 ramène la démonstration à celle d'un critère de transcendance, 

que nous verrons au § 8.3. 

Notons que si G  es t un groupe linéaire, on sait déjà grâce à 2.5.2 que 

n ( r , ( ? ) *  1 . 

Qn peut donc n'utiliser la proposition 4-3-1 que dans le cas où G  es t une variété 

abélienne simple (cf. la démonstration du lemme 6.3.5). 

§ 8.2 - Dimension algébrique 

a) Utilisation du coefficient de densité . (cf. § 1.3d) 

Le résultat suivant améliore ceux de Bombieri et Lang [B- L ] , mais il est encore 

loin de ce que l'on peut espérer 

THEOREME 8.2.1 - Soient G  un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q  , 
cp : (f 1 -> G„ un homomorphisme analytique de dimension algébrique d , e t T  u n 

sous-groupe de (f1 te l que cp (r) c Ĝ  . 

1) Si. T a un coefficient de densité ^  K^N dan s R 2*1 , alors (d-n )  ̂d. 
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2) Si T c B?1 e t si T  a un coefficient de densité ^  nn dan s K ,  alors 

H (d-n ) g 2 d. 
n x 7 

Si G est un groupe linéaire on peut améliorer la conclusion en 

K 2 n (d-n ) é d /2 

et 

H (d-n )  ̂d  . n v ' 

Rappelons que l'on a £ \i ( f , R 2 n ) £  ̂e t * n S? y (r , R*1) £ - j - (cf . § 1.3 d) 

On peut raffiner le théorème 8.2.1 de maniere analogue a ce qui a ete fait au 

§ 4.2. On peut aussi y remplacer le corps des nombres algébriques par une extension 

de Q  d e type de transcendance ^  T , 

D'autre part d'après le principe de transfert (I.3.H) on peut remplacer l'hypo-

thèse sur le coefficient de densité de T pa r une minoration des éléments non nuls 

de T N (cf. [Wa 3] I Th. 6.1) . 

Voici un corollaire du théorème 8.2.1 correspondant au cas d=n +1 . 

COROLLAIRE 8.2.2 - Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur 

Q , cp : G 1 1 -* G ç un sous-groupe à n  paramètres, et T un sous-groupe de & 1 

(resp. de R 1 1 ) tel que cp (r) c  G ^ . On suppose que T a un coefficient de densité  
K2n f r e s p* ~ K

n ) àans R 2 1 1 (resp. dans R 1 1 ), avec K2n> n  + ^ (regP* K

n
 >2 (n + 1 )) . 

Alors c p ( c 1 1 ) est un sous-groupe algébrique fermé de G ^ de dimension n  . 

b) Sur une suggestion de Bombieri et Lang 

L'hypothèse sur le coefficient de densité de T es t analogue à la condition de 

X - distribution de [B-L] (avec X  = y*. - 1 ). Cett e notion n'est pas invariante par 

une transformation analytique.Bombieri et Lang ont suggéré [B-L] (p. 13) que leur 

condition de X  - distribution pourrait être remplacée par la condition que T es t 

une somme directe ^ = 1 ^ ©. . .©r ,  o ù chaque I" \ a  pour rang n  su r C  . Dans 

une situation telle que celle du corollaire 8.2.2, on demanderait seulement a m 

d'être grand par rapport a n . 

Cette nouvelle hypothèse n'est pas suffisante. Pour le voir, on considère des 

nombres complexes x^,... , x2 m ,  Q-linéairement indépendants, et, pour 1   ̂j  ̂m, 

on note R \ l e sous-groupe de C 2 engendr é par ( 1 , x )̂ e t (1 , *m+^ )  • Alors le 

sous-groupe T  d e C  engendr é par (l,x ^ ),..., (1 , x2 m) vérifi e la condition 

requise ^ = 1 ^ ®- • «® r

m >  où. chaque I \ es t de rang 2  su r C . 

Choisissons d'abord x^,... , x2 m algébriques , et considérons le sous groupe à 2 
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paramètres de GI ^ (Cf) (cf . 2 . 1 . 2 ) . 

cp ( z 1 , z 2 ) = 0 3 1 0 =  exp ( M 1 Z l +  M2 z 2 ) 

OÙ 

/ log 2 0 0 \ / 0 0 1 \ 

M1 =  0 l o g 3 0 e t M 2 =  0 0 0 

\ 0 0 log2 ) \ 0 0 0 / 

Alors (r ) c GL̂  ($) ca r T  cz a X Q , et cependant c p a pour dimension algé-

brique 3 • 

Considérons maintenant une courbe elliptique £  défini e sur Q  , paramétrée par 

P = ( 1 , p, p'), don t le corps des endomorphismes est k  . Choisissons pour 

x^, ..., x 2 m de s points algébriques de p , ave c x^ , x2 k  - linéairement indépen-

dants, et soit c p le sous-groupe à 2 paramètres de £  X£ X£ défin i par 

cp ( z , z ) = (P (x z ) , P (x z )  , P ( z ) ) . 

Alors c p (r) es t contenu dans le groupe points algébriques de £  X& X£ , et c p a 

pour dimension algébrique 3« 

La possibilité de construire ces contre-exemples provient du fait que 

u-(r , (f1) = 1 . Pou r obtenir la conclusion du corollaire 8. 2 . 2 , i l est nécessaire 

de supposer u (r , G*1) grand . Nous ne chercherons pas le meilleur énoncé possible, 

mais seulement celui que laisse espérer la conjecture 7 • 1 • 1 0 , compt e tenu des 

méthodes actuelles de la théorie des nombres transcendants. 

c) Une autre suggestion. Lien avec un problème de Weil et Serre. 

PROBLEME 8 . 2 . 3 - Soient G  un groupe algébrique défini sur Q  , :  C*1 -* Ĝ  un 

homomorphisme analytique de dimension algébrique d>n , e t T un sous-groupe de 

(f1 te l que cp (r) c G7 ; .  Montrer que l'on a 

H (r , (f1) ë -P- . r v  '  d  - n 

De plus, si G  est un groupe linéaire, alors 
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ц ( г , <ñe 
d 

d-n 

Dans le cas où r es t bien réparti dans (F ; la conclusion devient, en notant 

l l e rang de T su r Z. 

/(d-n) £ 2 dn 

dans le cas général, et 

X(d-n) * dn 

dans le cas linéaire. L'hypothèse de bonne répartition ne fait intervenir que de 

l'algèbre linéaire, alors que le théorème 8.2.1, ne permet d'arriver à ces inéga-

lités que moyennant des hypothèses métriques. 

Dans le cas linéaire, on est amené a étudier la situation suivante (cf. § 2.5«b). 

Soient r = Z Y-j + . . .+ Z Yj£ et A = Z X^+-...+ Z X̂  deu x sous-groupes de C*1 de 

rang X et d respectivement . On suppose que les nombres ex p < y, X > , 

(y € T , X £ A) son t algébriques. La conjecture 7• "1 «10 entraîn e alors facilement 

(cf. théorème 8.3.1 ci-dessous) l'inégalité (r) £ + 1  . (On écrit \t (r) 

pour \x (r , C11)). O n remarque alors que si ¥ es t un sous-espace de (f1 , les 

fonctions ex p < Y > z > , (Y € r) , restreinte s à W, engendren t un corps de 

degré de transcendance è \i (r) dim W. Le lemme 1.3.1 permet alors d'en déduire 

U (f) )i (A) * n ( r ) + n (A) , 

ce qui est une génénéralisation agréable de la conclusion du cas n= 1 : Xd /̂ + d 

(théorème des six exponentielles 1.1.7)« En utilisant à nouveau le lemme 1.3.1, on 

obtient u  (r) ^ d/(d-n) , qui est l'inégalité demandée dans 8.2.3. Ceci montre 

que la conjecture 7*1»10 dans le cas l - n + 1 permettrait de résoudre le pro-

blème suivant. 

(8.2.4) Soient x1, . .., x de s nombres complexes, et 01. (iSjS d ,  1̂ s£n) i n  0  » s 

des nombres algébriques non nuls. Pour 1  3s j S» d , 1^s^n, soi t log a. un e 
3» s 

détermination quelconque du logarithme de a. .O n suppose que les d points 
3 > s 

(log cv ,... , log a ) € C31 , ( 1 * j * d) 

sont Q  - linéairement indépendants dans e t que les d nombres 

n x 

fl=1 J,s 

2 

sont algébriques. Montrer que si d^ n +n+1 , alors 1 , ,  ..., xn son t Q-linéai-

rement dépendants 

En voici une conséquence 
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(8.2.5) Soien t k  u n corps de nombres de degré d  su r Q , n le s plongements de 

k dan s C , (x ) u n élément de C^ , e t f  un idéal entier de k . O n note k * (f ) 

le sous-groupe de k  form é des quotients d'entiers congrus à 1  modulo f. 

Qn suppose que pour tout a € k* (f) l e nombre 

1 7 i * « R ° 

est algébrique. Alors a €  Q s i a es t un plongement réel, et n + x_ £ Q s i 
_ a  v § 

Q e t s  son t des plongements complexes conjugués. Si de plus il existe un corps 

x^ 

de nombres K  contenan t tous les nombres 1  f  | e a | ,  alor s x  €  Z s i 9 

est réel et x  +  x €  2 Z s i a  e t son t conjugués. 
Ce problème 8.2.5- apparaît dans un article de Weil [We3]et, dans le cas p-adique, 

dans le livre de Serre [Se 4] (Chap. III § 3 ). I l permettrait de montrer que si x 

est un caractère du groupe des classes d'idèles de k  pou r lequel les coefficients 

de la série L  d e Hecke associée à x  son t algébriques (resp. dans un corps de 

nombres), alors X  es t de type (A ) (resp . de type (A )) au sens de [We 3l 

Nous avons dit que le problème 8.2.5 es t une conséquence de la conjecture 7-1-10 

dans le cas J&=n + 1 (il suffit en fait d'obtenir un lemme de Schwarz avec un expo-

sant strictement plus grand que 1 quand =  1 +— ;  on notera que le nombre 

de variables qui interviennent est le rang du groupe des unités de k) . Il est 

aussi facile de déduire 8.2.5 de la conjecture de Schanuel 1.1.10. 

En utilisant une version quantitative du théorème de Kronecker |_Ca] chap. V th. 

XVII, conjointement avec le lemme de Schwarz 7.3.4, on peut obteni r quelques 

résultats (cf. [Wa3]lll) dont voici un exemple . 

THEOREME 8.2.6 - Avec les hypothèses 8.2.4» si x 1,...,xn son t réels, pour tout 

C > 0 vérifiant C  < ^  - 1 , il existe un entier H q te l que tout H > H Q  

1'inégalité 

l h o + h 1 X1 +... + * n x n | < H - C  

ait une solution (h Q,...,hn) 6 Z
114"1 ave c 

0 < ma x |  h. | £ H . 
o^i^n 1 

En particulier pour n = 2 e n utilisant une minoration de Peldman sur les formes 
linéaires de logarithmes (cf.[Wa 2] th. 8.4-1) on peut résoudre le problème 8.2.4 
en supposant fx 1 » XG) € S

2 e t d  infini . 

COROLLAIRE 8.2.7 - Soient x ^ e t x 2 deu x nombres réels. Qn suppose qu'il existe  
une infinité de couples fp^ , p )̂ de nombres premiers, p ^  ̂p̂  > tels que 
x1 x 2 

P1 P 9 soi t algébrique. Alors l'un des nombres x^ , x̂  est rationnel. 
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§ 8.3 - Critères de transcendance. 

La première démonstration de transcendance utilisant des fonctions de plusieurs 

variables sans équations différentielles (méthode de Schneider) a été donnée par 

Serre en 1966* [S e 3] dans le cas p-adiqu e (voir à ce sujet l'Appendice 1) . Un 

analogue complexe a été obtenu par Bombieri et Lang [B-L ] quatre ans plus tard ; 

ils donnent un énoncé local, pour des fonctions analytiques dans une boule de C11. 

Un critère valable pour des fonctions méromorphes dans C*1 s e trouve dans [Wa3]l. 

Tous ces énoncés imposent des conditions très restrictives sur les points que l'on 

considère. 

Nous donnons ici des variantes de ces critères, et nous en déduirons un énoncé 

dans lequel n'intervient aucune condition sur la répartition des points ; à la 

place figure une hypothèse naturelle sur la transcendance de la fonction considérée. 

Nous étudions d'abord les fonctions entières, car l'absence de pôles simplifie 

beaucoup la situation ; nous appliquons ensuite ces résultats à la transcendance 
P1 Pn 

de a-| • • • a n quan d (3̂ ,... , {3̂  sont réels. Enfin nous donnons les critères 

pour les fonctions méromorphes. 
a) Enoncés des critères pour les fonctions entières. 

Le critère suivant généralise à n  variable s le théorème 1.1.5 dans le cas de 

fonctions entières. 

THEOREME 8.3.1 - Soient f  ̂, ..., f̂  des fonctions entières dans G11 algébriquemen t  

indépendantes sur % , e t T un sous-groupe de type fini de. 0e1 d e rang i sur 

Z. On suppose que l'application (f^,... , f̂  ) est d'ordre arithmétique 

^ (P^..., Pd) sur T . 

1 ) Si. T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m , alors 

mdS»X + P. + ... + p,. 
1 d 

2n 
2) Si T  a un coefficient de densité ^  dans R  ,  alors 

2 (d-n ) g P1 + ... + P D . 

3) Si r  c RN e t si T  a un coefficient de densité ^  K n dan s R
1 1 , alors 

K n (d-n) Si P1 + ... + PD . 

Dans tous les cas, la meilleure majoration de l qu e l'on puisse en déduire est 

i (d-n) g n (P 1 + ... + P D ) , 
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et la conjecture 7*1«1 0 permettrait d'obtenir cette inégalité sous la seule hypo-
thèse que T  es t bien réparti dans 

Si r  es t un sous-groupe de Q^ 1 fl'R11 e t si f  . (z) =z. , ( 1 ^ j £ n) avec d>n , 

le théorème 1.3.1 0 et la partie 3  du théorème 8.3*1 donnent 

(8.3.2) u C r , ^ ) - ^ ^ 

Nous allons en déduire le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 8.3*3 - Soient f  une fonction entière dans C* 1, e t V un sous-groupe  

de of 1 H R?1 d e type fini et de rang X  sur Z  . On suppose que pour tout 

Y € T , Y ^ 0  > la fonction entière d'une variable complexe t  -> f (Yt) n'est pas  

rationnelle. Si f  es t d'ordre arithmétique £  P sur T , alors X   ̂n p  . 

Démonstration du corollaire 8.3*3* 

La méthode est celle qui nous a permis de déduire le théorème 8.1 .1 de 8. 1 . 2 . On 
utilise d'abord la proposition 1.3* 1 :  il existe un sous-groupe F ' d e T, bie n 

réparti dans le G-espac e vectoriel F ' qu'i l engendre, tel que vi(T ' , F' ) ^ X/n. 
La restriction de f  à  F ' es t une fonction entièr e non rationnelle qui avec T ' 

vérifie les hypothèses du théorème 8.3*1 . O n obtient ainsi, grâce à (8.3*2) : 

vt(rf ,  F' ) é P , 

d'où le corollaire. 

b) Le théorème de Baker par les fonctions de plusieurs variables. 

En utilisant d'une part l'inégalité (8 .3 .2) avec d  = X = n + 1  , \i(r , C11) = 1 +— , 
n* 

et d'autre part le corollaire 8.3*3 dans le cas X  = n + 1  , on obtient l'énoncé 
suivant. 

COROLLAIRE 8.3*4 - Soient f  une fonction entière dans ,  et P^.,,.. , P n de s  

nombres algébriques réels. On suppose que les nombres 

f (h, + h p. ,h +  h P  ), ( h , h, , ..., h ) 6  Zn + 1  

v 1  o  1  ' '  n o  n7 x  o ' 1  ' '  n7 

sont algébriques, et plus précisément que f  est d'ordre arithmétique £  P sur 

r = Z?1 + Z (P 1 ,  P n ) ,  avec p  < 1  +  £  . 

a) Si f  n'est pas rationnelle, alors 1 , P ^ « • • • • P n son t Q - linéairement  

dépendants 

b) Si, pour tout y € r , y  ^  0 , la fonction t  f  (Yt) n'est pas rationnelle, 

alors P 1 ,  p ^ sont tous rationnels. 
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En choisissant 

f( Z l =   ̂.. . an , 

On en déduit un cas particulier du théorème 1.1. 9 de Baker sous les deux formes 
équivalentes suivantes. 

1) Soient ^  P n de s nombres algébriques réels, avec 1, P -, P n 

Q-linéairement indépendants, o ^ de s nombres algébriques non nuls, et, 

pour 1   ̂i S* n, log o\ un e détermination non nulle du logarithme de .  Alors 

le nombre 

P 1 Pn n 

or1 . . . a  =  exp ( E P. . log a ) 
i n  1 = 1 i  i 

est transcendant. 

2) Soient lo g lo g or de s logarithmes Q- linéairement indépendants 

de nombres algébriques. Alors logo ^ logo ^ sont linéairement indépendants 

sur Q  0 R . 

Dans son état actuel, la méthode de Baker utilise des propriétés spécifiques de 

la fonction exponentielle (ou des fonctions elliptiques ou abéliennes) et ne permet 

pas d'obtenir des énoncés généraux du style de 8.3.4« Cependant les travaux récents 
de Nesterenko, Brownawell et Masser [Br-M ] pourraient changer la situation. 

c) Enoncés des critères pour les fonctions méromorphes. 

La généralisation aux fonctions méromorphes de la deuxième partie du critère 

8 .3-1 est assez facile. 

THEOREME 8.3 .5 - Soient f ^ ,..., f  ̂ des fonctions méromorphes dans C* 1 algébri- 

quement indépendantes sur Q , e t T un sous-groupe type fini de d e rang l 

sur Z  . On suppose que l'application (f ^ f̂ ) est d'ordre arithmétique 

— (P-| P̂ ) sur T. £> i T a un coefficient de densité ^  K2n (^ans 9  

alors 

2 *2 n (d-n) $ P 1 +...+ Pd . 

Nous avons vu que le théorème 8.3-1 contenait un cas particulier du théorème 1.1. 9 
de Baker sur l'indépendance linéaire de logarithmes de nombres algébriques. De 

même le théorème 8.3-5 contient un cas particulier du théorème 6.2. 3 de Masser sur 
l'indépendance linéaire de points algébriques de fonctions thêta de variétés abé-

liennes simples de type CM . Par exemple si p  es t une fonction elliptique d'inva-

riants g £ , ĝ  algébriques , ayant multiplication complexe dans k  = Q (T), si 
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u.j u ^ son t des points algébriques non nuls de p  , et si 

B. = b.+b .  T , 1 § j  ̂n son t des nombres algébriques (ave c b . , b .  réels) 

tels que P ^ u 1 + *  * * + ^n Un S O i ^ T m P 0-*^ algébrique de p  , alors 1 , b,j b^ n 

sont Q - linéairement dépendants ; plus précisément il existe des entiers rationnels 
A I > •  A R U _ >  n o n "tou s nuls , tel s que l'on ait simultanément » 2 n 

2n 
E a . b. € Z 

2 
et, en écrivant T  =  cT + d, 

n n 
E a  . b . + D  (c a . + da.)b .  € Z 

(ces conditions expriment que le Z  [T]-module T engendré dans C N pa r la base 

canonique de C* 1 e t par l'élément (P ^ , ... , p )  vérifie u ( T , R211) =  1 ; cela 

résulte de la proposition 8.1.2 appliqué e à 1'homomorphisme 

(z1 , z n)» P(u1 z1 +...+ n̂z n) 

de- Cp dans la courbe elliptique associée à p ). En fait, le théorème 6.2.3 de 

Masser montre que les nombres complexes 1 > P.. P  son t linéairement dépendants 

sur Q  C'es t évidemment ce qu'on aurait obtenu si la conclusion du théorème 

8.3.5 avait été (pou r d > n) 

uCr,^) _ p1 + - " + p d 
& d- n 

L'extension de la troisième partie du critère 8.3.1 aux fonctions méromorphes est 

plus délicate. 

THEOREME 8.3.6 - Soient f  ̂, ... , f^ des fonctions méromorphes dans G 1 1 algébri- 

quement indépendantes sur Q  , et r  un sous-groupe de type fini de d e rang 

l sur %  . On suppose qu'il existe un corps de nombres K  , une base 

(Y-|..... Y )̂ de T  sur Z , un sous-ensemble T  d e T , et un nombre positif c 

tels que les propriétés suivantes soient vérifiées. 

a) Pour 1  j  é d, la fonction f ^ vérifie les axiomes 0.A. 1 e t O.A.2 . 

(cf. §1.1) avec 

S N 
= г ы n  T. 

X X 
b) Tout cube de R  de côté ^  c contient un point (h^,... , h )̂ € Z pour 

lequel 
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Ix, Y 1 + •••+ hx Y X € T . 

Alors» si T  a un coefficient de densité ê  dans ,  on a 

K n (d-n ) g P 1 + ...+ Pd . 

Grâce au théorème 1.3.10 et à la proposition 4*3.1, les résultats des § 8.1 et 

8.2 se déduisent facilement de ces deux derniers critères. 

d) Démonstration des critères 

Nous allons démontrer simultanément les 3 théorèmes 8.3.1, 8.3.5 et 8.3.6. Pour 

cela nous définissons des nombres m  , h e n distingant 3 cas : 

1er cas : h  = l pou r la première partie du théorème 8»3.1 

2 e ca s : m = 2 ,  h = 2n pou r la deuxième partie du théorème 8.3.1 et 

pour le théorème 8.3.5. 

5 e ca s : m = ,  h = n pou r la troisième partie du théorème 8.3.1 (auque l cas 

on note T  = r ) e t pour le théorème 8.3.6. 

Ainsi la conclusion s'écrit toujours 

m d =? h + P. +...+ P , . 
1 d 

Le choix de m  es t justifié par les théorèmes 7.3.1 et 7.4.2, et le choix de h 

par le lemme 1.3.8. 

Pour chaque entier N  suffisemmen t grand ( N  ̂ĉ ) , on construit un sous-

ensemble Ê . d e ,  vérifiant 

c 2 Î
1  ̂Card E î ^ 

de la manière suivante 

1er cas : o n choisit E ^ = 

2 e ca s : grâc e au lemme 1.3.8 (dans lequel S ^ es t donné par l'hypothèse sur 

l'ordre arithmétique), il existe un sous-ensemble Ê . de te l que 

Card E N  ̂c2 F
11 e t 

min{ |a-a'| ; a € Ê  , a' Ç ,  a / a'}  ̂N  ^ n 

Cette dernière condition entraîne Card E^ —°j> ^ • 

3 e cas : On utilise d'abord le lemme 1.1.8 : soient t ^ , t  €  F tel s que 

r = T1 U.. . U o ù T. . = T + t̂  (Si T  = T o n peut choisir q  = 1 , t̂  = 0). 
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On recouvre B( 0 , c^N) H Rn pa r c^ N*1 boules de rayon c ^ "  n. Dans 

chacune on choisit un point y d e ^ [ u / 2 ] '  B^ 3 e S ^ •'•l^n^ce ̂ e-'-

que y € T - > °n pose a  = Y - t. , et on définit comm e l'ensemble 

de ces a. 

un note P  = +  .. . + P̂J / a , et on suppose m  p  + — . un veut obtenir une 

contradiction. On remarque d'abord qu'il n'y a pas de restriction à supposer 

max p .  <  p  +  ̂ 7 
lÉjÉd 3 d 

(cf. [Wa2]p 52). Pour 1ëjëd , o n définit une fonction L. . de N (pour H è ô  

P A R P + 7 - P -
L. = c N  d J 

3 7 

avec 
= 2 ĉ  [K : ft] . 

Premier pas. Soit N  un entier. N  ̂ĉ  . Il existe un polynôme non nul 

P N € Z[X|, % ] 

de degré en X. inférieur ou égal à L. , ( 1  ̂j  ̂d) , et de hauteur inférieure ou  
3 h  J 

P + d 
égale à exp (cg N )  , tel que la fonction 

FN = PN ^ f1' '  ' fd^ 

vérifie 

P n ( Y ) = o pour tout Y € EJJ • 

On doit pour cela résoudre un système de Card Ê . équation s linéaires homogènes 

2 n au moins .. . inconnues , à coefficients dans K. L'axiome 0.A.1 (joint 

a l'équivalence des différentes notions de hauteurs ; cf § 1.1) permet de majorer 

Le logarithme des valeurs absolues des conjugués des coefficients de ce système 

(après les avoir multipliés par un dénominateur commun pour qu'ils soient entiers 

d p 
algébriques) par cn D L . N

 J .  (Cette majoration est expliquée en détail dans 
9 0= 1 3 

[Wa2] § 2.2). Le lemme de Siegel donne le résultat annoncé. 

Deuxième pas. Pour chaque entier M î= N , on a 

(I) M V v ) = 0 £21 5 Y € \ 

et 
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(^K L O G | G N I M l o g M ë " ^ 

où on a noté 

- A - [ L i ] 

(La fonction ĝ . es t le dénominateur de f ^ donn é par les axiomes d'ordre arith-

métique) . 

Le premier pas montre que (^) ^ es"^ vérifiée. D'autre part si on démontre la 

propriété (ll)]vj pour tout M  o n en déduira que Ĝ . est identiquement nulle, en 

contradiction avec l'indépendance algébrique sur §  de s fonctions f   ̂, .. . , f .̂ 

Donc le deuxième pas terminera la démonstration. 

Montrons que (ll) M => (l)M + 1 pon r M   ̂N. 

Les points de E

] Vj +i son t dans la boule L (0, M logM) ; par l'axiome 0.A.2, on 

déduit de (il)-̂  

|p (y ) | S exp (-c1 0 rf
1) pou r Y ^ ^ + 1 

(on utilise l'hypothèse m  > p  + ~ ) . Le dénominateur et les valeurs absolues des 

conjugués de F̂ . (Y) sont majorés par exp(c M̂ ) . La norme de fJJ (Y) sur Q 

est donc nulle, d'où (l)™ -, 

Il reste à démontrer que (l)^ (̂--O ^ pour M   ̂N. 

La fonction entière a  un zéro, en chaque point de •  Pour R  = M(logM) ,  un 

calcul facile (utilisant le fait que les fonctions entières g . e t f . g. son t 
3 3 3 

d'ordre I P . ) montre que 
° « b 

log |G N| R * c1 2 [ M (logM)* ] 

Il reste à vérifier 

l 0 e l G u U l o g M ë L QS I GNI E -
 c 1 3 ^

 l 0 S l 0 g W -

Dans le 1er cas c'est immédiat grâce à l'hypothèse que le sous-groupe T vérifi e 

un lemme de Schwarz avec l'exposant m . 

e * Dans le 2 ca s c'est une conséquence de la proposition 7•4•1 • 

Dans le 3e cas on utilise le théorème 7»3«4 pou r les fonctions f^(z ) = Ĝ  (z-t..) 

avec L  = c, A Pou r r  = c.j(- M log M o n a 
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IGNIMlogM 

Ï min 
I S j S q 

\t3\t. 

ce qui termine la démonstration, 

REMARQUE 8.3.7. Sous les hypothèses de la première partie du théorème 8.3.1, si 

les fonctions f ^ , f ^ admetten t des périodes communes GÛ. . ..... O)Q € T liné -

airement indépendantes sur Q , alors 

m d ^ X + P̂  + ... + p d - 0. 

(Comparer avec la remarque 1,1.6). Pour le démontrer, on peut supposer 

T = Z Y-| Z  Yjj Q + Z oĵ  CO Q . On reprend alors la démonstration précé-

dente , avec h  = 1 - 0 , et 

= { h1 Y1 +..-+ hx_ e Y x „ e i -NÉhjÉN, (1£ j£X-0) }, 

et on remarque que la propriété (l)j^ impliqu e 

FN(Y) = 0 pou r tout y  € Г М . 
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