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Séminaire E.N.S, (1978-1979)

Exposé n® 10

MAJORATIONS DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

(d'aprés P. DELIGNE et N, KATZ)
par G, LAUMON

O,- Introduction

L'objet de cet expasé est de montrer comment les canjectures de Weil,
sous leur forme "forte", démontrées par Deligne [3]1 , et des formules
du type Grothendieck-Dgg-éafarevié en dimension quelconque permet-
tent de majorer des sommes trigonométriques,

Dans le numéro 1 , on rappelle (cf.[1] ) comment les sommes tri-
gonométriques, indexées par les solutions, modulo p , d'un systeme
d'équations polynomiales, peuvent s'interpréter comme trace de Frobé-
nius agissant sur des espaces de cohomologie 1l-adique,

Dans le numéro 2 , on rappelle les résultats généraux de majora-
tion de telles sommes (cf [1] ). Les résultats qui nous serviront
dans la suite de l'exposé sant rassemblés en 2.2.3 ,

Dans le numéro 3 , on fait une &tude locale 3 1'infini de revé-
tements d'Artin-S5chreier. Cette étude, conjuguée avec les résultats
généraux du numéro 2 , conduit 3 des majorations du type (cf. 4,1.,1 )

| Sn | < A.p”
ol Sn est une somme trigonométrique indexée par les points, 3 va=
leurs dans le corps Fpn , d'une surface., De plus, ces majorations
sont les meilleures possibles : on a,en effet, (cf. 4.1.1 )

|5,
lim sup
n —>te0 P

= A °

Il reste 3 déterminer A . C'est un probléme difficile et non
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G. LAUMON

résolu, en général,

Katz a apporté une réponse partielle 3 ce probléme [6] o

Dans le numéroc 4 , on explique le plan de la démonstration de
Katz, I1 y a essentiellement deux parties : une partie purement géo-
métrique, c'est l'objet du numéro 5 , et une partie arithmétique od

1'on calcule "3 la Weil"®™ la somme trigonométrique

c'est 1'objet du numéro 6 .

1.- Traduction cehemalogique des sommes trigonométriques[{1],[ 9] .

1.1, Soit IFq un corps fini de caractéristique p . Soit [ une
cldture algébrique de J}'q o On notera (}'qn l'unique sous-corps 3
qn élément de [F . On utilisera la convention de Deligne (SGA 4 1/2,
[ Rapport ]) consistant a noter par un symbole affecté de 1'indice o
un objet®sur .l}'q" » le mé@me symbole sans l'indice o désignant 1'ob-
jet déduit par extension des scalaires de .l}'q a F .

Soit u, = Spec(Ao) une variété algébrique affine sur I}'q et
soit fn € Ao °

Soit 'L|} 4 l'fp--——? t* un caractdre additif non trivial (par exem-

T
ple, le caracteére induit par l'homomorphisme at— exp (2 pia)

de Z dans €X Yo On notera T{J’ s IF n—-——)(* le caractere
n q
WOTEF nfF_°
g p

On s'intéresse aux sommes trigonométriques du type :
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

(1.1.1) S, =5,(U,f) = \In(fo(x))

x € Uo (fqﬂ)

Exemples.- 1) Sommes de Kloosterman [1 ]

5, = Z _ 1‘L}fn(x1 + oeeo + %)

x,l.o...x“efqn

2) Sommes indexées par une hypersurface de Fermat (voir le numé-

ro 6 ) E j
S = wn(xi)

n d
x4+n.+x“+1=0

xiyauch“ e fqn

202« L'interprétation cohomologique de telles sommes trigonométriques
fait intervenir le rev@tement d'Artin-Schreier de Uo » d'équatian
tP -t = foo»

ur Lu

o o
ol

Ul = Spec(A Lt1/ (P _ . _ fo))
Ce revétement est étale, fini, galoisien de groupe de Galois Fp H
ie Fp op2re sur U; par ti——ot + i .

Notons Fo et F; les endomorphismes de Frobenius (relatifs 2

F_ ) de Uo et U; respectivement (l'endomorphisme de Frobenius
d'un schéma sur Fq est 1'identité sur l'espace topologique sous-
jacent et 1'élévation A& la puissance qg-igéme sur le faisceau structu-

ral). Puisque 1T6 : U; ———-)Uo est étale, on a un carré cartésien
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Fl
____2___)U

ul 1]

[»] o
| .
F

u

__OQ,U
o o

et, par extension des scalaires 3 [F , un cartésien "sans l'indice
o ",

Si 1'on identifie 1'ensemble IUI des points fermés de U 23
U(F) = UO(II") , 1'action de F sur |U| s'identifie 3 1'action de

CP € GallF/F ) (ob CP(C*) =9y sur U (F) . Par suite, 1l'en=-
q o

n
semble U des points fermés de U fixes par F' s'identifie 2

u @ n)
o q n
Sait x € Uo(lr”qn) = LlF et soit x' = (x,t) € U'(F) au-dessus

de x , On a
n

Frihxe (x,t7)

et
n

n a,
+ (P = t) + (P = )P 4 Lo+ (#P - 1) /P

9

fl
o

c'est-3-dire n
qrl P q/P
t7 =t 4+ f (x) + (f (x))" ¢ coo + (Ff (x))

o o o

S TR o (o 000)

-1
Ceci montre que F'" op2re sur la fibre TT(x) comme 1'élément

Tﬁf n/IF (fo(x))
q p
de Gal(UVU)a[Fp °

2TTi/

1.3. Soient sp = e P et E = Q(;p) le corps cyclotomique des

*
racines p-idmes de l'unité, Le caractere '((f est & valeurs dans E°
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

Seit E le complété de E en une place A au-dessus d'une place

A
finie 1 de Q@ , 1 #p .« On considérera TV' comme un caractére
sdditif de F_ 3 valeurs dans 5; .

Le groupe de Galois Gal(U' U opere naturellement sur le E')\ -
faisceau ('ITO)* E5\ 3§ soit ?}'o = a‘o(w,f‘o) le facteur direct de
("lTo)* Ey sur lequel Gal(UYU) opére par Y -1 s+ de sorte que
pour tout point fermé x de U ,
o=y a1, EUTRER ) | Sty = V(=D oty

(x,t) € 77 (x)

pour tout i€
-1 P

”(X)
1 4 -
od 1'on a identifié (TT E')\_)x a (E) ) en tant que E)‘[ [}‘p l
modules.
On dispose d'un isomorphisme de Frobenius [4] s

F¥ s ¥y %

n
et en particulier, si x € UF , le composé
LA "SI I
= ——.} - e® o0 )
x F"(x) fn 1(*) F(x) x

est un automorphisme, que 1l'on notera Fr , de 3‘)( o

Lemme 1.3.1.~ L'gutomorphisme F: de 34x est 1'homothétie de rapport

YT o (00

En effet, 1'isomorphisme
*
F H &F(x)—-}a‘x

est restriction de l'isomorphisme de Frobenius
*
F" s (TT*E')\)F(‘,——) (TI'*E)\')X

sur ()

qui envoie (X & -1
(x,t)e 17 (x)

)
£9 (F(x),t9) € TH(F(x))

Par suite,
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»*
F e b —H
X X X

est restriction de l'automorphisme

»
Fx : (W*Ex)x __5(1T*E')\,)x
qui envoie (of _n) n sur (ot,) - .
tT (x,t% Ve T (x) t (x,t) € T (x)

Meis, on a vu en 1,2 que
n
t = t9 -Trr (f (x))
n o
My

donc

A, = (T (f (x)))oot n
t _\p‘ ’inn/n:P o 19

ce qui termine la démonstration de 1.3.1

On peut donc réécrire Sn sous la forme

(1.3,2) S, = sn(uo,fo) = Z:

n Tr(F-:,ﬁ‘x)
xe U

F

1.4, La correspondance de Frobenius [4 ] (F,F*) : (U® — s (u, W
induit un endomorphisme

[l Hi(u,&)——;ui(u.a’)

pour tout i €N , et la formule des traces de Grothendieck (SGA 4 1/2
L Rapport] ou SGA 5 XV)

S X o 20 ot w3
xel x® x 1 c

permet d'écrire finalement

X¥.n  *
(1.4.1) S, = S (U_,f ) = Tx((F) ,Hc(u.a)) .

2.~ Méthode générale de majoration [17]

2.0, On rappelle dans ce numéro les résultats de [1] qui nous seront
nécessaires. On attire tout particuliérement l'attention sur le théo-

rédme 2.1.1 qui est la forme "forte" des conjectures de Weil, prouvée
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

par Deligne [31.

2.1, Soit Uo un schéma de type fini sur {}'q . Soit E?\ une exten-
sion finie de 01 » 1 #p . Soit ’:}‘o un Eeh—faisceau sur Uo °
Pour tout point fermé x de U , la correspondance de Frobenius [ 4]
définit un automorphisme F': du Eo)\ -espace vectoriel de dimension
finie 3; - On dira ([11,037) que ’3‘0 est ponctuellement de
poids 0 sur Uo si, et seulement si, pour tout point fermé x de
U , les valeurs propres de F: agissant sur 3"’( sant des nambres
algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue
T .

Dans la situation du numéro 1 , Bﬁo(v"o) est ponctuellement

de poids 0O .

Théordme 2.2.2[1],[ 3] .- Soit uom-'q un schéma séparé de type fini,
Seit ¥ un E\-f'aiscegu sur U » Donctuellement de poids 0O .
- "o — 7 (-]

Alors, pour toute valeur propre o de Fx agissant sur Hi’(u,fﬂ

il existe un sntier (O (k) £ & tel que tous les conjuqués complexes
g (%172

de o soient de valeur absolue

Compte-tenu de ¥.4.1 , on obtient la majoration, od ¥ = Q(V,fo)

2 dim U

(a0 s, < diutl(ﬂi(u,hx))oqnilz

i=20
Pour utiliser toute la force du théorg2me 2,1.1 , il faut pouvoir
calculer les nombres de Betti di‘Ex(Hi(u'&” , Ce qui est en géné-

ral un probléme difficile.

2,2, Dans [’.I.] » Deligne montre comment certaines hypoth2ses sur la
ramification & 1'infini du faisceau M entrafnent l'annulation des

nambres de Betti dqu‘)\(Hi(U,a’” , sauf pour i = dim U , et per-
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mettent de préciser le "poids" de A , W (A) (notations de

Hdim U
c

(U, %)

2,1,1 ), pour X valeur propre de ¥ agissant sur

Plus précisément[1 ]

Proposition 2.2,1.- Soit UOAFq un schéma affine, lisse et purement

de dimension N ., Soit 5; un E%_—faisceau lisse sur UD » Alors s

(i) si 1la flache naturelle

RC_(U,3) — RO (u,%)

est un _isomorphisme, on a
"2(“'3" = K (u,% =0

pour tout i # N 3

(ii) si, de plus, ML est ponctuellement de poids 0 , pour toute

valeur propre o de FX agissant sur H:(U,ﬁﬂ , le "poids" de

oL 5, WI(HK) , est exactement N

Remargue 2.2.2[1 Jo= Si Jj s US—>Z @est une compactification de U

—

et si

i,
(R 3*39)2=0

pour tout point fermé 2z de Z - U et pour tout i3> 0 , alors la

tleéche naturelle

R rc(u,ﬁ') —— R (U, M

est un isomorphisme.

Scholie 2.2.3,- Si U0 est affine, lisse purement de dimension N
sur Fq et si la fléche naturelle, ot = g«i{,fo) .
RM_(U,3) — R (U, B

est un isomorphisme, on peut égrire
N

E:: n
5n = Sn(uo’fo’ = i 1C*i

od bN = (-1)NXC(U,3‘) = dinE?\(H:(U,'&)) et ol les @(i sont de
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MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

N/2

valeur absolue q dans tout plongement complexe de ?7\ dans [
(OﬂiEE)\ ’ —E--)\ cléture algébrique de E75 ) . On a donc la majoration

nN/2

(2.2.3,1) L MX (u,Mq

Sn

C'est 1a meilleure possible : on a en effet

|5, | N
(2.2.3.2) lim sup —2 = (=<1)" X _(u,%)
Ny 450 qu72 c

Cette formule résulte du lemme suivant :

Lemme.~- Si ( o&,,.a,o(n) es8t une femille de nombres complexes de

modu}le 1 , on a

N
N = 1lim sup Z oLz .
n— 400 li =1

1} et soit [ 1le sous-groupe

[}

En effet, soit T={z€ €| |z]
de ‘[['N engendré par (dl....,dN) . 53 [ est discret, [ est

fini, et donc, pour n multiple de 1'ordre de C , ona
N
20 oAl =N
i=1

le lemme est démontré dans ce cas. Sinon, ™ ntest pas discret, et,

pour tout € > 0 , il existe néw-{ﬂ} tel que

N
2 |r-xi<e

i=1
donc, tel que

N
N-lzo('.'
i=;a *

N N
AR PE T Py
i=1 i=1

ce qui achéve la preuve du lemme,

3,~- Ramification 3 1'infini de revétements d'Artin-Schreier

3,4. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0 ,

soit Z = As = Spec(k [ x,y]) 1le plan affine sur k , sait Y “l'axe
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des y " , i.e, le diviseur d'équation x =0 de Z , soit
U=2Z Y et soit j ¢+ U Z 1'inclusion,
On considére le revétement d'Artin-Schreier de U
e ut—>u
d'équation
tP -t = yb/xa
od a, b sont des entiers vérifiant
(i) a>0 et b3 0
(ii) a premier 3 p et, si b $0 , b premier d p ,
Le revétement TT est étale, fini, galoisien, de groupe de
Galais Ep °
Soit E7\ une extension finie de Ql , 1 #p , et soit
\Iz Ep———% E; un caractére additif non trivial., On dispose sur U
du E)\-faisceau lisse de rang 1 , &(Tp,yb/xa) , facteur direct
de TE%E'K. sur lequel Gal(u%u) op2re a travers 1V-4 .

On va montrer le résultat suivant dd 2 Deligne :

Théorgme 3.1.,1.- On_garde les hypoth2ses et les notations ci-dessus.

Soit %= aﬁyf,yb/xa) . Alors

1) (an*m(c'o, =0 si neN-{1,2}

1. 2 -
et 3ont _deux —gsSpaces vec-
2) (R 3*3‘)(0’0) et (R j*a‘)(o,o) sont deux €. -espaces vec
toriels de dimension d -1 , ot d est le p.g,c,d, de a et b
(avec la canvention d =1 ,

b=0 ).

'w
[

Corollaire 3.1.2.~ Soit Z wune surface propre et lisse sur k , soit

Y un diviseur lisse sur Z , soit U =12 - Y et sgit kZ un E?L-

faisceau lisse de rang 4 sur U , ramifié comme suit le long de

Y : pour tout ze€ Y , il existe un voisinage V de z dans Z

230



MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

et des coordonnées locales (x,y) définies sur V , centrées en z

telles que x = 0 soit une équation de Y dans V et telles gque 3

soit isomorphe 3 Bﬂly}yb/xa) sur V , o0 a , b sont deux entiers

vérifiant les hypoth#ses (i) et (fi) de 3.1 et 1'hypoth2se :

(iii) a et b sont premiers entre eux, si b # 0 .

Alors la fléche naturelle

RO _(U,%) —s RI (0,3
est un isomorphisme.
Ce corollaire est conséquence immédiate de 3.1.,1 et de 2.2.2 .

La preuve de 3.1.1 est 1'objet du reste du numéro 3 .

3,2, Cas ol b =0 , L'équation de TT ¢ U—> U' s'écrit
tP -t = 1/x®
et la situation est une situation produit : soit X = Spec(k[ x])
"l1'axe des x " , on a
Z =XxY
u=(x=-{al) xy
J = 3y x idy
ol jx : X -{O};a X est 1l'inclusion, et, si 9, est le faisceau
g'(v,l/x') sur X = [0} , on a
e pef g oo en
t Z—>X et pr

ol pr Z —>Y sont les deux projections. Par

X y ¢

suite
R"5 B = pry (R"(5,). Q)
* PTx x'%3
pour tout n3>» 0 . On est donc ramené a montrer que
n
(R"(3,) ), = ©

pour tout n > 0 , ce qui est contenu dans le lemme suivant
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Lemme 3,2.1.- Soit f 1le Eq -faisceau gﬁ(v,xm) sur ﬂ\: y 80 m

est un entier premier 3 « Soit : 0\1;3 IPG' l'inclusion et
poe20i2 M k k

soit o0 le point 3 1'infini de IP& » Alors
(1) Sw_ (M%) = m
(ii) (Rnub*%) = 0 pour tout n>» 0 .

(iii) HZ(&\?(.’J(;) =Hn(ﬂ\:.7~ﬁl =0 pour n=1 et 2 .

(iv) H"l(ﬂ\i,%) = Hi(Al, ) est un E. -espace vectoriel de dimen-
c  k k —— X TESRAc

sion m -1

Preuve : Pour (i), voir[7J1.1.7 . Pour (ii), remarquons tout d'abord
1 s ps . .

que % est de rang 1 sur 0\k et se ramifie effectivement au point

: v “1 m
o0 d'apres (i), donc (”‘L*%)w= 0 . De plus y}\{ =?‘('(p’ SX ),

v

donc on a aussi (/YL*% )oo = 0 . Par dualité locale (SGA 5 1 5,18
ou SGA 4 1/2 [ Dualitél1.3), on en déduit que (R1 "l*%)*’ =0 .
Enfin, pour des raisons de dimension, (an,’b'x_ff}iﬁ)°<> =0 pour n3x 2 ,
Pour (iii) et (iv) , remarquons que la fl2che naturelle

"L 3% —_— Rﬂh*%
est un isomorphisme d'aprg2s (ii), donc la fliche naturelle

1

RI_(AL, M) — RT(AL,H)

est aussi un isomorphisme. Comme 0\1 est affine, Hg(ﬂ\t,%) =

k

Hz(mt,%) =0 ., Comme E\1

K est lisse sur k et que % est un E'X-

faisceau lisse, par dualité de Poincaré, on a aussi
Hz(mi,%) = H°(1A:,%Q{) =0
(ici encore on utilise le fait que %V = 36(1,)'-1.!'“) ). Enfin, on a

d'apr2s la formule de Grothendieck-Ugg—éafarevi; R

xc(At.‘}\C) = - Swuo(%) =-m , d'od (iv).
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303. Cas ol a=b . 0n a alors d = a =b et 1'équation du revéte-

ment

T

ur—s u
s'écrit
Pt = (y/X)d
Soit P : 3-———)2 1'éclatement de centre l'origine dans Z . L'im=-

mersion j s US——> Z se factorise en

~

Z
3 J,P
Uc___.___‘.i____.__)z

~

ol j est encore une immersion ouverte, d'ol une suite spectrale de
compaosition
r,s r s % *
EX*® - R R =R )
2 Py Ix I
Comme e est propre, la fibre en l'origine de cette suite spectrale
stécrit

r,s

r sy *
E2.(0,0) = HO(E, (R j*n,)lﬁ) == (R j-)(-::}‘)(t:n,c!)
od E = ﬁi(o,o) est le diviseur exceptionnel.
On est donc ramené a calculer la cohomologie
* s
H¥ (€, (R 3’*34)‘5)
pour tout s ) g .
Pour cela, considérons les deux cartes affines
= {(X,v = y/x) }
y = {(u = x/y,y) }
qui recouvrent 7 et posans

{(x,v) [ x =0}

Z
X
z

o~
E.=ENZ

[}

E =ENZ
y y

{(u,y)l y = D]
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Alors Ex et Ey forment un recouvrement affine de E ~ Pt o Enfin,

. -~
on peut voir U comme un ouvert de Z et

UX=U(\'\le={(x,v)|v#D z

uy=un§y={(u,y),uyfg}
-

Y, -

/ s

§] d

/

On a
u'lu -_~{(t,x.v1 Itp-t=vd }
X

U'IU = {(tyuyy, ltp -t = I/Ud}
y
On va prouver le lemme suivant :

Lemme 3,3.1.- Soit 9, le E.}\ -faisceau sur E , pbtenu en prolon-

geant par zéro le Ex‘-faisceau 3%1V,vd) qui est défini sur la carte

affine E = Spec(k[v]) de E . Alors

9, si s =0

L}

(Rs'j‘*fﬂle ={g(-1) si s =1

0 si 8 3 2

3,3.2,Prouvons 3.3.1 . On se place successivement sur chaque carte

? et ? o
x Y
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~

3e3,2,1,5ur la carte l! s on est dans une situation produit :
(%)
o= {xr 03 x{v]
':f = ?x x id ’l"}

ol 3’)( s {x $#0}e—s {x} est 1'inclusion

* *
= pr_ E4 ® pr. " ( )
%Ux x A v 9|Ex
od pr et pry sont les deux projections,

X

Par Kiinneth, on obtient
8 * 8 *
REY B = pr (RE(T) €)@ pr, Ye,)
donc
s s, 7
(R j*au),ﬁx = (REGL)LER ), @ Gy )
o, .
= 5 ° S
Oor (R (Jx{*5%~)o Eq et par dualité locale (SGA 5 I 5,18 ou SGA
4 1/2 [ Dualité] 1.3) on a
1,7 ~
(R (jx)*E?\)a—>Ex( 1)
l'isomorphisme étant fourni par la classe fondamentale locale. Enfin,
pour des raisons de dimension
8 ,~
(R(jxkﬁxﬁo =0
pour 8 > 2 . Donc le lemme 3.3.1 est vérifié sur la carte Ex °

30302.2,5ur la carte '%y , on est aussi dans une situation produit :
Uy={u+0}x{y#0}
f})
i= I, = iy
od '}uz{u+0}’—'—%{u} et }y:{y#ﬂ}f——-—){y} sont les
inclusions

* *
3‘luy = pr, (9,{" " D})Q Pry (57\')

(*) On désigne par {v} la droite affine Spec(k [v])
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Par Kfinneth, on a donc

s - * p,.o *ooq,e
RST, % p@is PP, (G (s} 1) @ px, RUT)) e

Mais d'aprés 3,2.1 , la fléche naturelle
4 >
(Ju)! (QI{U#O})—Q—)R(JU)*(()’,{U#:U})

est un isomorphisme et

~

= !
oy = U G fugoy)
définition d . C déja calculée (RY(T ) € fa
par définition de 9, omme on a déja calculé (Jyx* )-)o (c
3,3.2,12 ), on en déduit que
9, si s =10
s .
Rj*.’:"lE =19(-1) si s =1
Y 5]

si s

A\'4
[

Donc 3,3.,1 est démontré.

3,3.3.Le lemme 3.3.1 a pour conséquence immédiate que

H*(E,g) si s =0
T (E,(RS?*ZMIE) = {n¥ (E,)(-1) si s =1
0 si 83y 2

D'aprés 3.,2,12 , on &, pour r =0 et 2 ,
H"(E,c}) =0
et H1(5,9) est de dimension d -1 . La suite spectrale

E:"" = Hr(s,(Rs?*b)l )= (R* j*m(o,o)

dégénére en EZ , et il reste simplement des isomorphismes

WHE, (BT By ) == Mg,

Ceci ach2ve la preuve de 3,1,1 dans ce cas,
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Jo4. Las général. On supposera b # 0 et on notera m 1le p.po.Com,

de a et b , de sorte que m = aa' = bb' o0 a = db' et b = da'

avec (a',b') 1 . Caonsidérons le revétement

7_T .7
- ' ' —
o Z = Spec(k [x,y]1) et =r(x,y) = (x*® ,}b ) o On notera U 1'ou=-

vert X #0 de Z et J:0Uc—7 1'inclusion. Soit 3 le En -

<l

faisceau 3‘(1‘)’,?"/?‘) sur » Par construction
r*% =3
Le reviétement r : Z—>2Z est galoisien de groupe de Galois
G a”)a' x “')b' 3 (é »V ) € G optre sur Z par (i,y)i——-s(gf,\) y) .
On a une actiorn naturelle de G sur r r¥% - r*fﬁ et on retrouve

*

3 en prenant les invariants :
=D F-rrt 5 .
par suite
6. =« G
Rj*?r»= Riy R B =RT Rj_x(r_x'S) 3
or r est fini, donc
G i G
Riy®=RT Rj Re B =RCRILE ,
ce qui n'est autre que la suite spectrale de Hochschild-Serre 3 1la
fibre en (o,0) de cette suite spectrale de faisceaux s‘'écrit s
EPY = nI(G, (RP *
(GRS 4 M (g,0)) =R 5 (0,0
C A . n: g - .
omme on a montré en 3.3 que (R j*3’) (0,0) 0 si n¢1,2 ,
il reste & expliciter 1'action de G sur (an_ ) pour n =1
¥~ (o0,0)
ou 2 , On a montré que
1+ 3 1,.= =
(R Tx¥ (5,0) = (6,0
2
R®3: g paiie
®Ta® = WHED )
o0 €= Proj(k[,v]1) et § estle Ep -faisceau égal ey, v?)
sur Spec(k[ V]) et prolopgé par zéro sur tout E , Il est clair
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que G opere sur Hl(f,g) et que les isomorphismes ci-dessus sont
équivariants pour les actions de G . L'action de G sur 9 se
factorise par 1'isomorphisme ((a*y,b') = 1)
Wav X Ve —"’——?Iya'bl
qui envoie (}; s,V ) sur VY 0};-1 o On est donc ramené & calculer
H¥ ( [pa,b,.ni(i.g))
On considére alors le revatement
E—— P} = Proj(k [w g W, 7))

tht he
a’b ;Va b ) et le E?\-faisceau 9}‘{? sur lPt

défini par (us;v)}—— (u
d
égal 2 y(v,(wdlwo) ) sur Spec(k {w,l/woj) et prolongé par
zéro 3 tout |P: . g est 1'image réciproque de }J"C sur E et on
a de nouveau une suite spectrale de Hochschild-Serre
= = *
DT = wa.h..np(s,gn = 1”@, %)
Elle dégénére en E2 , car Hp('E—,g) =0 si p#1 , et il reste
des isomorphismes
q 1,= = q+l 1
H (,Pa'b”H (Etg)) = H (lPk."é*C)
Or, d'apres 3.2.4 , KYI@LA) =0 si g0 et HELH) est
de dimension d -1 . Donc
W L) si (p,q) = (0,1)
q PT - 1,1 - -
HY(G, (R j*&)(o'o,) H (P, %) (-1) si (p,q) = (0,2)
1] sinon
Par suite, la suite spectrale

p q PT x
E5 = HI(G, (RPT % == R™ 5

dégéndre en E2 et il reste les isomorphismes
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W@, %) 8i n=1
R B  y= { HHELHI (-1 sion=2
a si n+1 et 2

Le théorédme 3.1.1 est démontré,

4.~ Retour aux sommes trigonométrigues

4.1, Soit Z° une surface propre et lisse sur [Fq et soit f‘o une
fonction rationnelle sur Zo o On suppose que le diviseur des pdles
de fo n'a qu'une composante Yo » qui est lisse et de multiplicité
8 , premidre &4 p . On suppose que l'ouvert complémentaire

Uo = Zo - Yo est affine. Enfin, aon suppose que le diviseur des zéros
de f’o est transverse & Yo et que les multiplicités des composantes
de ce diviseur qui rencontrent Yo sont premidres & p et & a o

Si '\.[f : [Fp—_>E7L est un caractdre additif non trivial, on

est 3 mBme de démontrer le théoréme suivant g

Théor2me 4,1,1.- La _somme trigonométrique
Sp = S, (U .f,) = Z__~ '(*ron-r n/F (fo(z))
zeuoﬂfqn) q . p

admet la majoration
n
[Sp] € % UMy, ) eg
pour tout n >/ 0 , et c'est 1a meilleure majoration possible au_sens

suivant

%l

n

%c(u.?ﬁ(v.f )) = 1im sup ‘
o n— +o0 q

En effet, ce théor2me résulte aussitét de 2.2.3 et 3.2.1 .

4,2, Pour aller plus loin, il faut calculer XC(U,aﬂ(V,fo)) o Deligne
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a conjecturé et proposé un plan de démonstration pour la formule

suivante (on garde les notations de 4,1 )

(4.242) N U BY 1) = W (V) - a %, (Y%

(3]

~

ot Y est l1'ouvert de Y formé des points qui n'appartiennent pas
au diviseur des zéros de f , Lq méthode que Deligne propose est de
balayer la surface Z par un pinceau, de maniére 3 se ramener 3 une

fibration en courbes sur ?1 , puis d'utiliser le théor2me de semi-

continuité [ 7] . Ce programme est mené 3 bien par l'auteur dans [8] .

4.3 Dans cet exposé, on se limitera & un cas particulier pour lequel
Katz a démontré la formule 4,2.1 par un argument analogue 3 celui de
[2], B,4 , La situation est la suivante : soit k un corps algébri-
quement clos de caractéristique p > 0 . Soit Z une hypersurface
lisse, de degré d , dans P, = Prajlk [X ,X,,X;,X,7) . Soit H
1'hyperplan de P: d'équation X, =0 . Soit F(&a,xz,x3,x4) une
forme linéasire homogéne dans k[:Xi,Xz,Xa,XA'] o On fait les hypo-
théses

(i) d est premier 2 p

(ii) H est transverse & Z , de sorte que Y = H (N Z est une
courbe plane lisse de degré d . On pose U =2 =Y ,

(iii) L'hyperplan { F =20 } est transverse 3 Y , de sorte que
Y1 = { F =20 } AN'Y est un ensemble fini de points fermés de Z , de
cardinal d o

On note x; = Xi/X4 (i =4,2,3) 1les coordonnées affines sur

3 3

A =P - H et f(x

K 2,xa) = r(xi,xz.xa.xd)/xd la fonction induite

(e
par F sur U

Soit V : I}'p-——) E{ un caractére additif non trivial et seoit
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¥ = My,f) . Le résultat de Katz est le suivant[ 6]
(4,3.1) Xc(u,?}) = d(d-1)2

Ce résultat est bien un cas particulier de 4.,2.1 , puisque 1l'on
a les formules bien connues (SGA T XI)
% (Z) = d(d°-4de6)
X(Y) = d(3-d)
xx,)
donc Y _(U) = d(d2-3d43) et U _(Y") = X _(Y-Y,) = d(2-d) ; la
c c c 1 4

d

valeur de a étant ici 1

4,4, Un exemple de la situation précédente est le suivant : Z est
1'hypersurface de Fermat, i.e. 1'hypersurface d'équation

d d d d

&1 + XZ + X3 + X4 =0
et F(x'l'XZ'x3'x4) = )('1 . Comme d est premier 3 p , il existe
q , puissance de p , tel que d divise q -1 ., Sait [Fq le
corps & q éléments contenu dans k . Soient Z ,Y ,Y s0ee les

o o 1,0

objets précédents vus comme objets sur CFq o De sorte que

Z = Zo® F kyeeo o On peut considérer les sommes trigonométriques

q
Sn = Sn(Uo,fo) = ;—‘ Vohi}'qn/[}’ (xl)
2 p

+X +x3+1=0

-

X

xprxgexge Fon

*
pour n€ N o On sait calculer "3 la Weil"™ ces sommes trigonomé-

triques. Plus précisément, on va montrer, au numére 6, que

d(d=1)?
Sn = Z o(i
i=1
ol les o(i sont des nombres complexes de module q qui s'expriment

en termes de sommes de Jacobi. On en déduit que
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[n

lim sup = d(d—‘l)2

n> 400 q

D'apres 4,1.1 , cela suffit & montrer 4.3.1 pour cet exemple.

4,5, Le principe de la démonstration de 4.3.1 est le suivant : en
considérant la famille universelle de toutes les situations décrites
en 4,3 , on montre que X)C(U,BKTV,f)) ne dépend pas de la sitwation
choisie. Pour calculer cette caractéristique d'Euler-Poincaré, on
peut donc choisir n'importe quelle situation particuliére, par exem=
ple, la situation de "Fermat" et on pourra conclure par l'argument

esquissé en 4.4

S5,- L'arqument de déformation de Katz

5.1, Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0 ,
Soit S un schéma normal, de type fini sur k o Soit
3 3 :
P5=1kaksaprog((95[x1, XpsX35%,4 ] )
Soit Z wune hypersurface relative dans Pg , de degré d , lisse
sur S 3 Z est donc un sous-schéma fermé de Tg d'équation

P(X,,Xy,X5,X,) = O

2
od P¢eH (O’ [X X X5 de) est homog2ne de degré d . On suppose
d premier & p . Soit H 1'hyperplan d'équation X4 =0 ., On sup~-
pose H +transverse & Z , de sorte que Y = H{) Z est un diviseur
relatif de Z , lisse sur S , On posera U =272 - Y et

mg = Pg -H = Spec(G?S [gi,xz,xaj ) od x; = Xi/X4 (i =1,2,3)
Soit F € HO(G?S['Kl,Xz.Xa,X‘j ) une forme linéaire homog2ne, On
suppasera que l'hyperplan { F =20 } est transverse & Y , On posera

Yd = {F = D} NY , de sorte que Y est un revétement fini, étale,

1
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de degré d de S . Quitte &2 faire un changement de coordonnées,
on peut supposer que F(X 2,)(3,)(‘) = Kl o
Soit f(x

2,x3) = r(xl,xz,xa.x4)/x4 = x vu comme S-morphis—

(il 1

f: U-———?ﬂ%

On considdre le revétement d'Artin-Schreier
T U'—> U
d'équation

p =
th = t = f(xi,xz,xa) X,

C'est un revé&tement fini, étale, galoisien de groupe de Galois IPP .

On va compactifier et désingulariser le revétement d'Artin-
Schreier ci-dessus,

Soit Qs 3 —>Z 1'éclaté de Z le long de Y1 s alors,
1'immersion ouverte j : US—>Z se factorise par P en une im-
mersion ouverte ? H UC———éi . Soit ?% : 2'— % le normalisé
de (i dans TT : U'—> U et soit TT = Po% . Comme U est
normal ( U est lisse sur S et S est normal) et que TT est

étale, U' s'identifie & un ocuvert de Z' 3 soit j' : U'ce—> 7!

1'inclusion. En résumé, on a le diagramme commutatif

ur c i s 2!

l'fr
Z
lf»
Z

(59101) aTr

-

o —

—

\)s /
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Soit E :t;i(Yl) le diviseur exceptionnel de 1'éclatement (c'est un
N-—

diviseur relatif, lisse sur S ). On posera E' =TT 1(E) o D'autre

part, t est une fonction rationnelle sur Z' 3 on notera Y' 1le

diviseur des pdles de t sur Z' (c'est encore un diviseur relatif),

Le résultat que 1'an a en vue est le suivant :

Proposition 5.1.2.~ Avec les notations et hypothdses ci~dessus :

(i) Z' est une surface relative propre et lisse sur §

(ii) U' est le complémentaire dans Z' d'un diviseur 3 croise-

ments normaux relatifs. Plus précisément, l'image réciprogue sur Z°'

du diviseur Y s'écrit

X)) = poyt + €

[

4 Y' est isomorphe 3 Y par la projection TT, , donc est lisse

IO

sur S

—_— »

E' est lisse sur S et Y' + E' est un diviseur & croi-

sements normaux relativement 3 S

5,103.~- Preuve ¢ Mis & part l'assertion de propreté pour Z' , qui
est d'ailleurs immédiate, les autres assertions sont locales sur Z ,
pour la topologie étale. Or la situation est, localement sur Z ,
produit de la base S par la fibre et les assertions 3 vérifier sont
relatives. De plus la construction du diagramme 3,1,1 commute au chan=-
gement de base S-——Spec(k) . Par suite, il suffit de démontrer
5,1.2 dans le cas ol la base S est Spec(k) .

Enfin, comme U’ est lisse (puisque TI est étale), il suffit
de se placer au voisinage de chaque point z de Y . Il y a donc

deux cas & distinguer.

S¢1+301, z est un point de Y - Yi » 11 existe alors des coordonnées

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y soit le
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diviseur d'équation x = G et que f(x,y) = 1/x . La situation en
z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe 3 la

situation produit

u? x # 0 et ~ (*)
TrJ o~ {(t,x) tP -t = 1/x 3 x {y}
Uc_:L_§Z {x ¥ 0} cay {XB

et 1'on n'a pas d'éclatement 3 effectuer. Comme la normalisation com=-
mute au produit avec un espace lisse et que la normalisée d'une
courbe est lisse sur k (puisque k est algébriquement cles), on
voit que Z' est lisse au-dessus de z . En fait, il y a un unique
point z'é 2Z' au-dessus de 2z et (1/t,y) sont des coordonnées
locales sur Z' , centrées en z' ([ 73, 1.,1.7). Enfin 1'équation
de Tr,*(Y) est (1/t)P = 0 dans ces caoordonnées locales sur Z! .

d'od la conclusion dans ce cas.

501.3,2, z est un point de Y’l « Il existe alors des coordonnée

locales (x,y) sur Z , centrées en z , telles que Y sait le

diviseur d'équation x = 0 et que f(x,y) = y/x . La situation en
z est donc localement (pour la topologie étale) isomorphe 2 la situa-

tion suivante :

x #0 et
ut {(t,x,y)
Trl ~ tp -t = y/x
Uc_j_,Z {(x,y)]x#ﬂ}c—-——){(x,y)l

On doit tout d'abord éclater l'origine (0,0) , 7 est donc (locale-

ment au-dessus de z ) recauvert par deux cartes affines

(¥
)gn rappelle que {y} désigne la droite affine Spec(k[y])
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7, = {6} 03 v = y/x
?y = {(u,y)} o u = x/y

On a alors
u = JWAZ, = {tv) | x 403
u, = W) n iy = {(u,y) | uy # 0}

et, surchacun de ces ouverts, le revétement U' est donné par

U.

U {(t,x,v)l x #0 et tP -t =v }
X

Ul

(u {(t,u,y) | uy £ 0 et tP -t = 1/u}
y

y

Le diviseur exceptionnel, E , est défini dans chaque carte par

EXSEnrix'—'{(X,V)lX:U} ={V}

~

Ey: EN Zy ={(u,y)ly = 0} ={u}
et la condition de recollement de Ex et Ey est u = 1/v .
I1 résulte de cette description de la situation que U"U se
x

~
prolonge en un revétement étale de Zx et donc que

Z'I'i ={(t,x,v) I tP -t = vl
x

Par suite, si E! =%-1(E)
E'IE = {(t,v) [P -t = v}
X

et E'I £ est un revétement d'Artin-Schreier de E
x

D'autre part, U! u se prolonge en un revétement étale de
y

{ (u,y) l u ¢ D} et 1'on est dans une situation produit identique a
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celle traitée dans 5,1.3.1 - Donc Z' est lisse au-dessus de AZ)
et (1/t,y) sont des coordonnées locales sur Z' , centrées en
1'unique point de Z' au-dessus de (0,0)¢é 3y . De plus, 7' % (7)
a pour équation y('l/t)p = 0 au-dessus de (0,0)€ 'Zy . Ceci achave
de montrer que

T = por 4 £
et que Y' 4+ E' est un diviseur 3 croisements normaux, au~-dessus d'un
voisinage de z dans Z . En fait E' est isamorphe 2 ﬂ-"i' !
E'—> E est un revétement d'Artin-Schreier ramifié en un point avec
pour conducteur de Swan en ce point 4 ([ 731, ’1.’1.7); on peut ap-
pliquer la formule de Weil (SGA S5 X) 3 on obtient

K(EYY = peH(E) = (p-1) (141) = 2
donc E' est isomorphe 2 IP: (au-dessus d'un vaoisinage de z et

dans le cas o S = Spec(k) ).

5.2. Gardans les notations de 5.4 . Soit ¥ = Q’(V,f) le Ef/\-fais-
ceau lisse de rang 4 sur U , facteur direct de T\'*(}’.'}\) sur
lequel [Fp agit par l'intermédiaire de 'l{)"" . On a le corollaire

suivant de 5.1.2

Corpllaire 5.2.1.- Si p ¢+ Z—>S est la projection canonigue, les

faisceaux
Rnp* (j!g‘)

(n€N) sont lisses sur S o

En effet, si p' =p o'lT’: Z' —> S est la projection canonique,
d'aprés (SGA 4 4/2, [ Th. finitude], appendice), les faisceaux
n 1 "
Rp_x_(j °E7\.) (n € IN)

sont lisses sur S . On &
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R7pte (3'2En ) = R™(p'o j")1 Eqp
= RM(pojeTr)t Ex
puisque le diagramme
U'C__j_'.___) ral

L T’ .
p

ve—r—— 5 7
\s‘/f——

commute. Or T[T est fini, danc RTF* = Tr_)(_ et donc, aon a

RMp, (13E5) = Rp g (AT Eny))

Mais le faisceau Rnp*_(jgaﬂ est le facteur direct du faisceau
Rnp¥_(j!(Tr*_E}~)) sur lequel Ep opére 3 travers "ur‘ﬁ , d'ol le

corollaire,

5.3. Appliquons en particulier 5,2.1 3 la famille universelle des
hypersurfaces de degré d dans U’: « Plus précisément sait S

l'ouvert de

Spec(k(Aili.GDfa et léISd])

(od i (;1,12,13) et |i]| = iy + i, + ) qui paramétre les
polyndémes de k [xd,xz,xa'] de degré £ d :
i
a; x~
i1 €d =
: i, i1
(ot 51 X 1x 2x 3 ) tels que l'hypersurface de

Pa = Proj(k['X X X X4j ) d'équation

i i
‘;E::ld a. 2 3, d=-1il
(il < d i X X2 X3 X4 =0

<

soit lisse, soit transverse & l'hyperplan d'équation X4 =0 et soit
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transverse 3 la droite {Xd = X4 = 0 } .

Seit Z CIFg l1'hypersurface universelle d'équation

S b HEE L g
lir <4 21727374

’

soit H 1'hyperplan d'équation X4 =0 , soit U 1l'ouvert
Z-(ZNH de 2 et soit P 1le E -faisceau Q‘(I‘j',xd) sur U .
Alors les hypoth&ses de 5.2.1 sont vérifiées et on peut appliquer

5,3.1 - En particulier, la fonction sur S :
5|_._)'XC(US,3‘S)
(od (us,ﬁ's) est la fibre en 8 € S de la famille) est localement
constante, donc constante puisque S est connexe,
On peut donc calculer XC(US,E‘S) en n'importe quel point de
s . On le fera, au numéro suivant, au point s correspondant 3 la

surface de Fermat d'équation affine x,ld + xg + xg +1 =0 o

6.~ Une majoration "a la Weil" de sommes trigonométrigues

6.1, Pour achever la preuve de la formule de Katz 4.3.12 , il nous

reste 3 montrer la proposition suivante (cf. 4,4) 3

Proposition 6,1.1.~ Soit d un entier positif divisant q -1 ,

posans, pour n € Df* »

S = . e)(p(zrri Tﬁrqn/fp(xil) °

n xi,xz,xae [Fqn p

d d d
x4+x2+x3+1=0

) dant

. 2
11 existe d(d-1)" nombres algébrigues (°(l'°’°' “a(d1)?

tous les conjugués complexes sant de module q tels que
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d(d-1)%
Sn = E o(i
i=1

pour_tout n >0

6.2. On va suivre la méthode, qu'utilise Weil, pour prouver 1l'hypo-
thdse de Riemann pour une hypersurface diagonale [40] ,[5] .

Paur tout entier n > 1 et tous A, yé[}’qn , ON pose
N (X) = #{("1”‘2) € lfqn xu’qn | x,f + xg = .}
et
m (y) = gfx¢€ F.n | x9 = vl
On fixe, dans toute la suite de l'exposé, un caractére multiplicatif

x t lf: —ﬁt* non trivial, d'ordre exactement d 3§ on pose

* *

: * s B
X)n = X)ohifanq : (Fqn — o On désigne par £ : l}'q —> C

le caractdre unité, On prolonge 'X_, (resp. € ) 2a (}’q en posant

A(D) =0 (resp. €£(0) =1 ).

Comme on a suppaosé que d divise q -1 , on a les formules

suivantes [5] ¢

(602.1) N(0) =1+ d(q" - 1)
et pour yé€ an .
d-1 j
(60202) -n(y) - Z %n(y) o
j=0

Pour tout o & U"qn , on a immédiatement

u(u),Z m (y,)m (y.)
n =X D A" n 72
Ya*ya
donc, d'aprés 6.2.2 ,

d-1 A §
o) =2 S K% By
jiojz’o yi"'y2=°(
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Si K € [Fqn » on en déduit que

d-1 J i AR ]
1 2 1 -2
(6.2.3) () = J— a4 (K5, K INT “Ux)

ol

Z,+2.,=

A] b h] J
A 2 1 2
XA = 1%n (2 )X “(z,)
41 72
z,l,zzeﬁ'qn
est une somme de Jacobi,
Les sommes de Jacobi vérifient les formules suivantes [ 5] :
Je,€) =4,
si X et X sont distincts de £ ,
h] k]
(Kt ey =0 e, X% =0

J J
et' si %40%23£ y

i J J
A 2 A
S S A B e £ S I
Introduisant alors
3= {0500, =5 €{4,000,d1) 2 |3y + 35 = 14l # a}

on peut récrire €.2.3 sous la forme

jed

44 N PR %
M) = = o ) e 2 0 (6% R e
j{=1

D'aprés 6.2,2 , on a
142N, (=) =2 %n(-/l)aun(-i)=d
5131 11'0

donc Hn(o() s pour o € (}'qn s, Se réécrit encore
il

J J [
(6.2,4) nn(o() =q“+4-uZ J (7(,1,% Z)X T (x)
jed n n
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6,3. Utilisons 6.2.4 pour calculer Sn » On désigne par
* 2TT ik
\{I:(}’p—)t 5 ) et par \\)'n le

*
composé Vo Tﬁfqn/tFp s [Fqn——-alt o On a

le caractére W(o() = exp(

5,0 2 N (1Y (x,)

xdg_ Fqn
donc, d'aprés 6,2.1 et 6,2.4 ,

dz 1+ d(q"-1) Y (x,)

x1=r-1

xie Ian

+ ; (q
x4#4

xle (}'qn

Jp o3 131
NI IS VN SO AR Y Sal &R

d
x1=-’l éC J

S
n

n

+1 - d)l{)’n(x,l)

x, € lfq"

|3
Or Z_.'({f(x)=0 etx‘"(ﬂ)sﬂ pour tout j €J , denc
n 1 n et
xiel}'qn

on obtient finalement la formule

iy i
(6,3,4) S = (d-1) dz Q" (%) * Z. 3 O XAk ,m
xlz-ﬁ, jEJ -

xie [Fqn
oll 1'on a posé

K(a,n) = Z 'Lf}'n(X)x:(-i-xd)

xeF n
q
* *
pour tout (a,n] € N " xIN o

Lemme 6.3.2,~ 11 existe d nombres algébrigues (’Y‘a g2 ’Y‘a d)
t ”

dont tous les conjugués complexes sont de module Vg et tels que
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d
Klayn) = = 2 ap"
l=1Ya,l

pour tout (a,n)é& [N'* x N¥* , avec d ne divisant pas k o

Ce lemme est démontré dans [41] » On en donnera cependant une
démonstration au numére 6.4 ,
Admettons provisoirement 6.3.,2 , il est tacile d'en déduire
d

61,12 . En effet, si x1€ lfqn et X, = -1 , X, est déja dans

\'Fq ( d divise q -1 ), donc

n n

q Vn(x'l) = (q'\{)'(xil)
avec l qw'(xi)\ = q « Donc le premier terme de Sn , dans la
formule 6.,3.1 , peut s'exprimer 3 l'aide de (d-1)d nombres algé-
briques o(i de module q . D'autre part, si j €4 ,

Jr o 32 .
KK # £ , donc on a les deux résultats classiques suivants
pour les sommes de Jacobi (141, [5] :
A J

et la relation de Davenport-Hasse

3y 2 Iy od2..n
LKL D = - g (K XTH)

De sorte que, pour j € J , on a

iy 3 d 1 432 n
R XA = 2 gy 8 X By )

avec

[
AT U

Le deuxigdme terme de Sn , dans la formule 6.3.1 , peut s'exprimer
3 1'aide de d.( # J) nombres algébriques «; de module g . On
a gagné, puisque

d(d-1) + d. (4 J) = d(a-112
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6.4, 11 nous reste a prouver 6.3.2 . Pour cela, considérons le

revétement suivant
U;'z{(tpU'X’lxd+‘1ptp-t=xtuq.1=-1-xd}
g

U°={x|xd+-1}
C'est un revétement fini, étale, galoisien de groupe de Galois

G = H x K
od H =Fp et K =Ifq* : g = (h,k] agit par
(tyu,x) — (t+h,kou,x) o

On ne traitera que le cas a =1 , ce qui est suffisant puis-

que 1'on peut remplacer Y  par Xa . Aloers V et X, définis=
sent un caractére

[D : G —-———)E*
par P(h,k) ='\P'(h)X(k) » lci encore on peut considérer que ce
caractére est 3 valeurs dans une extension finie E'I\, de Ql .
1 #p . On dispose donc d'un E')\ -faisceau lisse de rang 1 , %o
sur Uo t %o est le facteur direct de (ﬂo)_x E7\ sur lequel
H x K op&re par l'intermédiaire de P-l - La traduction cohomolo-

gique de K(1,n) est le suivante [1]:

2
K(1,n) = 3 (1) 1 ((F* 1", 1icu,q))
i=0

. 1 1 d
Scient Z,[PU" . Y:{oo}U{ XGD\:‘X =-4} et
JtU=2Z~Yece 5Z 1'inclusion, Le lemme 6,3.2 résulte de 2.1.1 ,
2,21 , 2,2.2 et des deux résultats suivants :
(6.4.1) la flache naturelle
g —> R
19 %9
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est un isomorphisme ;
(60‘02) Xc(u'g) = =« d o

Remargue : Avant de montrer ces deux derniers résultats, remarquons
que l'on est dans une situation de dimension 41 , ol 1l'hypothése de
Riemann se démontre par voie "élémentaire",

Montrans 6,4,1 . Pour i > 2 , on a pour des raisons de dimen-
sion Rij*%/ =0 o Par dualité locale (SGA 5 1 5,18 ou SGA 4 1/2 ,

v
[Dualité] 1.3) on raménflz la nullité de R’lj*% 3 celle de (j*%)lY °
Enfin (j ) = _ )Y our tout Y ol m est un
J*%/ y (%Ly » P y € ’ My

point géométrique au-dessus du point générique fYy du localisé de
Z en y et ol Iy = Gal(f')'ly//vly) est le groupe d'inertie local .
Or ga. est un EX_—eSpace vectoriel de dimension 41 et I opére

Ty Y
nan trivialement sur cet espace car X et 'LI)' sont supposés non

v

triviaux, done Lj*ek)y =0 . On procdde de m8me pour %} o

Montrons 6.4,2 . La formule de Grothendieck-Dgg-gaf‘areviz'
(L7731, 1.2.1) donne 1'égalité

(u,4) = (u) -Z Sw ((j)
Kol = Xelw) =32, >
Or a/ est modérément ramifié aux points x € Y tels que xd = =1
et XC(U) =41 -d . Donc
Xc(“"}) =1 ~-d - S“oo(ﬁ’ ’

donc 6,4.2 résulte de la formule
(6.4.3) Sw g (%) =1
Prouvons cette derniére formule.

Soient K =[F((y)) et A =F {Cyl] ot y =41/x est un para-
d

mdtre local sur Z & 1'infini. Puisque (d,p) =1 , -1 -y

admet une racine d-iéme dans AK , déterminée 3 une racine d-i&me
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de 1'unité pregs, On notera (-1 - yd)1/d une des racines d-iéme,
Alors
y' = y/(-1 - yd)i/d
est encore une uniformisante de AK °
Ecrivons q -1 = d.d' et soit m, une racine primitive
d-igme de 1'unité, alors
T S 1/y'd
donc
w1 - ey W ey B em 3y

Ceci montre que le normalisé Z' de Z dans U' admet d points

distincts (eo;,o.o,ooé ) au-dessus du point c0 € Z , et que

A

Gzt,00) = & [ t,ul /(tq-t-i/y.ud.-/vbi/y')

i ' = ' = =
Soit oo!' = !, AL C}Z' et L Fract(AL) » Alors

so0’!
AL/AK est une extension d'anneaux de valuations discréte complets,
galoisienne, de groupe de Galeois 1le groupe d'inertie Gu c G du
point oo!' de Z' , et cette extension est totalement ramifiée, Il
est clair que
L

6, = Hxfkek|k! =1)
et que, si a,b €N sont tels que

aq-bd' =1 ,
1'élément

= ™2
de L est une uniformisante de AL °

Si g = (h,k) € G, s ona
glTT) = T = u %P (k™21 + t/M® - 1)

donc
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i(g) = v, (g(TM)-TT)

Les groupes de

MAJORATION DE SOMMES TRIGONOMETRIQUES

ramification supérieurs de

1 si k #1
1 + d' si k=41 et h3#0
<0 si k=4 et h =0

AL/AK sont donc

EO;G’.=‘.°.. =‘Gd9£ Gd'*ﬂ.=6d'+2= 060600 = {(1'0)}
ol 51=ooo=sd'=Hx{d.} - Or ([7]'10105):
Sww((}) = 5\'”/ (g)
i 1 P(Gi)
= [GO:GQ MEK(E)\/E?\ )
danc
d'
Sw (@) = 3 1/d' =1
oo 9/ i=1

Ceci montre 6,4,.3 et ach2ve la preuve de 6.3,2
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