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Séminaire E.N.S. (1978-1979)

Exposé n° 3

COURBURES AU VOISINAGE

D'UNE SINGUIARITE ALGEBRIQUE ISOLER
par Rémi LANGEVIN

+
Soit t : ¢

—3 € un polynbme ayant une singularité isolée en 1'origine,
Nous voulons étudier cette singularité a 1'aide des propriétés métriques des hyper-—
surfaces de niveau (tf =1t , t # 0) de t .

La premiére étude de la courbure au voisinage d'une singularité algéobrique
complexe est la thése de L. Ness [Nel . Elle démontre en particulier le résultat
suivant : soit f : C2 —— ¢ un pclynbme admettant 1'origine comme point singulier
is0lé ; la courbure des courbes de niveau f =t est non bornée au voisinage de
1'origine ({Nel p. 33).

Cet exposé continue cette étude et comporte trois parties :

1) un rappel sur les fonctions symétriques de courbure ;

2) 1'étude de la courbure d'un niveau de 1 au voisinage du point singulier ;

3) 1'étude de la courpbure du feuilletage défini par les niveaux de f au

voisinage du point singulier.

I. Fonctions symétriques de courbure.

. k s P N ; N
Soit V2 c R une sous-variété plongée de R , eventuellement a pord, et com-

pacte. Pour r assez petit, le tube de rayon r |, TubrV2K

2
TubrV k = \_J Dr(X)
x€V
ou Drkx) est le disque de rayon r de l'espace normal 2 V en X , est un

fipbré en disques plongé.

H. Weyl, [W], a démontré que le volume du tube TubrV2k est le produit d'un
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. N-2
polyndme pair en r de degré 2k par T ko,

%] .
k N-2k- 21
vol TubrV2 =r 2: Y2ir ]
k=0
ol les nombres Yy, ne dépendent que de la métrique de la variété V .

Les nombres sont des intégrales sur V de fonctions que nous appelle-

Yoi
rons, apres les avoir normalisées par des constantes ne dépendant que de la dimen-
sion, fonctions symétriques de courpure 02 (x) . Dans la suite du texte nous
i
te . ,

noterons ¢ une constante positive ne dépendant que des dimensions 2k et N
Remarques.- Si 2i = 2k , GZikx) est la courbure de Lipschitz-Killing de V .

- 81 V est une hypersurface, les fonctions 021 sont, les fonctions symé-
triques de courbure usuelles définies & l1'aide de la seconde torme tondamentzle
II ar :

x P
2k
det(Id + t.II_) = 9 t% (x)
X J
0
quil ont un indice pzir.
) as n+1 . ) .
Soit milntenant c e une hypersurtace complexe. Sur sa partie lisse,
. . n . .
1'application de Gauss complexe O v ———,P;LC) t=1t correspondre au point
‘ . ) R n

régulier x 1la direction de 1l'hyperplan tangent a V en x .

Soit w la forme de Kaehler de Vn et w, celle de in . 31 V est une

4
nypersurtace compacte (donc & pord) de € ! lz formule de Weyl s'éerit {[Gr]
o B el J r-3-.23
vol TubrV =r (j% c [JV yE(mo) Aw ClrY) .
D'aprés la définition donnée plus haut des tonctions symétriques de courbure, nous

avons donc :

n _ te J n-J
c2i°w =c (y@n )Awg .
II. Etude du niveau f =t .
Quand 1'origine est un point singulier isolé de f , les niveaux f =t , © # o,

sont lisses au voisinage de 1'origine. Cependant

en s'approchant de 1'origine. Un premier résultat dans cette direction a été
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COURBURES AU VOISINAGE D'UNE SINGULARITE

démontré par L. Ness. Nous montrons dans cette partie que les tonctions symétriques
de courpbure des niveaux 1t =1t , t # 0 , conduisent & voir des "masses de cour-
pure" concentrées au point singulier (théoremes 3 et 4), qui se calculent en fonc-
o , . (1)
tion d'invariants analytiques de la singularité : les nombres de Milnor p .

Définissons d'abord le nombre de Milnor p(f) .

THEOREME 1 (Milnor [M]).- Soit f wun polyndme admettint 1'origine comme point

singulier 1so0lé., Pour € assez petit et t assez petit (cholsi apres € )

l'intersection Be N (t=t) duniveau t de 1t et de la poule de rayon €

centrée en 1'origine a le type d'nomotopie d'un bouquet de K(f) = p spheres de

dimension réelle n .

) . . N ‘. i
Considérons maintenant la restriction de 1 & un sous-—espace linéaire P

de dimension i passant par l'origine. Teissier démontre le résultat suivant :

THEOREME 2 (Teissier [T1] et [T2]).— Il existe un ouvert dense (! de la grass-

mannienne Gn+1 i (en tait le complémentaire d'un fermé algébrique) tel que si
’

i . R )
P appartient & (! on ait :

. N i . ) . ) ) .
1) La restriction de t a p admet 1'origine comme point singulier isolé.

2) Le nompre de Milnor u(t est_constant sur {0 .

g’

i . . RN
Nous noterons uk ) le nombre de Milnor de la restriction de 1 & un sous-

espace de dimension 1 passant par l'origine générique. En particulier nous note-

+
rons u\n 1) le nombre w(t) .
Remarque.- Partout ou le nombre p(f| 1)f est détini, on a ukf' ) = u(i) .
i
P P

La relation entre les nombres de Milnor et les courbures des niveaux est

donnée par les deux théoremes :

’ \ - -
THEOREME 3 (LLa1J).— S1 l'origine est un point singulier isolé du polyndme t

’

la courpure de Lipschitz-Killing des niveaux lisses de 1 et les nombres de

Milnor sont liés par 1'égalité :
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1lim lim §B nr=t) 0'2n = Cte[u\nﬂ)ﬂ\n)]
€e>0 t=0 €

Le théoreme suivant généralise le résultat du théoreme 3 aux autres tonctions

symétriques de courbures 02 .
1

THEOREME 4 ([Gr] p. 506).- Dans les nypotheses du tnéoreme 3 on a :

L ) B ar=n) O2a

e=>0 10 ¢

1 cteipkl+1)+p(1)]

Remarque.- Li démonstration du tnéoreme 4 donnée dans [Gr] est incomplete car elle
repose sur la trormule "crotton III" p. 485, qui n'est pas exacte dans le cadre
général ol elle est énoncée. L& DJng Trang m'a indiqué que le résultat de Grittiths
peut se démontrer par d'autres métnodes.
Donnons une 1dée de la démonstration du théoreme 3
2k

Pour cel. rappelons d'apord un résultat de géométrie réelle. Sort V une
19 g

(s . . . N
sous-variété immergeée compacte éventuellement a pord de R . Soient H un nyper-

N

plan de R , H 1. droite ortnogonale a H , et pH la projection orthogonale
N ) . 2K
de R sur la droite H . Pour presque tout H 1. restriction de pH a v
est une tonction de Morse. Notons :
E ind(x
p(V,H) = , (=)t )
x€crivip,,)
H 1ind(x)

la somme sur l'ensemble des points critiques de de (-1) .

Py

THEOREME 5 (Cnern-Lasnot [C-L]).- Les nombres B(V,H) sont liés a la courbure de

Lipschitz-Killing par la relation suivante :

~ tej
BUVLH) = ] 0, .

. n+ .
Remarque 1.- Si la variété V est une hypersurtace complexe e e ! , la parité

de 1l'indice des points critiques de la restriction a Ve de est constante ;

Py
ind(x) _ n

(=) .

plus précisément (-1)

Remarque 2.- [Laj] - Dans ce cas s1 vy, est l'application de Gauss compléte qui au

point régulier x fait correspondre l'espace normzl &4 V en X , on a :

te s
2n

| sacopien Y@|2 =c
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COURBURES AU VOISINAGE D'UNE SINGULARITE

I1 reste un pas & franchir pour lier le nombre de points critiques p(V,H)
a un invariant algébrique. Pour cela définissons la courbe polaire associée a une
direction d'hyperplan H (cf. [L&]).

Les hypersurfaces de niveau f = t forment un feuilletage (avec singularités)

n+1

de € . En chaque point régulier du feuilletage, 1l'hyperplan TXF est 1'hyper-

plan tangent en x & l'hyperplan de niveau passant par x . La courbe polaire

Ty est 1'ensemble des points x vérifiant TXF =H .81 (e1...en) est une

base de 1l'hyperplan H des équations de FH seront :

< grad fle

1

> =< grad fle, > = ... =< grad f|en>:0

(Les produits scalaires considérés sont des produits scalaires hermitiens).
Les points critiques de la restriction & (f=t) f)Be de la projection Py
sont les points d'intersection de la courbe polaire FH avec le morceau d'hyper-

surface (f=t) N Be . Utilisons maintenant un théoréme de Teissier.

THEOREME 6 ([T,] et [T.]).- Pour H appartenant & un ouvert dense de P* = G
1 2 n n+l,n

on a

(n+1) + p‘n

lim lim # [(f=t)n B N T ] = (T .(£=0)) . = p
€m0 t=0 e H H 0

Réécrivons le résultat du théoréme 3 pour la variété (f=t) N B :
€

J(f=t)ma % = o' J\P* wl(f=t)N B ,H) .
€ k n

Le nombre u((f=t)(\B€) =4 [FH(\(f=t)ﬂ Bl est dominé, quel que soit H , par

6(6--1)n . En effet le degré de chacune des équations définissant FH est infé-

rieur ou égal & (®-1) si & est le degré de f . On a donc
0 20
#I'Hﬂ(f=t)s ¥F . om D < grad fle, >
i=1

n
K 8.(0-1) .
Le théoreme de convergence dominée permet donc de passer & la limite dans la for—

mule écrite plus haut, ce qui démontre le théorime 1 .
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III. Le teuilletage de niveau au voisinage d'une singularité isolée.

Les hypersurfaces de niveau de 1 définissent un teuilletage (avec singularités)

+
de " ! . Notons F ce feuilletage et TXF le plan tangent en x & la feuille

de F passant par x . Ceci permet, en tout point non singulier de F de définir

la valeur des fonctions symétriques de courbure : czi(x) est la valeur au point

x de la 2i°™ fonction symétrique de courbure 02i de la feuille de F passant

par X .

En étudiant la courbure du feuilletage F restreint au "tube" T, = {]f] < A}
nous avons un moment espéré retrouver d'autres invariants analytiques de la sin-
gularité. Actuellement nous pouvons seulement démontrer ou annoncer des inegalités
liant les intégrales des fonctions symétriques de courbure sur le "tube" TA et
des exposants de Puiseux de I et de ses restrictions a des sous-espaces linéaires
génériques.,

n+1

Soit W un ouvert de € . Comme la courpe polaire T est algébrique,

H
elle est coupée par un hyperplan parallele & H en un nompre fini de points. Nous
définissons une densité sur la droite D = H~ , en comptant en chaque point

@€ H 1le nombre de points d'intersection de 1'hyperplan parallele 2 H passant

par (% avec la courpe polaire FH contenu dans W . On en déduit une densité
m(H) sur PE en intégrant la densité précédente sur les droites D = i

Donnons & nouveau un théoréme d'échange :

; - + ;
THEOREME 7 kLLaZI).- Soit W wun ouvert de Cn muni du feuilletage tormé des

niveaux du polyndme t , on a

! (
jW]GZHLX)l = IP* m(H) .
n

Remarque.- La fonction G2nkx) a le signe de k—i)n .

Esquisse de démonstration.- Définissons une application de Gauss [~

Iow— ¢! X Px

X — (X,TXF)
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n+1

d'autre part C X PH admet une projection T, canonique sur le fibré sur P;

2

suivant
E = (H,verd)
donnée par ﬁ2(x,H) = [H,pH(x)] . Soit dp la torme volume de E .

La forme [*mXdp est égale & ©

3 ndv ou dv est la forme volume de W (&

2
une constante prés). Le théoréme 5 se raméne maintenant & un changement de
variable.
I1 faut donc calculer pour presque tout H la valeur de m(H) . Pour cela

rappelons la définition du diagramme de Cerf AH s

O C 02 o ={p.x €T _,(x)]

i r By T LPgE € Ty

(Cz =H x¢e¢) .

La projection pH[FH!\TA] est exactement la projection sur EY de AH(N(H X DA)‘

Notons (zo,t) les coordonnées de H' x ¢ .

THEOREME 8 (Lre], [T2]).- Sur chaque branche du diagramme de Cerf, z, admet un

développement de Puiseux de la forme :

m

q
e +m

z, = all)t R

. ' /\eq+mq) s . .
Si 1'on pose v =t ; r=\X\ , la paramétrisation d'une

branche du diagramme de Cerf se réécrit :

m
zy = g(v) = a(H)v L
et le volume m, (H) d'une branche de pH[A NHE x DA] se calcule par :

2
|

H

b
r
cette derniere fonction est une fonction analytique en r = lk[ , ®=arg A . Donc

m (H) = 5D IJaCObien réel g [ = j [a(H)m vq® 4.
Dr a

mb(H) est une fonction analytique de r dont le terme principal est
j m -1 > n > 2m

on [a(H)n o 4 pde = —la(H)m | r ¢,

D2 q mq q

r
On a donc :
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) m
/ \
&2 _9)
e +m /
mb(H) = cb(H)A @ 9., (série de Puiseux en A ).

La mesure m(H) somme des mesures mb(H) calculées pour chacune des branches du

diagramme de Cerf est aussi une série de Puiseux en A de la forme

(2inf L )
\ e +m )

m(H) = c(H)A E

Nous pouvons déduire des théorémes 7 et 8 le

THE OREME 9.~ Pour tout compact K contenu dans 1'espace Pn - 2 des directions

non critiques, on a

q Q>— ]
g -1 o, | = alk)n (1 +e))
Tkn Beﬂ Ye (X) n

qu €(A) tend vers O avec A .

Ce résultat est plus faible que le résultat espéré : calculer le terme prin-

. égrate | _
cipal de 1l'intégrale ‘Thﬂ Be [ 2nl .

Dans cette direction énongons une proposition @

PROPOSITION 10.- L'intégrale S o, | est bornée.
T, B, '2nl —————

Démonstration.— Nous avons vu que la majoration w(f=0,H) < degré f , pour presque

tout H , permettait de majorer 1l'intégrale S

o ' 15 -
J(£=0) | 2n[ . D'autre part l'inter

section du complémentaire de la boule B(R) et de T, ~est preque un fibré en

disques de rayon :

o | A2 a2
*lgrad f| ”XH2

sur 1l'intersection de (f=0) avec le complémentaire de B(R) . Cette derniére

remarque permet donc de majorer pour tout A < A 1'intégrale j

0 N [B(R) en

L'intégrale B(R)f)TA | Zn‘ est également majorée, en effet on a :

f o 1<) -

2n

g m (H)
B(R)O T, B(R) 72 px B(R)
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cette derniere intégrale est majorée par :

. w

2 n -

j m (H) € mR™. 5= « Q°Li ]

P B(R) 2 H
n

Cte 2

< R .

Naturellement on peut chercher & calculer les intégrales sur le tube Tx des
autres fonctions symétriques de courpure.

Avec T. Shifrin je pense pouvolir prochainement démontrer les résultats

suivants
1
m
q
2k
1 1
g eq+mq
ag > A + e
T o1 Yo

- N 11 . .
série de Puiseux en A , ou (m ,eq) sont les paires de Puiseux associées a la
q
section de (1=0) par un sous-espace de codiemnsion 1 générique.
En eftet on peut définir une variété polaire associée & un sous—espace de
. . n+1
dimension quelconque n de C H
T = {x|T_F>nh}
h X
et un diagramme de Cerf associé :
A = x)|x€l' ,f(x)} ch X¢€
p = ) [x€l £(x)
ol pn est la projection orthogonale sur n .
En outre, nous démontrerons dans le méme travail avec T. Snitrin en cours de
rédaction un théoréme d'échange liant la fonction symétrique de courpure 02n o
~21
et les courpes polaires associées aux sous-espaces de codimension i + 1 .
Terminons par deux remarques.
(1)
M

1) Les nombres ressemblent étrangement szux classes de Chern des

variétés compactes [ C] . Les travaux récents de Mac Pherson [M.P] et de A. Dubson
LD,j et {Dzj ainsi que la these de T. Shifrin contfirment 1'intéré&t de recherches
dans cette direction.

2) N.A. Varchenko en utilisant de 1'analyse démontre un résultat analogue au

théoreme 3. Il serait intéressant de trouver une passerelle entre les deux
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démonstrations.
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