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UN THEOREME DE FREDHOLM NON LINEAIRE
POUR LA TRANSFORMATION CONFORME
DE LA COURBURE SCALAIRE SUR LA SPHERE,

Thierry AUBIN

Nous allons résoudre un probléme posé par Nirenberg, il y a une dizaine d'an-

nées. Soit 8, la sphére de rayon 1/0, sa courbure scalaire R = n(n-1)a”. Etant

donnée une fonction F, vérifiant |F| < e, € > o un réel donné, existe-t-il une mé-

trique conforme g', pour laguelle la courbure scalaire R' est R' + F ?

© s s oz . .
Posons g' = e g, le probleme revient a résoudre 1'équation

(1) A0+ R =R &
Considérons plus généralement 1'équation
~
(2) AP+ R =1F éﬁ

Y @
avec R un réel positif et £ € C une fonction positive en un point. Il est néces-

saire que f ait cette propriété pour que 1l'éguation (2) ait une solution, puisque

n A
R J'dv = j.f éydv

Nous allons utiliser la méthode variationnelle pour résoudre 1'équation (2).
Posons I(¥) = %jv"(p VU<P dav + ¥ j dv

et u = inf I(¥) pour tout ¢ H1

H, étant le premier espace de Sobolev. Nous sommes amenés & étudier cet espace
qui correspond au cas d'exception du théoréme d'inclusion de Sobolev. On montre

¢% L, et que 1'opérateur de H

. 7o) v
vérifiant |f e” dv = R j dv.

que, lorsque €< H1, e , dans L1 (P> ew est un opéra-

teur compact. De plus il existe des constantes C et R telles que

(B)J'e(p o e kl!vq;g +j‘/’d/jdv
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Ces résultats se trouvent dans Trildinger (6) et Aubin (1).

Sans nuire a la généralité, nous supposerons dans la suite, que fdv = 1.

Théoréme 1. L'équation (2) a une solution si 2 k R <1.

a) yest fini si 2 k R < 1.

%)

N
p < o car il existe des fonctions ¢ € H, vérifiant Jf e dv = R.

1

D'autre part :

n
R = jf e‘D dv < sup f Je(p dv < C sup £ expl RHV(PHS +jo dv]

(4) I(¥P = (5 -k I}J) Hv(pli; + 'P\{J Log(g/c sup f)

1
2
D'ol § > - o

n
b) est atteint par une fonction ‘POE H1 si 2 k R <1.

. N
Soit QDi une suite minimisante : I(@i)—»u,jf et dv = R.

o n . .
D'aprés (4), si 2 k R <1, lly @iIE < C_ une constante, puisque la suite I((ﬂi) est

bornée (I(<Di) < A une constante).
AT " _ 2 - Y
D'ol p/R - Co/2 = @ dv = A/R

La suite { (,Di} est donc bornée dans H il existe une sous-suite { ‘Pj } et

1)
<P0 € H1 tels que (pj > @o faiblement dans H
® ®

drakov) et tels que e J5 e © fortement dans L1.

10 fortement dans L2 (théoréme de Kou-

%) ~
Comme |lim faiblell < 1imll, I(</30) < u. Mais comme jf e ®dv = R, d'aprés la

définition de p, I(@o) = u.
o
c) ‘Po € C et vérifie (2).

@ vérifie faiblement dans Hs 1'équation d'Euler du probléme :

" @,
AQDO+R=\) f e

%)
v le multiplicateur de Lagrange est égal & 1 puisque jf e ®av = .

Q@
Comme @ € H,], pour tout p € N, p(’oo € H.] et eP © est intégrable. D'ol
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L@ € Lp pour tout p. Ainsi @ € ¢! ot le théordme de régularité entraine que

¢ €c®
(e}

I1 convient pour résoudre le probléme de Nirenberg de connaltre la meilleure
constante R possible. Celle-ci est égale a ko = 1/167, Aubin (1) voir aussi Moser

2

(5). Comme le volume de S, est supposé égal & 1 : 4T 0L_2 =1, d'oil R=2¢" =87

2
et 2k R=1.
o

p est fini, mais on ne peut pas faire converger une sous-suite de la suite
minimisante. La méthode ne permet pas de résoudre le probléme. Voild ol nous en
étions en 1970. Cette conclusion était heureuse, car en 1974, Kazdon et Warner ont
montré que le probléme n'avait pas de solution, si F est une fonction propre rela-

tive 4 la premiére valeur propre )\1 > 0. Si on appelle A l'espace de ces fonctions

propres, ils ont montré que R' et ¥ une solution de (1) devaient vérifier pour tout

g € A
Jv\’ £v R ePav=0
v
Donc si R' = R + F avec FE A , F 0, on a une contradiction en prenant g = F.
L'opérateur @~ e (AP+ R) n'est pas localement inversible en ¢ = O.

Si donc on veut résoudre le probléme de Nirenberg, il convient d'abaisser la

constante ko et d'est 1l'objet du

Théordme 2. Aubin [2] et [4]. Les fonctions ¢ € H vérifianth ePav=0 pour tout

1
£ €p, et j(pdv = 0 satisfont & :

k llyoll?
(5) (5) je‘pdv'.i c(k) e 2

ol 1'on peut prendre k = ko/2 + € avec £>0 aussi petit qu'on veut, C(k) étant une
constante qui dépend de k, (ko = 1/16m).
Soient gi, i=1,2,3 une base de A, par suite X |£i| est partout non nul :
i=1

3
L & |2 8>0.
i=1 -

+ - + -
Appelons £, = sup(ii,O) et &, = sup(-ii,O), Ki(resp. Ki) le support de
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EI (resp.gz). Soient Q:_- = {xe¢ Sz/gi(x) = B/3}, Q; = {xe S2/£i(x) ~ -B/3},

+ -
hy (resp. hi) des fonctions c?

+

fonctions C2 égales & 1 sur K, (resp. K;), vérifiant

(BN

+ . <l - - e -
O<hi =1, 0 :\'hi =1, 0= g. - 1,0‘gi 1,

+ - - +
supp hi M supp g; = @ et supp hi \ supp g. = #.

1

Vues les hypothéses, en tout point x¢ 8

>

3
supérieure & B/3. D'ou UJ (Q+ i Q7)) = 8. et
S i i
i=1 2
3
je@ dv = I (f - dv +f e? dv)
+ -
i=1 Q. O
1 1

Supposons que pour tout i

j e(P av 2} e(P av et} _ e(P dv = j+ e‘p av
" Qr Q- Q,
'l.o 1 10 .

si ||V(eh, )H2 < |lv ((Dg; )H2 nous écrivons en utilisant (3)
i

- 2 -
< 6 C exp [ko v (o hio) 112+J'~Phio dv]

- 2 - 2 , + 2
Et comme 2 ||V (o hy )1'2§ v (@hio) |12 + v (@gio) \\2
o

i1 existe une constante Y telle que

- 2
21y (on] )12 = Ive Il +2vliel;
o
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(6) devient :
k
2
Je“’ av=6cexp[ 2IvolZ +yloll +Ji<pidvj

Une telle expression se met sous la forme (5) si J(p dv = 0 voir Aubin [4 ]

- + , .
Dans le cas ou ||V(¢® hi y Il 5 > v (tpgi ) 1 , mnous écrirons
o o

[®)
f e(pde 2 f I eq) dv:3 j g;: e(p dv = ésuplgi|j+e dv
N b Vs, 8 Js K

i 113 i
[a)

et en utilisant (3)

+
et + .2 S
f P av Sf e ®dv< c exp[k Hv(og. I +J¢’g. dv:\
+ o i 2 i
K. S o o
i 2
o
N + 2 + 2 | - 2
ol 2 |\V(<Pgi)||2$HV(<D gio) ll2 + HV(thio) I3
o

et nous obtenons le méme résultat que précédemment.

Revenons au probleme de Nirenberg :
Théoréme 3. Aubin 3 et 4 . Etant donnde, sur la sphére SZ’ une fonction £ < C%,
d'intégrale positive, il existe une fonction h(f)e 5 telle que 1l'équation (1)
avec R' = f - h(f) ait une solution tpo € Cc% e(po étant orthogonal & p (au sens
de L2) .

Nous reprenons la méthode variationnelle. Posons I(®) = llypll 2/2 + leﬂiv,
mais maintenant ) = inf I(¥) pour tout @€ H1, vérifiantjf e(pdv = R avec &¥
orthogonal &

Comme précédemment X est fini, en particulier A<R Log(R/ jf dv) mais mainte-

nant )\ est atteint par une fonction ‘Po € H‘I’ car on peut prendre k = ko/2 + €,

de maniére que 2k R < 1.
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o, vérifie 1'équation d'Euler, il existe h(f) € Atel que

ro +R=Tvr-n(@)]e °

©

%
De plus jf e %dv =R, d'od v=1, et jEe ° v = 0 pour tout E€A .

Enfin ¢ € C*® d'aprés le théoréme de répularité.

Nous avons pu écrire 1'équation d'Euler sous la forme (7), car £ ¢ A; étant

donné que J f dv > 0. Mais une hypothése plus faible peut étre prise : il suffit

qu'il existe une fonction strictement positive ew qui soit orthogonale & A et

-
telle que J'f ¥ av = R; il n'est pas nécessaire que cette fonction soit censtante.

Les résultats de cet article peuvent étre généralisés a la sphére S, n =2,

et aux variétés riemanniennes compactes.
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