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MARCHES ALÉATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGÈNES DE 

CERTAINS GROUPES DE TYPE RIGIDE 

Léonard Gallardo et René Schott 

INTRODUCTION 

Dans le cas où G est un groupe de Lie connexe, il est bien connu que G 

est récurrent si et seulement si il est à croissance polynomiale de degré inférieui 

ou égal à deux, [cf [2] et [3]] 

Considérons maintenant un espace homogène M = ^\G (H est un sous groupe 

fermé de G ) . Soit y une probabilité adaptée et étalée sur G et X^ , . . .,X^,... 

une suite de variables aléatoires à valeurs dans G indépendantes, et de même loi 

y. Soit x € M, alors Y X = x.X, ... X est appelée marche aléatoire (droite) de 

n 1 n 
loi y partant de x. L Tétat x est dit récurrent si P( XI (Y X) =+oo) =h (x) = 1 ; 

n V n V 

il est dit transitoire si h^.(x) = 0. 

Si l'espace homogène possède une mesure invariante, tous les points sont si

multanément récurrents ou transients (ie : M est dichotomique) (cf [11] et [12]). 

On dit alors que M est transitoire si toute marche de loi y étalée sur M est 

transitoire (sinon on dit que M est récurrent). 

Lorsque G est un groupe de Lie connexe de type R, ses espaces homogènes 

sont dichotomiques ; on peut alors envisager de les classer en espaces récurrents 

ou transitoires . Quelques résultats ont déjà été obtenus dans cette voie (voir 

[ 1 8 ] pour le cas des espaces homogènes des groupes de Lie nilpotents simplement 

connexes, [ 7 ] pour les espaces homogènes des groupes de déplacements et [ î o ] pour 

un résultat analogue sur les espaces homogènes de groupes nilpotents discrets). Ces 

résultats font apparaître que la classification est liée à la "taille" de l'espace 

homogène considéré. 

Dans une première partie, nous généralisons la notion de croissance polynomia

le au cas d'un espace homogène d'un groupe de Lie de type R et nous donnons une 

méthode explicite de calcul du degré de croissance d'un espace homogène d'un groupe 

extension compacte d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Dans une deu

xième partie nous démontrons qu'un tel espace homogène est récurrent si et seule

ment si il est à croissance polynomiale de degré inférieur ou égal à deux. 

Nous remercions Bernard Roynette pour l'aide qu'il nous a apportée pendant la 

réalisation de ce travail. 
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L. GALLARDO - R. SCHOTT 

I - CROISSANCE D'UN ESPACE HOMOGENE  
I.1.- Généralités sur la croissance 

I.1.1.— Définition et proposition 

Soit G un groupe. LCD à generation compacte., И un доил groupe, fie/une te.1. que.  

V espace homogène, [droit] M = ^\G po6Ae.de. une, толике, Invariante., Soit 

x. e M eX V un voisinage, compact de. Vete.me.nt neutre, de. G engendrant G. 

S'l£ existe, un entier k teJL que. 

0 < Lim ln£ 
n 8 

m U . I T ) 

nk 

^ lim ¿>up 
n  

m{x..Vn) 
nk 

< +oo 

alorà k e.6t unique., k ел£ Indépendant du choix de. x et de. I/ et on dit  

que. M e,*t à сго1лбапсе, po lynomlate, de. degré k. Ve pZuà, danà ce, саб, Ves

pace, homogène, gauche. G/ц a un degré de. crotbàance gut eàt аилл£ égal, à k. 

AutA.eme.nt dit la сгоАЛбапсе ne. de.pe.nd que, de. G et H. 

Démonstration : Soit y € M et W un voisinage compact de e engendrant G ; 

alors il existe g € G tel que y = xg et on a 

m(y.W n) = m(x.g Wn) - m(x.g W n g 1 ) = m(x.U n) 

où U = gWg est encore un voisinage compact de e engendrant G. 

On est donc ramené à montrer que k ne dépend pas de V. Maintenant x est 

fixé et soit W un voisinage compact générateur de G. Il existe alors des entiers 

p et q tels que V P D W et V c W q . D'où 

(1) m(x.W n) <C m(x.Vpn) ^ m(x.Wqpn) 

(2) m(x.V n) ^ m(x.Wqn) ^ m(x.VPqn) 

(1) implique lim sup 
m(x.W n) 

к 
n 

< +oo et (2) implique lim inf m(x.Wqn) 
( q n ) k 

> 0. 

Mais pour tout i £ IN, il existe ni 6 (N tel que n^q ̂  i < (rK + l)q ; alors 

on a x . W q n i <= x.W 1 c x . W q ( n i + 1 ) , d'où : 

lim inf 
i-ххэ 

m(x.Wqni) 
(n,+1) kq k 

:̂ lim inf 
i-M-oo 

mÇx.W 1) 
.k 
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Mais lim inf 
Ì-X50 

m(x.W q n i) 

(qni)k= 
= lim inf 

i~>-co 

m(x.W q n i) 

(q(n i +l))
k 

donc lim inf 
i->oo 

mÇx.W11") 
.k 
a. 

> 0 et l'assertion est prouvée. 

Notons TTj : G -» ̂ \G et r2* G -> G/ H les surjections canoniques et 

cp : \ G -> G/^ l'application définie par cp(Hg) = g ^H. cp est un homéomorphi sme 

qui transforme une mesure invariante m 1 de \G en une mesure invariante 

m^ = cp(m̂  ) de G/ H- En effet soit A un borëlien de G / H et A un ensemble de 

représentants dans G des éléments de A. On a g.A = {gg^H/g^ G A} et 

cp_1(g.A) = {Hg7 1g" 1/g i € A} = {Hg7
1/g i € A}g

_ 1 = cp"1(A)g"1. Ainsi nij (ip_1 (gA) ) = 

m^ (cp 1 (A) ) donc m^ = cpnij est invariante (par l'action de G) et c'est une mesure 

cr-finie puisque cp est un homéomorphisme. m^ est donc une mesure invariante de 

G/JJ. Soit alors V un voisinage compact et symétrique de e engendrant G. On a 

ainsi : 

m 2(rr 2(V
n)) = m^cp '{xH/x E V n}) = m ]({Hx

 1 /x E V n}) = m, ({Hx/x £ V n}; 

= m^TTjCV11)). 

Ce qui prouve que l'entier k vaut aussi pour l'espace homogène G/^ • 

I.1.2.- Proposition 

So-ùt G un gfioupz de I^ce, H oX rT dê > 4oit<s groupe* jeAme^ de G ;£eXô que 

H ^o^ct ayi/c^o/utie dana H (•ce : H c H e£ H/^ comjoacX) et que lea e^pace^ 

komoQ&viQJs M =H/G et M = £f\G po-64ëden£ une rneauAe ^nu a y a n t e . Alo/c6 4^  

l 'un dê s deux. &6paa<2A M oa M a an deg^te de cAo^ô-6ance égal a fc,, il en 

QJst de même de V CWU&LQ.. 

Démonstration : Soit n : G -> \G et TT : G -+ ~\G les surjections canoniques 
I ri Z H ^ 

et y l'application de ^\G dans ~\G définie par y(Hg) = Hg • Alors y est 

équivariante, surjective, continue, ouverte et l'image réciproque par y de tout 

compact de ~\G est un compact de ^\G (voir [6]). De plus le diagramme suivant 

commute : G 
TT1 

H/G 

n 2 

Y^ 
ÏÏ\G 
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Soit m une mesure invariante de \G. Montrons que m = ym est une mesu-
J H z J 

re invariante de H \ G ' Soit A un borélien de 7?\G et g € G, on a 

-1 -1 -1 -1 
nij (y (Ag) ) = nij (y (A).g) = nij (y (A)) (en effet x € y (Ag) équivaut à 
y(x) € Ag qui équivaut à y(x)g * € A qui équivaut à y(xg € A car y est 

équivariante donc {x/y(xg € A} = y *(A)g). Enfin m est a-finie puisque 
_ j 

y (K) est compact pour tout compact K de C?\G. 
H 

Soit maintenant V un voisinage compact de e dans G ; on va comparer 

nij ( T T j (e) .V n) et m 2 ( n 2 (e) . V
n ) . On a : 

m 2 ( T T 2 ( e ) .V
n) = m 2 ( n 2 ( V

n ) ) = m 2 (y gTT j (V
n) ) = (y '(yon^V 1 1)) 

ce qui prouve de suite que n i j ( T T j ( V n ) ) ^ m 2 ( n 2 ( V
n ) ) puisque n^V^cry ^ (yoïïj (V n)) . 

Remarquons ensuite que l^on a y~ 1(y 0nj(V
n)) = n ( H . V N ) = n ( H . C O V

N ) où C q est 

un compact de H (car ~ est compact). Mais il existe un entier p tel que 
H. 

C <= V P donc n.(H.C V n ) <= TTt (H.Vn+P) d'où m 0 ( n 0 ( V
n ) ) ^ m, (n, ( V n + P ) e t a pro-

o l o i Z Z 1 1 
position en résulte • 

I.I.3.- Remarque : On aura besoin dans la suite de savoir déterminer la mesure 

invariante de JJ\G ̂  partir des mesures de Haar de G et H . Notons m une mesu

re invariante deH/G alors on sait qu'il existe des mesures de Haar dg (à droite) 

sur G et dh sur H bien choisies telles que pour toute f mesurable ^ 0 on 

ait (cf [ 4 ]) : 

{g 
f(g)dg = J H/G 

( 
H 

f(hg)dh)dm (*) 

La mesure de Haar d'un borélien A de G sera notée | A | . 

Comme G est un groupe de Lie, il existe une section mesurable s de la 

surjection canonique TÎ : G -> H/G (ie : une application mesurable s : G 

telle que T T 0s = Id^\G) et pour tout borélien A de G on notera A = s ( n ( A ) ) . 

Le résultat que nous allons donner est sans doute connu mais faute de références, 

en voici une démonstration : 

1. 1 . 4 . - Proposition 

Sott H1 un compact de, H de. meAutie. de. Haa/i égale, à 1 (te. : dk{H^) = 1) 

Alosu> pouA tout boK.eJLLe,n A d e G on a : 

m ( n ( A ) ) = | H 7 Â | 
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Démonstration : D'après la formule (*), il suffit de montrer que 

| 1 H j(hg)dh = l n ( A ) ( g ) pour tout g G G (g = Hg) . 

Or 1 R -(hg) = 1 R J g-l(h) donc | 1 R "(hg)dh = dhCHjÂg" 1 fi H ) . 

Supposons g E TT(A) , ie : g = ha avec a € A et h G H donc 

HjÂg" 1 (1 H = (HjÂâ" 1 (1 H ) h _ 1 = H ] h"
1 

Ainsi g E ÎT(A) implique j 1R-1 Ag (h)dh = 1 = l n ( A ) ( g ) 

Supposons maintenant g £ n(A) alors HjAg ^ D H = 0 ; en effet on a 

g = hs(g) et HjAg * D H = (HjAs(g) ' H H)h ^. Supposons par l'absurde qu'il exis

te x € H j Â s C g ) - 1 H H. Alors x est de la forme x = h Q et x = h^asCg) avec 

h Q € H et hj € Hj donc as(g) ^ G H ce qui est impossible puisque g £ TT(A). La 

proposition est donc prouvée • 

I.2.— Espaces homogènes des groupes de Lie nilpotents simplement connexes 

I.2.I.- Notations et généralités : Soit N un groupe de Lie nilpotent connexe 

et simplement connexe qu'on identifie à son algèbre de Lie (le produit dans N 

étant défini par xy = x+y+ [x,y ]+...) et soit N = N 1=DN 2=3. . . zDNr=>Nr+ ̂  = {0} la 

série centrale descendante de N ; l'entier r est la classe de N. Soit m un 
s 

^ . s+1 s 
sous espace vectoriel supplémentaire de N dans N ; on a N = m Q ... @ m 

(s) r 

(somme directe de sous espaces vectoriels) et on note u la composante de 

u G N sur m . En réunissant des bases (e D , . . . , e n ) de chaque m (s = 1,..,r), 

S H S — ] F g S 

on obtient une base (e.),^. ^ de N qui est dite adaptée à la série centrale 

descendante. 
Notons (x.) t . les fonctions coordonnées associées à la base adaptée 

î l^i $:n 
(e^)1< 1i< n ̂ on Peut définir une notion de degré sur l'algèbre des polynômes en les 

variables x. de la façon suivante (cf [ 8 ]) : le degré de x. noté d. est par 
s 

définition le plus grand entier s tel que e. E N , puis le degré d'un monôme 
k l k n 1 - , 

Cx. ... x est égal à d.k.+.-.+d k et le degré d un polynôme est le plus 
1 n l l n n ^ 

grand des degrés de ses monômes. Grâce à la formule de Cambel1-Hausdorff on peut 

remarquer que la coordonnée Ç. suivant e. du produit xy des éléments 
n n 

x = £ x.e. et y = Z y.e., est donnée par : 

i - i 1 1 j - i 3 J 

Q = x . + y i + P i ( x ] , . . . , x i _ 1 , y ] , . . . , y . _ 1 ) 
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où est un polynôme qui ne dépend en fait que des p^. ^ premières coordon

nées de x et y mais que nous continuerons à noter comme ci-dessus pour ne pas 

alourdir les notations. Les propriétés suivantes des polynômes P^ sont immédia

tes : 

i) P i ( x 1 , .. . , x i _ 1 ,0, . . .,0) = 0 (faire x.0) 

ii) P.(x 1,...,x._ 1,x 1,... )x._ 1) = 0 (faire x.x) 

iii) P i ( X j , . . . , x i _ 1 , - X j , . . . , - x i _ ] ) = 0 (faire x.(-x)) 

iv) P^ est sans terme constant (résulte de i ) . 

De plus les propriétés suivantes sur les degrés (au sens défini ci-dessus) des 

polynômes P^ nous serviront : 

v) le degré de P^ est inférieur ou égal à d^ 

vi) le degré partiel de P^ par rapport à la première variable x^ , . . . ,x^__j 

(resp. à la deuxième yj>*-«5y£_j) est inférieur ou égal à d^-1. 

vii) la valuation partielle de P^ par rapport à la première variable (resp. 

à la deuxième) est supérieure ou égal à 1. 

Soit maintenant H un sous-groupe fermé connexe de N (ie : une sous algè

bre de N ) . Alors il existe une base ^ ei^]<i<n a^aptée à la série centrale des

cendante de N et contenant une base e^^,e^^,...,e^^ de H. C'est toujours une 

telle base qu'on considérera dans la suite. Soit alors ^XN l'espace homogène des 
ri N 

classes Hg (g € N ) . La proposition suivante donne une description de cet espace 

homogène : 

1.2.2.- Proposition : Toute, do-ô-ôe modulo H admeX un h.ojpK.e&e.nt.an£ unique. 

davi6 N do, la ^ohmo. ( ¿ / 7 , . . . , ^ ) avec yji^ = . . . = y: = 0. KutA.eme.nt dit 

U\N 6 ' t de. ntt£te. topoloqtqueme,nt à IR . Pe ûaçon plu* pn.eoÀAe,, l e ^ep^ë^en-

tant de la cla-ô^e de lf eJLe.me.nt ( x1 ,....., Xn ) € N eJ>t donne pax : 

Y j = 0 si j E {ij,i1 , ..........ik 

y - = x -+q . ( x 7 , . • . , x . 1 ) &Znon, oui q • eAt un polynôme, de deg^ië  

in^QJviejaK ou égal à d •. 

Démonstration : (y^,...>Y n)
 e t ( x|»•••» x

n) sont équivalents modulo H si et seu

lement si 

( y l ' * • * ' y n ) ( ~ X 1 ' * - - , " X n ) " ( y l " X l ' y i ~ X i + P i ( y l » - " " , y i - l ' ~ X 1 " * * ' " X i - 1 } 9 ''* } 

est un élément de H. 

154 



MARCHES ALÉATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGÈNES 

Si i j = 1, on prend V j = 0. 

Si ij * 1 , on prend yj = x^ . 

Voyons le choix de y^ : 

a) si yj = 0, alors si ii = 2 on prend y^ = 0 sinon il faut que 

y 2 ~ X 2 + P 2 ^ \ ' ~ X 1 ^ soit nul donc on prend y 2 = x 2 ~ p 2 ( 0 , - x j ) . 

b) si y - X j : si i j = 2 on prend y 2 = 0, sinon on prend y 2

= x 2 + p 2 ^ X 1 9 ~ X 1 

Par récurrence supposons que pour j :̂ £—1 , y^ soit de la forme : 

Yj = 0 si j € {i ],...,i k> 

y_. = Xj+qj (Xj , . . . , X j _ j ) si j £ {ij,...,i k} où q_. est un polynôme de degr 

inférieur ou égal à d.. Déterminons yQ : 

3 £ 
a) si £ £ {ij,...,i k} on prend y^ = 0. 

b) si £ t {i ],...,i k} on doit avoir y -x +P^(yj,...,y^_ 1,-xj,...,-x^_j) = 

donc on prend y^ = x £-P^(y },...,y £_ J,-x },...,-x £_ }) mais les y £ (i < £-1) sont 

des fonctions polynomiales des (x^) de degré respectif inférieur ou égal à d^, 

ainsi y^ = x^+q^Cxj,...> x^_|) e t d Taprès les propriétés sur les degrés des poly

nômes P^,q^ est de degré :̂ d^, l'hypothèse de récurrence est vérifiée. Il reste 

à prouver l'unicité de (yj»---»y ) * Supposons que (yj>•••>Y^) soit équivalent 

à (y ,...,y ) et que y! = y! = ... = y! = 0 , Procédons par récurrence. L'ini-

. . n . 11 L 2 X k 
tialisation est claire. Supposons que pour tout j £-1 on ait prouvé que 
y. = y '. . Alors : 
J J 

a) si Z €. {ij , . . . , i^} on a évidemment y^ = Yg(~ 0) • 

b) si £ £ U j , . . . , i k } on doit avoir y £-y^+P £(y },...,y £_ ],-yj,...,-y^_j)=0 

ie : y^ = y^+P^(y^,...,y^_ ],-yj,...,-y£_j) d'après l'hypothèse de récurrence mais 

P^(yj,...,y^_j,~Yj,...,-y^_j) = 0 (propriété iii des polynômes P ^ ) . L'hypothèse d< 

récurrence est donc vérifiée • 
n—k 

Identifions topologiquement \N à I R . L e résultat que nous allons donner 

sur la mesure invariante de y\N est plus ou moins connu : 

I.2.3.- Proposition : Identifion H/N à fRn ^. ALoiA la meàu/ie Invariante 

de H/N est la mesure de Lebesgue de fRn~^. 

Démonstration : Notons | A | la mesure de Lebesgue du borélien A c: ̂ N = RU ^. Il 

nous faut montrer que pour tout g € N, |A.g| = | A | . D'abord il est clair que l'ap

plication x -» x.g de (Rn ^ dans Î R N ^ est surjective et continuement différen-

tiable donc il suffit pour avoir le résultat de prouver que le jacobien de x -* x.g 

est égal à 1 pour tout g € N. 
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Posons g = (gj,...,g ) et x = (х^,...,x^_^). Construisons à partir de x 

un élément x T = (x!,...^') avec x! = ... = x! = 0 et les autres composantes 

étant égales aux x_̂  disposées dans le même ordre. Alors x.g est égal au repré

sentant canonique de x'g = (...,x|+g^+P^(xj,...,x|_^,gj,...,g^_j),...) = 

(e1,...., ei,....., en,;). 

On a vu dans la proposition précédente comment est construit ce représentant : 

ses coordonnées ni sont données par : 

= 0 si i € {ij,. . .,i k> 

n i = ^ i + q i ^ l ' " ' * '^i-1 ̂  si i £ {ij,...,i k} 

où q_̂  est un polynôme. Il en résulte que la composante d'ordre j de x.g est 

de la forme (x.g). = x.+qî(x, , . . .,x. , ) où qï est un polynôme. Le jacobien de 
J J j 1 J-I J 

x -> x.g est donc triangulaire, avec des 1 sur la diagonale ; cqfd • 

I.3.- Croissance des espaces homogènes des groupes К к N 

n—k 
I.3.I.— Notations : Identifions les éléments de H au zéro de R . Etant 

n—k 
donné x = ( x x ) £ N , on notera 0.x le représentant dans (R de la 

1 n ' 1 

classe de x modulo H. On vient de voir que les coordonnées de 0.x sont des 

fonctions polynomiales des coordonnées ( X j , . . . > x

n ) de x : 

0.x = (f 1(x 1,...,x n),...,f n_ k(x 1,...,x n)) 

1.3.2.- Définition : On appelle action de N лил H/N Z1application x *-> 0.x 

de N (c- iRn) лил Rn~^' et on appelle degie de Z*action de N бил H/ N la 

лотте de6 degn.ee deA polynômes ^ [i = l,...,n-k) (au &en& devint ci-deAAuA) . 

n-k 

I.3.3.- Remarque : Il est facile de voir que le nombre d = E ^°^i que nous 

venons de définir est indépendant de la base adaptée (e^) que 1 ^ nous avons 

choisie au départ. L'intérêt de cette notion est le calcul explicite du degré de 

croissance polynomiale d'un espace homogène TT\N. 

1.3.4.- Théorème : Tout ебрасе homogène H/N eàt à сЛо1л&апсе polynomiale 

de degtie égal au degtté de Vaction de H sur H/N 

Démonstration : Supposons les sous espaces ms de N, munis d'une norme || || g 

d'espace vectoriel (s = l,...,r). Alors la fonction ф définie sur N par 

tp(u) = sup |[u^s^||*^s (où u^ S^ est la projection de u sur m ) est une jauge 
l<s<r 
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principale (ie : il existe une constante C ^ 0 telle que pour tous x et y on 

ait cp(xy) :̂ cp(x) +tp(y) +C) . Le groupe N est alors compactement engendré par les 

voisinages de e de la forme B n = {x 6 N <£>(x) ̂  p}. En fait B est le pavé de 
n dî dl d 2 d 2 d n d n P 

fR égal leà : [-p ,p ]x[-p,p ] x x [ - p , p ] où d£ = le degré de x_̂  . 

D'après la proposition 1.2.2., la je composante f^(xj,...,xn) de 0.x est de la 

forme f. = x^.#+qk (xj , . . . ,x̂ .. ) où q̂ . . est un polynôme de degré ^ d^ = r. 

donc f. est de degré r.Ainsi l'image de B (qui est connexe) par l'applica— 
J J . r i r i tion (Xj , j X ^ ) -*• f . (Xj , . . . ,x^) , contient le segment [-p , p ] et elle est 

r - r • 
clairement contenue dans un segment de la forme [-Cjp ^,Cjp^], où Cj est une 
constante > 0 (résulte du fait que q1 est de degré ^ r.)« Il en résulte que 

n-k . J J 

O.B^ (cz |R ) contient un pavé de la forme : 

r 1 1 -, r n-k n—k -, [-p ,p J x. . .x [-p , p ] 

et O.B est contenu dans un pavé de la forme : n 

r 1 r 1 [-C p ,C p ] x ... x l-C p 
rn-k 

> Cn- kP 
rn-k. 

On a donc : 

n-k rl + r2 +*•* + rn-k ,_ D | 0n-k 2 p <c 0.B ^ 2 C....C-P 1 p 1 1 n-k 

r 1 +r 2+...+r n_ k 

ie : C d ^ |0.B | ̂  C'p d (Vp > 0) 

où C et C' sont des constantes > 0 et d = r.+...+r . est précisément le 
1 n-k 

degré de l'action de N sur • 

Pour terminer, notons qu'il est facile de voir qu'il existe a et 3 > 0 tels 

que pour n assez grand, on ait : 

B => B^1
 D B . 

not 1 n$ 

On a donc 

C(n3) d ^ |0.B?| <; C'(na) d 

ie : C^n :̂ | 0. B ̂  | ̂: C^n pour n assez grand (C^ et C2 sont des 

constantes > 0). Ceci prouve que d est le degré de croissance de l'espace homogè

ne i\N et le théorème est prouvé • 
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1.3.5.- Remarque : Si H est un sous groupe fermé quelconque de N alors 

l'enveloppe algébrique H de N est un sous groupe fermé connexe de N et on 

sait que H est uniforme dans H (cf [15]). Donc d'après la proposition I.Î.2. 

H/N est à croissance polynomiale de même degré que celle de H/N• 

1.3.6.- Corollaire : Soit G = K ce N un groupe de Lie produit seml direct  

d1 un groupe, do. Lie N nli.pote.nt simpl.eme.nt- connexe, pan, un groupe, compact K. 

Ators s i H est un sous groupe, fermé de. N, t'espace, homogène, ^\G est à  

croissance polijndmlate et égale à cette de. ^\N. 

Démonstration : Topologiquement l'espace homogène ^ K * N s'identifie au produit 

cartésien K x ^\N. Définissons une section s au dessus de ^\K*N par 

s(k,n) = (k,s (n)), où s^ est une section au dessus de ^\N. Comme dans la propo

sition 1.1.4, A désigne S(TT(A)). Prenons un voisinage compact de e dans KixN 

de la forme U = K*V où V est un voisinage de zéro dans N, invariant par K. 

Alors U n = KxV n et on a o.U n = Kxo'.V n et U n = KxV n. Soit X la mesure inva

riante de XJ\G et A celle de \ N. On a d'après la proposition 1.1.4. : 

X(o.u n) = | H 1 . u
n | = I H J C K X V 1 1 ) ! = I K X H J V 1 1 ! = a(K)m(H 1v

n) = AjCtf.v11) 

(où G est la mesure de Haar de K et m la mesure de Haar de N) d'où le résul

tat • 

1.3.7.- Corollaire : Soit H un sous groupe, fermé de. G = Kt*N. Alors ^\G 

est à croissance, potynomtatc. 

Démonstration : Nous avons besoin ici d'un résultat sur la structure des sous grou

pes fermés de G : 

1.3.8.- Lemme : Soit H un sous groupe fermé de G - KtxN. Alors H est uni

forme dans un sous groupe fermé H de G de ta forme H = Ko<xNQ ou KQ est  

compact et No est un sous groupe unlpotent de G. 

Démonstration du lemme : G admet une représentation linéaire fidèle 

p : G -* p(N)p(K) = M telle que p(N) soit un sous groupe distingué constitué de 

matrices unipotentes du groupe matriciel M (cf [ 13]). Nous noterons encore M=G. 

Soit G l'enveloppe algébrique de G (ie : le plus petit groupe algébrique con-
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tenant G ) . N est distingué dans G donc dans G, de plus N est un groupe algè 

brique car c'est un groupe analytique unipotent. Il existe donc un morphisme de 

groupes algébriques a (ie : un homomorphisme rationnel) tel que Ker a = N. Or 

a(G) = a(K) est un groupe compact donc c'est un groupe algébrique (cf [ 5 ]) ceci 

implique que a * a ( G ) = G est un groupe algébrique, mais alors G est un groupe 

distal car sa partie réductive est compacte (cf [ 1 ]) (Rappelons qu'on dit qu'un 

groupe linéaire G est distal lorsque les valeurs propres des matrices g E G 

sont toutes de module I). Soit alors H un sous groupe fermé de G et soit H 

l'enveloppe algébrique de H (H est un sous groupe fermé de G) alors H est dis 

tal et d'après le théorème de structure des groupes distals algébriques (cf [ 1 ]) 

H = K «N où N est le radical unipotent de H et K est un groupe compact, o o o r o a f f 

De plus H est uniforme dans H, d'où le lemme • 

Fin de la démonstration : N H N = N' est uniforme dans N (en effet : 
o o o 

N Q N Q N ^ 

— FTTT — XT' tt = K ) donc H = K'N' et d'après la proposition I. 1 .2. les es-
N f i N N N o o 
o 

paces homogènes TT\G, CT\G et * T t \ G ont tous même croissance et le corollaire est 
ri ri INI 

O 
prouve • 

II - RÉCURRENCE D'UN ESPACE HOMOGÈNE R\Ko<N 

Comme dans I, K<xN est un groupe de Lie produit semi direct d'un groupe de Li 

nilpotent simplement connexe N par un groupe compact K d'automorphismes de N. 

Nous identifierons comme d'habitude N à son algèbre de Lie et les sous groupes 

fermés connexes de N à leurs sous algèbres de Lie correspondantes. 

Le but de cette partie est de démontrer le théorème suivant : 

Théorème ; SoÂjt H un AOUA groupe ^erme de KKN. Alors V espace homogène 

H/K&N est récurrent si et seulement si son degré de croissance polynomiale  
est inférieur ou égal à 2. 

Dans le paragraphe 1 on ramène la démonstration du théorème à la proposition 

suivante : 

Proposition : Si H est un sous groupe jenme, connexe, non distingue de N 

et Ai dim N - dim H = 2 alors ^ \ K K N est transitoire. 

Le paragraphe 2 consiste à démontrer cette proposition en utilisant une tech

nique de fonction barrière. 
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I I . 1.- Première partie de la démonstration du théorème 

I I . 1 . 1 . - Lemme : Soit. G un groupe, de Lie, H et H des sous groupes fermés  

tels que H soit uniforme dans H alors ^\G et £ \ G sont de même nature 

[récurrents ou transitoires en même temps) . 

Démonstration : Soit T l'application de H \ G dans J/G définie par T(Hg) = Hg. 

r est continue, surjective et équivariante. De plus T définit un espace fibre 

( J J \ G , ~ \ Ç , F ) dont les fibres sont d if f ëomorphes à l'espace homogène H/H qui est 

compact donc pour tout compact C de *gNf> F 1 ( C ) est un compact de H \
G • Soit y 

une probabilité adaptée sur G, soit y £ H \ g et x £ T 1(y) ; notons W y la mar

che de loi y sur partant de y et Y X la marche de loi y sur T \ G par

ti \ n H \ 
tant de x. Alors pour tout compact C de 'T̂ \G on a : 

w y € c <=> Y x e r" 1 ( C ) 

n n 

grâce à 1'équivariance de T. Ainsi les marches W y et Y X sont de même nature B 

n n 

Le lemme qui suit donne déjà une démonstration du théorème dans le cas parti

culier où K = {id} et précise un résultat obtenu dans [18]. 

I I . 1 . 2.- Lemme : S oit N un espace homogène d'un groupe de Lie nltpotent 

simplement connexe. AZors H/N est récurrent s i et seulement s i t l est de degré 

de croissance ^ 2. 

Démonstration : D'après la remarque 1.3.5. et le lemme II . 1 . 1 . on peut supposer H 

connexe. Ecartons de suite le cas trivial où H = N : 

Si la croissance de H/N est < 2 alors diio^N = 1 ou 2. Si dim^yN = 1 

alors H est distingué, H/N est un groupe abélien de dimension 1 donc est récur

rent. Si d i m ^ N = 2, les composantes de l'action 0.x sont de degré 1 chacune 

donc H ZD N 2 (= le 1 e r dérivé [N,N]) par conséquent H/N est abélien de rang ^ 2 

donc est récurrent. 

Réciproquement si HN est récurrent alors (cf [18]) H est distingué donc 

H \ N qui est abélien de rang ^ 2, est de croissance ^ 2 • 

II . 1 . 3 . - Remarque fondamentale : Soit H un sous groupe fermé de K K N et 

soit H son enveloppe algébrique ; alors H = K'.N' où K est compact et N T c : N . 

o o o o 
Les espaces homogènes ^ K K N et ^ N̂ KocN sont de même nature d'après le lemme 
II.1. 1 . et ont même croissance d'après la proposition 1.1.2. ; on est donc ramené à 
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démontrer le théorème dans le cas H c N et H connexe. En fait il reste à dé

montrer que si H est connexe et inclus dans N, alors les espaces homogènes 

R \ K * N et H/N sont de même nature puisqu'on sait déjà qu'ils ont même croissance 

d'après le corollaire 1.3.6. 

II. 1 . 4. - Lemme : Soit G un groupe de Lie, \J un sous groupe abeZlen distin-
G G gue de G. On pose G' = -̂  <xl/ {produit semi direct) ou faction de y sur V 

est définie par a-(v) = gv$~^ [indépendant de g e g) . Soit H un sous 

groupe faerme de G et soit H' = —^ «Hnt/. kZors Ai Z1 espace homogène ^\G 

est récurrent, Z' espace homogène H'/G' l'est aussi (ou ce qui est équivalent 

^ , \ G ' transitoire impZique ^\G transitoire) . 

Démonstration : C'est une adaptation d'un résultat de H . Hennion (cf [10]). 

I I . 1 .5.- Lemme : Si H c: M alors : 

a) H/ N récurrent implique ^\KKW récurrent. 

b) s i H/K& N est récurrent on a dim h! - dim H ^ 2. 

Démons trat ion : 

a) par récurrence sur la classe de N. Si la classe r de N est égale à 1 

le résultat est connu (cf [ 7 ]). Supposons la propriété établie pour tous les 

groupes nilpotents de classe inférieure ou égale à r-1 et soit N un groupe nil-

potent de classe r. \N est récurrent donc H est distingué et ^ j \ N est abélien 

d'après le lemme II.1.2. donc H contient tous les dérivés de N, en particulier 

le dernier dérivé V. Comme H/N et V\rî\y\N sont de même nature (cf [14]), 

V \ H \ ^ \ N est récurrent donc d'après l'hypothèse de récurrence 

V \ H \ ^ K (V\jM) = V \ H \ V \ K * N est récurrent donc H \ K K N est récurrent (en effet on a pu 

écrire que : K* (V\N) = V\Ç©<N car V est un sous groupe distingué de N stable 

par K) • 

b) On raisonne par récurrence sur la classe de nilpotence de N. Si r = 1 

(i.e. N abélien) le résultat est connu. Supposons le résultat établi pour les ex

tensions compactes de groupes nilpotents de classe ^ r-1, soit N nilpotent de 

classe r et soit V le dernier dérivé de N (V est dans le centre de N ) . 

V est distingué dans N et stable par K donc V est distingué dans K<xN et le 

K*N ~ . . N 

groupe y peut être considéré comme produit semi-direct de — par le groupe 

compact K obtenu à partir de K par passage au quotient (mais on écrira 

— — = K <x— au lieu de K <*— ) . 
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A partir de G = K K N et de V construisons le groupe G' du lemme II.1.4. : 

G 1 = (K«<|| ) © V (ici c'est un produit direct car V est central) . G T peut être 
N 

considéré comme une extension compacte du groupe nilpotent — @ V (qui est de 

classe < r-1) : G' = K<x (̂  © V) où l'action cp de K sur ^ est l'action pré-
^ tp V V 

cédente et l'action de K sur V est l'action naturelle. 
H V 

D'après le lemme II. 1.4. si H \ G est récurrent, h I \ g T ( H ? = ~~v~ © H n v ) e s t 

récurrent donc d'après l'hypothèse de récurrence on a d i m ( ^ ® V)-dim(-^-® HTIV) ^ 2. 
N 

Soit alors y 1'homomorphisme naturel N -» — . En considérant la restriction de y 
à H on voit que dim H = dim y ( H ) + dim H D V . 

H V 

Or y ( H ) = — donc dim H = dim H' d'où dim N - dim H < 2 • 

II.1.6.- Remarque : Il reste à montrer que si ^\^Kô<N est récurrent alors 

H/N l'est aussi. D'après le lemme II.1.5. on doit examiner les valeurs de 

dim N — dim H . Si dim N — dim H = 0 ou 1, la conclusion est immédiate : T \ N est 
N 

récurrent. Si dim N - dim H = 2 et si K est distingué, — est un groupe nilpo-
ti 

tent de dimension 2 donc en fait un groupe abélien de dimension 2 donc il est récur

rent. Il reste à voir le cas H non distingué dans N et dim N - dim H = 2 mais 

ce cas ne se présente pas, c'est le point crucial de la preuve du théorème et ceci 

fait l'objet du paragraphe 2. 

11.2,— Fin de la démonstration du théorème 

II. 2. 1 . - Proposition : SI H est un sous groupe non distingué de N et s i  

dim N - dim H = 2 ators ^K*N est transitoire. 

~La. démonstration nécessite plusieurs lemmes. 

II.2.2.- Lemme : II suffit de démontrer ta proposition dans le eas oil N est  

de classe 2. 

Démonstration : Prenons un sous groupe V abélien distingué de K K N et explicitons 

le groupe G' = — * V dans le cas où V est un sous groupe de N stable par K . 

On va montrer que G' = K K ( ^ - K V ) où l'action de ^ sur V se fait par automor-

phismes intérieurs et où 1 action cp de K sur ̂ -*V se fait comme suit : 

cp(k)(n,v) = (kn,kv) 

— ~ . . N 

où n désigne la classe de n modulo V et k désigne l'automorphisme de — 

déduit de k par passage au quotient. 
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Considérons le produit des deux éléments ((k,n),vY(k',n'),v- de 
K<xN 
V 

av 
et le produit des deux éléments (k,(n,v))(k',(H',v')J de K« (- *V) : 

((k,n),v^(k f ,n'),v') = ^(k,n)(k f ,n'),vnkv'n 

= K k k ' ,nkn' ) ,vnkv'n 1 J 

(k,(n,v)Yk',(n',v')j = f k k ' . d i ^ f t n M c v ' ) ! 

= ^kk',(nkn',vnkv'n 1 ) ^ 

On pourra donc considérer le groupe G' comme un produit semi-direct de K 

et du groupe nilpotent — *V. 

Avant de réduire la classe de N remarquons que la condition suivante : ( C ) 

dim N - dim H = 2 et H non distingué équivaut à : dim N - dim H = 2 et H ne 

contient pas N 2 (= le premier dérivé de N ) . On considérera 2 cas : 

r 

1) Si H N (= le dernier dérivé de N) , appliquons la construction du lem

me II. 1 .4. avec V = N r en remarquant que N' = -̂ *V = ^ <±) V (produit direct) est 

un groupe nilpotent de classe < r-1. Sous la condition (C) , pour montrer que G / H 

est transitoire, il suffit de montrer que G'/ T T, est transitoire. Or la condition 

( C ) est vérifiée par H T : le dérivé de N' est égal à N ' 2 = —— © {0} donc si 

H T = ^ © HflV contenait N ' 2 on aurait ^ ^— ie : H => N 2 ce qui n'est pas. 

De plus la condition sur la dimension est trivialement vérifiée pour H T . Dans le 

cas H =5 N r on a donc abaissé la classe de N d'au moins une unité. 

r r— 1 

2) Si H >̂ N , on prend V = N qui est distingué et abélien (car 

Y j r—1 2r—2 N 
[N ,N ] C= N = {0} si r ^ 3 ) . N' = — &V est alors nilpotent de classe 

r—2 r—1 r 
^ r-1 : en effet N' c: V (facile à vérifier) donc N' c N car le commuta
teur d'un élément (n,v) € ^ et (0,v') € V est égal à 

(n,v)(0,v')(n,v) _ 1(0,v') _ 1 = ( 0 , n v ' n _ î v ' _ 1 ) donc N ' r = {0} ie : N' est de clas

se ^ r-1. La condition ( C ) subsiste pour H' : en effet si H' N' 2 on aurait 

H' =3 N r car{les commutateurs des éléments de V}= N r est dans N ' 2 donc 
r — 1 r . r 

HflN =3 N en particulier H => N ce qui est exclus par hypothèse. La formule de 

la dimension est encore vérifiée. Dans ce cas on a encore abaissé la classe de N h 

Dans la suite de la démonstration nous supposerons donc N de classe égale 

à 2. 
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II. 2.3.- Lemme : Si N est nÂÂ.po££.n£ de ctasse 2, Al H est un SOUS groupe  

connexe non distingué de N et si dlm N - dlm H = 2 ators V espace homogène 

H/N est Isomorphe à un espace homogène ^\^7 où (H-j est te premier groupe  

d'Helsenberg et [R un sous groupe non distingué de dimension 1 de \Hj. 

Démonstration : Soit N 2 le deuxième dérivé de N alors N2flH est distingué dans 

H et dans N car N est de classe 2 donc M = H/N est isomorphe à 

N 2nH\p\N 2nH\N. Or le normalisateur de H contient N 2 et comme H ;£ N 2 ceci im-
2 o N 

plique que N flH est de codimension 1 dans N . Le groupe nilpotent N = — a 
1 N ZDH 

donc un dérivé N 2 qui est de dimension 1 et le groupe —-ô^r—— est inclus dans un 

supplémentaire de N 2 . Ainsi on est ramené au cas où M = JJ\N avec dim N 2 = 1 et 

H inclus dans un supplémentaire de N 2 . 

Pour tous h,h' dans H, on a le crochet [h,h*] £ HflN2 = {0}. Soit fRe une 

droite supplémentaire de N 2+H. Pour tout h G H, [e,h] = cx(h)n2 où n^ est un 

vecteur fixe de N 2 et h -*• CX(h) est une forme linéaire sur H qui n'est pas 

identiquement nulle puisque H n'est pas distingué. Posons H' = Ker a, H' est un 

sous groupe abélien distingué de H, c'est en fait un hyperplan de H. D'autre part 

H' est distingué dans N car pour tout m E N et tout h' € H' on a : 

[m,h'] = [n+Àe+h,h T] = [n,h']+À[e,h']+[h,h'] = 0 

où n,Àe,h sont respectivement les composantes de m suivant N, (Re et H. 

Dans ces conditions M est isomorphe à H ' \ H \ ^ H ' \ N et H'\N = [Hj (premier groupe 

d 1Heisenberg), H'\H est un sous groupe non distingué de dimension 1 de IHj • 

II.2.4.— Remarques d'ordre général : Les résultats énoncés ci—dessous pour les 

espaces homogènes sont bien connus dans le cas des groupes (cf [ 9 ]) et se démon

trent de la même manière : 

Soit G un groupe de Lie connexe, H un sous groupe fermé de G et M = H/G 

a) Soit X,,...,X une suite de variables aléatoires sur G indépendantes, 
l n 

de même loi y et T un automorphisme de G. Alors la marche aléatoire sur M 

dont les pas sont les X_̂ , est de même nature (récurrente ou transitoire) que la 

marche aléatoire de pas T(X^). 
*p 

b) S'il existe un entier p > 1 tel que la marche sur M de loi y soit 

transitoire, alors la marche de loi y sur M est transitoire. 
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II. 2.5.- Lemme : (méthode de la s ymétrisatio n] Soit y une probabilité sur G 
v v -1 

et y la probabilité définie peut y ( A ) = y(A-1 ) pour tout bonélien A de 

G. VOUA, que la marche aléatoire de loi y SUR M = j\G soit transitoire, i l  

sufifit que la marche de loi v = y t y + y ) sur M soit transitoire. 

Démonstration : C'est une adaptation de [ 3 ] » 

II. 2.6.- Lemme : (méthode de la troncature) Soit v une probabilité symétri-

que sur G et cp une fonction positive symétrique à support compact dans G 

et telle que C = j^ipdv > 0. Soit v = ( ^ cp) . v . Alors si la marche de loi v 

Sur M = ^\G est transitoire, la marche de loi v sur M Vest aussi. 

Démons tration : C'est également une adaptation de [ 3 ] B 

II.2.7.- Remarque : D'après les lemmes II.2.5., II.2.6., pour montrer qu'un 

espace homogène est transitoire, il suffit de montrer que toute marche symétrique 

à support compact est transitoire. 

II.2.8.- Lemme : (méthode de la fonction barrière) 

Soit G un groupe de Lie, H un sous groupe f^ermé de G, M = ^ \G et soit 

y une mesure de probabilité adaptée sur G. Supposons que pour an compact 

C de M il existe une fonction borélienne £ : M (R telle que 

i) 0 < £ 1, lim ^(x) = 1, Sup £(x) = d < 1 
x->°° x£C 

il) E [ ^ ( x . X J ] ^ Hx.) pour x i C (ou X est une variable aléatoire  

de loi y ) 

Alors la marche aléatoire de loi y sur M est transitoire. 

Démonstration : (calquée de [ 9 ]) Soit Z n la marche aléatoire sur M de noyau 

de transition P donnée par : P(x,A) = £^*y(A) x £ M, A borélien de M. Soit T 

le temps d'entrée de la marche aléatoire Zn dans le compact C. 

L'hypothèse (ii) implique que f est sous-harmonique (pour le noyau P) en-

dehors de C donc (f (ZnArji)) est une sous-martingale et pour x £ C on a : 

E x t f ( Z n A T ) ] > f(x) d'où : 

E xCf(Z n) ; T > n] + E x[f(Z T) ; T < n] ̂  f(x) 

Compte tenu de (i) et (ii) et du fait que Ẑ , E C on a : ? X[T > n]+dP x[T < n] . 
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Faisant tendre n vers l'infini, on obtient : dP [т<+°°] + 1-Р (T<+°°) > f(x) 
1 — f ( ^ ^ ^ ce qui prouve que : P

X ( T < +°°) ^ j _^ qui tend vers zéro quand x -> 0 0 d' après 

(i), donc la marche de loi y est transitoire • 

II.2.9.- Démonstration de la proposition : D'après le lemme II.2.2. N est de 

classe 2. Soit un supplémentaire de N 2 dans N. Tout x € N se décompose en 

x = X j + X £ (x. £ m. , X £ £ N 2 ) . Alors pour tout entier n l'application 
xi X 2 

x и V (x) = + est un automorphisme de N et l'application 
\/n n 

(k,x) »-»• А^(к,х) = (k,V n(x)) est un automorphisme de K*N car Vn commute aux 
éléments de K. 

La classe (k,x) de l'élément (k,x) modulo H est égale à 

H(k,x) = {(0,h)(k,x) = (k,hx)/h € H} = (k,Hx). 

Soit (Uj ,Yj ) , . . . , (lb,Y^),,„ une suite de variables aléatoires sur K«N indé

pendantes de même loi и adaptée, étalée, symétrique à support compact, 

(cf [II.2.7.]). Pour montrer que la marche de pas (U^,Y_^) est transitoire, il 

suffit de voir que celle de pas A p(Uj,Yj)...(U p,Y p), pour un p bien choisi, est 

transitoire (cf [II.2.4.]). 

* *—̂  -

Pour (k,x) G M, notons qu'on a (k,x)A p[(Uj,Yj)...(U p,Y p)] = (k,x)(R p,T p) = 
( k U l U 2 . . . U p , x k V p ( Y 1 U 1 Y 2 . . . U 1 U 2 . . . U p _ 1 Y p ) ) = ( k R p , x k T p ) . 

D'après le T.L.C. de Raugi (cf [16]) la suite de v.a. (R ,T p) converge en 

loi quand p -» +°° vers (R,T) où la loi de R est la mesure de Haar m sur K, 

la loi de T est la loi a au temps 1 d'un processus de diffusion sur N, de plus 

R et T sont indépendantes. En fait avec nos hypothèses on peut en dire plus : 

II.2.9.1. Lemme : T d&£ de Zo^i Дутг£лл.дие. <гХ ^nva/U,awt^ рол К  

Démonstration : 

a) y étant symétrique, y* P est symétrique de même que A p(y*^) donc (R,T) 

est symétrique comme limite en loi de variables aléatoires symétriques. (R,T) a 

donc même loi que (R,T) 1 = (R l,R *T *) ; on en déduit que T a même loi que 

R-1T-1 or R ' a aussi pour loi m donc on a : 

f f(x)da(x) = fK&N f(ux" !)da(x)dm(u) = [K&N f(wux~ 1) da(x)dm(u) = 

= f (x)da(x), Vw € К et Vf fonction continue à support compact 
J N

 w 

dans N. Par conséquent a est invariante par tous les w € K. 
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b) Montrons que T est symétrique : 

Vf fonction continue à support compact, fN f(x)da (x)= { -1f(x)da(x)=(ux-1)da(x)dm(u); 

or on vient de voir que a est stable par K donc : 

f f(ux ^daCx) = I f(x SdaCx) 

d'où f f(x)da(x) = f f (x ̂ daCx)! dm(u) = |f(x ̂ doKx) a 
JN JN J K j 

Soit maintenant cp la fonction symétrique à support compact définie par : 

cp(k,x) = l^^^(k,x) où q est un compact de N, symétrique et invariant par K. 

Posons V = m 0 a et soit V = cp.V et V = -j^— cp.V les lois déduites de V 

C P Cp p 

et V par troncature relative à (p. Nous noterons symboliquement (R^jT ) (resp. 

(R,T)) la v.a. de loi V p (resp. la v.a. de loi v ) et TP (resp. T) la compo

sante sur N de (R p >
T

p ) (resp. de (R,T)). La loi de T p (resp. de T) sera notée 

V (resp. V ) . Remarquons que VP > V (étroitement) et que de plus comme v 

p ^ 1 p p-4oo v n r 

est symétrique et invariante par K on a k(v ) p^oo > v (étroitement) pour tout 

k £ K. Ces lois étant à support dans le même compact on a aussi convergence (uni

forme en k £ K) de tous les moments de la v.a. kT vers les moments correspon-
P 

dants de T. 
D'après le lemme II.2.3. on a un diagramme commutatif : 

H/N 

r1 

N 

cp 

cp' 

r \ h i 

"2 

H , 

où cp est 1 ' isomorphisme entre H/N et R/H1 TT̂  et TÏ^ sont les surjections 

canoniques et cp' est un homomorphisme surjectif. Comme la compacité des supports 

et la symétrie des lois se transportent par cpT on a ainsi : 

II.2.9.2.- Remarque : cp' (k T ) converge en loi vers la v.a. symétrique 

LP*(T) quel que soit k € K. De plus il y a convergence (uniforme en k) de tous 

les moments de cp' (k T ) vers les moments correspondants de cp' (T) . Notons aussi 

que d'après [ 1 7 ] quitte à transformer par un automorphisme a la v.a. cp' (T) 

(ce qui change l'espace homogène ^N^i en l'espace homogène isomorphe q ^ R ^ X ^ I ^ ' 

on peut supposer que la matrice de covariance de cp'(T) est de la forme 

V ( T ) _ ( 
I U u 
) 1 0 
) 0 A 
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II. 2.9.3.- Lemme : Il extste une fonction boréltenne f Sur N̂/tf7 teZJLe que 

pour p assez grand (p ^ pQ) f soit une fonction barrière pour, les varia

bles aléatoires cp' (kJ ) quel que soit k £ K . 
P 

Démonstration : Montrons d'abord qu'il existe une fonction barrière pour la v.a. 

cp' (T) . Identifions ^\^\ ^ r 2 avec l'action de IHj sur IR2 définie par : 

(x,y)o(a,b,c) = (x+a,y+c+bx). Soit f une fonction sur |R2 suffisamment dériva-

ble alors 

f((x,y).(a,b,c)^ = f(x,y)+a 
3x 
qx 

+ (c+bx) M + 1 
3y 2 

(a2 3 2f 
8x 2 + (c+bx) 2 a

2f 
3y 2 

+ 2a(bx+c) 
d 2 f 

Bx9y ) + ... 
substituons cp' (T) = (Xj,X^,X^) à (a,b,c) on obtient compte tenu de II.2.9 et 

de la symétrie de cp' (T) : 

E[f((x,y). (p'(T))l= f (x,y)U- 0 +1CA+X2) 0 + des termes d ordre > 2. 

Soient u (x,y) = 1 -
1 

( x ^ ô y 2 ) a 

et u = 1 -
1 

Y ( A x
2 + a y 2 ) a 

et u = U j v u ^ . 

Il existe y,a,a et ô > 0 et un compact C tels que si f = (UA_LCc )V0, alors f 

satisfait aux hypothèses du lemme II.2.8. pour ce compact C et pour la v.a. 

cp'(T). L'idée de la preuve de cette assertion provient de [ 9 ] , les calculs sont 

analogues, nous les omettons. Maintenant pour p assez grand compte tenu de 

II.2.9.2. et par la même méthode que celle utilisée dans le lemme 33 de [ 9 ] on 

obtient que f est aussi une fonction barrière pour cp'(kTp) quel que soit 

k e K • 

Considérons maintenant la fonction f̂  définie sur HN par : f^(x) = foCp(x). 

Alors f j est une fonction barrière sur H/N pour les v.a.KTp (p ^ p Q ) (en ef

fet les hypothèses de II.2.8. se vérifient aisément, en particulier E(fj(xkT^)) = 

E(f 0<p(xkT p)) = E(f [cp(x) .cp'(kTp) ] ^ f[cp(x)]). Enfin définissons ± 2 sur ̂ K K N 

par : f 2[(k,x)] = f^(x) alors f^ est une fonction barrière pour la v.a. (R ,T p) 

pour p > p Q ; en effet : 

E^f 2[(k7î).(R p,T p)]) = E^f 2[kR p,xkT p]^) = E^f^xkTp)) £ fj(xkTp) = f 2 ( ( k ^ > • ( R p , T p ) ) 
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Les autres hypothèses sont immédiatement vérifiées. Fixons alors p ^ ; on vient 

donc de montrer d'après le lemme II.2.8. que la marche sur \K«N de pas (R ,T ) 

n \ P P 
est transitoire donc, d'après le lemme II.2.6., la marche de pas (R^,T^) sur 
A K « N est transitoire et la proposition est démontrée compte tenu de II.2.4. • 
H\ 
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Random Walk on Homogeneous Spaces of Certain Rigid Type Groups, by Léonard 
Gallardo and René Schott. 
Abstract : Let G = KaN be a Lie group which is a semi—direct product of a nilpo-
tent simply connected Lie group N by a compact group K. We prove that a homoge
neous space H \ G of G is recurrent if and only if, it is of polynomial growth of 
degree less than 2. 
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