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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PUISSANCES 

DE CONVOLUTION D'UNE PROBABILITÉ SUR UN 

ESPACE SYMÉTRIQUE 

Par : Philippe BOUGEROL. 

Considérons un espace symétrique G/K où G est un groupe de Lie semi-

simple connexe non compact de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de 

G . Si P est le noyau de transition d'une chaîne de Markov sur G/K invariante 

sous l'action de G [(17) p. 27] il existe une probabilité y sur G, invariante 

à gauche par K telle que, si TT : G-> G/K est la surjection canonique , f une fonc­

tion continue à support compact sur G/K , 

Vx € G , Pf [n(x)] = 

1 . 

(fon) (xg) dy(g) 

Dans cet article nous déterminons le comportement asymptotique de la suite 

des itérés Pn de P orsque n tend vers l'infini et du noyau potentiel 
oo 

x 
n=0 

Pn(x,.) quand x tend vers l'infini dans G . En fait on "remonte" ce problème 

à G en étudiant les probabilités adaptées y sur G invariantes à gauche par K. 

Nous montrons d'abord (théorème 1) que y satisfait à un théorème central 

limite local, c'est à dire qu'il existe une suite de réelsfa^, n £ Êj) telle que 

la suite 0<n y11 , n £ N , converge vaguement vers une mesure de Radon non nulle. 

Un théorème de ce type a été établi pour les groupes compacts dans (14), pour 

%^ et 3R^ dans (10), (19) pour le groupe des déplacements de TR^~ dans (1), pour le 

groupe libre à deux générateurs dans (18) et (9). Tous ces auteurs, sauf le der­

nier, utilisent la même méthode basée sur la transformation de Fourier. C'est 

aussi celle—ci que nous employons. Les résultats de cette partie ont été annoncés 

dans (4) avec l'hypothèse restrictive inutile que y possède un moment d'ordre deux. 
oo n 

Remarquons que si Y est la mesure potentielle X y et si T est le noyau 
n=0 

potentiel de la marche droite de loi y sur G, 

(i.e. T(x, .) = (e * y ) (-) ) on a, pour f £ «g(G/K) , x € G , 

oo 

nSo pnf(n(x)) = (fon) (g) T(x, dg) . 

Nous étudions le comportement asymptotique de T f (x) , f £ *êc(G) , x £ G. 

On sait que cette fonction tend vers zéro à l'infini car un groupe semi-simple non 

compact n'est pas moyennable (5). Après avoir remarqué (Proposition 4) que cette 

fonction décroît exponentiellement vite vers zéro, et afin de préciser ce résultat 

on établit un analogue du théorème du renouvellement classique. En effet si 

G = K A N est une décomposition d'Iwasawa de G et si f est biinvariante par K , 
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P . BOUGEROL 

Vf est détermine par ses valeurs sur A. On montre à peu près (voir le théorème 2 

pour l'énoncé exact) que, si x tend vers l'infini dans A, e^p(x) pf( x) converge 

et que la limite est non nulle, lorsque f(g) dg ^ 0 , si et seulement si la 

dimension de A est un et y possède un moment d'ordre un. La démonstration est 

basée sur un changement de variable dans la formule de Plancherel qui nous ramène 

au théorème classique du renouvellement sur A. 

1.- Notations. 

Sauf indication contraire, dans la suite G désigne un groupe de Lie semi-

simple connexe de centre fini, non compact, d'algèbre de Lie Q . Si ^ = 3^ @ 'S* 

est une décomposition de Cartan de ^ , soit Ĉfe une sous algèbre abélienne maximale 

de *3 et às+ une chambre de Weyl. On pose A = Exp ̂  et A est l'adhérence de A . 

Notons {Àj, À ^ , X ^ } le système des racines (restreintes) positives de 

(^ , $o ) . On peut supposer qu'il existe un entier p pour lequel { X ^ , X^9 . . . , X ^ } 

soit l'ensemble des racines indivisibles positives [c'est à dire si i £{1,..., p} 

2" 1 A. 

1 
n'est pas une racine alors que si j £ {p+l,...,r} , X^ = 2 J 

Soit m^ la multiplicité de la racine 
i 

X . et p = 
2 

i=l 
m,, X . 

X. i 
i 

On écrit G = K A N [resp. <J + t& + JP] la dé composition d'Iwasawa de G [resp. de ^] 

associée à . Pour tout élément g de G on note H(g) l'unique élément de 

tel que g appartienne à K {Exp H(g)} N. 

Soit cfe* le dual (réel) de cfc et ĉ fec*= cfô* + î fc* l'ensemble des applications 

linéaires de th> dans Œ . Si m^ est la mesure de Haar normalisée sur K, pour V € c^* 

la fonction sphérique (J)̂  est définie par : 

Vx G G 4>v(x) = exp [ (iv - p ) H(xk) d.rn^k) . 

Si T est l'ensemble des éléments de dont la partie imaginaire appartient à 

l'enveloppe convexe des points wp , w parcourant le groupe de Weyl W, V —• <J)̂ (g) 

est une fonction analytique bornée par 1 sur T, {(21) th. 9.2.1.2.} alors que si 

V G ĉ >*, g *<j> (g) e s t une fonction de type positif. 

On munit du produit scalaire induit par la forme de Killing et on choi­

sit comme mesure de Haar sur G la mesure notée dg vérifiant, si f est une fonction 

continue sur G biinvariante par K et d la dimension de 

[ f(g)dg = [ f(Exp H) П Г2 sh A . (H) 1 X i — ^ r , 
J G J<£ i=l L J ( 2 T T ) Û / Z 

Etant donnée une probabilité y sur G on définit sa transformée de Fourier (sphéri­

que) y sur T par, si v € T, "3e y (v) = <f> (g) dy(g) . De même si f est dans L \ G ) 
J G V 
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE 

on pose "^rf(v) = J 4>^(g) f(g) dg . La fonction "3y est continue sur T, analytique 

sur son intérieur, donc en particulier derivable. 

Rappelons que y est adaptée si son support engendre un sous-groupe dense 

de G et que y est invariante à gauche par K si * y est égal à y . Enfin nous 

noterons "ê^G) , [resp. ^°°(G) ] les fonctions continues, [resp , à support 

compact sur G. 

2 . - Progr iëtés_de_la_transf 2^eE_Ee_E°.y£iEIl_E£^e^i3yE_E^.yi}E_EE2^E^2:ii:^E • 

On sait que G = K A +Ket que, pour tout g de G, il existe un unique élément 

a de Â+ tel que g soit dans KaK, notons n(g) cet élément. Nous avons alors : 

Lemme 1 : 

Si y est une probabilité adaptée sur G, biinvariante par K, pour un entier 

n assez grand, y 1 1 {g G G / Tr(g) £ A + } est non nul. 

Démonstration : 

Supposons que pour tout n, y 1 1 [g £ G / TT(g) € A + ] est nul. Alors le semi-

groupe [U (Supp y 1 1)] PI A est contenu dans la réunion finie d Thyperplans 

n G N 
r 

Exp [ U Ker À.] ce qui n'est possible que s'il est contenu dans un de ces hyper-
i=l 1 

plans. 

Le sous-espace vectoriel E de êfe engendré par [H £ ife / Exp H £ Supp y ] 

est donc un sous-espace propre. Le groupe de Weyl opère sur A (et donc sur %fc ) 

par conjugaison par certains éléments de K et y est biinvariante par K, donc E est 

stable par W. 

Si À est une racine positive, la symétrie dans <k par rapport à Ker À 

agit surcfe comme un élément de W donc, ou bien (E), ou bien À(E ) est nul (E 

étant l'orthogonal de E dans ào ). 

Considérons alors, si ^ est le sous-espace propre de associé à À , la sous-

algèbre (̂' de ^ engendrée par les sous-espaces ^ et ^-\ ' ̂  parcourant les 

racines positives telle que À (E"'") est nul. Si G' est le sous-groupe de G corres­

pondant à £J' , on vérifie facilement que G' est distingué et que le sous-groupe 

K G'K est égal à K(Log E) K [(21) lemme 1.2.3.15.]. Puis que le support de y est 

égal à K(supp y D A ) K ceci contredit le fait que y est adaptée. 

Proposition 1 : 

Si y est une probabilité adaptée sur G et un élément de ̂ * tel que iv^ 

est dans T on a : 
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P. BOUGEROL 

О о < и(0) < 1 

2) vv 1 e с Л * ^ V j ̂  о , i ц (Vj + i v 2 ) l < ^ y ( i v 2 ) 

3) lim sup I í j j(Vj + i v 2 ) I < ^ y ( i v 2 ) 

Démonstration : 

Le 1) est clair puisque {g € G / (^(g) = 1} est égal à K. (2_) . 

Afin de montrer le 2) montrons d'abord que si a € A , et si 

I d) . (a) I = è. (a) , alors v. est nul. Cette égalité s'écrivant 

! j exp { ( i \ r 1 - v 2 - p ) H(a k ) } d n ^ C k ) I = j | exp { ( i v } - V 2 ~ p ) H (a к ) } I d m ^ k ) 

elle n'est possible que si exp [ iv^H(a k ) ] est indépendant de k , soit encore, 

K étant connexe, si V^[H(a k ) ] est indépendant de k . 

En particulier, pour tout w de W, Vj[H(a)] est égal à Vj[w(H(a))]. 

L'élément a étant dans une chambre de Weyl, ceci entraîne que V ^ est nul. 

Puisque y et m^. * y * m^ ont même transformée de Fourier on peut supposer 

que y est bi invar iante. Alors ^(y 1 1) = " ^ ( y ) n et il suffit de montrer qu'une des 

puissances de convolution vérifie la proposition. Notons B l'ensemble 

{g G G / TT(g) G A + } . On a 

l ^ l A v , + iv ?)l < f I <b (g)| dy n(g) + [ ф. (g) dy n(g) 
J B

 vi 1 V 2 J B 2 
et le deuxième membre n'est égal à ^ y ( i v 2 ) que si, pour \in presque tout g de 

B, ! d> . (g)l = <b - (g) . Or d'après le lemme I on peut choisir n de telle sor-
' I Y v 1 + x v 2

 & 1 V 2 

te que y 1 1 charge B. 

Puisque 4>^(g) = ^[^ ( g ) ] nous obtenons, par ce qui précède que Vj doit être nul, 

ce qui montre le 2 ) . Le 3) se montre de la même façon en utilisant le fait que, 

si g G B , (f)̂  + ^ (g) tend vers zéro quand V ̂  tend vers l',infini [ (_7) remarque 5 ] . 

Proposition 2 : 

Si y est une probabilité adaptée sur G, l'application linéaire 'î'y ' (0) , 

dérivée de c£y en zéro, est nulle et la forme bilinéaire -~3ry"(0) est non dégénérée 

positive. 

Démonstration : 

On a déjà remarqué que y était, près de zéro, analytique, donc ces dérivées 

existent. Si on fait opérer W sur f̂cc* par dualité on sait que " î y ( v ) = ^ y ( w v ) , 

w G W, V G cfe*[(13)p. 426] . 
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE 

Donc 3y' ( 0 ) =lF]jf(0)ow , V w £ W , ce qui entraîne que"^y ' ( 0 ) est nulle. 

Afin d' étudier 'Jy" ( 0 ) choisissons une base {e^, 1 < i < d} de jt* et notons 

la i-ème composante de v£ c 4*dans cette base. 

Pour tout g de G la fonction analytique V *-> (j)̂ (g) est bornée par 1 sur T, 

ensemble contenant 0 dans son intérieur. Il existe donc une constante M telle que 

32cj)v(g) 

9v. 9v. ' /V = 0 
est borné par M, uniformément en g £ G . C'est à dire : 

J K 1 

2 
{H(gh)> exp - p (H(gk) } drn^k) < M 

ce qui nous permet d'écrire 

_ 9 <£y(v) 

9v. 9v. /v=0 
1 J 

•̂ K x G 
e. [H(gk)] ej [H(gk)] e pH(gk)dy(g)dmK(k) 

La forme - ^ y " ( 0 ) ne peut être dégénérée que s'il existe V £ c ^ * 5 V ^ 0 , tel 

que V {H(gk)} = 0 , drn̂ . ® dy presque sûrement, mais alors, par exemple, 

^y(v) = ^ y ( 0 ) ce qui contredit la proposition 2. 

3.- Théorème_central_limite_local. 

Rappelons la formule de Fiancherei sur les groupes semi-simples due à 

Harish Chandra [(21) Th. 9.2.2.13] . Si B est la fonction Bèta et V £ t A * soit 

r 
I(v) = FI B 

£=1 

ПК 

2 
л5. 
4 

< v V i 
dfgd 

et c(v) = I (iv) 
I ( P ) 

- Alors si f est une 

fonction de ^^(G) biinvariante par K telle que f £ £, I c Â * , |c(v)| dv] et [w] 

l'ordre du groupe de Weyl, 

f(e) = [w] 1 (2TT) D / 2 
rdyt ^f(v) | c(v)| 2 dv 

Montrons d'abord deux lemmes simples. 

Lemme 2 : 

Soient [ À J , X ^ , A ] les racines positives indivisibles de (CJ , çfe )-

— 2 
Au voisinage de zéro |c(v)| est équivalent à 

P 
CG .n 

i= ] 

2 
< V X.> où 

i 

cG = II(p)I2 
P 
n < XÇ. Х9. > 

-2 r-p 
n |B 

j = l 

m„ . m 0 

[ -¥ • -^f = 1 
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Démonstration : 

On a I(iv) 
P 

= FT B [ — 
1 2 

•< v x z
 > 1 

< x a XSL > 

r-p 
П 
j = l 

B f — i 
L 2 

J 
9 

4 

< v , 2À.> -i + 1 1 I < 2Л. , 2X.> J  

J J 
Il suffit d'utiliser le fait que les singularités de la fonction T sont 0, - 1 , -2,.. 

et qu'au voisinage de zéro T(z) est équivalent à z ^ . 

Lemme_3_: 

Si y est une probabilité sur G et f un élément de ̂ ^(G) , (y*f ) appartient 

à ¿ ' [ a * , |c ( v ) | " 2 dv ] . 

Démonstration : 

Si V G cfe* , (j) est une fonction de type positif et [ ( 13) p. 417] il 

existe une représentation unitaire TT de G dans un espace de Hilbert H, un vecteu: 

unitaire e de H, tels que (g) = < e , n(g)e > . Alors 

<?(y*f)(v) = <f> (g) d(y*f)(g) = < e , T T ( y * f ) e > = < n(y)*e , n(f)e > . 

La représentation étant unitaire et y une probabilité, 

I (y*f)(v)| < l!n(f)e II = < T T(f)e, n(f)e > / 2 = v"S(f*f ) ( v ) 

si f(x) = f(x S . D'après le théorème de Paley Wiener la fonction ^(f*f) est 

à décroissance rapide sur á > * , donc de racine |c(v) | 2 dv integrable, 

Avant d'énoncer le théorème posons c ' = c „ { [w] (2TT) } (c„ est 

donné au lemme 2) et si y est une probabilité sur G, M la matrice associée à la 

forme bilinéaire -*3cy"(0) , 

k = 
4> 
n 
i=l 

2 
< v, X i > 

exp { - -j E£y(0)] 1 < MV , V > } dv . 

f M(g) = J. 4>Q(g h *) fèy(O)] 1 dy(h) , g G G 

Théorème__[ (Théorème_central_l imite_local) . 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, non compact et 

y une probabilité adaptée sur G, invariante à gauche par un sous-groupe compact 

maximal K de G. 

Soit est une chambre de Weyl de l'algèbre de Lie g de G, soit d la 

dimension de JS et p le nombre de racines positives indivisibles de , ào ) 

Soit m la mesure de Radon sur G de densité f par rapport à la mesure de Haar dg. 

Alors j y ( 0 ) est strictement inférieur à un, k est fini et : 

Vf e ig c(G), lim 
n -» + o o 

2p+d 
2 

n 

<?M(o) n 

f(g) dy n(g) = c' k f f(g)dm (g) 
G y J G y 
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Démonstration : 

Toute fonction continue à support compact est limite uniforme d'une suite d'élé­

ments de (G) ayant leur support dans un compact fixe. Il suffit donc de montrer 

le théorème quand f est 
v 

La probabilité est invariante à gauche par K donc, si f est la fonction symétrique 

de f [ f(x) = f(x *)] , 

|g f(g) dyn(g) = J ( V f ) dy11 = (y11 *f *mK)(e) 

n v 

et la fonction y *f*m étant biinvariante par K, le lemme 3 permet d'appliquer 

la formule de Plancherel : í f d p n = 
J G 

1  
[w] ( 2 T T ) d / 2 

f ( u n*f*m K) ( V ) |c (v ) I 2 dv 

On sait que si m et m' sont deux mesures bornées sur G , si m est invariante à 

gauche par K, ̂ ( m ^ m ) est égal à ^ ( m ' ) ^ ( m ) . 

Ceci entraîne que 3(yn*f*mK) =-J(y)n_1 *$(u*f) ̂  (mR) = ^ ( y ) n _ 1 ^ ( y * f ) 

d'où 

f dyn = 
J G 

1 

[w] (2n)d/2 

f ({y(v)}n 1 (y*f)(v) |c(v)| 2 dv (D 

En utilisant la formule de Taylor appliquée à 'Jy au voisinage de zéro et grâce 

à la proposition 3 on voit aue pour r| assez petit, il existe a > 0 tel que : 

V v G c é * llvll < n , I ^ y ( v ) I 

' -S-y(o) ' 
exp { - oc ilvll 2 } (2) 

et lim 
11 -» -h oo 

] {^y(0)} 1 J n r 1 
= exp [ ~ 

2^y(0) 

< Mv , v > ] (3) 

D'après le lemme 4 on peut choisir n de telle sorte que l'on ait aussi pour un 

3 > 0 , 

v v e ^ * , llvll < n , ic(v)l 1 < 3 llvll 2p (4) 

et 1 im 
n -»• + °° 

! r v il-2 P I c L J I n^ 
P 2 

= c_ TI < v , À. > 
G i=l 

(5) 

Appliquant la proposition 2 à \ ) ^ nul, il existe a < 1 tel que, pour tout v de 

de norme supérieure à r\ »|"3"lJ(v)| {'Jii(O)} I est borné par a, donc 

lim 
n -» + oo 

d 
nP+ 2 

I 
[v ,llvll>n] 

^y(v)n 1 5(y*f)(v) I C ( V ) I 2 dV = 0 
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d'où, d'après (1), après un changement de variable, 

lim 
n -» + oo 

np+ d2 

M ( О ) " " ' 

fe 
f dy 1 1 = 

lim 
n -» + oo 

1  
[ w ] ( 2 T T ) d / 2 

\ 
J 
t v Mvl l < 

fu[vu] 

mu; 
le [ ^ - ] I V tf(y*f) [—] dv 

\/n \/n 

On applique le théorème de Lebesgue grâce aux majorations (2) et (4) pour passer 

à la limite. A cause de (3) et (5) on trouve 

1 im 
n -* + oo 

P + ± 
n p

 2 I dy = c f

G ^(u*f)(0) 
I 

P 

n 
i=l 

< v , À_̂ > 
2 

exp 
1 

2 ^ y(0) 
< MV , V ̂  dv 

ce qui donne le théorème. 

Remar que : 

En utilisant la relation 
I 

f dy = 
f 

f dy , (vf est l'image de y par x -» x *) 

on obtient un théorème analogue pour les probabilités sur G invariantes a droite 

par K. 

Remarcjue_2 : 

Le nombre ^Sy(O) est le rayon spectral de l'opérateur associé à y dans la repré— 
2 

sentation régulière gauche T de G sur L (G). 
En effet si V est la mesure y*m„ biinvariante par K on a 

V n = y n * m K et y 1 1 = V n **y d'où i l T ^ l i < I I T ^ I I < = | | T * 1 | | 

Les opérateurs et T ont donc le même rayon spectral, or le rayon spectral de 

1.. est •*y(0) [(2) Th. 3.1] 

Remarque : 

Le théorème admet évidemment le corollaire suivant : 

v f, g e ^ C ( G ) , lim 
n -* + oo 

J f dy 1 1 

J s dy n 

/ f dm y 

J g d m y 

Ce résultat a été démontré dans un cadre beaucoup plus général avec des hypothèses 

de régularité sur y dans (12). Dans cet article apparaît clairement la raison pour 

laquelle c'est cette mesure m^ qui intervient. 

Remarque 4 : 

Comme il est noté dans (20), mais pour des raisons différentes, nous voyons 
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qu'il n'est en général pas possible de trouver, une probabilité y étant donnée, une 

mesure gaussienne V sur G, telle que y et V aient un comportement équivalent, au 

sens où les suites y n(f) et v n(f) sont équivalentes (pour tout f de ^ ( G ) ) quand 

n tend vers l'infini. 

Ceci n'est en effet possible que si 1?y(0) = "^v(O) et"$y"(0) = ""&v"(0) d'après le 

théorème 1. Or par exemple si G = S 1(2, Œ) , si v est une mesure gaussienne , 

v"(0) = 3 log 'S Lv(0) , (20) , alors qu'il existe des probabilités y ne vérifiant 

pas cette relation. 

Remarque_5 : 

Dans le cas où le groupe G possède une structure complexe, toute racine est in­

divisible et de multiplicité 2, donc l'entier n+2p apparaissant dans le théorème 

n'est autre que la dimension de l'espace symétrique G/K. Par contre pour tous les 

groupes rang un, cet entier est égal à trois, donc est indépendant de dim G/K. 

Terminons ce paragraphe en étudiant la fonction de concentration associée à 

la probabilité y (3). Fixons un compact C d'intérieur non vide de G, on a alors 

F (n) = Sup y n ( x G y ) . Un gourpe semi simple étant non moyennable on sait que 
y x,y£G 

F^ décroît exponentie11ement vite vers zéro. Dans ce cas il est intéressant de 

comparer F (n) à r 1 1 où r = lim [y n(V)] ^ n , V étant un voisinage compact quelcon­

que de e, c'est à dire lorsque y est invariante à gauche à ^ y ( O ) . On a alors : 

Proposition_3_: 

Sous les hypothèses du théorème, si C est un compact de G d'intérieur non vide, il 

existe une constante a vérifiant 

F (n) 
y 

= Sup 

x, y G G 
y n(x C y) a 

$ y ( o ) n 

2p+d 
n 2 

Démonstration : 

Soit f une fonction de *êc (G) majorant la fonction indicatrice de C. Alors 

1 ^ < £ * f * £ et d'après la formule de Plancherel, 
xCy = x y c 

y n(xCy) < [w] !(2n) d / 2 -&(y n*£ y-l * f * e x - D (v) lc(v)l 2 dv 

mais ^ ( y n * £ -1 * f * £ -1 ) = ( 3 r y ) n 1 -$(u * £ -1) i ( e - 1 ) 

y x y v ^ y y x 

a un module majoré par 

|(fu) n-1 (f)|gdgh donc 

F (n) < 
y v =• 

r -,-] ,n .-à/2 
[w] (2TT) 

•U* 
£y(v) l n 1 I íf(v) I l c(v) [ 2dv 
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La démonstration du théorème 1 nous donne alors immédiatement la majoration voulue. 

4.- Estimation du noyau potentiel à 1 Tinfini. 
00 

Soit y une probabilité sur G invariante à gauche par K, y la mesure de Radon X 
n=0 

y 1 1 et T le noyau potentiel de la marche aléatoire droite de loi y sur G. Si f 

est un élément de *é*(G) on a, Ff(g) = f(gx) dy(x), pour x dans G. Nous voulons 

J G 

étudier le comportement de Tf(g) quand g tend vers 1 Tinfini. 

Si n : G -* A + désigne l'application introduite au lemme 1, considérons la fonc­

tion positive a : G -* R définie par, si g € G , O (g) = illogn(g)|| [(21) proposi­

tion 8.1.2.1.]. Ce n'est autre que la fonction sous additive associée à la distan­

ce riemannienne sur G/K. On a alors la proposition simple suivante : 

Péférence : 

Il existe un entier a > 0 tel que, pour toute probabilité y adaptée sur G, inva­

riante à gauche par K, pour toute fonction f de ^_(G) , e

a a ^ g ^ Tf(g) tend vers zéro 

quand g tend vers l'infini. 

Démonstration : 

Il suffit de considérer le cas où f est une fonction de ë^(G) , biinvariante par 

K, grâce à la proposition 2 et à la formule de Plancherel on peut écrire, pour 

x € G , 

rf(x) = (T *f* e )(e) 
1 

[ w ] ( 2 n ) d / 2 

& f (v) 

l -3u(v) 
* (x) | C(V) I 2 d V 

d'où ITf(x)I < sup i 4> v(x)l 
1 

[w] ( 2 n ) d / 2 I 

3rf (v) 

l-'Sv(v) 
l c ( v ) l 2 dv 

mais , d'après le théorème 8.3.7.4. de (21), il existe a > O tel que 

sup 

cwc 
!* (x) I = <f) ( x ) < 

-aa(x) 
e 

, d'où la proposition. 

Comme on va le voir ensuite le comportement à l'infini de Tf dépend du premier 

moment de y . Le lemme suivant va nous permettre d'introduire cette notion et de 

retrouver simplement, dans notre cas particulier, les résultats de (8j) et (16). 

Lemme_4 : 

1) Pour une constante a > 0 et pour tout x de G, 

aO (x) < il 
sqd 

H(xk) dni (k) Il < a(x) 
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2) Pour tout x de A+ , si X est une racine positive de ( , cfe ) , j X (H (xk) ) dm^ 

est strictement positif. 
Démonstration : 

Il suffit de montrer 1) pour v appartenant à A. L'inégalité de droite vient du 

fait qu'alors sup i|H(xk)|| = i|H(x)|| = a(x) (_1_5) . 
k € K 

D'autre part, par l'inégalité de Jensen, 

- p JH(xk)j dmR(k) <log J exp {- p(H(xk))| drn^k) = log 4>Q(x) 
K K 

d'où M p|| | | J H(xk)dmK(k) Il > p | JH(xk)dmK(k)| > -log(j>o(x) > aa(x) 

par l'inégalité déjà utilisée dans la proposition 4. 

Pour montrer le 2) il suffit de considérer le cas où X est une racine positive 

simple. Si cette racine est par exemple X , et l'élément du groupe de Weyl 

associé, W j envoie Xj et 2X j sur -X j et -2X j et permute les autres racines positi­

ves [(21)Prop.1.1.2.5.] d'où w.p - p = -X. (m, + 2 m0, ) et 
1 1 À . Za 

1 

JK eXP { ~Xl^Xì + 2m2A])(H(xk))} dmK(k) = 4>_iW]p(x) - cO_.p(x) - 1 

Par l'inégalité de Jensen, J" X^ [H(xk)]dm^ ̂  0 , l'égalité n'étant possible que 

K 

si Xj [H(xk)] est nul pour tout k de K, ce qui est impossible si x € A+ comme on 

l'a déjà vu. 

On dit qu'une probabilité y sur G a un moment d'ordre un si J o(g) dy(g) est 

fini (11), c'est à dire, d'après le lemme si | IÌH(gk)ll dy(g) d m ^ k ) est fini. 

G x K. 

Si y est l'image de y*m^. par l'application H : G —> ife cette condition signifie que 

y ^ a un moment d'ordre un (en tant que probabilité sur ^) . On définit alors 

le premier moment de y comme le vecteur m(y) d e < Ì , égal au premier moment de y 

c'est à dire J H(xk) dy(g) dmR(k). 

(La probabilité étant invariante à gauche adaptée, m(y) a été introduit dans (8) 

comme étant la limite p.s de H [ i S i x i 1 
n 

où x^, i £ IN , sont des variables aléatoi­

res sur G indépendantes de loi y ) . D'après les lemmes 1 et 4 , pour toute racine X 

positive, X(m(y)) est strictement positif dès que y est adaptée (cf. JM6) . En par­

ticulier si cfe est de dimension 1 et si on identifie à R* , 
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J { H(xk) dm (k)} dy(x) a toujours un sens, est strictement positif et est 

G H K 

fini (égal à m (y)) si et seulement si y a un premier moment. 

Afin d'énoncer le théorème notons, pour 6 > 0 , %fe>^ le sous-cône de ào^ formé des élé-

9 
ments H qui vérifient À(H)_^> e llHll , pour toute racine positive À. La raison pour 

laquelle on introduit tfô^ est technique : on veut éviter l'étude des fonctions 

sphériques près des chambres de Weyl. Théorème 2 : 

Soit y une probabilité adaptée invariante à gauche par K sur le groupe semi sim­

ple G, T le noyau potentiel de la marche aléatoire droite de loi y . Alors 

Si dim & = 1, V f £ ^(G) biinvariante par K 

lim {exp 2p [logn(h)] } Tf(h) = ( 2 n ) d / 2 

h -+ œ 

/ Gf(g)dg 

m (y) 

la limite etant nulle si y n'a pas de premier moment. 

Si dim Ck> > 1, pour tout £ > 0 , si h € G tend vers l'infini de telle sorte que 

log TT(g) reste dans jfc- , si f e € c(G) , 

lim { exp 2p [log n(h)]i Tf(h) = O 
h -+ f» 

Démonstration : 

Rappelons d'abord rapidement les estimations de Harish Chandra [(2J) Th9.1.4.1. 

et Th9. 1.5.1.1 . Soit L l'ensemble d es combinaisons linéaires à coefficients dans 

IN d'un système f ondamental{ X ^ , X^* • • • 5 ^ t } de racines positives de (Cj , àò ) et R= 

[v + iv 0 ; V +£-à* , V n € c^*, tfe+j. Il existe une famille de fonctions [T, ,À€.L], T s i 
L 1 2 I z. z A O 

définies sur <>&* telles que v -* T( iv —p ) soient analytiques sur R et si 

*(V, h) - Z T, (iv-p) e ^ < :
H ) e -

X ( H ) , H = log h e ¿k+ 

alors e p ( H ) ç|> (h) = £ $(wv, h) c(wv). 
v w e w 

De plus [(2J) tome II p. 334] , s i À = X 
i=l 

n A X . , m-, 
X . i À 
r 

t 

i=l 
9 

il existe deux constantes positives ô et D telles que, pour tout v de R et À de L, 

¡ r x (iv-p)l % D 
ô 

Afin de montrer le théorème on peut supposer que f est un élément de "êc (G), biin-

variant par K . La fonction Tf est alors biinvariante et il suffit de considérer 

le cas où h tend vers l'infini en restant dans Exp J^^ (quand cfe est de dimension 

un, tout élément de tendant vers l'infini est rapidement dans do ) . Sous ces 
V 

hypothèses, en notant H = log h , on a, en étudiant Tf pour simplifier les nota­

tions : 
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e 2 p ( H ) r f % ) = 1  

[w] U T T T 7 2 

dsf -^f(v) 

(v) 
< O v ( h ) 

, , . , -2 2p(H) , 
Ic(V) I e v J dv 

1 

[w] ( 2 n ) d / 2 4 * 
4 f (v) 
df 

x 
w € W 

e p ( H ) <J)(wv, h) c(wv) lc(v)l 2 dv 

= <2ir! d / 2 

wxv 
-3ff(v) 

l--Su(v) 
e P ( H ) 4)(v, h) c(-v) 1 dv 

,T . 2p(H) r£,,x d ou e r f(h) = 

hdb dfg 3 f (v) 
l-"5y(v) 

r /• -> ÌV(H) (p-A)(H) . .-1 , Z r, (iv-p)e e c(-v) dv 

La démonstration s'effectue alors en quatre étapes. Utilisant l'égalité précé-

dent^ pour étudier la limite de e Ff(h) on montre en a) que seul un nombre fi­

ni de termes en À pose problème. Pour chacun de ceux ci, en b ) . On fait apparaître 

par un changement de variable la transformée de Fourier euclidienne de la mesure 

potentielle associée à la probabilité sur <fc , y^, introduite plus haut, multipliée 

par une certaine fonction. En c) on montre que seul le comportement au voisinage 

de zéro de cette fonction intervient. Ce qui nous permet, au d ) , d'utiliser le 

théorème du renouvellement appliqué à y^, pour déterminer la limite. 

a) Soit L' = [ X € L t.q. V (H) < p (H), VH G c £ £ ] . Vue la définition de c £ . , L' 

est fini et par la majoration rappelée au—dessus : 

limi 
h -* oo 

f (V) 

1- u(v) 
^ „ f. . iv(H) (p-A)(H) f -1 , 

À G L\L ' 

< Lim Òc Z 

~ h ^ oo x £ L\L' 
Sup II\(iv-p>l e ( P ~ À ) ( H ) 

V G R A 

<̂  lim (a D) I 

h -> oo ÀGL\L' 
m^ e ( p _ X ) ( H ) = O puisque H G ^ 

b) On est donc amené à étudier un nombre fini de termes du type 

^rf (v) 

l-r$y(v) 

r f. s iv(H) (p-v)(H) . -i , 
T^(iv-p)e e ' c(-v) dv 

soit encore 

1 im 
r S 1 ta* 

g f (v) 

l-rîy(v) 

j , v iv(H) (p-v) (H) , -i 
T A(rv-p) e

 v 'e H c(-v) dv 

La fonction V ->-£f (V) [l-r£y(v)J 1 est analytique sur l'intérieur de T, continue 

sur T et V -» T A(iv-p) e

l V ( H ) c(-v) 1 est analytique sur R. On peut donc, comme dans 
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la démonstration du théorème de Palev Wiener sur G de Helgason [ (2J_) lemme 9.2.3.3] 

puisque [ Vj+iup . Vj € et* , u 6 [O, 1] c: R O T , appliquer le théorème de Cauchy 

pour montrer que chaque terme précédent est égal à 

1 im 
r î 1 

df -$f (v+ip) 
l-r$y(v+ip) 

iv(H) -À(H) „ 0 . , . -1 , 
e v 'e y r^(iv-2p) c(-V-ip) dv 

Remarquons que si est l'élément du groupe de Weyl envoyant p sur -p et si 

est la transformée de Fourier euclienne de y ^ o n a 

*^y(v+ip) =^y(wQV-ip) 
f iw V H(xk) 

= e о dy(x)dm K(k) = ( W Q V ) 

c) Considérons d'abord, pour n fixé non nul 

1 im 1 im 
h ->°o r T 1 •iv/HvH^n} 

3Lf(v+ip) 
l-r^y(v+Tp) 

iv(H) —À(H) _ . F • N - 1 j 
e v 'e (iv-2p)c(-v-ip) dv 

Appliquant la proposition 2 à v^ = p , on voit que 1-r 3r y (v +ip ) ^ est, sur 

V , llvll_> ri , borne uniformément en r. Le théorème de convergence dominée et le 

lemme de Riemann—Lebesgue montrent alors que, pour tout À de LT, cette limite est 

nulle. 

Puisque (proposition 2 ) , iy$;y(v+ip)| = '^C^^W0V^' eSt strictement inférieur à un 

si v n'est pas nulle, la probabilité est adaptée sur àô ; en particulier, pour 

n assez petit, il existe une constante 3 > O vérifiant : 

V v € ci*, llvll < n , I l-rîu(v + ip) i > r l-^y(v+ip) > 

r Re 1 - y ^ (wqv) > r3llv|| 

soit alors g^(v) =^f(v+ip) T^(iv-2p) c(-v-ip) , c'est une fonction analytique 

sur <>fc* donc il existe une fonction M : cfe*-> <C , bornée sur v/llvll < n telle que 

si V e jb* , 

gÀ(v) = gÀ(0) + dg (v) + llvll2 M(v) 

La majoration précédente permet d'appliquer le théorème de Lebesgue pour montrer 

que 

1im 1 im 
h -* » r—> 1 llvll < n 

t ! 

1-rîy(v+ie) 

E - X(H) eiv(H) i l v | | 2 M ( v ) ] d v 

= lim 
h -> x ^ {llvll < n> 

l lvu 

1- y(v+ie) 

-A (H) iv(H) w . n , 
e e y M(v)] dv 

limite qui est nulle par le lemme de Riemann-Lebesgue. 

d) Alors, si h. est une fonction à support compact sur ai dont la transformée 

A 

usuelle h. vérifie au voisinage de zéro, 
hÀ (woV) = g À ( 0 ) + d g x ( v ) + 0 vil) ; 
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1 im 1 im 
h -» 1 rtl \\\>\\ <n 

(V) 

l-r$y(v) 
rx(iv-2p) c(-v-ip) 1elV(H) 

- A (H) , 
e v dv 

( 2 n ) d / 2 

1 im 1 im 
h -* oo r 1 

í 
hÀ(woV) 

1"r^(woV) 

iv(H) - A(H) 
e e 

dv 

( 2 n ) d / 2 

= 1im 1 im 
H -> oo rtl 

& h x ( v ) 

1-ry x(v) 

iw *v(H) - A (H) 

e o e 

dv 

( 2 n ) d / 2 

Or, si U est le noyau potentiel de la marche aléatoire sur M de loi y « (i.e 

Uf(x) = X 

n > 0 
I 

f(x+y) dy^ (y), si r G €(<£), x G A) et h. est fonction définie 
c A 

par lî^(x) = h.(-x), x G A, 

1 im 
r t l 

h x ( v ) 

l-ry^(v) 

iw v(H) 
e o v 

dv 

( 2 . ) d / 2 

= (2n)d/2 Uh, (w JH) 
À o 

Donc, yx étant adaptée transitoire, par le théorème du renouvellement sur {jfc (17), 
^ -\ 2p ~ 

. si d > 1. Uh^(wq H) tend vers zéro quand H tend vers 1Tinfini et h Tf(h) tend 

vers zéro. 

. si d = 1, si y (et donc yJS) nTa pas de premier moment la limite est aussi nulle, 

alors que si y a un premier moment égal a m(y), si par exemple on a choisi comme 

chambre de Weyl ck> = , étant la symtérie dans 1R , et m(y) strictement posi— 

tif, 

lim 
H -> oo, H G ci* 

Uh, (w ]H) = 

A O 

lim 
H-> + oo 

UhÀ (-H) = 
^ f e H A ( X ) D X 

m (y) 

ei 1 im 
h -» oo 

e2P(H)rf(h) . z 

A G L H -> oo 

n - -A(H) lim e (2n)d/2 Uh,(w ]H) 
A o 

= 1 im 
H -> oo 

(2n)d/2 UhQ ( w ^ H ) = (2ir)d/2 
^ h o ( x ) d x 

m (y) 

Pu isque h"o(x)dx = hQ(0) = gQ(0) = f(0) rQ(-2p) c(-ip) 1 

= l£f (O) = f(g)dg = f (g)dg 

(On a utilisé le fait que f s 1 et c(-i ) K i ( - i p ) ) 

K p ) 
= D 

Le théorème est démontré. 

Remarque : 

Les estimations du noyau potentiel associé à une loi gaussienne sur SI (3,Œ) de (6) 

montrent que lorsque d est supérieur à un il est possible que lorsque h tend vers 

l'infini dans certaines directions de do , h2prf(h) ne tende vers zéro que polyno-
mialement vite. 
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