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LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE
D'UN TYPE DE FONCTIONS ZETA GENERALISEES
par
Gilles LACHAUD

1. C.L. Siegel a démontré en 1925 le résultat suivant (cf. [M2]) : si F e Z[X,Y]

est une forme binaire irréductible sur Q de degré d > 3, la série
-5
Z.(s,F) = T |Fx,y)|
ol la sommation porte sur les (x,y) e Z? tels cue (x,y) # (0,0), converge pour
Re s > 2/d, et se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi-plan Res > 1/(d-1),

avec un seul pdle au point s = 2/d de résidu

v, = % J 17(1,%) |2/ ax.

Ce résultat a été repris et généralisé en 1934 par K. Mahler (cf. encore [M2]).
Soit M un ensemble fini de nombres premiers, posons
-1
Qlx,y) = 1 IF(X,y)lp
peM
en notant |x|_la valeur absolue p-adique d'un x ¢ Q, et soit Z?(M) 1l'ensemble des

vecteurs (x,y) e g? tels que (x,y,p) = 1 pour tout p ¢ M. Alors la série

L {Qx,y)/ 1F(x,y) [} °

ZM(S,F)

ol 1'on somme sur les (x,y) e g?(M), a les mémes propriétés que la série Zo(s,F),
mis & part que cette fois-ci le résidu au point 2/d4 est égal a
v n v,
© pem P

~N P
ol on a posé, pour p ¢ M,

P

1'intégrale portant sur les (x,y) ¢ Z; tels que max ([x|p,|ylp) = 1.

vV = f |F(x,y)]'2/d ax dy

Mahler dit sans préciser que si F est anisotrope sur R et sur Qp pour tout

D € M, alors la série Z,(s,F) se prolonge analytiquement a tout le plan complexe,

i
le seul pdle étant en s = 2/d, et que pour voir cela on peut utiliser "un vieux

théoréme de Mellin". Mais ce "vieux théoréme de Mellin" avait déja  été repris par
Mahler dans [M1], et ne permet pas de traiter le cas ol il y a des places ultramé-

triques (Il fournit seulement le prolongement analytique de ZO(S,F)).

Nous allons démontrer ici un résultat de ce type.
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~

2. On va supposer que F(X) = F(X1,...,Xn) est un polyndme 3 n variables et 3§ coeffi-
cients entiers, qui est quasi-homogéne, ce qui veut dire qu'il existe des entiers

K,k 5...,k tels que 1l'identité formelle
1 n

(QH) F(‘I‘k1X1,...,Tann) = ™ r(x)

soit satisfaite.

Dans cette hypothése, il est naturel de supposer que le pged de k.,...,k est

1 n
égal 4 1.

On peut faire la remarque suivante. Supposons que F soit anisotrope sur Q (rap-

pelons qu'un polyndme F ¢ K[X] est dit anisotrope sur le corps K si les relations

x e KP et F(x) =0 impliquent x = 0). Alors si F vérifie la relation (QH), les nom—
bres k,k1,...,kn sont déterminés de fagon unique par F. En effet, si on remplace
toutes les variables par 0.sauf une, disons X;, le polyndme F(O,...,Xi,...,o) est
non nul ; si di est le degré de ce polyndme, la relation (QH) montre que c'est en
fait un mondme et implique 1'identité diki = k ; on voit donc que k est le ppcm de
d1,...,dn, d'ol 1l'assertion. Introduisons les notations suivantes. Si M est un ensem-—

ble fini de nombres premiers, on pose, pour p € M et pour x € g;,

Hx|¥ = Max (|x1|P,...,|xn]p) ;
et on note Z"(M) 1'ensemble des x ¢ Z° tels que ”x|g = 1 pour tout p € M, autrement

dit tels que

(x1,...,xn,p) =1 si peM

~

Si F e §£X1,...,Xn] est un polyndme & n variables, on posera, pOur Xx € gn,
F (x) = |F(x)] T |F(x)]
M o peM P
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme. Soit F ¢ Z[X1,...,Xn] vérifiant la relation (QH) et soit M un ensemble

fini de nombres premiers. Supposons F anisotrope sur R et sur QP lorsque p € M
Alors la série
-s
(1) Zy(s,F) = Zn B, (x)
xeZ (M)

converge pour Res > K = (k1+...+kn)/k et se prolonge en une fonction méromorphe dans

le plan complexe, avec un unique pdle en s = Kk, de résidu égal 3

(2) v, =V I V_,
Mo g P

ol

O A
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et ol

(%) LIESTIE

v =
Il =
Remarques. 1) Ce résultat est connu lorsque F est homogéne et lorsqu'il n'y a pas de
places ultramétrigues (c'est-a-dire lorsque M = ¢). En voici un bref historique sous
ces hypothéses. Le cas des formes quadratiques est classique : ce sont des fonctions
z8ta d'Epstein. Lorsque F est homogdne de degré supérieur d 2, ce résultat a été
obtenu par Mellin puis généralisé par Mahler, (cf [M1]), en utilisant la for-
mule sommatoire d'Euler-Maclaurin.Ensuite Bochner (cf. [B]), dont l'article a été
développé par Randol (cf. [R]), a démontré ce résultat en appliquant la formule de
Poisson & la fonction F ° convenablement régularisée. Bochner voit la fonction
Zo(s,F) comme la trace de la fonction Z&ta de 1'opérateur F(3/9x) (qui est ellipti-
que puisque F est anisotrope sur R) sur l'espace compact BF/Z? (Le cas &tudiéd ici,

lorsque M = ¢, est celui des opérateurs semi-elliptiques). Enfin, An (cf. [A]) a

obtenu ce résultat en reprenant la méthode de Riemann : c'est celle que nous allons

utiliser.

2) Supposons F homogéne de degré d. Si F est anisotrope sur le corps Ep pour
tout p ¢ M, autrement dit si x ¢ gP(M) implique |F(x)|p = 1, alors la fonction
ZM(S,F) s'exprime simplement en fonction de Zo(s,F) ; supposons pour simplifier que

M soit réduit & un seul nombre premier p. On a alors

Z(s,F) =) Fx)®= 7§ ¥ F(p%)~®
° k=0 n
by XeZ (p)
- (1 _ p_dS)—1 Z F(X)—S
Xez" (p)

—ds -1
(1-p7) 2z (s,F)
p
Mais une forme homogéne peut &tre anisotrope sur gp sans 1'@tre sur EP ; considérons,
par exemple, la forme
2 2
F(x,y) =x~ +ay",

avec a = pku ol (u,p) = 1 lorsque p # 2. Si k est impair, ou bien si k est pair et

si -u n'est pas un carré de Ep’ alors F est anisotrope sur gp, mais |F(O,1)]P = p_k.

3) Voici un exemple d'application du théordme. Soit q un nombre entier, notons

¢q(X) le g-iéme polyndme cyclotomique, de degré ¢{q), et posons

= b))
Qq(X,Y) =X ¢q(¥/x).
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Puisque ¢q n'a aucune racine réelle, la forme Qq est anisotrope sur R ; et si p#1

(mod. q) elle est aussi anisotrope sur gp. Posons

F(x¥) = 0 (ex,v®)

ol ¢, d, 4' sont des entiers naturels ; si p#1 (mod. q) pour tout p € M, le couple

(F,M) satisfait aux hypothéses du théoréme.

4) A 1'aide du théoréme d'Ikehara (cf. [Lgl, ch. XV), on déduit immédiatement

du théoréme le

Corollaire. Posons, pour t > 0,

N(t) = # {x e 2°(0)|Fy(x) s t}.

On a alors

-1 K
N(t) ~ Vyt

lorsque t tend vers 1l'infini.

On peut préciser ce résultat : on renvoie 3 [L] pour plus de détails sur ce gen-

re d'estimations.

2. Pour démontrer le théordme, on va introduire la série théta :

(5) 0y(t.F) = ] exp (-tFy(x)) (+>0) ;
xez™ (M)
On passe de cette série & la fonction ZM(S,F) par une transformation de Mellin :
® -1
(6) Zy(s,F) = J %77 0y (t,F) at ,
0

tous problémes de convergence mis a part.

Puisque par hypothése le polyndme F est anisotrope sur QP’ il existe un nombre
cP > 0 tel que

(1) IF(x)IP z ey
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lorsque x € 9; et "x”P = 1. En notant cy le produit des c , on a donc, lorsque

n M
xe 2 (M),
(8) FM(x) z ey |F(x)].
Posons par ailleurs, pour x = (x1,...,xn) ¢ R,
i
) Ixlg =1 k)t

ol a; = k/ki, les nombres k, k1,...,kn étant ceux qui figurent dans la relation
(QH). L'ensemble des x € Bé tels que |x|d = 1 est compact. La fonction F ne change
pas de signe sur BP'— {0} puisqu'elle est anisotrope sur R. On supposera, quitte
a changer F en -F, que F(x) > 0 si x # 0. Si on note R la borne inférieure de F
sur le compaect Ix,d =1, qui est strictement positive puisque F est anisotrope sur

R, la relation (QH) implique
(10) F(x) 2 ey |x|y

I1 s'ensuit que l'on a, avec c = cOcM,

(11) FM(x) > clx]d six e z(M).

Ceci montre que la série eM(t,F) converge pour t > 0, puisque la relation (11)

implique

(12) eM(t,F) < .ﬁ

43
Y exp (—ct|x| )
1 z

1

En suivant la méthode habituelle, on va couper 1l'intégrale (6) en deux en posant

+
ZM(s,F)

J 871 0, (t,F) at ,
1

]
Z&(S,F) Jo £ 6, (t,F) at 3

la relation (12) montrant que

-N
GM(t,F) << t

quel que soit N > O lorsque t tend vers 1'infini, on en déduit que la fonction

+ ox - . . e s .
ZM est une fonction entiére. Pour &tudier la fonction ZM’ on va utiliser le résultat
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suivant, en reprenant les notations du théoréme :

Lemme 1. Lorsque t tend vers 0, on a, pour tout N > v,

—K N
(13) By (t,F) = t7 v + 0(t")

M
ZM(S,F) dans le méme domaine) et se prolonge au plan complexe avec un pdle en

I1 s'‘ensuit que l'intégrale Z , converge pour Res > K (dol la convergence de la série

s = K de résidu VM 5 Le théoréme est donc complétement démontré une fois établi le

lemme, ce qu'on va faire maintenant.

Pour cela, nous allons écrire la série 8(t,F) dans le formalisme adélique (cf.

[Lg] et [W]

Pour tout nombre premier p, on note ¢_ (resp. P_) la fonction caractéristique de
1'ensemble ”xlp < 1 de g; (resp. de l'ensemble "x"P = 1). Soit A 1'anneau des add-

les de Q ; pour x = (xp) € éé, on pose

helx) = T op(x)) T (x)

X
peM L péM L

de telle sorte que
z°(M) = {x € Q?IwM(x) =1}

La fonction FM(x) s'étend naturellement & A" si on pose

Fy(x) = [F(x )| HlF(xP)lp s

et il vient

—tFM(x)
GM(t,F) = 3 n wM(x) e

XeQ

Pour obtenir le comportement asymptotique de 8(t,F) lorsque t tend vers O, on va

appliquer la formule de Poisson & la fonction
= _ n
E (x) = yy(x) exp ( tFM(x)) (x ¢ A)

pour cela vérifions que la fonction Ey satisfait aux conditions qui permettent de

lui appliquer cette formule. Pour une fonctién f définie sur AP, on a la relation

£(x) = (&)
szn * EEQH
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dés que f satisfait les quatre hypothéses suivantes(cf. [Lgl ch. XIV § 6 , et [W]
ch. VII § 2)

a)*f est intégrable ;

b) la série |} N f(x+y) converge uniformément si y est dans un compact de AP ;

XeQ

AN . »
c) T est intégrabdle ;

~
d) la série J _ |f(£)| converge.
n
€eQ
Tout d'abord la fonction E, est intégrable puisqu'elle est majorée, vu la

relation (11), par la fonction décomposable
wM(xf) * exp (—cthold)

en notant %o la projection d'un x € AP sur le produit des facteurs ultramétriques ;
et cette derniére fonction, qui est dans l'espace des fonctions standard sur AP
(cf. [W], loc. cit., déf. 3) vérifie les conditions a) et b) ; il en va donc de
méme pour la fonction E .

A
Lemme 2. La fonction Et(E) est nulle si £, est hors d'un compact ; on a

o - «
(1) Et(O) =Vt
et pour tout N > 0,

A N-k -N
(15) E(8) <<t 7 IE |y -

Admettons le lemme 2, et soit C la fonction caractédristique du compact hors duguel

ﬁ; est nulle. On a donc
~ -N
E () << c(g,) |g |y

ce qui prouve -que ﬁ; est intégrable et que la condition c) d'application de la for-—
mule de Poisson est satisfaite.

Vérifions la condition d) : puisque ﬁ; n'est non nulle que lorsque Ef est dans un
compact, elle n'est non nulle pour & e Qn que lorsque & est dans un réseau I' de gn;
si w est un entier tel quel < WZP, on-a donc, vu la relation (15), et en sommant
sur & # 0,
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N-x -N
(16) gzgn B (E) <<t gggn Ve | o

on peut donc appliquer la formule de Poisson & E, 3 il vient
A A A
O (t,F) = ] B (x)= ] E(E)=EI(0)+ ; E (£)
XxeQ EeQ £F0

-K
VM t

+ R(t),

ol R(t) est 1l'expression de gauche de la formule (16) ; d'ol la relation (13) du
lemme 1.

Il ne reste donc plus qu'ad démontrer le lemme 2. Remarquons tout d'abord que la
Formule de Taylor, le fait que F soit anisotrope sur gp, et 1'inégalité ultramétri-

que impliquent qu'il y a un nombre Ep > 0 tel que, lorsque X,y € gp on ait
F(x+ = |F(x
Fxwy)], = [P0,

dés que “x" =1et ”y" < €y Il s'ensuit que la fonction E, est constante sur les
classes x+K, ol K est le sous—-groupe ouvert compact de AR des points x = (x ) véri-

fiant "xp"p < 1sipéMet "xp"p <e_sipeM 81 X est le sous-espace dual de K,

Y
il s'ensuit (cf. la démonstration de la prop. 2 du § 2, ch. VII de [W]), que la

A
fonetion Et(E) est nulle si Ef ¢ ﬁ, ce qui établit la premiére assertion du lemme 2.

Si les nombres k,k1,...,kn sont ceux pour lesquels on a la relation

k, k K
(QH) F(t X500t nxn) = t* F(x),

posons d; = k/ki et soit D(t) l'application linéaire de EP

-1/4, -1/a,

D(t) : (x1,...,xn) —> (t Kiseeest xn);

La relation (QH) se réécrit
(17) t F(D(t)x) = F(x),
et on a, pour toute fonction f e $(R"),

(18) J o flx) ax = t_F:I o TO(6)y) @
R R

avec K = (k1+---+kn)/k, comme on 1'a défini dans le théoréme
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Posons, pour & € B? et T >0,

ﬁo(T,E) = j n &XP - (2im<x,E>+TF(x)) dx
R

en notant <,> le produit scalaire dans 1'espace & n dimensions. Les relations (17)

et (18) impliquent que 1l'on a

T"K§O(1,D(T)g) .

(19)  E(T,E)
Si £ =0, ona

T,0)

(20) £

o ( 7 JR“ exp (-F(x)) ax ;

S8i £ # 0, la fonction exp (-F(x)) est dans Y(Bn) 5 on a donc, avec la notation (9),

=N

(1) E (1,8) «< [g]]

pour tout N > 0, et puisque
(el =7 g
d a°’
il vient, vu (19) et (21), 1'inégalité
A -K, N -1
(22) E (T,E) << T (T']£]).

A~ S
Le calcul de Et(g) se raméne & EO(T,g). En effet, posons

n _ n -
Q,M-n_gp,dxM-ndxp;

peM peM
et si Xy = (xp) € QM’ on écrit
x(x) = 1 x (x),
“u peM P

ol Xp est le caractére de Tate de gp (cf. la démonstration du thm. 3, ch. IV, § 2
de [W] ou [Lgl, ch. XIV, § 1). Posons enfin

= n =
Uy = {x e Qylx ), =1 pour peMj

Avec ces notations, et puisque les fonctions @p sont leur propres transformées de
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Fourier lorsque la transformation de Fourier est définie par le caractére de Tate,
il vient

(23) E (£) = pLIM 05(8) By (EaE.)

avec

(24) ﬁ;(gM,go) = I x(<xM,gM>) @L(t FM(xM),go) dxM .
U
M

Si £ =0, on a, vu la relation (20),
£ (0,0) =t | F(x ) "ax (-F(x_))
LA A M *u M | n X (FFlxg)) dx,
UM R
-K -
= v, T J IF(xP)I ! &
peM "xﬂp=1 p P
-K
=t VM

d'ol s'ensuit la relation (14) ; si d'autre part on pose T = t FM(xM)—1’ la rela-

tion (7) implique que si xyelUponalsec % et donc,

M

B (6 Fy(x,),8,) = B (T,6.) << &% [g |8

comme on le déduit de (22) ; cette estimation, jointe & (23) et (24), prouve la

relation (15) et le lemme 2 est démontré.
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