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EXPOSE 5

LES FEUILLETAGES MESURES

par A. FATHI et F. LAUDENBACH

§ [ . - Définition. Le théoréme de récurrence de Poincaré
La formule d'Euler-Poincaré
§ II . - Feuilletages mesurés et courbes simples
§ III . - Les courbes comme feuilletages mesurés
Appendice (V. Poénaru). - Spines des variétés de dimension 2

§1. - DEFINITION. LE THEOREME DE RECURRENCE DE POINCARE

LA FORMULE D'EULER -POINCARE

I. 1. Définition. Soient M une surface (1) et ¥ un feuilletage de M avec singularités

isolées. On appelle mesure transverse invariante une mesure p définie sur chaque

arc transversal au feuilletage et vérifiant la propriété d'invariance suivante :
Soient o, B8 : [0,1] » M deux arcs transversaux a &, isotopes a travers
des arcs transversaux dont les extrémités restent dans la méme feuille ;
alors, (o) =u(B) .

Si 1'arc passe par une singularité, la transversalité s'entend en tout point de 17 arc

appartenant a une feuille réguliére.

N.B. Dans la suite, on se limite au cas ou la mesure est réguliere par rapport a la
mesure de Lebesgue : chaque point régulier admet une carte lisse (x,y) ou le feuille-

tage est défini par dy et la mesure sur chaque arc transverse est induite par dy .

(t)

La théorie peut se faire pour des surfaces non orientables. Pour simplifier , on
supposera M orientable.
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EXPOSE 5

[. 2. Singularités permises a 1'intérieur.

Pour chaque entier k= 1, on considere la singularité de la forme quadra-
tique holomorphe zkdz2 . On considere

J k., 2 _ I"k/z(r

Im 'z dz 2+k

cos(—z—— 6)de + sin(-z-zi—k— 6) dr)
qui est une forme de degré 1 bien définie au signe pres. Elle définit donc un feuilletage
mesuré dont 1'origine est une singularité isolée admettant pour séparatrices les demi-

droites r= 0, % 6 =0mod 7 .

On choisit pour modele de la singularité un domaine compact contenant 17 ori-
gine, limité par des arcs transversaux au feuilletage (faces) et des arcs contenus

dans les feuilles (cbtés).

Remarque. Soit « une forme différentielle fermée de degré 1 sur M, (oM =¢) ,
dont les singularités sont de Morse (propriété générique). Supposons qu'en plus w
n'a pas de centre (point critique d'indice O ou 2) , alors w définit un feuilletage
mesuré. Il est facile de voir qu'un feuilletage mesuré est défini par une forme fermée
si et seulement s'il est transversalement orientable dans le complémentaire des singu-

larités.

I. 3. Singularités permises au bord.

Les points réguliers du bord sont ceux ou le bord est transversal au feuille-
tage ou bien ceux au voisinage duquel le bord coincide avec une feuille.

Les points singuliers admettent pour carte la trace des modeles ci-dessus
sur le demi-plan supérieur si k est pair, ou sur le demi-plan de partie réelle négative

si k est impair.
Finalement, dans tout ce travail, étant donné un feuilletage mesuré (3,u)

sur la variété M , chaque point de M admet pour voisinage un domaine de carte

feuilletée isomorphe a l'un des modeles de la figure 1 .
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FEUILLETAGES MESURES

N\
/-

Point régulier Point singulier Point singulier
intérieur intérieur (k = 1) intérieur (k = 2)

=~

Points réguliers sur le bord Points singuliers sur le bord

Figure 1

N.B. Dans la carte d'un point singulier, on conviendra que les séparatrices appar-
tiennent a des plaques différentes. Ainsi, dans M , toutes les feuilles sont-elles

difféomorphes a des intervalles de IR ou a s'.

1.4. Bon atlas.
Si M est compacte, il existe une constante ¢ 0 et deux recouvrements finis

U. V. ar des domaines de cartes vérifiant

1 M= LU (intU) ;
J€J J

2° Pourtout j€ J, U.c V. etles faces de Uj sont contenues dans les faces

de VJ (figure 2) .

Figure 2
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0
(toutes les distances sont comptées le long des transversales au sens de la mesure

3° Tout point des cotés de Uj est a une distance supérieure a e, des cbtés de VJ

invariante) ;
4° Chaque point singulier n'appartient qu'a une carte U, ;

5¢ L'intersection de deux cartes U‘J1 et UJ2 (resp. VJ1 et VJ.2 ) est un rectangle :

Pour satisfaire cette condition, on choisit un champ de droites transversales au feuil-
letage sur le complémentaire des singularités et on impose aux cartes d'8tre assez

petites et a leurs faces d'étre tangentes a ce champ.

I.5. Théoreme (récurrence de Poincaré). Soit M une surface compacte équipée
d'un feuilletage mesuré (3,u) . Soit o« unarc (£ [0,1]) de dM, transversal a
& en tout point de int o, et x une de ses extrémités. Alors la feuille ]“x issue de

X Vva, soit a un point singulier, soit au bord.

Démonstration. On va utiliser 1'atlas 1.4. Supposons que LX n'aboutisse pas a une
singularité et tronquons « pour que l'on ait p(a)= ¢ < € et que, pour tout y € a,
la feuille Ly ne s'arréte pas a une singularité. J'affirme que, si Lx ne recoupe

pas le bord, on a une immersion injective ® : o X 1R+ + M, ou ®({y} ><]R+) = Ly
pour tout y € « .

En effet, si P est une plaque de Lx dans U.l , elle est dans le bord d'une
bande de Vi , d'épaisseur e ne contenant aucune singularité d'apres 1'hypothese
faite sur o ; si deux plaques de LX se recouvrent, les bandes en question se recol-
lent par les propriétés de 1'atlas. D'oll une immersion ¢ . L'injectivité tient a ce
que 43-1(&) = o X {0} et que par tout point de 1'image de & ne passe qu'une feuille.

Soit z un point de récurrence de la feuille LX ; sioz€ Ui , 1l existe une
infinité de bandes de largeur e, composantes de Im & N Vi . Or deux bandes distinctes

sont disjointes. Impossible. c

Corollaire. Si une feuille L n'est pas fermée dans M - sing § , et si a estun arc

transversal a & coupant L , alors « (M L estinfini.

Démonstration. Il suffit de montrer qu'il est impossible que « M L soit une extrémité

de « . Pour cela, on coupe M le long de int « et on obtient M' équipé du
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FEUILLETAGES MESURES

teuilletage induit 3' . Si C est la courbe de d M' provenant de a, lelongde C
37 présente la configuration de la figure 3 avec deux singularités S4 et S5 corres-
pondant aux extrémités de o ; a L correspondent deux feuilles Lg et Ld de &'

issues de 51 .

Figure 3

D'apres le théoreme, Lg (resp. Ld) aboutit a une singularité de 3' ou au bord de M' .
Si ce bord est C , de l'hypothese faite sur « , on déduit que Ld = Lg , donc que L
est fermée (contradiction). Sinon, considérant M' contenu dans M , Lg et Ld
aboutissent a des singularités de & ou au bord de M ; donc L est fermde (contra-

diction). -

I. 6. La formule d'Euler-Poincaré.

Soit M une surface compacte équipée d'un feuilletage ¥ ayant les singula-

rités admises en 1.2 et [.3. On rappelle que chaque composante du bord est
(A) ou bien transversale a & ,

(B) ou bien un cycle de feuilles (réunion finie de feuilles et de points singuliers).

A chaque singularité s, on associe un entier Ps

P_ = nombre de séparatrices, si s € intM ousi s€ oM (cas (B)) ,

P_ = nombre de séparatrices + 1, si s€ aM (cas (A)) .
Formule : 2x(M) = T (2- P.)
sing &

Démonstration. On commence par se ramener au cas ol 3M ne contient pas de singu-

larité selon la procédure de la figure 4. En poussant ainsi chaque singularité du bord
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EXPOSI 5

vers l'intérieur, on conserve l'entier Ps selon les conventions fixées plus haut.

s . 1 . . . s . . , .
Désignons par & 1'ensemble des points singuliers a nombre impair de séparatrices,

X N
N N\

Figure 4

" . . . -
Z l'ensemble de ceux dont le nombre de séparatrices est pairet T =2 (2

On a un homomorphisme d'orientation du fibré tangent a &
171(M—E) — Z/2

11 définit un rev&tement a 2 feuillets qui se prolonge au-dessus de T et se ramifie
au-dessus de £' . On a donc un revétement ramifié p: M= M, ou M est équipé
d'un feuilletage singulier orientable g , que l'on peut penser comme engendré par un
champ de vecteurs X ; sl s est une singularité de ¥ , alors PS est un entier pair

~ P
etl'indicede X en s est ——=+ 1 . Puisqu'il n'y a pas de singularité au bord,

2
on a
~ o PS
x (M) = I _ indice = :N("‘2'-T1)

sing X sing &

or x(M) = 2x(M)—cardE' et T _1 = 2cardZ" +card Z!
sing &

Enfin, si p(s) € =", P, = Pp(S) , mais s posséde un "jumeau" ; si p(s) € T,
F‘S =2 Pp(s) . En regroupant ces égalités, on a la formule cherchée. O

N.B. Dans les applications numériques, ne pas oublier que PS =z 3.

I. 7. Courbe guasi-transversale.

On dira qu'une courbe y est quasi-transversale a 3 si chaque composante
connexe de y - sing § est ou bien une feuille ou bien transversale a 3§ . De plus, au
voisinage d'une singularité, un arc transversal n'est pas dans un secteur adjacent a un
arc contenu dans une feuille (figure 5) et deux arcs transversaux sont dans deux secteurs

distincts.
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feuille

p

/ I'igure >

Proposition. Il n'existe pas de disque D a bord anguleux, avec ¢D=alL £, ou «

est un arc contenu dans une feuille et £ un arc quasi-transversal.

Démonstration. Supposons qu'un tel disque existe. Soit N = D2 , le double de D

le long de B ; N est muni d'un feuilletage avec singularités permises. Mais

x(N) > 0, ce qui contredit la formule d'Euler-Poincaré. C

Remarque. De la méme facon, on voit qu'une courbe fermée immergée quasi-transver-

sale @ ¥ n'est pas homotope a zéro.

§II. - FEUILLETAGES MESURES ET COURBES SIMPLES

II. 1. Notations. MF(M) ou M3 , lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, désigne 1'ensem-
ble des feuilletages mesurés avec singularités permises, défints sur une surface com-
pacte donnée M , quotienté par les deux relations diéquivalence suivante

- lisotopie,

- opérations de Whitehead
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(Il faut préciser que si les deux singularités sont sur le bord, on ne contracte que si

la feuille connectante est sur le bord.)

N

Rappelons que 4 désigne 1'ensemble des classes d'homotopie ( = d'isotopie) de
x
courbes fermées simples, C - par morceaux, non homotopes a zéro et non isotopes

a une courbe du bord.

. s
m.2. I, : 03— R;

Soit (3 ,x) un feuilletage mesuré et y une courbe fermée. On pose
uly) = Sup (T ;.'(oai)) ou PR sont des arcs de y , mutuellement disjoints et
transversaux a ¥ etoule sup est pris sur toutes les sommes de ce type. Autrement
dit, u(y) est la variation totale de la coordonnée y le long de y dans un atlas qui
définit le feuilletage mesuré. Cette quantité est aussi notée par Thurston B & .
Soit o un élément de A ; on pose

I1(3,k;0) = inf p(y)
vyEQ

C'est évidemment un invariant d'isotopie ; d'autre part, si (3 ,u) et (3',n "
se déduisent 1'un de 1'autre par une opération de Whitehead, alors, pour chaque courbe
y € ¢ etchaque ¢ >0, il existe y' € 0 telleque |p(y)-pt(y")| < e (figure 6).

NI
SN

Figure 6

78



FEUILLETAGES MESURES

Cela suffit pour assurer que la formule ci-dessus définit une application

I s 05 o RY
* +

(I, (E,p),0) = 1(3,p;0)

II. 3. Proposition. Si y est quasi-transversalea 3 , alors
wly) = 13,k ;0)

ou o estla classe d'homotopie de y .

Démonstration. Soit y' € 0 ; si y et y' sont disjoints, y et y' limitent un
anneau A . D'apres le théoreme de récurrence de Poincaré, presque toute feuille
rentrant dans A en un point de y recoupe le bord ; pour des raisons d'indice
(proposition 1.7), elle ne peut recouper y ; donc p(y)=< p(y') .

Si y et y' ont des points communs, on proceéde comme suit : on commence
par mettre y' en position générale par rapport a y au sensou y' -7y ne contient
qu'un nombre fini d'intervalles ouverts ; ceci se fait par une approximation qui per-
turbe la mesure arbitrairement peu. Puisque y et y' sont homotopes, il existe un
arc o' dans y' etunarc « dans y , tels que int « MNinta' =9, et qui bordent
un disque D (proposition 10 de 1'exposé 3). Presque toute feuille rentrant dans D en
un point de « recoupe le bord. Donc pla)< p(a') . Si y' =a' UB', onpeut
former y" =a" U B" avec "=« et B"=B8'. Ona u(y") < p(y') et
no(y" -y) < no(y‘ -y) . Donc, par récurrence sur o ¥' -vy) , onprouve que

gy = wly) . C

Pour trouver les classes de § qui contiennent des courbes quasi-transversa-

les, on a besoin du lemme suivant concernant 1'application d'holonomie.

II. 4. Soient y un arc (arc = arc compact) dans une feuille et « , B deux arcsdisjoints
transversaux partant chacun d'une extrémité de y , tous deux du méme c6té. Notons
L, la feuille passant par a(t) ; «(0) et B(0) sontles extrémités de y dans L, -
On choisit les paramétrages de sorte que
B (Ta0), alt)]) = x ([8(0), B(t)]) =t
I1 existe un germe d'application d*holonomie
h')/ . (O(, O‘(O)) . (ﬁy B(O))
caractérisé par la propriété suivante : hy est continue et si hy (aft)) est défini, on
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a hy(a(t)) € Lt ; 1'invariance de la mesure p signifie que hy est une isométrie,
c'est-a-dire que hy(a(t)) = B(t) ; on note {yt} la famille continue d'arcs, telle que

Yo=Y ¥ C Ly ety joint a(t) a Bt) .

Lemme de stabilité. Si hy est définie sur 1'intervalle ouvert Ta(()),a(to)( , alors
les points oz(to) et B(to) sont joignables par un arc yto qui est contenu dans la réu-
nion d'un nombre fini de feuilles et de points singuliers et qui est la limite des arcs

7o t€ [0tyf

4 7
Figure 7 Y Y,
De plus, il existe une immersion H: (0,1 7 x EO,tOJ + M quiest C7allin-
térieur et telle que 1'on ait H([0,1] x {t}) = ¥, pour tout t € [O,tO] .
L'obstruction a prolonger hy au-dela de a(to) est due aux situations suivan-
tes : - « (to) (resp. B(to)) est une extrémité de « (resp. B) ;

- y(to) contient une singularité.

Preuve. On utilise le bon atlas de 1.4 et les notations Uj’ Vj’ €y - On peut évidem-
ment se ramener au cas ou t() <ey ou l'arc [a(0) ,a(to) 1 est contenu dans une carte

Vio et ol 1'arc [B(O),B(to)] est contenu dans une carte Vj . Recouvrons alors 7y,
) 1

par des cartes UO = UJO s U1 ye s ,Un = UJ1 ; la numérotation est choisie en sorte

qu'il y ait pour chaque i une plaque P(.l) de Ui , contenue dans U N Y0 vérifiant

POi N Pg =@ sauf si |j-i] =1 ; bien siir, la numérotation peut repasser plusieurs

fois par la méme carte .
Considérons la réunion Xy =V {Pf) te {O,toj

qui coupent [ a(0) ,a(to)] ; la singularité éventuelle de V0 ne peut se trouver que sur

}  des plaques de V0

la plaque P(? sinon 1'application d'holonomie ne serait pas définie sur [a(O),a(tO)[ .
Si on passe dans la carte V1 , on trouve une intersection XO N \/’1 qui est un rectan-
gle d'épaisseur t,, d'apres les propriédtés du bon atlas. On fabrique la réunion X1

des plaques de V1 qui rencontrent XO N V1 et on continue ainsi de suite. [
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Remarques. 1) Ce lemme nécessite la mesure invariante ; voici un contre-exemple

dans le cas ou il y a une holonomie non triviale.

Figure 8

2) Le méme lemme est vrai si Yo Passe par des singularités dont les séparatrices

sont du cbté opposé a o et B .

II. 5. Corollaire. On suppose que M n'est pas le tore T2 . Soit ¥y un cycle de
feuilles ; ou bien y passe par des singularités et il existe des séparatrices de part

et d'autre de ¥y ; oubien y appartient a un "anneau maximal" A dont les feuilles inté-
rieures sont des cycles ; une composante de oA qui n'est pas dans ¢M est un cygle

singulier.

II. 6. Proposition. Soient y une courbe fermée simple (connexe) sur la surface M
et (3,u) un feuilletage mesuré. Si y sépare M en deux composantes,

| = '

M M1 & M2 ,
lequel My ""collapse' ).

-

on notera I (i=1,2) un "spine" de M, i.e. : 1-complexe sur

1° Si I(F,u; [yD#£0, ilexiste (F',u') équivalenta (F,z), tel que y soit

transversale a 3' en évitant les singularités.

22 Si I(5,p;[y])=0, il existe (&',u') équivalent a (F,u) vérifiant 1'une ou
1'autre des deux conditions suivantes (non exclusives) :

(i) ¥ estun cycle de feuilles de &' ;

(ii) y sépareet, pour i=10u2, Ei est un ensemble invariant de &' .
Cette situation ne peut arriver que si 1'ensemble des liaisons entre les feuilles possede

des cycles.

Remarques. 1) Si on s'interdit de modifier & , on obtient seulement le résultat
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beaucoup plus faible que ¥ est homotope a une immersion quasi-transversale a & ;

d'ailleurs, cette immersion est une limite de plongements.

2) La figure 9 illustre la situation du 2° (ii) de la proposition. Le feuilletage de la

surface de genre 2 est obtenu par "élargissement" de la courbe C (voir § III).

C feuilles singulieres

Figure 9

Nous démontrerons simultanément le critere suivant, utile pour plus tard

Critere de minimalité : Les deux assertions suivantes sont équivalentes
° o) >1@,u; D ;

0 et X, de y appartenant a la méme feuille L de sorte que :

- xOUx1=ac , ou ¢ estunarcde L,

2° ]l existe deux points x

=3c', ou c' estunarcde y ,

- ¢cUc' =23D, ou D estun 2-disque.

Démonstration. On peut supposer y = o, * ;31 *ok X Bk *oexa ¥ Bn
ou les arcs o sont transversaux a 3 et ou les arcs ﬁj , éventuellement réduits a
un point, sont dans une réunion finie de feuilles et de points singuliers ; la numérota-
tion est cyclique. Si l'on n'a pas au départ une telle décomposition, ou bien on 1'obtient
dans chaque carte par isotopie isométrique, ou bien il existe une carte dans laquelle la
conclusion 2° du critére est visible et une rectification abaissant la longueur conduit a
une décomposition finie.

Ceci étant, on a, pour Bk les configurations de la figure 10. Par définition,
(1) est la configuration ou le lemme II.4 est applicable ; dans (2) et (3), B, contient

au moins une singularité et I1I.4 n'est pas applicable ; dans (4), Bk ne contient pas

82



FEUILLETAGES MESURES

de singularité.

\/ﬁk a
(1) o o (2) /A\

k k+1

(3) //\\ (4)

Figure 10

Dans (1), la conclusion 2° du critére est visible. D'autre part, j'affirme que,

Si pour tout k , ﬁk n'est pas dans la configuration (1), alors 7y est isotope & une

courbe guasi-transversale de méme longueur ; c'est-a-dire que g(y) est minimal

d'apres II.3 et 1'affirmation achéve de prouver le critere de minimalité. Pour prouver
1" affirmation, on remplace chaque configuration (4) par une transversale ; les confi-

gurations (2) et se modifient comme sur la figure 11 . O

\/
AN

Poursuivons maintenant la démonstration de la proposition. Comme dans la

Figure 11

preuve ci-dessus, les Bk du type (4) sont remplacés par des transversales et ceux
des types (2) et (3) peuvent &tre supposés avoir pour extrémités des singularités.
A ce point, ou bien y est un cycle de feuilles (conclusion 2° (i) de la propo-
sition), ou bien on peut concentrer en un point chaque feuille contenue dans v . En
éclatant alors les singularités obtenues (figure 12), on se ramene 2 la situation ol

tous les arcs ﬁk sont du type (1) . A partir de 1a, la récurrence se fait sur le
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nombre d'arcs de y contenus dans une feuille. S'iln'y en a pas, 7y est transversal

au feuilletage (conclusion 1°).

Figure 12

Sinon, considérons ﬁ1 . Le lemme II.4 fournit une immersion h d'un rectan-
gle R . Le feuilletage induit

F = h-1(3) a toutes ses singularités sur un méme arc
A du bord. Notons 51,..

~

., Em les arcs de v = h-1(7) ,qui sont dans les feuilles de &

(arcs horizontaux). Disons que 131 est 1'arc le plus proche des singularités (au sens

de la mesure transversale) ; alors la composante de 7y, qui contient E1 , limite un
sous-rectangle R' qui est minimal ; on voit que hlint R? est un plongement disjoint

de vy .

Figure 13

Si R' ne contient pas de singularité de 3 , un voisinage de h(R') est le
support d'une isotopie de y qui chasse I/é’] ; méme si h( 31) = B1 , l'éxécution de
cette isotopie conduit a une situation ol, dans le nouveau rectangle R associé a 61 s
le nouvel arc y possede moins d'arcs horizontaux.

Si R' contient une singularité, alors, pour des raisons de mesure
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transversale, il est facile de voir que h(B1) est un arc Bk distinct de 61 (sinon
1'épaisseur de R' serait la mé&me que celle de R ).
Apres le raisonnement ci-dessus, quitte a changer circulairement la numéro-

tation des arcs B , on peut supposer que
1° h|R - X estun plongement,
2° h(int R) Ny est vide,
3° h(x) N B, est vide, pour tout k .
Ecartons d'abord les cas simples suivants (A) et (B) , ouil y a visiblement
des opérations, isotopies et opérations de Whitehead, qui diminuent le nombre d'arcs

de y contenus dans une feuille.

(A) X ne contient pas de singularité (figure 14) .

- - - =)

e

Figure 14

(B) X contient des singularités et R est plongé. L'isotopie a travers R remplace

,31 par un arc du type (2) . On lui applique la procédure du début.

Ces cas mis a part, h(\) posséde des points doubles. Vu comme chemin singu-
lier, X s'écrit comme composé

A= “0*)‘1*"'* Aq*"ﬁ

ou Ko (resp. u.1) est un arc de feuille joignant un point de oy (resp. ocz) a une singi-

larité et ou )‘i (1= i< @ estun arc d'une feuille joignant deux singularités ;
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certains de ces arcs peuvent &tre réduits a un point et plusieurs peuvent appartenir a
la méme feuille. Mais, X adans R une approximation qui est un arc plongé ne ren-
contrant 1 et oy qu'a ses extrémités ; de ce fait, chaque feuille porte au plus deux
arcs de X . Plus précisément, ni Fo o ni B, ne peut appartenir a la méme feuille

qu'un )\j ; si o N g n'est pas réduit a une de leurs extrémités, c'est que

o, =, (i.e. v =&, % ﬁ1) et que 1'on a la configuration de la figure 15 .

1

Figure 15

Nous dirons que )\j est simple si, pour tout j' £3, )\j ne couvre pas la
méme feuille que >‘j’ . Nous dirons que Ko et B sont simples si 1'on n'a pas la

configuration de la figure 15 (ils le sont obligatoirement tous les deux).

Notons A le complexe de dimension 1, ) = kq >‘i ; c'est un ensemble inva-
1=
riant du feuilletage ¥ . Si M est fermée, tout glissement de Whitehead de A se
reléve en modifications de Whitehead de & (la terminologie pour les feuilletages a été

choisie a cause de cette remarque).

T
!

triangle plein

glissement

Lemme (M est supposée fermée). Sil'un des arcs )\j s Hg Ou Ky est simple, il
existe un feuilletage F' dquivalenta ¥ , égal a & dans le complémentaire d'un voi-
sinage de A , et pour lequel 1'arc limite X' du domaine de déformation R' de B1

posséde moins de simplexes doubles (arétes ou sommets).
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Preuve. On fait glisser 1'arc simple sur son prédecesseur ou sur son successeur.

La figure 16 représente 1'opération lorsque Ko est simple.

R (cette boucle peut &tre double !)

Ho By \ R!

7 \/

-

Figure 16

Si le lemme est applicable, on se ramene par itération au cas (B) ; sinon,

on se trouve dans la situation suivante.

(C) Tous les arcs X{+ M et p, sontdoubles.
Alors, 1'adhérence de R, sur la surface, est un voisinage régulier du
complexe A et y estsonbord; on aalors la conclusion 2° (ii) de la proposition.
La démonstration de la proposition se trouve achevée par récurrence sur le
nombre de segments de la décomposition de y , tout au moins lorsque M est fermée.
Le cas a bord se rédige de facon analogue en faisant attention aux glissements de

Whitehead permis. c

Remarque. La proposition précédente n'admet pas de généralisation raisonnable au cas
d'un systéme de k courbes plongées IZERRRT Y sauf si 1(5,z ; [y1 140, ...,
1(%,u; [7k—1 N#0, 1(3,u; [yk]) pouvant &tre nul.
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§ mI. - LES COURBES COMME FEUILLETAGES MESURES

III. 1. Opération d'élargissement.

Soit MO une sous-variété de dimension 2 de M , telle que M - MO n'ait
aucune composante contractile. Soit © un "spine'" de M - M0 ; par hypothese,
aucune de ses composantes n'est contractile ; donc, quitte a effondrer les 1-simplexes

bl

qui ont un sommet libre, de chaque singularité de T partent trois branches.

On peut construire une application surjective j : MO + M telle que

j soit une immersion (différentiable par morceaux),
jlint M,
j(aMO -dM) =2 ,

j soit 1'identité hors d'un petit voisinage en collier de aMO - oM .

soit un difféomorphisme sur M - I ,

b
~

Figure 17

Soit & o un feuilletage mesuré sur M0 tel que chaque composante de

aMO - OM soit un ensemble invariant. On peut alors définir & = 3*30 qui est un feuil-

letage mesuré sur M vérifiant
- X estun ensemble invariant de & ,
- jlint M0 conjugue comme feuilletages mesurés 30 lint M0 et FIM-2
On dit que & est obtenu a partir de 30 par élargissement de MO.

Remarquons que si L' est un autre spine pour M - MO , alors Z' se déduit
de T par opérations de Whitehead et isotopies (voir appendice). On en conclut que la

classe de 3 ne dépend que de celle de 35 . On a donc défini une application
mF (Mg, dM, = oM) — m3F(M)
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dont la source est le sous-ensemble de m&(MU) formé des feuilletages admettant chaque

composante de M0 - OM comme ensemble invariant.

I1I1. 2. Lemme. Soient Ko et 4 les mesures transverses de 30 et F . Soit y
une courbe simple de M . Alors I(3,u; [y ]) =inf po(y' r MO) , ou y' estiso-
topea y .

Démonstration. Elle se déduit de la remarque suivante : pour toute courbe C , il

—

existe une courbe C' , isotopea C , telleque C' MO j_1(C) . C

III. 3. L'inclusion ]R+ X N, &

On la définit ainsi. Soit C € 5, X € JRj . Considérons un voisinage tubu-
laire MO de C que l'on feuillette par cercles paralleles a C ; on 1'équipe d'une
mesure transverse Ko telle que I'épaisseur de 1Yanneau MO soit XA ; ce feuilletage

mesuré de M( est unique a isotopie pres. On note 3/\ ¢ un feuilletage obtenu a
b

)
partir de ce dernier par élargissement et g sa mesure transverse.
Proposition. Soit y une courbe simple de M . Alors on a

E, crusly] = aiCy)

’

Démonstration. Soit o une composante de y (M MO . Si o vad'unbord al'autre de
MO , alors ;.'O(oz) z ) . Par isotopie, on déforme « jusqu'a étre transversal au
feuilletage ; alors a (" C = 1 point et p.O(a) =X . Si a ne touche qu'une composante

du bord, alors 7y estisotopea y! dont l'intersection avec MO a une composante de

moins. En appliquant le lemme précédent, on trouve 1'inégalstd
1@, ok D)z ailcy)

L'égalité s'obtient en considérant le cas ou 7y a une intersection minimale avec C ,

car alors, on a
Boly) = ailCyy) . C

La proposition précédente indique la commutativité du diagramme ci-dessous

T3
R x 4 / 11*
inf

Comme i* est injective (proposition 16, exposé 3), ]ij 8 4 13 est aussi une injection.
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