JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

EMILE MATHIEU
Sur la généralisation du premier et du second potentiel

Journal de mathématiques pures et appliquées 2° série, tome 15 (1870), p. 117-132.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1870_2_15__117_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1870_2_15__117_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES'ET APPLIQUEES. 117

MR VA A A VWA VWAAAA AN VM W A

Sur la généralisation du premier et du second potentiel;

Pir M. Evie MATHIEU.

Dans un Mémoire inséré dans le volume précédent de ce Journal,
J'ai étudié la solution générale de I’équation A Au = o, dans laquelle
le signe Au représente

du dun d*u
Py -+ :1}' -+ PRl

et j'ai montré comment cette solution dépendait du premier et du

second potentiel.

Le premier et le second potentiel par rapport a un point (x, y, z)
d’'une masse renfermée sous un volume II sont donnés par les for-
mules

(1) o= [ [ [H22) dadbde,

(2) w = [[fro(a, b, c)dadbdc,

ou r a pour valeur

5 r=@ el (7~ BF+ (e

les intégrales triples s’étendent a tous les éléments dadbdc du vo-
lume II, et ¢(a, b, c) est la densité de la masse au point (a, b, ¢).

Apres la publication de I'extrait de mon Mémoire dans les Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences, M. de Saint-Veunant
me fit observer que si 'on prend encore pour v et w les expressions (1)
et (2), mais en adoptant pour r I'expression plus générale o A, B, C
sont positifs

L JlE—ap oy —0b)F  (z—e)
(4) r—\/ T
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v satisfait 4 ’équation

de d?v d?e
5) Bl =
( ’ A dz* + B dy? dz? 0
et w a cette autre
o 7ANS diw dia A L drw diw d'w
6) A2 LRt O e — ==
{ ) dr B dy’ +C dzt 2B(‘d]’dz-' +-2CA dzdx? +2AB({.7:'-’(I;7"-’ o

M. de Saint-Venant m’ayant engagé a examiner comment les pro-
priétés des deux polentiels se généralisaient quand on substitue dans
les formules (1) et (2) 'expression (4) an lieu de (3), j’ai été conduit
a écrire la Note actuelle. '

Suivant M. de Saint-Venant, la plupart des corps employés dans les
arts ne peuvent étre regardés comme isotropes; mais dans 1'équilibre
d’élasticité de ces corps les projections des déplacements moléculaires
satisfont sensiblement a I'équation (6). (Foyez ce Journal, année 1863,
p. 371.)

Nous allons reprendre rapidement les questions dans Pordre ou
elles se préseutent dans notre précédent Mémoire, en nous arrétant
seulement aux points qui exigent des modifications de quelque im-

portance.

Du premier potentiel et de I’équilibre de temperature.

. Le potentiel ‘v généralisé d’une masse quelconque satisfa.it en
dehors de cette masse a I’équation (5), que nous représenterons, pour
abréger, par ’

6'0 = 03
,
on sait aussi que, si I'on choisit convenablement les axes de coordon-
nées, la température d’équilibre d’un corps cristallisé satisfait a une
équation de cette forme.

Désignons par dz 'élément de volume d’un corps et par do I'élé-
ment de la surface 5 qui le termine; si v et w sont deux fonctions
continues quelconques de ', 7, z, on a facilement en intégrant par

-
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partie la premiére des trois équations snivantes, et les deux autres
-s’en déduisent par analogie :

v dw
f fv--—cosEa’ - —ZEZJF"E’

* dw dw dv dw
jvwdw_ v};;cosqdc—— t—[;@dw,

{200 d;d:
f “d ——jv—cosgdr—f‘dﬂdza,

&, 1, § ¢tant les angles de la normale a la surface avec les axes de
coordonnées. Multiplions ces trois équations par A, B, C et ajoutons
en remarqguant quon a

d*w d?w L diw
A-(?;; +Bd—‘};+(4-(7z;—-6w,

nous aurons
v dw dw ,dw ,
fv&wdw —fu(A > cos§ + B 2 tosn -+ (‘E cosg)a'a
dv dw dv dw dv dw
— — —_ — — +C
f(A HE T3y Tl dz)d“’

et comme le second membre reste invariable par la permutation de ¢
et w, on a

fv&wdm —f ( —~cos§+ B—-—LO"Y) : Cj—%cos@)d&
:fw&w/z: — w(A o= cos& —+ BZ—;cosn +C Z—Z cos§>dc

Nous écrirons cette equatlou sous une forme un peu plus simple.
Poaons

P = VATGosTE - Bt costn + Cteostt,

A cosg B cosn Ceost
Cosu = —5—s Cosf3 = ———=s cosy = —=:
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on aura
A — Losg + B cosn+ C cosg = P( cosa + — cos‘B + —cosy)

Par le centre de I'élément do, menons une droite t dans la direction
(@, B, 7) et prenons sur cette droite, & partir du cemre, une longueur
infiniment petite 7; soient v et ¢ les valeurs de v 4 la. pi‘emiére eta la
seconde extrémité de l’ Slément 7, la quantité précedente a pour. valeur

v —0

P

’
LT

D¢
et_nous la représenterons. par — Onadonc . _ .. .

(A" vﬁwdw -—fwd‘vdm —f D% ds __fw Du

2 Supposons que la fonction v satisfasse a Péquation dv = o,
surface o, qu’elle prenne a cette surface la méme valeur a l'intérieur
et a 'extérieur, et enfin qu’elle s’annule 4 Pinfini ; nous allons prouver
qu’elle peat étre considérée comme le potentiel d’une couche infini-.
ment mince de matiére distribuée sur la surface .

Faisons

1 _ i =l (i —B) | (z— P
w = 7 r= A -+ B - C B

(x,, ¥y, #,) étant un point fixe mterleur a la surface ¢ et (@, 8, y) un
point de ds; nous aurons

et nous pourrons apphquex' I’équation precédpnte an'volume renfermé
entre Ja surface ¢ et une spheére de rayon infiniment petit dont le
centre est au point (xy, 7, %). L’ mtegrale

f (A(—l‘coss + B—oosw 4+ C pr cosg)
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étendue a la sphére est un infiniment petit d’ordre r et dont on peut
négliger la valeur. Cherchons ensuite ce que devient I'intégrale

al al a4l >
r r
v A;;cos§+B7;C()sn -+ Cz-cosg

étendue a la méme sphére.
Transportons I’origine des coordonnées au point (x,, 74, 3,); nous

aurons, r étant la distance de ce point 4 un point quelconque (x, y, z)

de la surface,
2T 7Y %
rr= A -+ B i C,
— — ‘ . —3z
cosg = » €SN = ——P 1y €oSE = ———
Vai+ yi 42 vzt 4+ i+ 2 Vo y + 2
et par conséquent
all d-‘- dl —
Vai -+ y1 4 22
r? ’

A-aT;-cosE + Bgyfcosn +C;,—:~cos§ =

En désignant par R la distance de I'origine au point («, y, 2), par ¢
sa longitude et par 0 le complément de sa latitude, on aura

x*+ 9+ 22=R* do = R2sin0dydf.

Donc Vintégrale ci-dessus étendue 4 la sphére a pour valeur le pro-
duit de la valeur de ¢ au point (x,, y,, z,) par I'intégrale

' fmfﬂ%sin@d\pdﬁ.

Désignons par K la valeur de cette intégrale définie, dont nous nous
occuperons tout 4 I'heure, et que nous trouverons égale a 4n VABC3

alors I'équation (A) deviendra

o ,
r 1 'Dv
o= | vgrds— [ 3 do + Ko,
‘ 16

Tome XV (2¢ série). — AvriL 1870.
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ou
1
D; 1 Do
= —do — | - =—de¢
Ky v 55 do frm, ,
¢’ désignant la direction opposée a .
Considérons ensuite le volume compris entre la surface ¢ et une

. . 1 P . .
autre surface ¢’ qui renferme la premiére; ~ ne devenant pas infini

dans cet intervalle, on peut appliquer I'équation (A) & tout ce volume,
et I'on a, en supposant que la surface ¢’ aille 4 l'infini,

I
_ D_rd 1 Do
0= v D¢ G- rDt
Ajoutant les deux équations obtenues, on a
I 1 /Do Do)
o=—z [+(5: + 57) s
donc v est le potentiel d’une couche dont la densité est
1 (Dv Dy
T K\br " D/

3. Calculons maintenant la quantité K. Remplagons, dans l'ex-
pression de R, les variables x, y, z par

x = Rsinfcosy, y = Rsinfsing, z= Rcosb,

et nous aurons pour lexpression de K

sin 6 do d;;
S
j sin’@ cos’\[; sin?6 sm’m]; cos?6 > :
T

Faisons cosé = x, et nous aurons

dxdy
b
f (Mz*+ P?)

e
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en posant
1 cos? sin? cos? sin?
M= L _cosd siny 5y  costy | sinty

C A B A B

Or on a

' dx . r
3 T )
(Ma2 4 pr)? PP M

! dz N 2 _ 2/C :
(Maz+ P’)% PVP -+ M c————o‘i‘;' -+ s———.ir;;‘!'
—1

il en résulte

27 d‘l’ -
K=2\/E[ EE
A A B

Posons
— 22

cosy = T

et nous aurons

27 d_ 1 2
. Y ' = 4B (1 + 2*)dz .
cosy | sinty poma (2B )
0 A . B f - A i

Les deux racines en z* de I'équation

4 2B 2
z2'+ 2 T-I Z2°4+1=o0

2B B/B |
- 22 + (2 =
n +1_2\/A(A x>,
et elles sont réelles si A est < B, comme on peut le supposer. Reste
a déterminer leur signe; or on a

<R

donc les deux racines auront toujours le méme signe que — % +1
16..

sont
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ou que — 2B+ A et elles sont négatives. Désignons-les par —a®
et — o'%; nous aurons pour 'intégrale ci-dessus

(1— 2*)dz 1= . z o't —

1 V 2z
(z2+ az) (z2+ alz) - a(alz_ a’) arc tang; —+ m arc tang ;7
Donooﬁ a ,
—.Jc [ a4y
K= 2‘/Cf oy sy
A A B
1 —1 . 1
=16ByC (—————) arc tang + T T tapg ;7>

Cette expression peut étre beaucoup simplifiée; en effet, « et & sont
les racines positives de I’équation

[ 2B 1! 4+~1=0
a n =

<a2—-2\/§a+1)<a2+2\/ga+1)—0
A A -

et appartiennent au premier facteur; on a donc

ou

P +l_2 B
wo! =1, &+ -= 1

’ 1
Remplagant o’ par -» on a

— P - o x S 1 T
K =16ByC - +az(arc tang — + arctang;) 16B/C 5
on a aussi
2 . 1 \/A
4= o’ « 1 2@
4
donc enfin

K = 47 yABC.'
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4. Le n°.3 de notre Mémoire peut étre facilement généralisé, et le

théoréme qui s’y trouve pent aussi étre établi par la considération de

I'équilibré de température d’'un corps non plus isotrope, mais cris-
tallisé. - . e

5. Rappelons la formule qui donne le flux de chaleur qui traverse
un élément plan dont la normale fait avec les axes des angles &, 4, §.
Cette formule est

U = U, cos& + U, cosn + U cosg,

U étant ce flux rapporté a I'unité de surface, et U,, U,, U, les flux
estimés de méme qui traversent trois éléments plans perpendiculaires
aux axes de coordonnées et passant en un méme point avec le premier
élément. ' ‘

Si Pon choisit convenablement les axes de coordonnées, la tempé-
rature d’équilibre satisfait 4 I’équation ‘

dy dv d?v

= 0

et pourvu que la propagation de la chaleur dans le milieu se fasse de
la méme maniére dans deux directions opposées, U,, U,, U, seront

. . do dv do ) . . o . 1., )
proportionnels & A -, BZ}’ C 7> et, par suite, si 'on a multiplié les

coefficients de I’équation précédente par un nombre convenable, on a

; dv dv dav
U'T—AE’ Uy—BE7 Uz—Ct’_'['z',
et
dv dv dv
U=A—_cos§ +.B§;_cos_n + C 4 cosg.

En adoptant les notations du n° 1 de cette Note, nous avons donc

‘0!—0 Dv
ou U= —

U=P YR

<. . B . Do
Ainsi I'expression que nous avons représentée par 5; est celle du

flux de chaleur qui traverse I’élément de surface dont la normale fait
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avec les axes les angles &, », ¢, flux de chaleur qui peut étre regarde
comme ayant la ligne ¢ pour direction.

Imaginons un corps cristallisé T en équilibre de température ter-
miné par une surface ¢, et dont la température est donnée en chaque
point de cette surface.

Concevons autour du corps T un autre corps de nature identique
qui remplisse tout 'espace restant; il est seulement séparé du corps T
par un espace infiniment mince qui est le siége d’une source de cha-
leur; enfin la température est maintenue a zéro & l'infini. La tempé-
rature v a I'intérieur ou a I'extérieur de cette couche sera donnée par

la formule
—1 1/Dv Dv
o= onic ) (o + or) 4o

'\g‘: D )da

et la quantité

représente le double du flux de chaleur provenant de la source qui
traverse I’élément ds.

Théoréme sur Uexpression d0u.

6. Continuons a poser

d? d? d?
S N £ du

A + B

et le raisonnement qui a conduit a I'équation (2) du n® 7 de notre
Mémoire nous donnera I’équation analogue

Judduds — fu' 3d‘udw
= ( Do’ _ Da")do‘—l—f( u—— - 8 ’Du)da,

ou u et u' sont des fonctions continues des coordonnées a, b, ¢ d’un
point quelconque du corps. De plus, leurs dérivées des trois premiers
ordres doivent étre supposées jouir de la méme continuité.
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Si I'on y fait

— — b)) —_—c)2
@ = r, r,_\/(w ay’ yB)+(ch),

on aura

. i
A Dl
frc?é‘ua’w =f<rPg — du I—)D§>da + 2f(ir %‘ —u —’T:>dc,

pourvu que le point (x, y, z) soit extérieur a la surface q.

Si le point (x, ¥, z) est situé a V'intérieur de la surface ¢ et qu’on
fasse encore u' = r, on appliquera Iéquation ci-dessus au volume
compris entre la surface ¢ et celle d’une sphere dont le centre est au
point (x, y, z); en faisant usage de lexpressmn obtenue au n° 3
pour K, on aura la formule

fld‘d‘lldﬁ—f(ll—)—ﬁt—-d\ >d

1 Du DIL' ARC
+ 2 = b — Uy /dc — 8ryABCu,

ou dans le dernier terme on remplace a, b, ¢ par x, ¥, z

Sur la valeur de dv a Uintérieur de la masse.

7. Soit le potentiel donné par l'intégrale triple

o= [ [ [#225) dadbde,

qui est étendue a un volume II et dans laquelle on a

2__(w—ar (y—0)p (z—c)
e S A - S s

Silona A =B=C=1, on sait que 'on a

Av=o0 ou A¢ = — 47n9(x, ¥, z),
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selon que le point (x, 7, z) est situé en dehors ou en dedans de la
masse. Dans le cas général ot les nombres positifs A, B, C sont quel-
conques, on peut, selon la méthode du cas particulier, imaginer une
sphére infiniment petite qui renferme le point (x, 7y, z). Si VetV,
sont le potentiel de la sphere et celui de la partie du volume II exté-
rieure a la sphére, on anra &'V, = o, et dv sera égal 4 &V, qui sera
seul & déterminer.

Le potentiel de la sphére homogéne ne peut plus maintenant s’ex-
primer qu’a I'aide d’une intégrale définie simple, et il faut diriger la
recherche avec soin pour obtenir ¢V sans calculs trop compliqués.

Le potentiel d’'une sphére, dont la densité est P'unité, sera donné

par Pintégrale triple
1
v._fff; dadbdc,

tous les éléments dadbdc appartenant au volume de cette sphere; et

'on a
Agz_fffx;adadbbc.

Si donc nous posons

Ri=(x —a)+ (y—-b)+(z—c)?

dv : ;
A — représente la composante suivant I'axe des x d’une attraction

dont la loi élémentaire a pour valeur ;P%, point important a remarquer.

La sphére qui nous occupe peut étre supposée avoir son centre a
'origine des coordonnées, et elle renferme le point M (x, 7, z); son

équalion sera
X2+ Y2+ 2% = ¢,

Soit dw un angle solide élémentaire dont le sommet est en M et mené
dans la direction du rayon R qui joint le point M au point (a, b, c).
Dans cet angle solide, prenons 'élément de volume R2dwdR limité
par deux sphéres dont le centre est en M et de rayon R et R -+ dR.
Lattraction sur le point M de cet élément de volume, d’apreés la loi
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donnée ci-dessus, est , o ' '
: f% R*dwdR, .

_f étant un coefficient constant. Faisons 1a somme de tous les éléments
de la sphere renfermés dans I’ angle dw, nous aurons

fdwf I; R,

la limite supérieure R désignant la dlstance du point M au centre de
la section de la sphere formée par I’angle solide.
Les trois composantes de cette attraction sont

3

. R g . [Rps , R R
Jdw cos)\jv Fdﬁ’ Jdo cospf —dR, fdw cosvf — dR.,
. o] 0 o -

A, i, v étant les angles de R avec les trois axes de coordonnées.
Pour les composantes de action du cone opposé par le sommet au
premier, on aura

Jfdo cosl dR dw cos = dR docosy [ % dR,
ko -

R’ étant la distance du point M au centre de la base de ce cone.

Ajoutant, on a pour les composantes de la somme des deux attrac-
tions ’

R
fdw cos)\f dR Jdo cosp.f - dB Sfdo cosvf Re dR.

R"

Nous avons ensuite, R étant la distance de M 4 un point (a, B, 7) de
la sphere,

« —x =DRcosh, B—y=Rcosp, y—2z2=Rcosy '

et

A B~ C
Tomne XV (2° série). — Avnir 1870. i . 17

‘ os) cos? iu‘: -
,-___.R2<‘~ 4+ © !‘:_}__00.5,”.). :
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Par suite, la premiere des trois composantes a pour valeur

Sdw cos)

cos? ) " cos?p. + cos?y
(%

(R + R).

3
2

Dans I'équation de la sphére

XP 4+ Y2+ Z° = ¢,
faisons

X=x+Rcosh, Y=y -+ Rcospu, Z=2z-+ Rcosy,
il viendra |
R*+ 2(a cosh + y cosp. + zcosv)R = ¢ — x* — y* — 2%,
et on aura
R 4+ R'= — 2(x cosk + y cosp. + zcosv).
On a donc pour la premiere composante

cosh{x cosh + y cosp —+ 2 cosv}
( s | 'de

3
cos?: cos’p cos?v\ ?
-+ -+

A B C

Intégrant tout autour du point M, et supprimant les termes multi-
pliés par y et z dont les intégrales sont nulles séparément, on a a pour

la quantite A Z;

cos?) do

f\— — X 3"
(cos’)\ cos?p’ cos“v)2

dx

R

On a deux expressions semblables pour B , L , et, par suite, on

obtient

a:v dw

dy?

d’V d’V__

cos? cos’ cos’
A C )
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Adoptant deux angles § et ¢ des coordonnées polaires, posons

cos§ = sinf cosy, cosy =sinfsing, cos§ = cosf,

dw = sinf df dy,

et nous aurons

E 2n ~ sin 0 d0 dy
oV = — 3
(sin’O cos*y . sin?0 sin?y N cos?f ?
/o 0 x A B. C

Cette intégrale double est celle que nous avons désignée par K au
n° 3; nous avons donc

3V = — 4nyABC.

De la on conclut qu’au point (x, y, z) de la masse I1, ou la densité
est o (x, ¥, z), on a

dv = — 4nyABC ¢ (x, y, z).
8. La quantité que nous appelons second potentiel a pour valeur

w=[[fro(a, b, c)dadbdc;
on a
ow = 29,
et par suite
0dw = o

si le point (&, 7, z) est extérieur au volume II,
dow = — 8nyABC ¢ (x, 7, 2)

s'il lu1 est intérieur.

Sur la solution générale de I’équation 0du = o.

Dans ce qui précede, nous avons du faire quelques modifications
aux raisounnements de notre Mémoire pour leur donner 'extension
que nous nous sommes proposée ; mais, a partir de ce point, les dé-
monstrations restent les mémes, ou n’exigent que des changements
insignifiants.

7.,
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Ainsi, on a sur la solution de I'équation 0du = o les théorémes
suivants :

1° Toute fonction u qui satisfait, dans 'intérieur de la surface ¢, a
I'équation 00w = o, et qui y varie d’'une maniére continue avec ses
_dérivées des trois premiers ordres, est la somme du premier potentiel
d’une couche qui recouvre la surface g, et du second potentiel d’une
autre couche mise sur la méme surface.

[11 est entendu que les coefficients A, B, C qui entrent dans ce pre-
mier et ce second potentiel sont les mémes que ceux qui figurent dans
’expression de ddu. Si I'on voulait indiquer les coefficients A, B, C,
il conviendrait d’appeler ces quantités le premier et le second poten-
tiel (A, B, C).]

2° Il existe une fonction, et une seule, qui satisfait a I’équation
9 0u = o dans 'intérieur de la surface ¢, qui y varie d’une maniere
continue avec ses dérivées des trois premiers ordres et pour laquelle «

Du ‘ s
et du, ou u et 57’ ontsur la surface ¢ des valeurs déterminées.

3° Soient un point (x, y, z) extérieur a la surface ¢ et un point
(@, b, ¢) a I'intérieur; posons

(z—a? (b7 (s—c}

R® A B C

I

o

P (@ = af 4 (r = b) (3= o),

a =rcosf, y =rsinfcosy, z=rsinfsing;

si une fonction de (x, y, z) satisfait partout, a 'extérieur de g, 4 I'équa-
tion 00n = o,.qu’elle soit continue avec ses dérivées des trois pre-
miers ordres, et que, de plus, quand le point (x, 7, z) s’éloigne a une
tres-grande distance de la surface o, elle se réduise a la forme

MR -+ Ncos§ + Psinf cos¢ + Qsinfsiny,

M, N, P, Q étant des constantes; cette fonction est alors la somme du
premier et du second potentiel de deux couches qui recouvrent la
surface.
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