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Sur la généralisation.du premier et du second potentiel;

P… M. É…œ MATHIEU.

Dans 1111 Mémoire inséré dans le volume précédent de ce Journal,
j’ai étudié la solution générale de l’équation AAu :: 0, dans laquelle
le signe Au représente

d2u_ d’u d“u
?Æï +

:x}: + 225

et jai montré comment cette solution dépendait du premier et du
second poten tie].

Le premier et le second potentiel par rapport à un point (JC,]‘, z)
d’une masse renfermée sous un volume II sont donnés par les for-
mules

(1)v=ffffiîMa’’ °)dadbdc,

(2) w : fffrço((a, b, c)dadbdc,

où r a pour valeur 
<B>° …«<x…a)a+(y…b>2+(z…c)a;

les intégrales triples s’étendent à tous les éléments dadbdc‘du vo-
lume II, et <p((t, [),-0) est la densité de la masse au point (a, b, 0).

Après la publication de l’extrait de mon Mémoire dans les Comptes
rendus des séance; de l’Académie des Sciences, M. de Saint—Venant
me fit observerque si l’on prend encore pour 1) et w les expressions(1)
et (2), mais en adoptant pour !' l’expression plus générale où A, B, C
sont positifs

(æ——
‘ y—b _,2

(4) r=(/LT__” B)+ÊZC“M
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v satisfait à l’équation

d’v d’«: d'v '  
( , A

————M
—1 BÏ2 + (——(ng = o,

et w à cette autre
‘

du (I‘ w-. l a {! w ' d‘w
‘

{Ô (__—__—
A 2———— _L_ .‘ _ ___—*::( ) A d.:* + B— C dz‘ .

zBÇd]___'zd-‘ i— 2CA dz-rîd——-Î—WTÜ+2ABdÆ2ÜÏ
0 

M. de Saint-Venant m’ayant engagé à examiner comment les pro—
priétés des deux polentiels se généralisaient quand on substitue dans
les formules (|) et (2) l’expression (4) au lieu de (3), j’aiiété conduit
à écrire la Note actuelle.

'

Suivant M. de Saint—Venant, la plupart des corps employés dans les
arts ne peuvent être regardés comme isotropes; mais dans l’équilibre
d’élasticité de ces corps les projections des déplacements moléculaires
satisfont sensiblement à l’équation (6). (Voyez Ce Journal, année 1863,
p. 371.)

Nous allons reprendre rapidement les questions dans l’ordre où
elles se présentent dans notre précédent Mémoire, en nous arrêtant
seulement aux points qui exigent des modifications de quelque im—

portance.

Du premier potentiel et de l’équilibre de température.

l.]Le potentiel “v généralisé d’une masse quelconque satisfait en
dehors de cette masse à l’équation (5), que nous représenterom pour
abréger par

d‘O :
l

on sait aussi que, si l’on choisit convenablement les axes de coordon—
nées, la température d’équilibre d’un corps cristallisè satisfait à une
équation de cette forme.

Désignons par da l’élément de volume d’un corps et par du l’élé-
ment de la surface a qui le termine; si 0 et w sont deux fonctions
continues quelconques de :r,y, 2, on a facilement en intégrant par

—
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partie la première des trois équations suivantes, et les deux autres

—s’en déduisent par analogie :

d%v dm dv dw
fVä'fidŒ—— Vä;COSE_dJ

"“ Îæ'ä;((äï,
‘ d”w dw dv Àdw() —— = :) -— "

_

-- _— _] dy2 dm f dy cosmic dy dy das,

(PW -
‘ dw dv dw

V -——-—— : —— .….. .… __f (152 da: jv dz cosÇdc de dz
dts,

E, Y), ç‘ étant les angles de la normale à la surface avec les axes de
coordonnées. Multiplions ces trois équations par A, B, C et ajoutons
en remarquant qu’on &

a”w_ d2w + C
d*w

?1?+'71}? 7538W5‘A

!]OUS aurons
,

'

dw dw ‘dov ,

fväwdw +fv(A “à}; 0055 + B ;} LOS?) + ("ÎlZ coaÇ)dc
‘ dv dw dv dw dv dw

et comme le second membre reste invariable par la permutath de v
et w, on &

dw dw
'

dw ’

_— __ ‘ \ —fg8wdw fv (A d.r cosë + _Bfldy
cosuq + C Îz cosÇ/)dc

dv di) dv

:fw8w/æ -fw(A @ 005% + B—d—y-cosr; + C ;}; cosÇ)dç.

Nous écrirons cette équation sous une forme un peu plus simple.
Posons '

P : \/Aëcos°ë + B20052-«fr; + Czcoszç ,

AcosE
Sfi____Bcosn COS __Cc05ç_P_’—‘° '“

P f 1

7_\p' cosa =.
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Ad——
100535 + B

—;
00510 + C—cosë—_.

P(—— 0050: +-——d_ydcosfi + —-(20057).

Par le centre de l’éÎémeùt da, mè11ons une droite Ÿt d21ns la direction
(01, B, 7))et prenons sur cette droite, à partir du centre, une longueur
infiniment petite :; soient v et v' les valeurs de v à làpren1ière elà la

seconde extrémité de l’élément:, la quantité précédeñte a pourvàle'ur 
BOet 110115 la représenteroqs

_p_ar,_B
——011 a donc ___…__.,

\ Dvd(A- ]vâwdw ——fwâvdæt= v———da ——fw._ñ?d_

2. Supposons que la fonction () satisfasse à l’équation 3v= o,
qu’elle varie d’une 111a11ièœ'00ntinue en dedans et eñ”‘dehors de la
surface O', qu’elle prenne à cette surface la même valeur à l’intérieur
et à l’extérieur, et enfin qu’élle s’annule à l’infini; nous ‘allohs prouver
qu’elle peut être considérée comme le potentiel d’une coucheinfini-.
ment mince de matière distribuée sur la surfacea

Faisons

__ r __ 1'a-n——aV (m-—B)° .
(z1—712'

É‘V——;9 ï'—\/ A +_—ñ—__—r—_Î——,

(æ,, y,,zz,) étant un point fixe intérieur à la surface a et (01, fi,y )1111

point de dax; nous aurons

 
et nous pouxrons appliquer l’équation précédet1te 2111volume re11fermé
entre la su1face a et une sphère de rayon infiniment petit dont le
centre est au point (x,,y,, z,). L intégrale—

f%(A%cosë+ B—çosw+ C…cosÇ)
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étendue à la sphère est un infiniment petit d’ordre r et dont on peut
négliger la valeur. Cherchons ensuite ce que devient l’intégrale

dit dl. d—‘-
() A——£cos£+B—£cns —+—C—£cosÇdx dy J 71

- dz -

étendue à la même Sphère. ,

TransportonSl’origine des”cOor‘données au point ((B., _)f,, z,); nous
aurons, r étant” la distance de ce point à un'point quelConque (x,;, z)
de la surface,

æ2' 2 z?

r2=‘Â-+% “Ô?

0055 :ï? COS?) : —:…———….—'a 'COSç :ï!vxn+y2+zz Væ2+y2+zg vx2+y2+zz

et par conséquent

d ‘ d ‘ d ‘
r r r \/æ’+fiî—ÎA dx 0058 + de cosy +Ç dz cosÇ… __Î—_°

En désignant par B la distance de l’origine au point (cc, ], z), par +
sa longitude et par @ le,complémentde sa latitude, on aura

002 +_)'2 + z2 : B‘“’, de‘ : R2 sin6rfipdâ.

Donc l’intégrale ci-dessus étendue à la sphère a pour valeur le pro—
duit de la v‘âl€ur de o au point (xf,“y.î,l z,) pàr l’intégrale

‘

, f”f“ägùæd@dâ.  

Désignonspar K la valeur de cette intégrale définie, dont nous nous
occuperons tout à l’heure, et que nous tropver_ons égale_à 47n/ABCE
alors J’équatiqnï(A) deviandra '

D.; | D' 00 = " -——- "'t“ — —
\.

, D:fl°Î .. fr n.a_—.—dq+ -—K;°’ :

Tome XV (2° série). —- AVRIL 1870.
\ l6
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D}.r 1 DoKV— v—fi7dŒ—fÏ'ñ-Ï'LÎG’

t’ désignant la direction opposée à t.
Considérons ensuite le volume compris entre la surface a et une

. .\ 1 ' . .autre surface 0" qu1 renferme la prem1ere;
-;_

ne devenant pas 1nfin1

dans cet intervalle, on peut appliquer l’équation (A) à tout ce volume,
et l’on a, en supposant que la surface a’ aille à l’infini,

I

0_ VD—;d [Du
_— Dt G rDt

Ajoutant les deux équations obtenues, on a

v __ 1 1 Du + DV" ([ .
___—K rDt‘th) 6’

donc v est le potentiel d’une couche dont la densité est

1 DD
‘

Dv
K Dr * ”D?

5. Calculons maintenant la quantité K. Remplaçons, dans l’ex—
pression de B, les variables x, _y, 2: par

x = R sinôcos<ÿ, } : Rsin@ sian, z = R 0059,

et nous aurons pour l’expression de K

sin 9 d9 !K-— ‘ ?
3

.

(sin’6co_säk+
sin20

ginW cos’G)
"

+
CV

Faisons 0056 = x, et nous aurons

dædxb
â,

__ÎfM(Ma:+1”) ?

   
  



PUBES “ET APPLIQUËESL 1 23

en posant
cos’ÿ sin°4» 2 cash}: sin°«ÿM — .. __ T ... __Ë__, P -— T + _B__

Or on a
' dx &”___—___— : ___—___,

j(MÏÏÎ2 + P2)% P2 \/P2 + NI.ÏÏ2

‘ dæ __ 2 __ 2\/ë
<Mæz+pæ)% W“““P2+M

c…oï+
+

s…ir;+—-—1

il en résulte   2117 d+ -

K=z\/Èf W…, A B   
Posons

——2zcos :: ——
4J 1+z”

et nous aurons

27‘ d—
‘ I+z.2 dz

———————-2
41

. 2
:: 4B

( )
.

cos
111 sm + 2B

2—-——-———— + I + 2 —— —I z +z“
0 A

_

B —1 A

Les deux racines en z2 de l’équation

lo 2Z +
2(——— ——I)Z +I=O

sont '

zB B B
"“'

—— —— [ :*: 2 — — —— 1A + \/A(A %

et elles sont “réelles si A est_< B, comme on peut le s‘upposer. Resle
à déterminer leur signe; or on a

B B 2B - ?

4—<————1
<

——-———A
+I ;

donc les deux racines auront toujours le même signe que —— Î +;
16…
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que2
—— 2B+ A et elles sont négatives. Désignons—les par —— a

et —— oc"*‘ ; nous aurons pour l’intégrale ci-dessus 
 

(!——z”)dz __ 1—a2l ata 'z a"—l t z

(z2—l— a2)(zî+a'2) _ a(a'2—a’) IC ng; + œ'(oc"——oü)arc angî'“

Donc—on a

_ 21: d=2\/C —-——————————2
‘Il

.
cos \[J+ sm‘ÿ

, A B ',
0

='6B\/C(”—"—”)
!)

1 ,
_— 1—arc tangâ +m arc tang ;;) - …

Cette expression peut être beaucoup simplifiée; eneffet, « et ac’ sont
les racines positives de l’équation

2 2B- 1a2+1—0oc——- A
__

(«2—2\/Êa+1)(a2+2\/£a+1)—0A A «_

et appartiennent au premier facteur; on a donc

OU

Remplaçant «’ par %, on &     —
OC

- .. 11 ‘ ,

- I '_ 'n'K : 16B \/C
1 + a2(arc tang; + arc tangÿ) _... 16BJC l+ «23°

ou a aussi
a l \/A.

r+a
a + 1=”ZTB

oc

donc enfin
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4. Le 11° 5denotre Métnoiœpeùt être facilementgénéralisé, et le
théorème qui s’y trouve peutaussi être é tabli parla considération de
l’équilibré de température dun corps non plus isotrope, mais cris—
tallisé. ‘ ' _. . _ ; _; _

…… ……

5. Rappelons la formule qui donne le flux de chaleur qui traverse
un élément plan dont la normale fait avec les axes des angles %, n, ;.
Cette formule est

U = U“, cosë + U,, 110517 '—‘l—U; CUSÇ,

U étant ce flux rapportéàa’lunité de surface, et U…UJ., U,, 'les. flux
estimés de même qui traversent trois éléments plans perpendiculaires
aux axes de coordonnées et passant en 1111 même point avec le premier
élément.

Si l’on choisit convenablement les aXes de coordonnées, la tempé
mture déquilibre satisfaitàal’équation

d“v 0320 d2v__
et pourvu que la propagation‘de la chaleur dans le milieu se fasse de
la même manière dans deux directions opposées, U… Ur, Uz seront
proportionnels& A-É—-—î_a BÉ——j—;a CÉ——£»

et, par suite, si l’on a multiplié les

coefficients de l’équation précédente par un nombre convenable, on a

. du dv du
Ul.——Aâ;’ Uy—Bâ}? Uz—Ct_i—z-

et
du d“ duU __ A
713 cog€_+ B g; ,00$71 + C gg 99551.

En adoptant les notations du n° ’1 de cette Note, nous avons donc
p'. __ p ” D9ou U : —-

Dz
 U=P

. . . ., , Do
A111$1 l’expressmn que nous avons representee_ par ]ï est celle du

flux de chaleur qui traverse l’élément de surface dont la normale fait
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avec les axes les angles &, n, ;, flux de chaleur qui peut être regardé
comme ayant la ligne t pour direction.

Imaginons un corps cristallisé T en équilibre de température ter-
miné par une surface c:, et dont la température est donnée en chaque
point de cette surface.

Concevons autour du corps T un autre corps de nature identique
qui remplisse tout l’espace restant;il est seulement séparé du*corps T
par un espace infiniment mince qui est le siège d’une source de cha-
leur; enfin la température est maintenue à zéro à l’infini. La tempé-
rature 9 à l’intérieur ou à l’extérieur de cette couche sera donnée par
la formule

——1 1 Do Dv
=ÂËÜABC f7(57 + 557) da’

[Du Dv
\“ñ—t“

“F
“()—27)

dû"

et la quantité

représente le double du flux de chaleur provenant de la source qui
traverse l’élément de‘.

e'o ème u ’ e ion u.Th r s r lex r ss (M

6. Continuous à poser

d'-’u d2u d“u
A:Ï_;Ï+BÎÏ}Î +CÆÎ—d‘u7

et le raisonnement qui a conduit à l’équation (2) du n° 7 de notre
Mémoire nous donnera l’équation analogue

fuôo“u"dzy——fuôô‘udw: (uDÊÏ _— w”“)da +f(au9—'“ … auu'D_î‘)da,  
où a et u! sont des fonctions continues des coordonnées a, b, 0 d’un
point quelconque du corps. De plus, leurs dérivées des trois premiers
ordres doivent être supposées jouir de l‘a même continuité.
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Si 1 on y fait

.... . __ (“"—“V +(Y*—b)’ (5—0)2a…-,I Ï'——\/A ‘ B
+

C
7

   
OI] aura '

1‘
_ _

1)…

f:«ô‘d‘udæ =f(r%Ê£——ÔuD———;>dŒ+2f(l%Î—zaâ)dm
pourvu que le point (x,y, z) soit extérieur à la surface a.

Si le point (x,y, z) est situé à l’intérieur de la surface a et qu’on
fasse encore u' = r, on appliquera l’équation ci-dessus au volume
compris entre la surface a et celle d’une sphère dont le centre est au
point (x, y, z); en faisant usage de l’expression obtenue au n° 5
pour K, on aura la formule

frô‘d‘udw =f(—D9—8“_—-æ1d‘u%—E)da

D DL
, u l‘ ”"—'“—

—1—2 îï—"u—ÙÎ da—8nVABCu…
WI:—

où dans le dernier terme on remplace a, 7), c par .r, y, z

Sur la valeur de ô‘v à l’intérieur de la masse.

7. Soit le potentiel donné par l’intégrale triple

p=ffffiüËlfldadbdc,
qui est étendue à un volume I] et dans laquelle on a

. "(œ —-— a)“ (f —— Ô)” (3 "“ C)22"'—
— or “"

A + B + (:  
Si l’on a A : B =(] = 1, on sait que l’on &

Ac': 0 ou Av = *— 47TCP(JCa ,_Ïs Z);
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selon que le point (x, _y, z) est situé en- dehors ou en dedans de la
masse. Dans le cas général où les nombres positifs A, B, C sont quel-
conques, ou peut, selon la méthode'dt1 cas particulier, imaginer une
sphère infiniment petite qui renferme le point (ac, ], 2). Si V et V,
sont le potentiel de la sphère et celui de la partie du volume II exté-
rieure à la sphère, on aura ô‘V, : o, et d‘«) sera égal à ô‘V, qui sera
seul à déterminer.

.

Le potentiel de la sphère homogène ne peut plus maintenant s’ex—
primer qu’à l’aide d’une intégrale définie simple, et il faut diriger la
recherche avec soin pour obtenir d‘V sans calculs trop compliqués.

Le potentiel d’une sphère, dont la densité est l’unité, sera donné
par l’intégrale triple

V:: fff—î—dadbdc,

tous les éléments dadbdc appartenant au volume de cette sphère; et
l’ona

dv æ—aAä=_fff dadbbc.

Si donc nous posons

 
R’=(æ —- a)”+ (y —— b)2+(z—c)2,

dv , . .A
6—1;

represente la composante smvant l’axe des 00 d’une attract10u

dont la 101 elementa1re & pour valeur ;; pomt 1mportaut a remarquer.
La sphère qui nous occupe peut être supposée avoir son centre à

l’origine des coordonnées, etelle renferme le point M (ac, _y, z); son
équation sera

'X,2 + Y2 + Z”: 8”.

Soit da; un angle solide élémentairedont le sommet est en M et mené
dans la direction du rayon B qui joint le point M au point (a, b, 0).
Dans cet angle solide, prenons l’élément de volume B2dœdR limité
par deux sphères dont le centre est en M et de rayon R et R + dR.
L’attraction sur le point M-d'e Cet élément de volume, d’après la loi
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donnée ci—,de_sSù‘s,'œt
' ‘

'
—

«

,.
_

» f% R“dœ‘-dB, .

.fétant un coefficient constant. Faisons la somme de tous les éléments
de la sphère renfermés dans l’angle dm, nous aurons

_ 11 3

. vfÏfiwy/Ç 2ÊË11ÏË,

la limite suPérieùre R désignant la distance du point Mau centre de
la section de la sphère formée par !’angle solide.

Les trois composantes de cette attraction sont

3. “w F
“‘ “ww . “Rjdœ

c051f0 __,d11 jd s11] r: dB jd fo 4151

)1, (.L, 1) étant les angles de B avec les trois axes de coordonnées.
Pour les composantesde Faction du cône opposé par le sommet au

premier, on aura
'

fahocosÀflR——î,dR fdœ cosp.fl——dR, fdco 1:05va Ëa'R,
R’

R"etant la distance du point M au centre de la base de ce cône.
Ajoutant, on a pour les composantes de la somme des deux attrac-

tions '

11

jâœ cos1fî“-—:dR, fdœ cospLîR__:d11, fdœ 1:0va “dB.
11'

'

Nous avons ensuite, R étant la distance de M à un point (oc, @, y) de
la sphère,

_

a —— x : Rcosl, 18—y : R_coèp, -y-—-— z x Rc‘os1a - “

\_' '

et'

À B C

Tome XV ('2° série). — Avnu. 1870.
_

. 17

cp_s?l cos2 “.*...év'o—s‘u
V

_-;—-=_R?(+ + ___—__—_”: +_._«_1_ 5
=»
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Par suite, la première des trois composantes a pour valeur

fdœ cosl 
à (R + R’).

(ces”)
cos’p.

cos%)
2+  

A B C

Dans l’équation de la sphère

X2 + Y2-+ 22 := 82,
faisons

X=æ+Rcosl, Y=y+Bcospæ, Z=z+Rcosv,
il viendra

2R2+ 2(x cos) +fC05p.+ zcosv)R : & —-—-
æ2———]2—— 22,

er OI] 311 l‘é]

R + R':— —— 2(.7c cosÀ +]”COSp. + ZCOSV).

On a donc pour la première composante

cosl(æ cos) + y cosy. + :: cos»)
dœ   à

00521 + c052p. + cos?» 2

A B C

Intégranl tout autour du point M, et supprimant les termes multi—
pliés pary et 2 dont les intégrales sont nulles séparément, ou a pour

. , dV
la quant1te A }E    riV cos?) dœ

___. : ...— (x‘ +
3

.
dæ . _cos") + cos’pz 005%» 2

A B C

. dV \dV _
.

On a deux expressmns semblables pour B—(—i;a (1757 et, par mute, on  obtient
d“V [PV d’V dwaV:A——_+B”_Ç+C—'Î=H 3‘dx2 dy* dz .—cos”)« cos“;» + 005% \ ’

A B C
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Adoptant deux angles @ et .«p des coordonnées polaires, posons

cosë : sin9 0054}, cosn :: sinôsinaÿ, cosÇ : cosô,
d£.) :: SillÔ (lÛ d£{J,

et nous aurons

o“V __ 7.— ‘M \ sin9d9d«L '

_— _
3

.

(sin29
cosäb sin*0 sin%ÿ

cos’9)î———————— + f +
€ 0 o \ A B“ C

Cette intégrale double est celle que nous avons désignée par K au
n° 5; nous avons donc

  
av : … 4…/ABC.

De là on conclut qu’au point (ac, _y, z) de la masse H, où la densité
est <p (x, y, 2), on a

8«» = - {,…/ABC ço(æ,y, zi).

8. La quantité que nous appelons second potentiel & pour valeur

w =fffrço(a, b, c)dadbdc;
on &

8w : av,
et par suite

ôâ‘w : 0

si le point (JC.,J‘, z) est extérieur au volume II,

ô‘8w : —— 8nVABG go(æ,y, 3)

s’il lui est intérieur.

Sur la solution générale de l’équation 38u : 0.

Dans ce qui précède, nous avons dû faire quelques modifications
aux raisonnements de notre Mémoire pour leur donner l’extension
que nous nous sommes proposée; mais, à partir de ce point, les clé—

monstrations restent les mêmes, ou n’exigent que des changements
insignifiants.

I7-.
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Ainsi, on a sur la solution de l’équation ôô‘u : 0 les théorèmes

suivants :

1° Toute fonction u qui satisfait, dans l’intérieur de la surface a, à

l’équation 88u :: o, et qui y varie d’une manière continue avec ses

_
dérivées des trois premiers ordres, est la somme du premier potentiel
d’une couche qui recouvre la surface a, et du second potentiel d’une
autre couche mise sur la même surface.

[11 est entendu que les coefficients A, B, C qui entrent dans ce pre-
mier et ce second potentiel sont les mêmes que ceux qui figurent dans
l’expression de ô‘d‘u. Si l’on voulait indiquer les coefficients A, B, C,
il conviendrait d’appeler ces quantités le premier et le second poten—
tiel (A, B, C).]

2° Il existe une fonction, et une seule, qui satisfait à l’équation
8621 = 0 dans l’intérieur de la surface 0', qui y varie d’une manière
continue avec ses dérivées des trois premiers ordres et pour laquelle ce

Du , . .et ô‘u, ou u et 57” ont sur la surface a des valeurs determmees.

3° Soient un point (x,y, z) extérieur à la surface a et un point
(a, b, c) à l’intérieur; posons

_ 2 __ (.r—— a)2 (y—— b)” (z——c)2
R —— A + B +—-ÎJ——7
 

0 ‘>r2=:(x—— a) +(]‘——— b)‘+ (z——c)“,

.:r : rcosô, £)f : rsin6 cosç, z :: rsin9 simp;

si une fonction de (x, J‘, z) satisfait partout, à l’extérieur de a, à l’équa-
tion ôô‘u :: o,.qu’elle soit continue avec ses dérivées des trois pre—
miers ordres, et que, de plus, quand le point {x,}, z) s’éloigne à une
très-grandedistance de la surface a, elle se réduise à la forme

MR + Ncosô + Psinô 06542 + Qsin9 sinuÿ,

M, N, P, Q étant des constantes; cette fonction est alors la somme du
premier et du second potentiel de deux couches qui recouvrent la
surface.
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