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MEMOIRE

Sur les axes des surfaces isothermes du second degré, con-
sidérés comme des fonctions de la température ;

P G. LAME,

Professeur a4 1'Ecole Polytechnique.

«

§ L

L'utilité des transcendantes elliptiques s’est déja fait sentir dans
plusieurs questions de Physique mathématique; et tout porte 3 pen-
ser que leurs fonctions périodiques joueront un réle au moins aussi
important que les sinus d'arcs variables, dans Pintégration compléte
des équations aux différences partielles. 1l est a désirer d’apres cela
que I'étude de ces expressions analytiques nouvelles soit basée sur une
représentation , empruntée a la Géométrie ou a la Physique, et qui
soit  la fois simple et naturelle. Or tel n'est pas, je crois, le caractére
de la notation adoptée anjourd’hui.

Les trois fonctions principales d’une transcendante elliptique, de
premiére espéce, sont représentées par sinf, cosf, \/1— £*sin*§,
et la transcendante elle-méme par ¢ = f ’ -———_—if—.__—z; f est P'am-

oy 1—k*sin®0 ‘
plitude, & le module. Cette notation était commode et utile, quand il
s'agissait de réduire en série les transcendantes elliptiques et leurs
fonctions, afin d’obtenir leurs valeurs numeériques, et de construire
des tables ; car pour cette recherche importante , établir un rappro-
chement avec les fonctions circulaires, si connues et si complétement
étudiées, c’était trouver le seul moyen d’atteindre le but.

Les travaux d’Euler, de Lagrange, de Legendre, d’Abel et de
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M. Jacobi, ont fait connattre les relations qui existent entre les fonc-
tions elliptiques et celles trigonométriques ou exponentielles. Ces
géométres ont en outre donné des méthodes pour évaluer les nouvelles
transcendantes. Et aujourd’hui qu’il s’agit d’utiliser cette conquéte
analytique, on peut se demander si la notation adoptée possede bien
la simplicité et la symétrie indispensables, si elle se presente
naturellement lors de lintégration des équations aux différences
partielles, le but le plus utile de toutes les fonctions transcendantes.

Or cette notation m'est ni naturelle, ni simple; car amplitude

8 qui apparait dans les expressions sin 9, cosb, V1 — k*sin*f), est une
fonction trés implicite de la transcendante qu'on veut surtout désigner,

. 0 do . , e
et qui est o= f; Vapy oy Cette amplitude n’est qu'un 1inter-

médiaire obligé pour rattacher la transcendante, qui se cache, aux

arcs de cercle et & leurs lignes trigonométriques, qu'on est bien aise

de retrouver. Cette notation n’est pas symétrique; car elle sépare com-
_plétement la fonction \/1— £*sin*f des deux autres, sinf, cos g,

quoiqu’elle doive jouer un role analogue, et qu'elle possede des pro-
- priétés semblables. :

Enfin, cette notation se présente péniblement i 'intégration des
équations différentielles, ou elle ne peut étre employée qu'en exigeant
- des transformations de variables, qui détruisent toute symétric dans
les calculs. En effet, les équations aux différences partielles que l'on
peut intégrer au moyen des transcendantes elliptiques, demandent a
la fois pour coordonnées leurs trois variétes; et en exprimant ces’
coordonnées, a 'aide des formes qui n’appartiennent qu'a une seule,
on introduit des imaginaires ou des dénominateurs qui bannissent
tonte élégance, et rendent le calcul pénible, sinon impossible, par
Jahsence de ses guides naturels, la symétrie et lhomogénéité.

Abel avait compris que la notation en usage, masquait les propriéies
les plus importantes des fonctions qu’elle représentait; c’est surtout en
écartant cet obstacle, par I'emploi d’'une notation nouvelle et plus
symétrique, quil put signaler la double périodicité, et quil fit les
découvertes qui le placent au rang des grands géometres. Enrichie
par ses travaux et par ceux de M. Jacobi, la théorie des transcen-
dantes elliptiques ne doit plus avoir la marche timide et incertaine



102 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

quelle devait a Pignorance de ses plus belles propriétés, et aux formes
factices dont elle était revétue. Il faut se décider maintenant i Fem-
ployer, comme celle des arcs de cercle ou des expounentielles, dans le
calcul des phénomeénes naturels. Mais il est indispensable, avant tout,
de lui rendre la symétrie et Phomogénéité, sans lesquelles les progres
de ses applications seraient lents et imparfaits. Tel est le but que je
me suis proposé d’atteindre dans ce Mémoire.

Dans mes recherches sur les surfaces isothermes » Jai €té conduit a
une notation pour les transcendantes elliptiques, qui indique 4 ’analyse
les coordonnées qu'il faut choisir, pour représenter I'équilibre et le
mouvement de la chaleur, dans les corps solides terminés par des
surfaces du second degré, et probablement aussi pour étudier tout
autre phénomeéne physique dans les mémes corps. Je vais faire voir
que cette notation permet de démontrer, d’'une maniére élémentaire,
les propriétés principales des trois variétés de transcendantes ellip-
tiques de premiére espéce; et qu'elle donne des définitions physiques
ou géométriques, des variables et des fonctions introduites, aussi
simples, mais plus symélriques, et méme plus naturelles que celles
des lignes empruntées a la Trigonométrie.

Cette vérification et ces définitions, jointes & l'origine physico-
mathématique de la notation dont il sagit, lui donnent des avantages,
qui, je lespére, la feront prévaloir. D’ailleurs la solution com-
plete d'un des cas généraux de I’équilibre de la chaleur dans un
corps solide de forme ellipsoidale, que je donnerai dans un antre Mé-
moire, prouvera jusqua l'évidence que cette notation est la seule
forme que les transcendantes elliptiques puissent affecter dans les
questions de physique mathématique.

§ IL

Les ellipsoides, au parametre p plus grand que b et c, compris
dans I'équation
b 3

x* -
(l) ‘T+¢"-—b’+¢’——0“=‘,

forment un systeme de surfaces isothermes. Cest-a-dire que dans une
enveloppe solide terminée par deux de ces surfaces, parois soumises
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a des, foyers constants, qui entretiennent une température uniforme
sur chacune d’elles, les surfaces d’égale température seront aussi
comprises dans 'équation (1). Si P'on désigne par ¢ l'intégrale

’ dp
2 —_——ee =
(2) ===

la température V, variable dans l'intérieur de lenveloppe, sera
représentée par la formule

1 - E
(3) V=
¢ étant la valeur de I'intégrale (2) correspondantau parametre p' de
la paroi intérieure, dont la température fixe est prise pour zéro;
¢’ étant la valeur de la méme intégrale pour le parameétre ¢” de la-
paroi extérieure, dont la température pareillement fixe est prise pour
Vunité.

Si P'on suppose que P'espace solide soit infini et plein, que la tem-
pérature zéro soit celle de la plaque elliptique dont le parametre
p = c, et que l'unité soit celle de la sphére de rayon infini qui cor-
respond au paramétre p = %, on aura simplement

0 V=1, (z=[" vw—:fv; =).

L’intégrale comp]ete @ étant supposée connue , la transcendante
e(n), sera égale a cetle constante, multipliée par la temperatule
qm existe sur l’elhpsmde au parametre p, dans lespace solide qui
vient d’étre caractérisé ; elle est donc proportionnelle a cette tempé-
pérature, dont elle peut conséquemment partager la définition
physique. '

Les trois demi-axes ,3, Vet — b, Vp*t—c*, de Dellipsoide, sont

des fonctions de la température -- qui appartient a cette surface; nous
@ ' .

les représenterons par A(e), B(e), C(s). Les sections principales cor-
respondantes des ellipsoides isothermes ont toutes les mémes foyers;

2b, 2¢, 2Vc* — b*, sont les intervalles de ces foyers pour les el-
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lipses dont les axes sont 2A et 2B, 2C et 3A, 2B et 2C; nous suppo-
serons b moindre que ¢, ainsi A estle demi-grand axe, B le demi-
axe moyen, et C le demi-petit axe de lellipsoide isotherme sur

lequel la température est ,—; Telle est la définition, physique et géo-

métrique 2 la fois, des trois fonctions A (¢), B(e), C (¢
L’équation (2) donne aisément

(5) f'f.: P—b* \ P —c*, dv’ _b’— =p Vp—c', -—V—;—:—c’-—n/gT—'-F,

et, en employant la notation précédente,

dA(s) dB(s)

) =B()C(e), L0 =Ce)Ag), SO = A5 B(9).

"Ainsi la variation de chacune des trois fonctions A(e), B(s), C(e),

prise par rapport & la variable, est égale au produit des deux autres.
On a de plus les équations

(7) Ae)—B¥s)==15*, A*s)-—C(s)==c*, B*(e)—C(s)==c*~b",

c'est-a-dire que la différence des carrés de deux quelconques des trois
fonctions A (¢), B(g), C(¢) est constante.

§ T

Les hyperboloxdes a une nappe, an paramétre p, plus grand que &
et moindre que ¢, compris dans I'équation
l zl
=0 F—q

(8) el + =1,

composent un systéme de surfaces isothermes : c’est-a-dire que dans
une enveloppe solide indéfinie, formée par denx de ces surfaces,
parois entretenues 2 des températures uniformes, les surfaces d’é-
gale température seraient aussi comprises dans I'équation (8). Si I'on
désigne par ¢, l'intégrale

(9) /;'. : ald = = == &y

LSRN TR RN N}
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la température V, dans l'intérieur de I'enveloppe sera donnée par la
formule

(10) V., = -:-,",—____—'—Z‘: ,
¢, et ¢ étant les deux valeurs de Vintégrale (g) , pour les parois inté-
rieure et extérieare, ayant pour paramétres g, , f: , et sur lesquelles
on suppose que les températures soient zéro, et 'unité.

Si I'on suppose que l'espace solide soit infini et plein, que la tem-
pérature zéro appartienne i la plaque indéfinie, 2 vide elliptique,
dont le parameétre est p,=b, et que la température 1 soit celle de la
plaque hyperbolique a une nappe, dont le parametre est p,=c, on
aura simplement

(11) V. =£:—, <rw'l = b;/;:_——ibil‘/cz-—gf)'

L'intégrale compléte @, étant supposée connue, la transcendante ¢,
sera égale i cette constante, multipliée parla température qui existe
sur I'hyperboloide 2 une nappe, au paramétre p,, dans l'espace so-
lide qui vient d’étre défini; elle croit donc comme cette température
qui en est la définition physique. ' .

Les trois demi-axes p,, VFi — b*, }¢*— pi, d’'un hyperboloide
isotherme, desquels un seul est transverse, sont des fonctions de la
tempeérature ‘f- , qui existe sur cette surface; nous les représenterons

. .

par A,(c,), B,(e.), C.(¢,). Les sections principales correspondantes des
hyperboloides (7) ont toutes les mémes foyers; 2b est lintervalle
focal pour les ellipses dont les axes sont 2A,, 2B,; 2c¢ et 2/ b
sont les intervalles des foyers pour les hyperboles principales dont les
axes sont 2C, el 2A,, 2B, et 2C,. Telle est la définition géométrique
des fonctions A,, B,, C,, dont nous étudierons plus loin les pro-
prietés. '

De I'équation (g), et de la notation qui précéde, on déduit aisé-
ment :

(l 2) d—%—?:B.(é,)Cg(ﬁ) ’ %(fl_)=CI(E|)A"(EI) ’ 'd'C%) = -——A,(€,)B.(E,) ’
(13) As)—Bi(e;)=b*, Aie)HCi(e)=c", Bi(e, )+ Ci(e.)=c"—0"
14

Tome 1V, < Mars 183g.
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Ainsi la variation de P'une quelconque des trois fonctions A, B,, C,,
par rapport & la variable, est égale au produit des deux autres, pris
positivement pour A, et B,, négativement pour C,. La différence des
carrés des deux fonctions A, et B, est constante ; la somme des carrés
de A et C,, de B, et C,, est pareillement constante.

S V.

Les hyperboloides & deux nappes, au paramétre g, moindre que &,
compris dans V'équation

R -

forment un autre systtme de surfaces isothermes. Si ’on désigne par ¢,
Pintégrale

dg,
(13) f l/b’ cet/C’—: =

la température V,, dans l’enveloppe solide, aura pour valeur

() Vo=5T%
¢, et ¢! représentant les valeurs de Pintégrale (15) sur les deux parots,
dont les températures fixes sont prises pour zéro et I'unité. Si l'on
suppose que la température zéro appartienne au plan des yz, com-
pris dans les surfaces (14) sous le paramétre p,==o0, et que celle
prise pour unité existe sur la plaque hyperbolique 2 deux nappes,
qui correspond & p, =5, on aura plus simplement:

(r7) V.= '—’ (rzr. f;be’—c?’\/c‘—_ei)-

La transcendante ¢, sera proportionnelle & la température qui existe
sur hyperboloide au paramétre p,, dans I'espace solide qui vient
d’étre caractérisé, et cette température pourra lui servir de défini-
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tion. Les trois demi-axes Pas Vb —p, Ve — - ¢2, d’'un hyperbo-

loide isotherme (14), desquels les deux derniers sont tramsverses,
sont des fonctions de la tempeérature qui existe sur cette surface;
nous les représenterons par A,(z,), B,(s,), C(z,), fonctions qui seront
ainsi définies géométriquement.

De Féquation (15), et de la notation qui précéde, on déduit faci-
lement

(18) =B (0)C(e), P ()ALe), A ()8 (),
(19)  Ae)+Bi(e)=b*, Ale)4Cife)=c*, B:(e,)—C,(e,) ==t —b?,

Ainsi la variation de 'une quelconque des trois fonctions A,, B,, C,, .
par rapport a la variable, est égale au produit des deux autres, pris
positivement pour A,, négativement pour B, et C,. La somme des
carrés des fonctions A, et B,, ou A, et C, est constante; la dlﬂ'ereme
des carrés des fonctions B, et C, est pareillement constante

§ V.

Il s'agit d’étudier les propriétés des fonctions A, B, C; A,, B;, C,;
A,, B,, C,; des trois transcendantes ¢, ¢,,¢,, ou celles des axes des
trois genres de surfaces isothermes du second degré, sur lesquelles

¢ t

. 7 €
existent lestempératures -, =+ - Nous commencerons par le
“

1 @a
dernier genre, auquel se rattache plus directement les transcendantes
elliptiques définies dans le paragraphe préliminaire, ou qui étaitse ul
représenté par l'ancienne notation. Pour cela soit pris la fraction

e Vr—rvVe—rxyVe—= Ve—x

brer— gy

(20) 2z =

ou, en posant

be'=p, b+ c'=9q, Vat—gr'+p=X, V=g +p=VY,
plus simplenient

. Y &= X
20) bis z = be =2
(20) Py

14..



108 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

On aura

s — P =Ty = (@Y K 2 XYJ
b z* b J
(p— x>

mais on a
Y o4 Xt = (p o xy?) (2 yY) — 2qx%y*, g — p= *,
il viendra donc, en développant et remplacant XY par sa valeur :

—p Abl—b (- ) F 2y ] 2y [e—c (2 ) F-2%y*] =20y XY
- (p— =z

b*— 2

3

et puisque les parenthéses des deux premiers termes du numérateur
ne sont autres que les produits (b*— x*)(b*—y*), (c*—x*)(c*—*),
on conclut, directement pour \/b*— z*, et par symétrie pour

Vier—zr e

c"/b’-—x’\/b’—y sy e— 2z |/c—j

VE — 2 =

(21) bt — 'y
- b:‘/ca_x ‘/ca_.r Ij‘/b’—l'"/b'—j
\/C —_—3 =
bt — 22y

L’équation (20 bis) différentiée donne

ds = bc (p+ 2 XY £ yx[(p — 2y*) (22 — q) + 29°X*] dx

(P — -T’J")' X
(p+ 29 XY £ yx[(p—29") (29’ — @) + 22°Y"] dy
=+ bc L
(p—=zry Y’

on remarquera que , d’apreés les valeurs de X et de Y, on a
(p—xr*)2x*—q)+2y Xi=(p— 2"} (2y*— )22 Y =2p(2* 41" )—q (p+2°y*),

ce qui réduit la différentielle dz 4 l'expression plus simple :

de = bo PH X E rlglp t o) —apet 4] (4 oy dy
(p—x%y") X

Or il est facile de voir que le facteur de la parenthése du second

[ NN RAT IR AT ETT T ORN NI
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membre, n'est autre chose que le produit des deux valeurs (21); on
a donc

(22)

dz R dx -+ dy
Vb’—z’ Vc’—z’ - Vbz__xz ‘/67__1:2 ‘/bz_fz Vc’-—f’

Sil'on désigne par £, £, #, les intégrales

z dz x dx _ 'y dy N
vt = e =

et si l'on observe que pour x=o0, y=o, la fonction { (20) est
aussi nulle, on pourra mettre Fintégrale de I'équation (22) sous la
forme

(24) {=¢ =%

Ainsi lorsque les limites supérieures des intégrales (23) sont liees
entre elles par 'équation (20), ces intégrales elles-mémes satisfont a
la relation (24). Cette propriété remarquable, découverte par Euler,
est origine de la théorie des transcendantes elliptiques ; prise comme
lemme préliminaire, elle peut aussi servir 2 étudier les propriétés
des surfaces isothermes du second degré, ou plutdt celles de leurs
axes, considérés comme des fonctions de la température.

§ VI

La notation du § IV, les relations (23) et {24), permeitent d’écrire
les équations (20) et (21) ainsi qu'il suit :

: —_ 7, MBB.C,() == A, (1)BE)C.E)
A (EEn) = be = T ETw ’
e — 7 SBaBuBFA (1A, (E)C.()CalE)
(25) ( B.(EE=m =0 e — AX@AIM ’
: v BC)GE) £ A, (DALE)BL(9)B,(8) |
CExn=c b — ANBAL) ’

formules qui donnent les axes de I’hyperboloide 2 deux nappes,
dont la tethpérature est la somme ou la différence des températures
de deux autres surfaces isothermes- du méme groupe (14), en fonc-
tion des axes supposés connus de ces deux derniéres surfaces.
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' A I'aide de ces formules, et de Ja définition (17) de @,. on forme
aisement le tableau suivant

A, (0) = o, | B,(o)=546, C(0)Y=c,

A (w,) = b, B,(5.)=o90, GC(/{(w)=Vc—->b,
AFEn) === A(n), B(==n) =B,(n), C. (= ») = (),
A(2w,) = o, B, (25,) = — b, C, (23,) = c,
A(3w,) = — b, B,(3w,) =o, C(,(33,) =\ =0,
A,(4U,) = o, B, (45’-) = b, C. (4v,) = ¢,

(26)

d’otr Pon tire les conclasions suivantes. Les fonctions A,, B,, C,,
sont périodiques. A, est nul au commencement, au milieu, et a la
fin de la période 4w,; positif dans la premiére moitié, négatif
dans la seconde, il atteint sa plus grande valeur absolue 4, au milieu
méme de ces moitiés; en un mot la fonction A, est analogue au

sinus. La fonction B, est analogue au cosinus, et passe par les mémes
variations de signe. Quaat a la fonction C,, elle ne change pas de
signe, et a pour valeurs positives extrémes c et \/c* — b*; la pé-
riode qui lui correspond est aw,. Il résulte de ces périodicités que

(27) A,(4l"?. -+ '2) - A’ (‘l): B2 (4i" +'=) =B, (s2), C, (2i': + 'z) - Ca (53)’

quel que soit le nombre entier i. La troisiéme ligne du tableau (26),
indique que la seule des trois fonctions qui change de sigune avec la
variable est A,; et C’est aussi la seule qui s'évanouisse quand la va-

riable est nulle.

§ VIL

Oun obtiendra les formules relatives aux axes des surfaces isothermes
du § I1I, en faisant subir aux équations (20), (21) et (22), la trans-
formation suivante : désignant par « 'une quelconque des trois va-
riables z, > ou 7, on posera

(28) u=\/c"—-u’ », d'ou \/b'——u‘:\/u"—(c‘——b‘) , \/C‘—u‘=u’,

« représentant {a nouvelle variable z', ' ou ¥, comprise néces-
sairement entre \/c*— &* et ¢; d'ou I'on conclut:
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(2 ) du —_— du’ .
9 Vi—uw ye—w — Vir—(*—0) Vc— u’

la substitution des valeurs (28) de x, 7, z, en &', ', 2/, étant faite
dans les équations (20), (21) et (22), on fera \/c*— b*= ', dou
b=V\/c* — b™, puis on supprimera les accents.

On aura ainsi

. -3 a2  Is - ‘/CI——.’E’:tI V.’l"—b’ \/ C’—J"
C*—z = C ca_ba.r ‘/.7
v v A=) — (@ — @) [ —7")
- bl c? ‘/xa__bn ‘/.7.4__ ba.;zj‘/cn_xa ‘/c:\__.yu

H

(30) V—b= \/c* e =T —r)
I (c* — 15} xy \/Ca___ P ‘/C’—j’ ‘/b’—.‘l” ‘/b’——_}”
_ (¢ — %) — (¢ —=%) (" —77) ?

au lieu des équations (20) et (21); et celle (22) deviendra

' dz dx dy

= - —f e £ SET S
) ‘/zs — b ‘/C’— P ‘/xn__bs ‘/C’——x’ ‘/_y’—b’ ch__]-u

(51

si 'on désigne maintenant par {, £, n, les trois intégrales,

z ____dz_ __= x dx _ > __*d]’_ L
(32) ,/; V=V c—z Z,/; ‘/x’—b"/c’—x“-g’./; Vr—b V;’:;‘= "2
I'équation (31) intégrée donnera
{=f=xn+g,

g représentant une constante; or lorsquion fait x = ¢, y = ¢, dans
la fonction z, donnée par la troisiéme des équations (30), on a aussi
z == ¢; c’est-a~dire que les intégrales (32) atteignent en méme temps
leur plus grande valeur, laquelle n’est autre que w, (11); on a donc
alors pour détermirer g, I'équation 0 ==kt o,+4¢, doh g==w,,
et-enfin

(51) {=f=r5s
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§ VIIL.

La relation (31), les valeurs (32), et la notation du § 1II, per-
mettent d’écrire ainsi les équations (30), en renversant leur ordre

Al ( d: - (C‘ — bﬁ) A,(g)A,(q) = BI(EJBn('I)CI(E)CI(’l)
E n ; m'l) [ C’(C’— bz) _C:(E)C:(') b

353 B, (£ £no="w,) = Vo — B SBEBF AGAMCECH)
(%) € En o) =Vo—F = S wenn

C(¢=k ) = eV s SEAER) = @A E)B,¢E)
(E " ; o ) c\/c CI(C’ — ba) —_— C:(E)C:(ll) .

Si l'on fait dans ces équations n==0, doa A,(n) =54, B,(n)==o,
C,(n)=Vc*— b*, elles dounent, en ayant égard aux relations (13):

cb
(34) Al(zi'l)=Al_(—E)’ Bl(Ei'l)=:b(;—l%7 Cl(i irl)::cf;'((g)!.

Si & laide de ces formules on change, dans les équations (33), £ en
((=£w,), et qu'on ait égard aux relations (13), pour simplifier le
dénominateur, on trouve

A, (E -+ ") = b (c*— bn)Al(z)Al(”) =+ Br(E)Bl(")CI(E)Cl('I)
e (¢’ — &) + B}(£)Bi(x) ’
B, :t )= b é‘__-_—b-. A((')CI(U)BI(E) + AI(E)CI(E)B;(”)
(35) EEn=>V o b;(c’ —5) +BIEB(n)
— /”__*‘—" *C,( )Cl(ﬂ) -~ AU(E)Ac(”) Bl(E)Bl(’l)
CEEnN= Ve — b S+ B@Rm

formules qui donnent les axes de I'hyperboloide a vwne nappe, dont
la température est la somme ou la différence des températures de
deux autrés surfaces isothermes du méme groupe (8), en fonction
des axes, supposés connus, de ces deux derniéres surfaces.

Les formules (34) et (35) permettent de composer facilement le
tableau suivant :
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( Ao) = b, B,(0) =o, Ci (o) = Ve — b,
AB) =c, B(e)=VE—TF, C(s) = o,
AEEny=A (), Bidon)==£B,(),  C(km— Cr),

(36) 4 A(2w)=215, B,(2w,)=o, C.(aw,)=— \Vc*~—b*,
A(3v,)=c, B.(SI.J,):—\/ c—b*, C,(3v)=o0,
\ A(4m)=b, B(4m,)=0, C.l4w)= Ve =,

D’ou l'on conclut que les fonctions A,, B,, C,, sont périodiques :

A, est toujours positif, et sa valeur oscille entre ¢ et b, b et c; la
période qui lui correspond est 2w,, celle pour B, et C, est double ou
4w,; B, est analogue au sinus, B, au cosinus. On a enfin :
37 A (2 4 o) = Afe), B, (4l"'l+ o) =B,(), C, (fim, 4= ¢) = C, (h)g
quel que soit le nombre entier /. D'aprés la troisitme ligne du ta-
bleau (36), B, est la seule des trois fonctions qui change de signe avec
la variable , comme C’est aussi la seule qui s'évanouisse avec elle.

§ IX.

On obtiendra les formules relatives aux axes des ellipsoides iso-
thermes, en faisant subir aux équations (20), (21) et (22), la trans-
formation suivaute : u désignant Pune quelconque des variables z,

x,y, on posera

u”—c’ — w—ge
(38) =2, dow VF—w=bVT=L, /o (NTF
' étant la nouvelle variable correspondante z', x’, ou »’, nécessaire-
ment plus grande que ¢; d'oit on conclut

3 . - du —_— du’
(39)  VE—wye—# Vi —b Vi—o

Ou aura ainsi, au lieu des équations (20) et (21), en supprimaunt
Tome 1V. — Mars 183g. 15
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les accents :

1 aVr=tvVy—¢ .rt/z“—-b’\/x‘—c’
—_— ’J" — b3c?

z
(40) ‘/z’—c" V—oVy —cecxzeVe—byr—b —b
z zy* —bct
Ve .z‘_er'-b’\/_r‘—-b‘.._b‘\/x’-—-c’\/f—c’
z - Ib"——b’c’ ’

si 'on observe que I'on a identiquement ,
By — b7) () — @t — ) (@ — ) = (7 — 2Ny ).
La premiére des équations (40) donne facilement :

G4y 2= VI TEVF—emsVE—FYE=e,
y—2x ).

et les deux autres équations (40), multipliées par cette derniére,
donnent, en réduisant,

b-_]"/J s oVr P .tt/a: —cVr—b

Vv ,
@i ==
V, yWr=bVre—cxyVr—bVy — c‘

f e Tl — S

Quant i I'équation (22), elle devient, par la formule de transfor-
mation (39), et aprés la suppression des accents,

dz dx dr
(43) Ve—byo—c Vx’—b’Vx’j-C’i Vr—ovy—c°

S$i l'on désigne maintenant par 7, f, #, les trois intégrales
dy
(44?[ ‘/z’-—b“/g‘ c’ C,f Vz‘—b’;/x’—c’ E’f ‘/J;-a_bz VJ" ‘_.. ",
Yéquation (43) intégrée donnera
S= g% n4 g
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g étant une coustante, Or lorsqu’on prend les signes supérieurs, la
premiére des équations (40) indique que z devient infini, quand x et
y sont tous les deux infinis, cest-A-dire que les intégrales (44)
atteignent ensemble leur valeur compléte, laquelle n’est autre que
@ (4); on a donc, dans ce cas, g=—a=. Lorsqu'on prend les
signes inférieurs, la premiére équation (40) moutre encore que
pour x=y, quelle que soit d’ailleurs leur valeur commune, on a

3 ==0w, ou que { =, quand £=n; on a donc alors g = . Donc
en réunissant les deux cas

(45) {=E 1w
§ X.

La relation (45), les valeurs (44), et la notation du § I, permettent
d’écrire ainsi les équations (41) et (42)
AGE s m)= A(8) B(x) C(n) == A(n) A) C(E)

To—@
B s o o) = POCMAL) = B CHB®

(46) : Ko(n) — A() - ’
Cit) A B C(s) A(2) B
Cltrm o) = ® (»)A’:;: A("()z) (B B(E)

D’ou Von conclut, en faisant
n=o0, A(W=c, B)= Vcr—b*, Cn)=o,

et ayant égard aux relations (7) :

(5) o ,A(E) Y Ve—b

Si, a laide de ces formules, on change dans les équations (46),
£en E:l:rw et que P'on simplifie le dénominateur par les relations (7),
ou trouve
Je =) AE) AL = B() B(x) C(&) Cln)

c*(c* — b*) — C*(y) C*(§) !
—5: BE) B (1) = AE) A() CE) CO)
(48) B(E = ’,) = ‘/C —b C’(C’ — bn‘ —— C:(”)Cn(f) I
— v/ 55 GE) Atn) B(s) = Cln) AE) BE)
CExn = Vb 2 Tme®

A(E:ta) =

15.
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formules qui donnent les axes de lellipsoide, dont la température est
la somme ou la différence des températures de deux autres ellipsoides
du méme groupe (1), en fonction des axes supposés connus de ces
deux derniéres surfaces isothermes. - ‘

Les formules (48) , (47), conduisent au tableau suivant :

( A@ =0, B(o)=VF=F Clo)=o,
A(@) = B(@) = (@) = = «, |

{ A(=x=n) =A(»), B(=n) = B(»), C (=) =xCh),

(49) A(aw) =—c, B(aw) =—Vc'—F, Clamw)=o,

A(3w) = B(3@)=C(3m) ==k,

| Al4w) = c, Bl4w) = V=8, C(4w)=o.

D'ou I'on conclut que les fonctions A , B, C, sont périodiques. A et B

\ . I
sont analogues & Pexpression —
coso

respondant a une circanférence entiére ; comme séc @, ces fonctions
passent du positif au négatif par l'infini. La fonction C passe du posi-
tif au négatif a la fois par zéro et l'infini, comme tang @ ; sa période
est seulement 2. On a donc :

» ou a séc@, leur période 4@ cor-

(50) A(4iv+€)==A(c), Bl4in—4-1)=B(s), Claivt-e)=C((s),

quel que soit le nombre entier i. D’aprés la troisieme ligne du tablean
(49), C est la seule des trois fonclions qui change de signe avec la
variable, et est aussi la seule qui s'évanouisse en méme temps qu’elle.

§ XL

Les intégrales définies w, w,, ©,, sont des fonctions des constantes
b et c. Elles ont.des yelations treés simples qu'il importe d’établir. Les
formules de transformation (38) conduisent a Péquation différentielle
(39) qui intégrée donne

ul

(64) f\/o__—.?vT; + ﬁwnT;vE_TvFg‘

LR RN AN RN AT IR SN I
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g élant une constante. Or lorsque %' = ¢, u=2> d’apres les formules
(38); C'est-a-dire que la seconde des intégrales disparaissant dans le
premier membre de ’équation précédente, la premicre atteint sa
valeur maxima, ou ©,; on a donc g==,. D'un autre coté, quand
W =0, u=o0 d'aprés les mémes formules (38); cClest-a-dire que
dans I'équation (51) la premiére intégrale s'évanouit, quand la seconde
acquiert sa plus grande valeur, ou ©; on a done aussi g=u. Ainsi

[ R a8
(52) a‘—m'—-fo ‘/[72._'_.';‘/45—‘_-:—.“_./‘0 VE by —c

Si I'on représente par ¢ et @' les deux intégrales de I'équation (51),
on aura

¢+ ¢ =wv, dou ¢=v—0.

Les formules (38) écrites en employant la notation des § I et 1V,
donueront donc

=t _,G@—®) o , BE—0)
53) Al(?)— A ("_‘"P)’ B.(p)= b Aa—¢) C,(p)=c¢c A—(@__ o
o PG o= B

Or les équations (47) donnent facilement

A(—g) =B, Blam—p)= Vo—F £, ((a—g)mc XI=F;

G (@)’ tT(a)’ C (61— »
Ces formules (53) deviennent alors.
-5 00 A — T A®
5 A (0) = b gy B0y =g €(0) = Vc'—b 5’
4 A =b2® B )—ﬁl/__"_’_':_b_'. C (o) = Vo 2al®)

et comme @,=a, ces formules permettent de déduire des axes
donnés: d'un ellipsoide isotherme (1), ceux de I'hyperboloide a
deux nappes (14), qui posséde la méme température, ou inverse-
ment.
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§ XII.

Les formules de transformation (28) conduisent & Péquation diffé-
rentielle (29) qui intégrée donne

“ du ' du’
(55) [ Viceyo—w T f o Vit e &

g étant une constante & déterminer.

La température exprimée au moyen de la seconde mtegrale, se
rapporte & un nouveau systtme de surfaces isothermes, qui differe
de celui que nous avons considéré, en ce que la constante b est
remplacée par Vec*— 3%, et Voo b par b; comme il est néces-
saire, dans ce qui va suivre, d'employer simultanément ces deux
systemes, convenons d'affecter d’un accent supérieur, les constantes,
les variables et les fonctions qui appartiennent au nouvean.

Cela posé, lorsque u=105," ' = \/c* —b*=1¥’, d'aprés les for-
mules (28), clest-a-dire que la seconde intégrale, dans I'équation
précédente, s'évanonit quand la premiére atteint sa plus grande valeur,
ou @,; on a donc g=w,. D'un autre c6té quand v/=¢c, u=o
d’aprés les mémes formules (28); clest-a-dire que la premxere inté-
grale disparait lorsque la seconde acquiert sa valeur maxima, ou @) ;
on a donc aussi g = @,. Ainsi

(56) @, =@ oOu W, = @,.

Puisque @,= @ (52), on a @ = ou @,=m', convenons
donc de ne conserver que les deux quantités o eta’, qm sont

- = ‘/: V bt ss® VC‘—" fvm V ﬂ’—(c’—Z') VF:;;
dy o
c 4% —'6. V)' —_c*

Vc‘—-b*
j: l."--b‘-—s Vc’—-‘ f Vﬁ'—-b‘ ‘/c‘-—- 2

f V‘y __(c._bs)vy.-c’ = =W .

=w/=w,,
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Si l'on represente par @ et ¢’ les deux intégrales de l’equatxon (55),
on aura ¢+ ¢'==, ¢ = @ — ¢’. Les formules (28) écrites en em-
ployant les notations des paragraphes s et 3, et ayant soin d’accentuer
les fonctions du nouvean systéme, donneront donc

(58) A(¢)=C(wz—¢'), Bi(¢')=B(@w—0'), C.(¢")=A,(w—0),

formules qui lient les axes des deux systémes généraux de surfaces
isothermes, pour lesquels la constante 5* a deux valeurs différentes
dont la somme est ¢*.

§ XIII.

Les liaisons établies par les formules (53), (54) et (58), entre les
trois groupes de fonctions (A, B, C), (A,, B,, C,) , (A” B,, C‘), ne
sont pas les seules; lorsqu'on donne des valeurs i 1magma1res a leurs
variables, on trouve d’autres relations qui conduisent a des consé-
quences remarquables.

Si dans lintégrale (15) on pose successivement p,==a \/— 1,
a== \/ﬁ — ¢*, 1l vient

¢ = P2 dea _ \/:-l_ Ta dua )
Y N e e cViteveta
da

e ¥
= }/_ lf; Ve—cyve—(c—b)’

c

de la on conclut que B= Vc*+ a*= V" — p:=C,(s,), est aussi
égal 2 A'(—¢, VV/—1); 0n a donc A’ (n)=C, (n\V/—1), en repré-
sentant — ¢, \/— 1 par #, et a 'aide des équations (7), on obtient le
groupe suivant :

59 Am=C.(rV=1), F=B (v =1), Cln=y 1 A,( V=)

Si dans l'intégrale (9) on pose successivement \/pi—be=a \/—1,

Va4 (c* — b*) =, il vient
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pe dg, =V « da
n= s Ve = Ve—g - f Vb —e*V o+ (c*—0b)
dg
= V- f Yeo—b V8= (c'— 5')V¢"—ﬁ’

Ainsi B== V" a* — b= Vc*— pi==C,(s,), est en méme temps
égal 2 A/(—¢V—1), ou bien A(m)=C,(n vV~ —1); et, & I'aide des

équations (13) on obtient

©60) AM=C(ry/=1), Bimy=y—=1B.(svV—1), Cl=A,(V—1).
§ XIv.

Les formules (59) et (60o) démontrent la double périodicité décou-
verte par Abel. En effet, d’aprés les identités (50), dans les for-
mules (59), les premiers membres A’(n), B'(n), C'(n), ne changent
pas lorsqu'on augmente » d’un multiple de 4%’ pour A’ et B', de 2%’
pour C'; les seconds membres jouissent donc de la méme propriété,
cest-a—du'e que les fonctions A,, B,, C. ne changent pas quand on
ajoute a leur variable un multiple de 20’ VV—1 pour A,, de
4o’ V—1 pour B, et C,.

Réciproquement, dans les mémes formules (59), et dapres les
identités (27), les seconds membres .ne changeront pas si I'on re-

tranche de »\/— 1 un multiple de 4@ pour A, et B,, de 2@ pour C,,
ou si 'on y change n en (= 4nw V—1), (14 2nwy/—1), n étant
entier; les premiers membres doivent donc jouir de la méme pro-
priété,, C'est-a-dire que les fonctions A’, B', C’, conservent les mémes
valeurs quand leur variable augmente d’un multiple de am V/ —1
pour A’, de 4@ \/— 1 pour B' et C'; ou enfin, les fonctions A, B,
C, resient les mémes lorsqu’on ajoute a leur variable an'@’ V=1
dans A, 4n'w’ \/—1 dans B et C, n’ étant un nombre entier.

Dans les formules (60), d’aprésles identités (37) ou @, =, les
premiers membres ne changeront pas si I'on augmente » d’'un mul-
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tiple 2 pour A;, de 4w pour B’ et C! ; les seconds membres jouis-
sent done de la méme propriété, cest-a-dire que les fonctions A,,
B,, C,, conservent les mémes valeurs lorsqu'on ajoute a leur variable
un multiple de 4@ VV— 1 pour A, et B,, de 2@ vV — 1 pour C,.

Ces conséquences, vapprochées des équations (27), (37) et (50),
conduisent aux identités suivantes :

Aly+ 4w+ 2n'e’ V1) =A(), Bla+bnwat fn'a'V—1) =B ().
C(y+ 2nm + fn'a’ V' —1) = C(n),
6 A (1 ana’ + fo's V1) =M, Bir4ne’ +4riay —1)=B.(),
/ C, (n+4na'+2n'= vV =) =G,
A (34 4w 4 2n'w’ V’:) = A9, B,(n + fnw+ fn's’ vV —1) =B.(n),
C, (q+ 2nam 4= 4n'&’ \/:1) =C.(»),

dans lesquelles n et »’ représentent deux nombres entiers quelcon-
ques , positifs ou négatifs. Il y a donc, pour chacune des fonctions
que nous étudions, une pericde réelle et une période imaginaire.

§ XV.

Parmi toutes les formules donnant les axes des sommes ou des
différences de température, celles (46) sont les plus simples; car
elles sont dégagées des constantes b et ¢, et les deux termes des
fractions qui composent leurs seconds membres ont deux dimensions
de moins que dans les autres. Or, on peut ramener a la méme forme
toutes les relations analogues de ce mémoire; cette généralisation
nous parait assez importante pour étre démontrée.

Soit posé géuéralement, et pour simplifier :

A B Ciln) = A BEHCE _ o
A — AXB) = U.(1, =+ E)a

Bi(&) Ci(n) Adn) == Bin) Ci8) AkE) __

(62) A0 — 22 = Vils, = 8),
Ci(8) Ai(n) Bi{n) = Ci(n) AE) BiE) __ y

Aln) — AND =W, =% £),

Yaccent i devant étre supprimé quand il s'agira des fonctions A, B,
C, étant 1 pour celles A,, B,, C,, et2 pour celles A,, B,, C,
Tome [V. — Mars 183g. 16
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La troisieme ligne du tableau (4g) permettra d'écrire ainsi les
formules (46) :

U, &) = Al — (n = £l,
(63) V1, = §) = B[w — (n = £)],
Wir, = £) = Clo — (n = £))

Si T'on change b en Vc*—5* dans les équations (63), ou par la
convention établie, si 'on accentue & et toutes les fonctions A, B,
C, qui s’y trouvent, on pourra les remplacer ensuite par des fonc-
tions A,, B,, C,, d'apres les relations (59), puis changer # V;,
£ V—1en » etf; ce quidonnera, puisque C:(n)—C:(E)=A:(E)—-A:(;|')

[ formules (19)] : '

U(n, F ) =xAle'v—1 — (n &£ £)],
©4) ¢ Votn, F £) = V=1B,[o/ V=1 — (x = )],
Wi, 5 8) = V=1Gla' V=1 — (n == ).

Si Pon change 6 en \/b*— ¢* dans les formules (32), conséquem-
ment @, ="' en @, et qu'on accentue toutes les fonctions A, B,
C,, on pourra ensuite remplacer les fonctions A/, B!, C! , par des
fonctions A,, B,, C,, 4 laide des relations (60), puis changer
V=1, EV—1,en netf, ce qui donnera d’abord :

AEErFay=i)= cby— HO2OLE = L6)EE GG

b — A (O () ’
S —— ¢B,5)B,(») = A,(nC,&C,
B. (s :bn q:@' \/— l) — b v— 1 ¢ '(E) GE'b)’ _ig% A(;()’l) (E) (,’) »
— 5C,(5) C(w) == A (E)A,(n)B,(5) B, ()
CExrgpav—a)=c & c(:b)‘--A(:E(i)A;(ﬁ) ? ~

et si l'on change dans ces équations » en (» — @’), en remarquant
que

ch : C— C.(') —_ — Bt('f)
A_l—('l)’ B.(”""W’/-—-—bm, C.(n GJ)—CA‘("),

A(n—a')=

d’apres les formules (32), il vient, toute réduction faite, et en faisant
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usage de la troisiéme ligne du tableau (36) :

U, F8) =vV=1Ale'+avV—1—(n=x§),
(65) { V.(n, =)= V—=1B,[e' +aV—1—n=k§)],
W, £) =C,[a'+aV—1—n=xE)]
§ XVI.

Les formules (63), (64), (65), comme étant les plus simples dans
chaque groupe de fonctions, indiquent une sorte de complément
naturel pour leurs variables, mais qui différe de 'une a Fautre : pour
les fonctions A, B, C, le complément de la variable ¢ serait (w—s);
pour A,, B, C,, le complément de ¢, serait (fn' -+ @'\/-—— 1—¢),
enfin pour A,, B,, C,, le complément de ¢, serait (@ V—1—¢,).

Si I'on convient de désigner respectivement ces trois compléments

par D¢, D,¢,, D,¢,, on déduira facilement des formules précédentes,
en y faisant £ =o:

B(s) _ yampie) ="
A(DD})—-CC() B(Dq)_‘/ —b ), C(D’l)-——(‘ﬁ—,
b G b Vc —b* A (n)
Al DI = e S NPRS) B: D, = e— C Dl - 2 b’
66) (D=7 gy B == Sy oy GOm=Ve—F g,
b b C (”) < Bz(ﬂ)
a D: = X 2 ) — W)=
ADm=g75 BOm= =15 CON=T= s

Les formules (53) rapprochées de la derniére ligne du tableau (66)
démontrent aisément le groupe suivant
67) A@) = Az —a V—1—4), Bl)= V— B,(rw—- @' V=1 —1),

Co) =y —1C, (00— @y =1 —¢).

Les relations (58 et (59) donnent d’abord
A, (5|)=C’ (@ —¢), B.(e,) = B’(@'—g,), C, ()= A’/.ﬁ-'_ o),
—‘7— C(—2vV=1), Bl =B (—nV/=1), C. () =A(—sV—1),
on en conclut aisémett, en changeant dans la derniére ligne » en
(ﬂ' - E:)’
(68) Al(‘l) = A (‘l ‘/:—; - ’w‘ ‘/__—l), Bl(l,) = B(t. \/:—l — @’V:_l),

C( (s.) = Vt-_—; C(‘x ‘/:T — @ ‘/:_!)‘

A=

6.,
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Enfin un rapprochement facile des groupes (66) et (67) donne
(69) A'(")=A’(a"'l ‘/:l-)- Bn(‘l)‘:‘/_—lBl(""l‘/:;)y C,(l,):C,(‘I‘!, ‘/——l)'

Ces formules (67), (68), (69) fournisseat le moyen de remplacer
les fonctions de Pun des trois systémes partiels (A, B, C), (A,, B,,C,),
(A,, B,, C), par celles correspondantes d’'un autre de ces systemes.

§ XVIL

On peut écrire 2 -la fois les trois groupes (63), (64) et (65) de la

maniére suivante

Uils, T)=ADGEH], ou =/ Z1A,[D,(rtE)], ous=zA,[D,(=y)],
(70) 3 Vitn, FE=BIDGLE)], _ou =cpy/ =B, [D,x=£E)], ou==y/ —1B,[D, 5],
Wi, F)=3CDoxtf),on =C,[D, (r £ 5], ou= V —1G[D,(n5)],

suivant que i manque, ou =0, ou = 1. Ou bien, d’aprés les va-

leurs (66) 3

(. —#)— o BrE ¥ _,COaxH _ be
Un(’h +e)~ c C(q ias ou = bB, (’i y ou _ii’—'i-a '
— Ay b 1t C. -+
‘1) { Vs, FE)= ‘/C’—b’c%;%, on = == —Bt/T::_-_— , ou =bA——~.§:I§ ,
W"("r':a': F Yok Ve—b A'l#) ou =¢ B——‘("if)

-+ E('—::—E)—, on =

Bl(’ﬂj’ A-('fif) !
équations dégagées d’'imaginaires et de compléments.
On déduirait facilement des équations (71), par des éliminations

trés simples, les formaules (48), (35) et (25), lesquelles peuvent d’ail-
leurs s'écrire ainsi qu’il suit, 2 Faide des valears (66) :

UiDE, £9) =A@ Ex), on = V1A Ex1), ou = A, % ),
(72) {VdAB:E, a) =B ( 1); ou = £/ =1B,({+y), ou =V =1 B,(F=),
W{DE,x) =£C(¢*y), ou = C, (¥ =), o 08 =V G,y

Comme ces derniéres formules peuvent se déduire facilemient de
celles (70), en y changeant £ en », et réciproquement, puis D& en £
et réciproquement, et enfin en intervertissant les doubles signes, on
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peut regarder le tableau (70) comme renfermant toutes les formules
4 transformer. Ce qui démontre la généralisation indiquée au com-
mencement du § XV.

§ XVIIL

Les trois formes U, V, W, (62), peuvent étre réunies sous uue
seule et méme forme. En effet, il suit des groupes d’équations (6 et
(7), (12) et (13), (18) et (19), que Fon a, dans tous les cas :

dA(y) dAiE)
2 A5 = “dE Ailn)
um—”% ’
dB; () B dB; (£)
—=2 Byf) = —Biy)
3 & -
(13) { V.n, £ &) = B.’(»)—B?(Ef '
dC, (”) r‘(E) =+ d—(i—(—g)- Pi('l)
W, = §) = -2 -
{n, = CGm—C® ’

Un, = &) =

que { manque, ou =1, ou == 2. 4

11 résulte de 1, et du tableau (70), un caractére général, appar-
tenant aux neuf fonctions que nous avons définies et étudides: si F
représente une quelconque de ces fonctions, » et £ deux valeurs
quelconques de la variable, on aura

dF(») dF (&) ..
< FE = —% F(x)

(74)
) — @)

= uF[G — (n = )],

G éwant une constante, qui est, @ pour F prise dans le systeme
(A, B, C); (@' + @ \/— 1) pour le systeme (A,, B,, C); @'V/—1
pour celui (A,, B,, C,); et u étant, suivant les cas, 1, V—1, 1,

V=1, == 1. Ce théoréme résume en quelque sorte toutes les
formules établies dans ce Mémoire.




