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SUR LA SURFACE DESMIQUE DU QUATRIEME ORDRE, 353

Sur la surface desmique du guatrieme ordre;

Par M. Georces HUMBERT.

1. Onditquetrois tétraédres forment un systéme desmigue lorsque
les wrois surfaces du quatricme ordre, formdées respectivement par
lears faces, appartiennent & un méme faisceau ponetuel, cest-fi-dire
onl seize droites communes ('), et Uon appelle surface desmique du
quatri¢me ordre toule surface de ce faisceau, ¢'est-a-dive, toute sur-
face de degreé quatre passant par les seize droites ().

En choisissant convenablement les plans de référence, on peut
mettre les équations des faces de chacun des tétraédres sous la forme

=Y =0, L4y =aq, S—(=o, s+1=o,
(1) ¢ &' — 3 =0, £+ 5 =0, Yy —{=o, Y+l =u,

L &= =0, r+ 1 =o, )y —5=0, Y+ si=o.

Nous désignerons ces douze plans sous le nom de plans desmigues.
Il estaisé de voir quon a identiqquement

(_-L’Q ___.“;ﬂ;)(:?.__ ’2) + ('L.E . t‘.’) ()/‘3 — :.2 ) -+ (.’l-'.: e :‘.’ )(l') ___'.);'-' ) — 0’

(') C. Steenanos, Bulletin des Sciences mathématiques, t. 111, o série; 1879,
(?) Cette surface et sa réciproque ont été étudiées par M. Stahl, dans le
L. 101 du Journal de Crelle, et M. Waelsch, dans les Sitsungsberichte de 'Aca-
cadémie de Vienne; 1837 et 1888.
e
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354 G. HUMBERT.

ce qui montre bien que les trois tétratdres forment un systéme des-
mique.
I'équation générale des surfaces desmiques du faisceau est

(L =) (2 =)+ k(r—32)(y* — 88) =0,
ou, si 'on veut, sous une forme plus symétrique,
(2) Ay + 320) 4 w3+ ) + (e + Y3 =o.
K, &, v ¢lant trois parameétres lics par la relation
A -+ +v=o0.

Sous cette forme, on voit, en se reportant a des résultats bien connus,
(ue la surface desmique est la transforinée homographique de la réei-
proque du licu des centres de courbure d’une quadrique.

La surface desmique a, quels que soient A, &, v, douze points
doubles, qu’on peul répartir comme il suit en trois groupes de quatre :

[. (@oo 1), (o 1 )y (0 10 0) (1 0o o0o0),
(v ), (1=v=0, (1—11—1), ( 1T—U—11),

M. g r1—1), (01—t 1), (11—t 1 1) (—1 1 11

et que nous appellerons points desmigues. lls sont situés Lrois & lrois
sur les seize droites qui forment la base du faisccau.

2. Le présent travail a pour but d’exposer des propriétés nouvelles
de la surface desmique; il est divis¢ en quatre Parties.

Dans la premitre, exclusivement géométrique et fort courte, on
établira quelques propositions simples et presque élémentaires, dont
il sera fait un grand usage par la suite.

Dans la seconde, aprés avoir exposé¢ un mode de représentation de
la surface & I'aide des fonctions &, on fera voir que certaines courbes
tracées sur la surface desmicque jouissent des proprictés angulaires
des droites tracées sur le plan, et on en déduira une géométrie de la
surface tout a fait analogue & la géométric euclidienne du plan.

La troisiéme Partie est consacrée 4 I'étude des sections planes de la
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surface : dans un Mémoire, inséré au Tome VI (4°série) de ce Journal,
nous avons montré que la section plane d'une surface desmique n’est
pas la courbe générale du quatriéme ordre, et nous avons fait con-
naitre de nombreuses propriétés de cette quartique particuliére. Nous
compléterons nos résultats antéricurs, et nous étudicrons spécialement
la section de la surface par un de ses plans tangents.

Enfin, dans la derniére Partie, nous rattacherons les surfaces des-
micques a la surface générale du troisiéme ordre, par intermédiaire
d"une proposition remarquable due i M. Cremona, et nous ferons
ronnaitre nne dégénérescence intéressante de ces surfaces.

PREMIERE PARTIE.

3. Les douze points desmicues dont nous avons écrit plus haul les
coordonnées, en les divisant en trois groupes, jouissent de propriétés
intéressantes les uns par rapport aux autres. Nous n'en retiendrons ici
quune seule; c'est que les huit points de deux quelconques des trois
groupes sont les points fixes d'un réseau ponctuel de quadriques, «l
que chacun de ces réscaux comprend six couples de plans formés par
des plans desmiques.

I’renons, par exemple, les huit points des groupes I et EH1; on véri-
fie aistment qu'ils sont les points lixes du réscau auquel appartiennent
les six conples de plans :

| r—Y =0, {.r—::o, a—Il=o,
‘\.:_~+y=o, . r+3=o0, J 4+l =0,
y—5=0, Yy —=1l=o, g':.—l_-:o.
y+s3s=uo, y+iL=o, =+l =0,

Cela posé, considérons le complexe formé par les génératrices des
quadriques de ce réseau.

Ce complexe est d'ordre trois, comme dans le cas général d'un
réscau de quadriques, et, de plus, toute droite passant par un des huit
points de base en fait partic.
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Observons maintenant, cun nous reportant a l'expression des coor-
données des points desmiques, que toute droile joignant un point du
groupe I & un point du groupe Il, passe toujours par un point du
groupe M.

Hrésulte de 1a que, parmi les quadriques qui passent par les points
des groupes 11 et 111, figureront tous les cones ayant pour sommnet un
point quelconque du groupe I, et passant par les quatre droiles qui
joignent ce point aux points du groupe 1. Comme on peut assujettiv
un de ces eones & passer par une droite arbitraive issue de sonsommel,
on voil que le complexe des génératrices des quadrigues menées par
les points des groupes 11 et T comprendra toutes les droites issues
d"un queleonque des points du groupe L1 comprend déji, comme on
Fa dit, toutes les droites issues des points des deun autres groupes,
ot cetle conséquence :

Les drodtes qui jotgnent un point queleongue de Cespace aur
dowsze points desmiques sont sur un cine du Lrotsieme ordre.

De plus

Le complexe des génératrices des quadrviques qui passent par les
lauit points desmiques de dews groupes ne change pas quand on
permate Uun ou Uautre de ces groupes avee e troisiéme.

Car ce complese est défim par le cone du troisitme ordre donl
Fexistenee vient détre ¢tablie,

Dapres ce qui a été dit sur les couples de plans desmiques qui foul
partie des réseaux considérés, on voil aussi que

Le complere précédent comprend toutes les droites des douse
plans desmiques ().

4. Soit maintenant une surface desmique; elle admet les douze
points desmiques pour points doubles.

(') Voir, sur ce complexe, les Mémoires cités plus haut de MM. Stahl et
Waelsch et aussi un trés intéressant travail de M. Waelsch, publié¢ au t. LII des
Nova acta de 'Académie Leop.-Carol. de Halle,
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Je dis que toute quadrique menée par les huit points desmiques de
deux groupes coupe la surface suivant deux biquadratiques.

Soit en cffet Q une telle quadrique, et C sa courbe d’interscction
avee la surface : c'est une courbe d’ordre huit, ayant huit points
doubles aux huit points desmiques considérés. Par ces huit points et
par un neuvieme point quelconque de Uespace on peut faire passer un
faiscean de quadriques, car les huit points sont les points de base d'un
réseaut; si le neuvieme point est sur G, on voit (ue les quadriques du
faisceau coupent C en dix-sept points, et par suite passent toutes par C
ou par une portion de G, 11 en résulte aisément que G se décompose
en deux biquadraliques, passant loules deux par les huit points con-
sidéres,

Ainsi toute quadrigque menée par ces huil points coupe la surface
suivant deux biquadratiques, et réeiproquement deux de ees biquadra-
tiques sont sue une quadrique. 11 existe done sur la surface une série,
simplement infinie, de biquadratiques passant par les points doubles
de deux groupes; en combinant les trois groupes deux & deux, on oh-
tient ainsi drois series de biquadiatiques tracées sur la surface.

La quadrique qui passe par denx biguadratiques d'une méme série
mfiniment voisines est, a la limite, inscrite a la surface; il existe donc
trois séries de quadriques inserites & la surface le long de biquadra-
liques,

Nous dirons que les biquadratiques qui passent par les points
donbles des groupes 1 et 11, ainsi que les quadriues inserites corres-
pondantes, appartiennent au systéme (I, 1) 5 il y aura de méme des
biqquadratiques et des quadriques inscrites des systémes (I, I1T)
et (H, 1.

I est elair que, par un point de la surface, passe une scule biquadra-
tique de chaque série,

5. Revenons maintenant au complexe du troisitme ordre défini
plus haut.

Soit ¢ une droite (uelconque de ce complexe, coupant la surface
desmique aux points @,, @,, a,, ,. La droite ¢ étant, comme on sait,
une génératrice d'une quadrique menée par les points doubles des
groupes 1 et IT, deux des points a, a, et a, par exemple, seront sur
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une méme biquadratique du systéme (I, 1) 5 de méme a, ¢l a, scront
sur une autre biquadratique de ce systéme. Mais ¢ est aussi génératrice
d’une quadrique passant par les points doubles des groupes 1 et 11,
d’apres les propriciés démontrées du complexe: done les couples a,
el ay, a, ct a, seront respcctivcmcnl sur une méme l)iqlmdm—
tique (1, H1). Enfin les couples a, et a,, @, et a, sont vespectivement
sur une méme biquadratique (1, 111).

Il résulte ¢galement de la que le complexe considéré du troisicine
ordre est form¢ par les cordes des biquadratiques tracées sur la sur-
face. ’

Dansle cas particulier oit ¢ est génératrice d'une quadrique inscrite,
du systéme (I, 1) par exemple, clle touche la surface desmigne en
deux points, situés sur une biquadratique de ce systéme. 1 en résulte
(que @, coincide avee a,, cl @, avee a,, ou que a, coincide avee @, et a,
avee a,. Dans le premier cas, les points de contact soul a, el a3
comme ils sont, d’aprés ce (qui préctde sur une biquadeatique du sys-
teme (11, 1), on voit que la droite ¢ est aussi géncratrice de la qua-
drique du svsteme (H, H) anserite le long de cette hiquadratique. De
plus, les points a, et @, étant sur une biquadratique (1, U, ki droite 2
touche en @, la biquadratique de ce svstéme qui passe par a,: elle
touche de méme en a, la hiquadratique (1, 1) qui passe par @,. Dans
le second cas, on a des résultats semblables, les svstémes (1, T
ot (IL, 1) éant permutés,

H résulte aisément de ces considérations que les génératrices d'une
série des quadriques inscrites du systeme (I, IT) sontaussi génératrices
des quadriques inscrites (1, IIT), tandis que leurs génératrices de Nautre
série appartiennent aux quadriques inscrites (1, H1).

En d’autres termes, les généraltrices rectilignes des trois systémes
de quadriques inscrites forment Lrois congruences, et, dans chaque
systéme, les génératrices appartiennent & deux de ces congruences.

De plus, les trois congruences sont identiques & celles que forment
les tangentes aux trois séries de biquadratigues de la surface.

Nous avons ainsi établi géométriquement, avec un certain nombre
de résultats nouveaux, les propriétés démontrées analytiquement 4 la
fin du Mémoire précité, et qui nous avaient permis d’¢tablir la propriété
fondamentale des sections planes de la surface desmique. Ces pro-
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pri¢tés nous seront utiles dans la deuxitme ct dans la troisieme Partic
de ce Mémoire, en venant au secours de I’ Analyse algébrique et en nous
permettant d'acriver simplement i des formules de la théorie des fone-
tions elliptigues.

DEUNXIEME PARTIE.

6. Désignons par 2« la fonction connue de M. Weierstrass, qui
se rattache & la fonetion pa définie par la relation

Pru= A (pu—=e)(pe—e)(pu—ry);

soient 3, 1, 3,1, 2, ules fonctions connues, dérivies de a.
Considérons la surface définie, en fonction des deux paramdtres,
w el v, par les relations

) . S - S, .- Tyn st Tnu
( ) i", - _j—l! ’ f“) - 3;;‘-;) vy - 71‘,’ vt = ‘;'-;)

o1 2 est e facteur de proportionnalité. Cherchons son équation,
Des pelations

(D e =g et = e
on deduit dabord, en tivant de (3) 2,4, 2,u, F3u el 2u,
210 4o Bt = yrgie 4+ e, 03t = 310 H e, 2900

cgalant ces quantités a 0, tivant 3%, &3, &7 en fonction de 22 et 0 1
portant dans ( 1), il vient

S0 = e B o o= L (0, B e

1 \ .
= S (00— ey, 23% )+ o 5%y,
-

d’ol, en éliminant 0 et 22¢

pes
N
I

| ey(at— ) |
! oyt e, ()t —2) =0,
i

e:l :2 - 12) l
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¢'est-a~dire

(ev—= e (2P + 32 2) + (e, — e ) (w32 + y2 %)
+ (ey— eq)(at +ysh)=o.

On reconnalt la I'équation (2) de la surface desmique.

Par suite, les coordonnées d’un point de cette surface sont définies
par les équations (3).

Etudions ce mode de représentation.

On voil ais¢ment, en désignant par 20 el 2w’ les périodes de pa, que
les quotients deux a deux de x, y, 3, ¢ ne changent pas si l'on augmente
« ou v de multiples de 4o et 4o, ou si Pon change simultanément «
et ¢ de signe, ou si 'on augmente simultanément « et ¢ de 20 ou 20
Ainsi & un point de la surface correspondent une infinité d’arguments
compris dans les formules

(e + 2hkw + 20+ fhe + 40w,

(5) ,
Lec+ako+ 280 + o+ 4o,

cdésignant = v etk k', by ..., & des entiers quelconques.

Les douze points doubles de la surface desmique s’obtiennent comme
il suit

Ceux du groupe I correspondent aux valeurs

’

0, ©®, o, o+
de v, quel que soit u.
Ceux du groupe 11 s’obticnnent en posant
u=y, U=0+ 0, U=v-+w, U=V 4+ 0+,

Ceux du groupe 11l en posant

Uu=-—y9, U= —0¢+4+w, U:—V-{-(y)', = — 4w+,
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Lis seize droites de la surface correspondent aux équations

‘u:o, u=w,

P v =2ko +a2k'w, 0=+ 2ko + 2k o,

‘u,::w', U=uw+w,
| ¢ =o' + 2ko + 2k o, v=w0+ o + 2kw + 2k’

ot k, k' peuvent prendre les valeurs o, 1.

7. Cherchons maintenant, en « et ¢, les équations des trois sys-
témes de biquadratiques de la surface.

Il est clair d’abord qu'en posant ¢ = const. on obticnt des biquadra-
liques en vertu des équations (4); ces courbes passent par les points
doubles des groupes 1L et L, que Uon obtient en donnant & « les va-
leurs == v + frw + I'w’; ce sont done les biquadratiques (1L, IIT).

Si l'on pose ensuite « = ¢ + a, a ¢tant unc constante, on obtient la
courbe

fr=2,(v+a)F,ed, 00,

cy =0, vd, (v +a)d,vdy,

....................... .

Les quotients de x, y, 3, ¢ deux & deux sont des fonctions double-
ment périodiques de ¢, aux périodes 20 ct 2w'; comme z, y, 3, (
s"annulent quatre fois dans le parallélogramme 2w, 2w, la courbe est
du quatriéme ordre : c’est par suite une biquadratique, puisqu’elle est
de genre un,

Elle passe par les points doubles des groupes I et I, puisque 1é-
(quation &= ¢ + « cst compalible avec 'unc et I'autre des équations
v=ho+ o ctu+v=ho+ ko' cestdonc une biquadratique
I, 1I).

De méme on voit que les biquadratiques (I, II) ont pour équa-
honu + ¢ = a.

Journ. de Math. (4 série), tome VII. — Fasc. LV, 18g1. 47
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Ainsi les trois systemes de biquadratiques sont

‘=q, (11, 1)
u—v=ua, (I, 0
u~+v=a. (I, 1

Yaprés ce qui a été dit plus haut, la courbe ¢ = a est identique a
v=ta+2ho+2lw';

de méme v — ¢ = a est identique &

u—v==xa+4ho + 4lo';
ele.

8. On comprend aisément quel intérét il y aurait & trouver les vela-
tions ui doivent lier les arguments de quatre points de la surface
pour que ces quatre points soient sur unc méme droite. Il ne semble
pas que ce probléme comporte de solution simple dans le cas général;
mais il est possible de le résoudre aisément dans le cas ot la droite
appartient au complexe du troisitme ordre form¢ par les cordes des
biquadratiques (n° 3).

Soit ¢ unc droite de ce complexe; désignons, comme au n® 3, par
fty, @y, Gy, a, ses points d'interscction avee la surface, et par «,, v, ;
Uay €45 Ugy ¢35 Uy, ¢y leurs couples d’arguments respectifs, définis a
des multiples prés de 4o, 4w’. Nous savons que @, et a, sont sur une
méme biquadratique du systéme (II, 1II), ainsi que @, ct @;: ona
donc (n° 7) ‘

¢y, =0+ 2ho+ 2hw':

mais, comme on peut simultanément changer les signes de , et ¢, ct
augmenter u, ct ¢; des mémes multiples de 2w, 2w’, on peut poser

‘ ¥3 =0y
(a) ¢« ctde méme

L=
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Les points a, ct a, sont sur une biquadratique (I, I1I); on peut
donc éerire

(D) Uy — ¢y = Uy — V.

De méme a, et @, sont sur une biquadratique (I, IlI'); mais nous
n‘avons plus le droit d’écrire u, — v, = u, — ¢,, parce que les équa-
tions qui préctdent ont fixé les signes de u,, 0,3 &y, vy5 4,, ¢y NOUS
aurons donc

(hy) ”2“"2£5(un—04)a

¢ ctant =1,

De méme a, et a,, a, et a, étant sur une biquadratique (I, II),
ona
) ‘ U+ ¢, =El(u2+v2)9
(e
\ uy+ 0y =" (uy+ ¢,).

On en tire, en posant &, — ¢, = u, — ¢, = A, et remplacant u, et u,
dans (¢), en tenant compte de (a),

20,4+ A= € (Uy + ¢3),

20+ A=¢"(u,+¢,).
Résolvant par rapport & u,, u, ct portant dans (2, ), il vient enfin

(200 + ) — 20y =e[¢'(20, + ) —20,]
ou

(d) 20, (€ +¢) +20,(—ee”"— 1)+ A — ee”) = 0.

Or cette relation doit étre une identité :la droite ¢, en effet, dépend
de trois paramétres, ct, par suite, les arguments de ses quatre points
d’intersection avec la surface desmique doivent pouvoir s’exprimer en
fonction de trois indéterminées. Si donc (d) n’était pas une identité,
on pourrait en tirer A en fonction de ¢, et ¢,, par exemple, ctles ¢qua-
lions (a), (), (b,), (¢) permettraient d'exprimer tous les u et tous
les ¢ en fonction des deux paramétres ¢, et ¢,, ce qui est impossible.
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Donc (d) cst unc identité, ct P'on a

g+e=o0, e+ 1==0, ¢ —e" =o,
d'onl
E=1, =1, g'=—1.
On a ainsi

Vg = ¢y, Uy — €= Uy — ¢y, U+ ¢, =— (U + "2)‘

0y =0y, Uy— €=U, — ¢4, Uy + ¢y = —(Uy+ ).
P la symétri
osons, pour la symctrie,

by =2, o =-—3

O P+ A=,
il vient, en exprimant les z ct les ¢ en fonction de %, 8, u,
= - 4 — —
n, =u+8, U, =—p+ 8, Uy =—&— W, Uy, =u — 2.

et, par suite, on obtient pour les coordonnées des quatre points, eu
changeant simullanément les signes de w,, ¢, 5 4y, ¢y,

n=03+u, v, =0—u, U, =12+ u, U, =2 — u.

e [— N P #
vy =4y ¢y == & ¢y =3, vy 3.

T

Telle est la forme, remarquablement simple, sous laquelle on peut
metire les arguments des quatre points communs 4 la surface des-
mique ct i une droite du complexes on en déduit de nombreuses el
importantes conséquences, ainsi (que nous le verrons dans la troisicine
Partic.

Pour le moment, nous nous hornerons i examiner quelques cas par-
ticuliers.

9. Nous savons que les droites du complexe, bitangentes a la surface,
forment trois congruences; gardant les notations employées jusqu'ici,
on obtiendra ces congruences cn supposant que le point @, coincide
suceessivement avee 'un des points @y, @,, a,, les deux autres points
coincidant également.
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Pour que a, coincide avec a, ct a, avee a,, il faut ct il suffit qu'on
ait ’
a=3
Les arguments des deux points de contact sont alors

a— @,

@+,
o,

«

ou, si I'on veut, les deux points d’arguments (u, ¢0) ct (2¢ — u, ¢),
sont les points de contact d'une méme bitangente de la surface.

De méme, en faisant coincider @, avee a, ct a, avec a,, on voit (ue
les points (u, ¢) et (— 20 — u, ¢) sont sur une bhitangente.

Enfin, si @, coincide avee a, et a, avee @,, on trouve comme argi-
ments des deux points de contact (#, ¢) et (¢, u).

Daprés cela, en joignant successivement le point (%, ¢) aux poinls
(20 —uy¢), (— 20— u, v), (¢,1), on obtient trois hitangentes de la
surface,

Nous dirons que :

Les bitangentes qui touchent la surface aux points (u, ¢) et (¢, u)
sond du premier systéme;

Celles qui touchent la surface aur points (u, ¢), (— 20— u, )
sont du second systéme;

Colles qui touchent la surface awr points (u, ), (2¢ — u, ) st
du troisicme systéme.

11 est clair que ces propositions fournissent des formules de la théo-
ric des fonctions elliptiques, (u’il serait peut-étre difficile de démon-
trer dircclement,

10. Lorsque @, ct a,, a, ct a, coincident, la droite ¢ touche cu a,
ct @, les biquadratiques (LI, HT) qui passent respectivement par ces
points; la bitangente & appartenant alors au premier systéme, ses points
de contact sont (u, ¢) ct (s, #); soil alors ¢ = z une biquadratique
(11, II); sa tangente au point (#, &) touche de nouveau la surface au
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point (&, u), d’aprés ce qui précéde; donc, lorsque le premier point de
contact décrit la courbe ¢ = «, le second décrit la courbe « = «.

Il résulte de la que la développable, qui a pour aréte de rebrousse-
ment une biquadratique, ¢ = a, touche la surface desmique le long
d’une courbe ayant pour équation = «; et, en vertu d'un théoréme
bien connu, les deux séries de courbes, u = const., ¢ = const. lracent
sur la surface un réseau conjugud.

De méme, aux biquadratiques # — ¢ = & correspondent les courbes
- conjuguées 3¢ + u=—a; ct aux biquadratiques # + ¢ =2, les
courbes conjuguées 3¢ — u = a.

Il est aisé de voir que les courbes # = a sont d'ordre douze ct
qu’clles passent par les douze points doubles de la surface.

Il en est de méme des courbes 3¢ + v =25 3¢ — u = a.

41. Nous connaissons sur la surface desmique trois réseaux conju-
gucs; il est aisé d’en déduire T'équation différentielle des lignes
asymptoticues.

Soit (u, ¢) un point de la surface; nous savons que les déplace-
ments du =ocet de =0, du — dv = o et 3dy + du = o donnent res-
pectivement deux directions conjuguées.

Par suite, on obticndra les directions asymptotiques en prenant les
rayons doubles de T'involution déterminée par les couples du=o et
de=o0;du—dv=oct3dv+du=o.

Soient dU et dV; dU, et dV, les déplacements qui correspondent
it deux directions conjuguces quelconques; ils seront liés par une rela-
tion involutive

dU dU, + p(dUdV, + dU,dV) +¢qdVdV, = 0.

Ecrivons que cette relation cst vérifice pour dU =0 et dV, = o;
puis pour dU = dV ct 3dV, 4+ dU, = o; nous déterminerons p et ¢
¢l nous trouverons

pP=0, qg=3.
L relation involutive est donc

(8) dUdU,+ 3dV dV, = o.
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lies directions asymptotiques s’obtiennent en faisant dU = /U, et
dNV =dV,;onaainsi

dU?+ 3dV? = o,
ce (qui donne pour I'équation des asymptotiques

u+ o\ — 3 = const.,
u— oy — 3 = const.

12. Remarquons ici que toutes les courbes que nous avons obtenues
sur la surface desmique ont une ¢quation de la forme

(9) gu + ho = a,

g, I, a étant des constantes.
Les courbes représentées d’une maniére générale par cetle équation
jouissent de propriétés remarquables.

Observons d’abord qu’elles sont algébriques lorsque le rapport% est

commensurable; en ce cas, clles sont méme de genre un. En effet, ad-
mettons que g et & soient entiers; comme on a, pour tout point de la
surface

xr G 1t o

- — —y

t Y ou

il vient, pour un point de la courbe, en posant u = AU,

2
© _ 3(hU) (5 -¢Y)

¢ s(hU) c,(%-—gU)

¢t des expressions analogues pour%’ et 7+ Il résulte de Ja que la courbe
cst de genre un, en général; clle pourra devenir unicursale dans cer-
tains cas particuliers, par excmple si a est nul.

. ] )
Si - n'est pas commensurable, la courbe est généralement trans-

cendante § mais on a toujours une expression simple des coordonnées
de ses points a I'aide des fonctions elliptiques.
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‘n géncral, les courbes gu + ko = « passent par tous les points
doubles de la surface desmique; les biquadratiques scules font excep-
Lion,

Oun peut donner de ces courbes un mode de géncration intéressant
¢t fondamental pour nos recherches.

Cherchons, cn effet, sur la surface les courbes telles qu’en chacun
de leurs points la tangente forme, avec les tangentes auc trois bi-
quadratiques passant par ce point, un faisceau de rapport enhar-
monique donné.

Les tangentes aux biquadratiques correspondent aux déplacements

. du
du = o du — dv = 03 du + dv = 03 les coefficients de - dans ces
, . du . .
équations sont o, t et — 15 la valeur de == qui correspond & la courbe

cherchée est done donnce par Péquation

—1
: — == const.
du t 4

d'ott on tire
de const
de — n
el, par suite, la courbe a pour équation
(9) gu~+ e = a2,
&, hy @ ¢tant des constantes, ¢t % dépendant du rapport anharmo-
niqque donné.
Si donce nous appelons courbes linéaires les courbes de L surface
dont I'équation (9) est linéaire en & et v, nous pouvons dire que :

En chaque point d’une méme courbe linéaire, la tangente forme,
avee lestangentes aux trois biquadratiques passant par ce point, un
JSaisceau de rapport anharmonique constant.

Pour des molifs qui seront expliqués plus loin, nous appelierons le
14 . . . . o 4.
vapport 7 coefficient angulaire desmique de la courbe linéaire

g+ he=a.
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13. Il est clair que si g, &, « (ou leurs rapports) sont donnés, la
courbe lindaire cst définie sans ambiguité surla surface. Inversement,

- . ') 0 Ug . ) e
s1 la courbe lincaire cst donnée sur la surface, Z est bien déterminé en

/i
En effet, d’apres ce quia été dit au n° 6, une ¢quation en w et v
ne cesse pas de représenter, sur la surface desmique, la méme courbe
st ['on y remplace « et ¢ respectivement par

s e 4 [ ) [ '
vertu de la propriié¢ qui précéde, mais 5 ne Pest pas.

tlu+2h0+ 2K 0" -+ fgo + g,
elp -+ f)‘]"(,l,) -+ '..’.Il.,w,-i"-,'(llw_!—Aqllwll.

Il en résulte que la courbe g+ he = a est identique a la courhe

gu+he =22+ (2ko + 280"\ (g + L)

(1o) '
" +48(q0 + ¢ o)+ h(q,0 +q,0).

. . 2 . .
On voit ainsi que 5 peut prendre une infinité de valears.

Pour trouver 'intersection de deux courbes linéaires
gu+he =a, gou+he=a,

on combinera la derniére équation avee la série infinie des équations
(10), oti les entiers &, ..., ¢, prennent toutes les valeurs enticres. 1
en résulte (que deux courbes linéaires, dont 'une au moins est trans-
cendante, ont une infinité de points communs.

Nous savons que deux directions ;—;? el %U,—* sonl conjuguces en un
point lorsqu’on a l

(8) dU dU, +3dVdV, =o.

\

11 en résulte qu'en un quelconque de leurs points communs les deuy
courbes
gu~+ lw =a,
gu+ho=q

Journ. de Math. (4 série), tome VII. — Fasc. IV, 181, ."13
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sont conjuguées par rapport & 'indicatrice de ce point, si 'on a

3gg, + b =o,
ou encore :

Les courbes gu + hv = a, ot « est seul variable, sont conjuguées
en chaque point de la surface des courbes hu — 3gv = 3.

Nous connaissons ainsi sur la surface une infinit¢ de systémes con-
jugnés, transeendants ou algébriques, formés de courbes lincaires e,
fait remarquable, deux courbes appartenant vespectivenent a dewn
systémes conjuguds sont conjuguées en lous leurs points de rencontre.

Ces propriétés permettent d'établir une liaison entee a théorie des
droites dams le plan et celle des courbes linéaires sur la surface des-
mique. Avant de développer ee sujet, il importe de présenter quelques
Pemarques.

1 £ Parun point de la surface desmigue, on peut faire passer une el
une seule courhe linéaive de cocfficient angulaive desmique donne.
Soit, en effet, w,, v, e point, la courbe linéaive demandée sera

gt =+ he == guy -+ ey,

et reste e meéme dapres (1o) si on substitue & «, et v, les couples de

valeurs ¢quivalents,
Mais, par deux points de la surface desmique, w,, ¢, cUu,, v, on
peut faive passer une inlinité de courbes lindaives, Le mwl'licivnl‘j-'
(3

correspondant est. en effet, égal &

il peut prendre une infinité de valeurs quand on augmente Fun des «
on des ¢ de multiples de fo ou jo'; toutes les courbes linéaires ainsi

obtenues sont différentes puisque les valeurs dc% le sont.

13. Cela posé, considérons un plan et deux axes de coordonndées
rectangulaires dans ce plan.
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A une droite gy3.c + by = « du plan, faisons correspondre, sur la
snrface desmique, la courbe linéaire gu + he = a.
On voit, d’aprés ce (ui précéde, que s

1° A une droite correspond une et une seule courbe lindaire; a
une courbe linéaire correspondent des droites paralléles entre
elles, en nombre infini;

2 /1 une série de droites paralléles correspond une série de
rourbes linéaires de méme coeflicicnt angulaire desmigue;

3¢ Aux dewx séries de droites isotropes correspondent les dewr
series de lignes asymploliques de la surface;

1 .1 deur droites reclangulaires correspondent dewr courbes
Iinéaires conjugue'es en tous leurs ])oi/lls de rencontre;

¥ A quatre droites concourantes correspondent qualre courbes
linéaires ayant un poinl commun et lelles que le rapport anhar-
monique de leurs tangentes en ce point soit ézal i celui du faisceau
des quatre droites.,

Dapres cela, si g est e rapport anharmonique du faisecan formé
par les Langentes a deux courbes linéaires passant en un point, et par
les directions asymptotiques de la surface au méme point, et si fon
l)()-\'(,'

5= (,Q(Oq

% sera 'angle des droiles (ui correspondent aux courbes lincaires con-
sidérées, Appelons angle desmique de deux courbes en un point la
quantit¢ 0 ainsi définic; nous avons celle premicre propriéie :

Deux courbes linéaires se coupent sous le méme augle desmiyue
en tous leurs points de rencontre.

Nous dirans, pour abréger, que des courbes linéaires sont paral-
léles si clles ant méme valeur de %’ .

11 est évidont maintenant que toule propriété angulaire euclidicnne
des droites d’un plan donnera une propri¢lé correspondante sur la
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surface desmique, en remplacant le mot droite par le mot courbe li-
néaire; le mot angle par angle desmique; les mots droites rectangu-
laires par courbes linéaires conjugudes.

Ainsi

Dewr angles desmiques sont égaur, ou ont pour somme =,
lorsque leurs edtés sont respectivement paralliles.

Dewr angles desmiques sont égawe, ou ont pour somme =,
lorsque les edtés de Pun sont respectivement conjugués des eotis de
I'autre.

Pour transformer les propriéiés des triangles plans, il faut ohserver
(que trois courbes lincaives

gu+ he = a, o+ hvscay, gt A fryv =2,

forment un driangle desmique dont les sommets onl pour arguments
les valeurs de et ¢ tivées des trois équations précédentes, combinédes
deux i deux, En général, trois courbes linéaires forment une infinité
de triangles s la régle précédente indique ce quion doit entendre par
sommels d'un de ces triangles.

Cela posc, on peut dire que :

La somme des trois angles desmiques o« un triangle dosmique
sl (?j_;‘{ll(' arT.

Si, par chague sommet d’un triangle desmique, on méne la
courbe linéaire conjuguce du cité Oppose, ces (Iols conjuguces sont
concouranles.

Le licw du sommet mobile d’un triangle desmique dont la base
est fice ol dont les deur angles desmiques a la base sont égaur,
est une courbe lincaire, conjuguce de la base.

Si on méne les trois conjuguces qui correspondent respective-
ment aux lrois céiés d'un triangle pris ainsi successivement pour
hase, ces conjugudes sont concourantes.

Appelons Dbissectrice desmicue d’un angle desmique la courbe
linéaire passant par le sommet de Vangle, qui le partage en dewr
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angles desmiques égaux : les bissectrices de deux angles desmiques
adjacents sont conjugudes.

Les six bissectrices desmiques des angles desmiques d’un triangle
el des angles adjacents se coupent trois a lrois en quatre poinls.

1l serait ais¢ de donner d’autres exemples ct, en particulier, d’élu-
dier la courbe qui correspond & la circonférence; cette courbe est
malheureusement toujours transcendante.

Nous nous hornerons aux propositions suivantes, déduites de la con-
sidération du cercle plan de rayon nul, auquel correspond un couple
de lignes asymptotiques.

Soient A et B dewe points situés sur une méme asymplotique de
la surface; on méne par A une courbe linéaire quelconque et par
B la courbe linéaire conjugudce de celle-ci : chacun des points din-
tersection de ces dewx courbes déerit une ligne asymplotique.

I en est de méme si les deux courbes linéaives issues de A et B, au
licu d'étre conjugucées, comprennent entre clles un angle desmique
constant,

16. Nous avons trouve, aun® 8, pour expression des arguments de
quatre points de la surface, situés sur une droite du complexe formé
par les cordes des biquadratiques, les valeurs

Baw B—wm 24w, a—u

%, a, 3, a.

De la forme de ces arguments dérivent immédiatement quelques pro-
positions géométriues simples.

En premier licu, nous voyons que, si 2 ¢t g sont donnds, la droite
est une corde de la biquadratique ¢ == 2 et sécante simple des deun
conjugnées de cette biquadratique v = 2 + . et v = « — p. Done :

Si une corde d’une biquadratique donnée se déplace en s'ap-
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puyant sur une des conjugudes de cetle courbe, elle rencontrr con-
stamment une scconde conjugude.

Les deux extrémités de la corde, sur la biquadratique, ont pour
arguments 3 + u ¢t § — @, quantités dont la différence est la con-
stante 2. Or on sait quune corde d'unc biquadratique, dont les ar-
guments eclliptiques ont une différence constante, déerit une surface
réglée d'ordre huit, admettant la biguadratique pour ligne double;
on peut donc dire aussi que :

Le licu des cordes d’une biquadratique donnée qui s'appuient
sur une conjugude de cetle courbe est une surface d’ordre huit,
passant par une seconde conjugude.

Plus généralement, on voit, en raison de la forme linéaire en 2, 3, u
des arguments des quatre points, que, si une droite du complexe s’ap-
puie sur deux courbes linéaires de Ia surface, ses deux autres points
d’intersection avec la surface déerivent deux autres courbes lindaires,

Supposons, par exemple, que les deux premiers points, d'arguments
(3 + w,a)ct (B — w,a), décrivent respectivement les deux courbes
Iincaires

gu+ he =1 el gl ==,

Soient w, v et U, V les coordonnées des deux aulres points; on a

u=1a+ W, J=a—u,
¢ = ,‘3, V= ,3
Des relations
g (B+p)+ha =1,
gi(B—w+ha=h,
on déduit, en exprimant a et § en fonction de , v, u ou en fonction de
U, V, u, les équations
gy +hu +p(g —h )—h =o,
gio—hu—-p(g+h)—k=o0
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ol
g V+hU+u( g+h )— A =o,

g"V-+-/¢.U+{.L(_g"+h'\)__7\‘:0.

[)'oui I'on tire, en éliminant p, les équations des lieux décrits par les
points u,v et U, V:

| u(hg, +hg)+v(2gg +gh - g k)
\ \ =€Mg +h)+N(g—h),

(=) ( Uthg,+hg)+V(2gg —gh +g/h)
=Mg —h)+n(g+ D).

Ce sont deux courbes linéaires, dont les coefficients angulaires des-
miques dépendent sculement des coefficients angulaires desmiques,

g
-

50 ;I‘ des deux prcmi&rcs courhes.
! 1

Si les deux premiéres courbes sont paralléles, les deux nouvelles le
sonl dgalement,

Observons maintenant que A et 4,, d'aprés (10), peuvent prendre
une infinité de valeurs; il est ais¢ de voir que ces valeurs, portées dans
les équations (12), donnent généralement des couples de courbes, dif-
ferentes de celles obtenues d’abord, mais restant toujours paralléles i
colles-ci.

De cette analyse résultent les théorémes suivants

Soient dewr courbes linéaires, A et B, de la surface desmigue;
on les coupe par une biquadratique de la surface, appartenant
une série donnée, et Uon joint les points d’intersection situés sur la
premiére awr points d’intersection situés sur la seconde; les droites
ainsi obtenues engendrent, quand la biguadratique varie, une sur-
Sface réglée, dont Uintersection acec la surface desmigue, en dehors
des courbes A et B, se décompose en couples de courbes linéaires (.
D, C etD, ...

Les courbes linéaires d’un de ces couples sont respectivement pa-
ralléles aur courbes des autres couples; ainsi les courbes G, C,, ..
sont paralléles entre elles; de méme les courbes D, D, .. ..
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Si les courbes primitives, A et B, sont paralléles entre elles, toutes
les courbes C et D sont paralléles entre elies.

Les deux courbes A et B peuvent coincider :

Si l'on coupe une courbe lindaire de la surface desmique par vue
hiquadratique d’une série donnée et sil’on joint deur a dewr les
points d’intersection, les droites ainsi obtenues engendrent, lorsque
la biquadratique varie, une surface réglée dont Uintersection aver
la surface desmique, en dehors de la courbe linéaire primitive, se
décompose en une série de courbes linéaires, toutes paralléles et
l'/ /I’S.

17. La théorie des bitangentes nous a fail connaitre trois transfor-
mations de la surface en clle-méme : chacune de ces transformations
fait correspondre & un point de la surface le second point de contact
d'une bhitangente issue de ce point. Nous avons ainsi trois transforma-
tions univocues et réciprogues, dont nous connaissons I'expression ana-
Iytique : en effet, d'apres les résultats du n® 9, & un point (u, ) cor-
respondent, par les trois transformations, les points

(e ), (—20—u,v), (2v—u,r),

En combinant d'une maniére quelcongue ces transformations, on ob-
tient de nouvelles transformations lincaires univoques, formant un
groupe conlini.,

La théorvie de ce groupe revient i celle des lignes brisées qui sont a
la fois inscrites el doublement circonscrites & la surface etsur lesquelles
on pourrait ¢noncer de nombreuses propositions. Nous n'entrepren-
drons pas ici cette ¢tude; nous nous hornerons i faire observer que
toules les transformations du groupe {ont correspondre & unce courbe
linéaire une autre courbe linéaire.

Plus généralement, il en est de méme des transformations qui rem-
placent z et ¢ par Au + pe et Va4 u'e,

Parmi ces transformations, il en est qui conscrvent les angles des-
miques : en s¢ reportant & la représentation géométrique plane des
courbes linéaires, on voit (u'clles correspondent aux substitutions
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orthogonales et qu’elles sont de la forme

U = bu — 3av,
V= au + by.

Ni @ et b sont entiers, cette transformation fail correspondre a un
point (&, ¢) un scul point U, V; inversement a (U, V) eorrespondent,
en géndral, plusicurs points (o, ) en nombre fini.

Un cas particulier est & signaler, en raison de propriéiés impor-
tantes, liées & une autre théorie que nous rencontrerons plus loin; clest
le suivant :

Proposons-nous de déterminer @ et b de telle facon que, le point
(u,v)déerivant une courbe linéaire quelconque, le point (U, V) de-
erive une courbe lincaire conjuguce.

Si l'on a

g+ he = a,

il vient pour la courbe du point (U, V)
g(0U +3aV)+ LIV — aU]=a|b*+ 3a?|,
¢t les deux courbes seront conjuguées sil'on a (13)
3glby —ah)+1|3ag + bh]=o,
c’est-p-dire,

b[3g*+ | =o.

L courbe gu + he — a = o devant étre quelconque, il faut et il suffit
(quon ait & = o et la transformation devient

U=-3ay, V = au.
Le cas le plus simple est celui oit @ = 15 il vient alors
U = — 3(»’, V = Uu.

Pour des molifs que 'on comprendra plus tard, nous divons que le
point (— 3¢, u) est le tangentiel du point (u, ¢).

Journ. de Math. (¢ séric), tome VH. — Fase. IV, 181 49
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Un point a un scul tangenticl, mais il est clair qqu’a un tangentiel
donné correspondent newuf points. On voit aisément que :

St un point se meut sur une asympltotique, son langentiel dierit
une asymplotigue de la méme série;

ct, plus généralement, d’aprés ce ui précede :

Quand un point décrit une courbe linéaire, son tangentiol dierit
une courbe lincaire conjuguée de la premicre.

TROISIEME PARTIL,.

I8. Aprisles courbes linéaires, il estintéressant d'éludier les seetions
planes de la surface desmique; elles jouissent, comme nous Pavons fait
voir ailleurs, de propriétés remarquables, qui en font une classe spé-
ciale parmi les courbes du quatriéme ordre. Nous ne veviendrons pas
ici sur les propriélés que nous avons élablies; nous nous bornerons a
les compléter, en ce (qui concerne la seetion par un plan quelconques
nous étudicrons ensuite la section de la surface par un plan tangent.

1l est clair, tout d’abord, que la section de toute surface desmique
d"ordre quatre par un plan queleonque est une courhe desmique, ¢est-
a-dire apparticnt 4 un faisceaun de uartiques comprenant trois syvs-
temes de quatre droites : ces systémes de quatre droites sont les see-
tions, par le plan, des faces des trois 1étracdres desmiques. 1 est
remarquable que la section plane de La sueface desmique peut ¢tve re-
gardée d’une infinité de manicres comme une courbe desmique. Les
considérations suivantes vonl melttre ce point en évidence.

Soient, en effet, =, 8, v, ¢ des quantités quelconques et soient, sur
la surface desmique, les scize points dont les arguments « et ¢ sont in-
scrits au Tableau ci-dessous :

3+‘.’+’3a % '*]’-’3, 2 x+~(-+—3, 3 2 — v — 3, 8
R R NI SR T R
a+B8+4, vy C—a2a—B8, v «+B3+y, ¢ y—a-4 ¢
a—B-2¢, ¢ B—c—a v B—v—2 J 1—B—v,
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Désignons ces points par @, y, @,,, ..., &, selon la notation usuelle des

déterminants, le premier indice désignant la ligne et le second la co-
lounc.

En se reportant & I'expression des arguments des (uatre points si-
tués sur une corde de biquadratique, & savoir :

() , a+up, a—w, b+p, b—u,
(.") [’7 b, a, a,

on voit immédiatement que :

1* Les quatre points dont les arguments sont sur une méme ligne
du Tableau, a;,, a;q, a;4, @y, sont sur unc méme droite; cette droite
appartient au complexe du troisitme ordre formé par les cordes des
biquadratiques.

2° [l en est de méme des quatre points dont les arguments sont sur
une méme colonne du Tableau.

3 Il en est de méme, enfin, des groupes de quatre points :

Aysy  Qayy Qyey @y,
Qa9 Qa9 Qyyy Ay,
Qygy Qyyy Agyy gy,

@y Qiyy Qyyy  Cuye
Obscervons maintenant que les quatre points
Ay Qygy  Qyyy Ay

sont dans un méme plan : ils sont cn effet sur une méme biquadratique
v = 2, ct leurs arguments « ont une somme nulle.

On conclut de l&, en s’appuyant sur les propriétés qui précédent,
que les seize points considérés sont dans un méme plan; ils sont & l'in-
tersection d'un premier systéme de quatre droites avec un deuxiéme
systtme de (uatre droites, et sont aussi situés, quatre i quatre, sur
(quatre nouvelles droites.

Cette remarque fournit une propriété de toute section plane de la
surface desmique : en effet, ¢tant donnés un plan quelconque et une
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biquadratique v: - 2, on désignerapar 3 +y+¢, §—y—28,y—2¢—3,
s —~v —B, les arguments u, dont la somme cst nulle, des cuatre points
d’intersection de ce plan avee la biquadratique; 8, ¥, € sont alors dé-
lermingés, ainsi que z, et par suite, on a les avguments des seize points.
A chaque biquadratique ¢ = 2 correspond ainsi un systéme de seize
points dans le plan. Donc :

Les points de la section plane &’une surface desmique se répar-
tissent en une infinité simple de groupes de seise points, tels que
par les seise points de chaque groupe passeat trois systémes de
quatre droites.

Les douze droites (ui correspondent ainsi a un systéme de seize
points appartiennent au complexe du troisiéme ordre forme par les
cordes des biquadratiques; elles touchent done une courhe de troisiéme
classe. Par suite :

Ces drottes ont pour enveloppe une courbe de trotsicme classe.

Cette courbe est celle que nous avons étudide, sous le nom de cay-
léenne, dans notre Mémoire souvent cild.

Pour former, sur la section plane, les groupes de seize points dont
nous venons d’¢lablir Uexistence, il suffit, d’aprés ce qui précéde, de
prendre les quatre points d'intersection de la courbe avee une bigua-
dratique + = 2, et de mener les six droites qui joignent les quatre
points deux i deux; ces droites coupent de nouveau la quartique en
douze points, (ui, joints aux quatre premiers, forment un des groupes
cherchés,

Or les quatre points ot un plan coupe une biquadratique sont sur
une conique, section de la quadrique inserite a la surface desmique le
long de la biquadratique (4) et qui, par suite, touche la quartique
en ces quatre points. Si I'on se reporte au Mémoire précité, on voit
ainsi que :

Les seize points d’un groupe sont a l'intersection de la quartique
~avec les sic droiles qui jorgnent deur a dewr les quatre points de
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contacl de la courbe et d’une conigue appartenant & Uun des trois
systemes remarquables de coniques quadritangentes.

19. Les trois systémes de quatre droites passant par les seize points
'un groupe jouissent, par rapport & leur enveloppe, de propriétés in-
Léressantes,

Cette enveloppe, (ue nous appellerons C, étant une courbe de troi-
sicme classe, on peut faire correspondre i chacune de ses tangentes un
argument clliptique, de telle sorte que les arguments des trois tan-
gentes issues d’un méme point aient une somme nulle, & des multiples
pres des périodes Q, Q'.

Cela pos¢, considérons un de nos groupes de scize points; el soient
i, @y, a,, @, les arguments elliptiques des droites qui correspondent
aux lignes du Tableaudun°48; b,, b,, by, b, ceux des droites qui cor-
respondent aux colonnes; ¢,, ¢, ¢;, ¢, ceux des quatre autres droites
(ui passent par les seize points, dans 'ordre ot clles ont été énumérées
plus haut. Eerivons maintenant que les arguments des trois droites
(jui passent par le point a,,, puis par les points @,,, ..., ,,, ont une
somme nulle, on a

a4+ b, + cy==0, mod(Q, )
a,+ b+ c;=o,
a,+ b+ c,=o,

a,+ b,+ c,==0,
el
ay+ b+ c,==o, a,+ b+ c,==0, a,+ b+ ¢, =0,
ay,+ by +c,=o0, a,+ by+cy=vo0, s+ by+ ¢,: =0,
Uy =+ by + ¢, == 0, a,+ by +cy=o0, @y, + by+ ez 0,
a,+ b+ c,==0, a,+ b, + ey=o, a,+b,+¢, o

On déduit de ces relations

20,=2a,=24a,== 2a,,
2b,=20,=2b,=12),,

2C, 55 20,7 2C, =1 26,
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On peut donc poser, a étant un nouvel arguinent,

Q Q' Q-0
a =—a, a.:—-a+;, (13.:—(1—1-;;, QA ==—u-+ - N

"<

et, en combinant ces relations avee les premiéres, on trouve, en dési-
gnanl par b et ¢ deux nouveaux arguments,

Q Q' Qe

b,:——li, 112:—-—,I+ ;7 I)az-—ll-l- ;, II,:‘----II-F-~.)—-—)
1y Q4o Q

)y T= = (= — t, = — (" + ’ ty=—= —¢ (25— (4 -y
[} o 2 9 3 ’ ) s

avee la condition

(13) a+b+c o

On déduit de 1a que les quatre droites d'arguments a,, «,, a,, a,
touchent leur enveloppe en quatre points situés sur une nonvelle tan-
gente & Penveloppe, et d'argument 2a; de méme pour les deux autres
systémes de quatre droites. De plus, d’aprés (13), les trois tangentes
dlarguments aa, 20, 2¢ sont concouranles. Ainsi :

Les trois systemes de quatre droiles qui passent par les seise
points d’un groupe jouissent de la propriété suivante.

Soit C la courbe de troisiéme classe & laquelle ces droites sont
toules langentes : les quatre points de contact avee (. des quatre
droites d’un méme systéme sont sur une méme langenle a cclle
courbe, el les trois nouvelles tangentes ainsi définies sont concou-
ranles.

20. La configuration remarquable formée par seize points situcs sur
trois systtmes de quatre droites est bien connue : ¢'est la réciproque
de la configuration dite de Hesse que M. Schréter, en particulier, a
¢tudiée dans des Mémoires d'un haut intérét et spécialement dans un
Mémoire inséré au tome CVIIL du Journal de Crelle.

Les propriéiés de cette configuration permettent de retrouver, d’une
manicre nouvelle, les résultats que nous venons d'obtenir, et quelques-
uns de ccux que nous avons établis dans notre travail du tome VI
(4° série) de cc Journal.
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Considérons Lrois systtmes de quatre droites, en relation desmique,
c'est-d-dire appartenant & un méme faisccau ponctuel de quartiques
planes; appelons courbe desinique du quatrieme ovdre toute quartique
du faisccau.

D'apres M. Schroter, les douze droites des trois systémes touchent
une méme courbe de troisitme classe et les raisonnements dun® 19
montrent (qu’on peut faire correspondre a un point du plan une confi-
guration desmique par la construction suivante :

D’un point M du plan dela conrbe de troisitme classe et du sixicme
degré (C, on mene a cette courbe les trois tangentes, dont chacune
coupe encore (G en quatre points; les tangentes & C en ces douze nou-
veaux points forment une configuration desmique, c’est-d-dire se ren-
contrent trois a trois cn seize points m.

Si M déerit une droite, les points correspondants z¢ déerivent une
couthe d’ordre w. Deux de ces courbes, correspondant & deux droites
déerites par M, ne peuvent se couper qu’en seize points, (ui sont les
points m de la configuration déduite du point commun aux deux droites:
on a done u? =16 ct, par suite, & = 4; le licu est une quartique.

Réeiproquement, toute (uarlique, passant par seize points m,
d’une configuration, c’est-a-dire toute courbe desmique, peut étre en-
gendrée de cette maniére. Car soit M, le point du plan qui correspond
aux scize points m, de la configuration; on peut, évidemment, mener
par M, une droite telle que la quartique qui se déduit de cette droite
ait un nouveau point commun avec la courbe desmique counsidérée,
qu'clle coupe dis lors en dix-sept points. Les deux courbes coincident
donc et la propesition est établic.

De la résulte cetle proposition :

Toute courbe desmique du quatriéme ordre est desmique d’une
infinilé de maniéres;

et ce mode de génération des courbes desmiques :
Etant donnée une courbe de trotsiéme classe et da sicicme ordre

C, on lui méne, par un point M de son plan, trois tangentes, dont
chacune_coupe encore G en quatre points.
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Les tangentes @ la courbe en ces nouseaur points forment un
systéme desimique et se coupent, par suile, trois @ trois, en seise
points m: lorsque M déerit une droite, les seise points m corres-
poudants décrivent une courbe desmique du quatriéme ordre.

21. Ce mode de génération met en évidence une propricié fonda-
mentale des courbes desmiques, rencontrée par nous dans notre Mé-
moire déja cité. Soit, en cffet, A la droite déerite par M : si M coincide
avee un des six points communs a A et i G, les tangentes issues de ce
point sont d'abord la tangente T en M, compiée deux fois, ot une autre
tangente, conpant en outre la courbe aux points M, N, P, Q. Soient
G, H, 1, Kles points o Ia tangente en M coupe encore la courbe.
Daprés une propricié connue des courbes de troisitme classe, facile
d"ailleurs & établir & Taide des fonctions elliptiques, les tangentes a (.
aux points N, P, Q sont les diagonales du quadrilatére formé par les
tangentes aux points G, H, 1, K. Les seize points we, (qui correspon-
denta M, étant a lintersection des tangentes en My N, P, Q avee les
tangentes en G, H, [, K, on voit que les diagonales du quadrilatére
préeédent sont des bitangentes de la courbe desmique qui correspond
aladroite A, et que leurs points de contact sont les sommels de ce
quadrilatere. On trouve, pour chacun des six points de C situés sur A,
un systéme analogue de bitangentes.

Donc :

Toute courbe desmique a dic-huit bitangentes remarquables, qui
peusent étre groupds en sic triangles jouissant de la propriéié sui-
vante : les trois bitangentes de chaque triangle sont les diagonales
un quadrilatére complet dont les sic sommets sont les points de
contact de ces bitangentes.

Cette proposition montre que les courbes desmiques, ct, par suite,
les sections planes de la surface desmique (qui sont, d’ailleurs, comme
on le voit aisément, des courbes desmicques générales) coincident avee
les quartiques que nous avons ¢tudiées dans notre Mémoire antéricur,
et dont I'équation peut étre mise sous la forme

(1h) &' +y'+3t—2u’y’— 20?3~ 2y?s?=f(ax + by +c3)eys.



SUR LA SURFACE DESNIQUE DU QUATRIEME ORDRE. 385

22. Arrivons maintenant & I'étude des sections de la surface des-
mique par ses plans tangents.

Il est clair (u'on pourrait trouver leur équation générale ct leurs
propriétés en partant de I'équation (14) et en cxprimant qu’elle repré-
sente une courbe i un point double.

De méme que la courbe (14) posséde six systémes de trois bitan-
gentes jouissant de la propric¢té énoncée tout & I'heure, on verrait que
la courhe i point double posséde quatre de ces systémes; les deux
autres systémes sont confondus et formés par trois bitangentes issucs
i point double (*).

Mais cctte marche ne conduit pas directement aux propriétés fonda-
mentales ; il est plus simple de s’appuyer sur des propositions obte-
nues dans la scconde Partie de ce Mémoire ct de former a priori
I’équation des courbes a ¢tudier.

Les courbes desmicues & point double jouissent de deux propriétés
caractéristiques (ui entrainent toutes les autres.

La premicre s'énonce ainsi :

Par le point double on peut mener sic tangentes a la courbe;
trois de ces tangentes ont leurs points de contact en ligne droite; il
en est de méme des trois autres.

Soit en cffet (u, ¢) le point de contact d’un plan tangent & la surface
desmique; par ce point nous savons mener trois bitangentes de la

surface, dont les seconds points de contact ont respectivement pour
arguments

¢, Uy —20—u, v; 20—u, ¢.

Ces trois points sont en ligne droite. En effet, la droite qui joint les
points (— 2¢ — u,¢) et (2¢ — u,¢) coupe cn outre la surface des-
mique, d'aprés les formules du n® 8, aux deux points (¢, u) et
(=3¢, u).

Ie dernier de ces deux points est précisément le tangentiel du
point de contact (&, ¢) (n° 17).

( ) Dans le mode de génération indiqué plus haut, on obtient la courbe des-

mique a point double en supposant que la droite A passe par un des points de
rebroussement de la courbe C,

Journ. de Math. (}* série), tome VIL — Fasc. 1V, 18gr. 50
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Nous pouvons énoncer ainsi la proposition suivante :

Par un point A de la surfuce desmique, on méne les langentes
awr trois biguadratiques qui passent par ce point; chacune de ces
trots droites touche la surface en un second point, et ces trois nou-
veaur points de contact sont sur une droile qui coupe en outre la
surface au point tangenlticl du point A.

Il résulte bien de a que, si Fon considére la section de la sueface
par le plan tangent en A, trois des tangentes issues de A ont leurs
points de contact en ligne droite. Or on sail que les six points de
contact des langentes menées & une quartique par son point double
sont sur une conigue 5 on en déduil aisément gue les trois autees tan-
gentes issues de A ont aussi leurs poinls de contact en ligne droite.

La seconde propriété est eelle-ci (') :

(Considérons les trois langentes menées a la courbe desmique par
son point double, et qui lowchent les trois biquadratiques de la sui-
Jace desmique passant par ce point. Soil T = o leur équation, le

- poind double étant pris pour origine des coordonnées; Uéquation
des tangentes a la courbe en ce point sSobtiendra en égalant  zéro
le hessien de la forme T,

Cetle proposition est évidente, st Fon se veporte a ki théorie des
courbes linéaives sur la surface et a la correspondance dablie entre
ces courhes et les droites d'un plan.

Aux trois systémes de hiquadreatiques, v = a5 0 +v = a0 — ¢ = 4.
correspondent en effet sur e plan les systémes de droites

%

y=a: y+uo\3=a: y—a\3=u,

qut forment un triangle équilatéral. Par suite, sil'on prend le hessien
de la forme

J=y (a3 (y —av3),

(1) Elle est due a M. Waelsch (loe. cit.).
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on obtiendra le premier membre de 'équation d’un cercle de rayon
nul. On le vérifie d’ailleurs directement le covariant hessien est, en
oflet,
2 ] ] 2
‘ %) - 3_" = 36(c? + y?).

Revenant maintenant du plan & la surface, nous voyons, puisque la
propriété précédente est au fond une propriété¢ de rapports anharmo-
niques, qu'on obtiendra les dircctions asymptotiques en un point de
la surface desmique en formant I'équation des tangentes aux trois
biqquadratiques qui passent par ce point et en égalant i zéro le hessien
de cette équation (on suppose (qu'on forme les ¢quations dans le plan
langent au point considéré, pris lui-méme pour origine).

25. Les deux propriétés quon vient d’établir permettent de former
dircetement I'équation des courbes desmicues & point double.

In effet, le point double étant & 'origine, nous pouvons metlre sous
la forme £* + y* = o I'équation de trois tangentes menées de ce point
i la courbes le hessien de la forme 2 + y? est, i un facteur prés, égal
a.cy.

Prenons maintenant pour troisiéme coté, s =o, du triangle de réfé-
rence la droite ui joint les points de contact des trois tangentes
£ + y? = o3 Péquation de la courbe scra de la forme

(x'+y*)(az + by + ¢3)+ Cs*=o.

(. =o dtant I'équation d'une conique. La courbe ayanl un point
double 4 l'origine et pour tangentes en ce point les droites x = o,
y=o,0na

C=uay,
et, par suite, I'équation cherchée devient
(2*+y*)(ax + by +c¢3) +zys’=o.

Cette équation met en évidence unc nouvelle propriété. Les droites
r=o0,y =0, qui touchent la courbe au point double, la coupent
respectivement en un nouveau point; la droite qui joint les deux
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points ainsi définis est
ar + by + ¢33 =o,

¢t touche In courbe en un point situé sur 5 = o.
De plus, les tangentes issues du point double, autres que les droites
2* + y? = o, ont pour équation

AL+ y*)— jaey(ar + by)=o.

La droite qui joint leurs points de contact s’obtient aisément.
On peut éerire I'équation de la courbe sous la forme

[ (2 +y*)— 4y (ax +by)]|(ac+ by +¢s

¢ ?
+ !.:_cy(a.r + by + - :.) = 0.
La droite cherchée a done pour équation
[
ax +by + - 5=o0;
2

clle passe par le point commun a s =octax + by +c3=o.
Done :

Par le point double d’unc courbe desmique on peut mener & cette
courbe sie tangentes; trois de ces tangentes ont leurs points de
contact sur une droite D, les trois autres ont leurs points de con-
taet sur une droite D' les droites D et D' se coupent en un point
silué sur la courbe. La tangente en ce poinl rencontre la courbe en
dewx nouveaur points, qui sont situés chacun sur une des tangentes
au point double, '

Relativement i la surface desmique, on peut dire que :

Les tangentes asymploliques en un point A de la swiface des-
mique coupent chacune la surface en un nouscav point; la droite qui
Joint ces points passe par le point tangenticl de A et y touche lu
surface.
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<

Il cst aisé de vérifier, sur I'équation de la courbe desmique, le
théoréme suivant

Toute droite issue du point double de la courbe desmique coupe
celte courbe en deux nouceaux poinis; ces points sont conjugucs
harmoniques des deux points oi la droite rencontre les droites
Sizes D et 1Y du théoréme précédent.

24. Nous venons de trouver deux nouvelles propriétés du point que
nous avons rencontré dans une autre théoric et que nous avons nomm¢
langenticl pour des raisons qu’on comprend maintenant. Le tangenticl
(—3¢, u) d'un point (u, ¢) cst dans le plan tangent 4 la surface au
point (&, ¢), et sur la droite qui joint les points d'intersection avee la
surface des tangentes asymptotiques cn ce point.

Inversement, étant donn¢ le tangentiel (— 3¢,, #, ), il correspond a
ce point neuf points, dont les arguments sont compris dans la formnle

Aho 4+ 4o
Uyy Vo 4———3—"— (b =0,1,2).

Cette formule donne lieu aux remarques suivantes.
Les neuf points sont sur la courbe # = u,5 ils sont aussi sur les
courbes

Jetu=130,4+ u,; 3¢ —u=3¢,— u,;

ces courbes sont les courbes de contact de la surface avee les dévelop-
pables qui onl respectivement pour arétes de rebroussement les biqua-
dratiques (n 10)

v = Uy, U+ v=— 30,4+ uq, U—o=—(3¢,+ Uy),

hiqquadratiques (ui passent par le point u = — 3¢, ¢ = u,.
De 14 résulte cette proposition :

Soit B un point de la surface desmique; les développables qui
ont pour aréles de rebroussement les trois biquadratiques passant
par B touchent la surface desmique suivant trois courbes qui ont
neuf points communs; le point B est le tangentiel de chacun de
ces neuf points.
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On peul présenter autrement ces résultats.

Lies trois hiquadratiques passant par un point B de la surface sont
sur un méme cone du troisitme ordre du sommet B, car les cordes de
toutes les biquadratiques font partie ’'un méme complexe du troisiéme
ordre. Les plans osculateurs menés par B it une des biquadratiques
passant par cc point sont les plans tangents d'inflexion du cone; ils
sont donc osculateurs aux deux autres biquadratiques, et les trois
points d'osculation d'un méme plan sont sur unc génératrice d’in-
flexion du cone. De plus, nous savons que le plan osculateur en un
point (4, ¢,)a la biquadratique ¢ = ¢, qui passe par cc point, touche
li surface desmique au point (vq, ¢, ) (10). Or parle point (— 3¢q, 1y )
menons un plan osculateur & la biquadratique ¢ = «, (ui psase par ce
point; le point d’osculation aura son argument ¢ ¢gal & u,; son argu-
ment u sera tel que 3u — 3o, soit égal & une période. Ce point sera
done

Gho + 4l o'
ot Ty My,

et, daprés ce qui vient d'¢tre rappelé, il wuchera la surface au point

Ahw 4 40w’
Ugy ¥ . A DR

3

¢’est-a-dire en un point qui a pour tangenticl (— 3¢, «,).
Donc :

Les trois biquadratiques mences par un méme point B de la sur-
Sface desmigue ont neuf plans osculateurs communs passanl par B3 ;
les trois points d’osculation de chacun de ces plans sont en ligne
droite entre cux et acee le point B les neuf droites ainsi définies
sont les génératrices d’inflecion d’un céne du troisiéme ordre.

Les neuf plans osculateurs communs touchent la surface des-

mique en neuf points, de chacun desquels le point B est le tangen-
tiel.
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Y

QUATRIEME PARTIE.

25. Une génération et des propriétés intéressantes de la surface
desmique résultent d’un heau théoréme de M. Cremona.

Ce géoméire, dans son Mémoire couronné sur les surfaces du troi-
sttme ordre, s’est proposé le probléme suivant :

Soit un plan coupant une surface S, d’ordre trois, suivant trois
droites, a,, by, c,,5 trois coniques de la surface dont les plans pas-
send respecticement par a,, by, ¢, sont toujours sur une quadrique :
chercher le liew des sommets de celles de ces quadriques qui dége-
nerent en cones.,

M. Cremona a démonted que le lieu est une surface du quatriéme
ordre, admettant trois séries de quadriques inserites ; par chaque point
de Fespace passent deux quadriques de chaque série.

Les quadriques d'une série ont done, d’apres ces résultats, une
équation de la forme

MA +2AB+C=o0,

et la surface enveloppe, B — AC = o, a pour points doubles les huit
points communs aux surfaces A =o, B=o0, C=o.

Or il est aisé de reconnaitre, en lisant le Mémoire de M. Cremona,
que la surface admet ainsi douze points doubles, qui sont les points de
contact avee la surface cubique des plans tangents (autres que le plan
a,bye,,) quion peut lui mener par les dvoites a,, by, ¢,

Ces résultats qui, nous le répétons, se déduisent sans aucun effort
du travail de M. Cremona, peuvent étee élablis trés simplement par
le calcul.

Soient, en cffet, t=o0 le plan a,b,¢, ety dans ce plan, » = o,
)y =0, 5= o0, les ¢quations des trois droiles a,, b,, ¢,,.

La surface cubique qui passe par ces droites a une équation de la
forme

Jt+xys=o,

S ¢tant du second ordre en xy y, 3, £
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Y

Trois coniques de la surface dont les plans passent respectiveinent
par a,, b,, ¢,, ont pour ¢quations

Sf+ays=o, T =al,

f+Bse=0, y=3pt,
S+ yye=o, s=vl.

Lia quadrique ui passe par ccs coniques cst
Sroays+fBse+yyr—adst—ayyl — Byet +aByl =o.

L heu des sommets des cones compris dans cette formule s'obtient
en éliminant a, B, ¥ entre les équations

Se+B3+yy—Brt=o,
f, + a3 + yr —ayl = o,
S +Bo+ay —ajt=o,
fo—afis —ayy —fByec+a2abyi=o0.

“flectuant les caleuls, on trouve le licu du quatriéme ordre
=SSy s =S Sfees =SS vy = UL S S s fi=o.
Soit I le premier membre de cette équation ; posons
S =ft+xys,
S = o étant I'équation de la surface cubique; on a identiquement
$*—8,8,8, =X

Cette identit¢ montre bien que la surface = o0 admet comme
points doubles les points de contact des plans tangents menés 4 S = o
par les droites t =0, r =0} =0, y =0; ¢ =0, 5= 0, pourvu tou-
tefois que ces points ne soient pas dans le plan 2 = o.

Or, par une droite d’unc surface cubique, passent cinq plans tritan-
gents de cette surface; les trois droites considérées étant dans un
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méme plan Leitangent, ¢ = o, on pourra mener par chacune d'elles
quatre plans tritangents autres que ¢ == o, ct, par suite, la surface du
quatritiie degré ¥ = o aura douze points doubles.

26. Nousallons prouver maintenant que X est une surface desmique;
il suffit, pour cela, de vérifier que les douze points doubles forment un
svstéme desmique, ¢est-i-dire sont situés trois & trois sur seize droites
par lesquelles on peut mener trois systémes de quatre plans.

Or cette propriété résulte aisément des velations entre les vingt-
sept droites d'une surface cubique,

Considérons ces vingl-sept droites et employons, pour les désigner,
les notations de M. Cremona, a savoir

yy Uyy A3y Ay Q5 Ay,
b, by, by, b, b, by,

Ty Crgy Cryge Crae Cogy Cage Cavy Mgy Cagy Cayy Caay Cany Oy Crgy Cuge

On sait qu'une droite @, et une droite by se rencontrent, si £ est diffé-
rent de k5 qu'une droite ¢, rencontre les droites a; et ;5 enfin que
deux droites ey el e, se rencontrent si les indices £, &, I, m sont
différents. 1 st aisé, dapres cela, de trouver les points de contact
des plans tritangents menés par les droites a,, by, r,,, et les relations
de position entre ces points,

Nous désignerons, dans ee qui suit, par les symboles de deux
droites, le point d'intersection de ces droites; ainsi (byeyy) sera le
point d'intersection de b, ct de ¢, ,.

Les points de contact des plans tritangents menés par a,, by, ¢,, el
non situés dans le plan a,b,e,, sont :

Plans tritangents par'a; ... (bzeyy) (bycp) (bseis) (bgeys)
» IL_;. . (03033) (tl;(.',',) (ﬂ(;(‘._;.-,) (a.;c“)
v Craee. (agdy) (s €36) (casCie) (e3s¢43)

Cela pos¢, considérons deux plans tritangents, par exemple a,b, ¢,
el ayb, ¢,y ¢ ils se coupent suivant une droite. Or la droite a, du pre-
mier rencontre la droite b, du second; de méme, b; rencontre ¢,y et

-~
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ay rencontre ey 5 il en résulte que les trois points
(a,0), (@502) (byeyy)

sont en ligne droite. En considérant suceessivement d’autres couples
de plans tritangents, on arrive a former le Tableau suivant, oi les
trois points de chaque colonne sont sur une méme droite.

{. 2. 3. 1. EX 6. 1. S,
(@) (ayb))  (aghy)  (ayh)) (a300)  (@3Ce)  (A36y3)  (a,cy,)
(a309) (@yey)  (@5Ca5) (Agea)  (byeyy)  (bsey;)  (bgeg)  (baeyy)

(bycyy) (byey) thsey) (b)) (€a,056) (€a3046)  (€36C,5)  (CayCie)

9. 10, i1. 1. 13. 1%. 1. 16,
(ay09y)  (@yCy)  tagegs) (@5ey;) (A5035) 1@gC) (delag) 1 Ageag)
Chye)  (bseys)  (bgey (buey)  (hge)  (hyey)  (hyey)  (hieyy

(¢3:3036)  (CC) (€35055)  105055) (G600 (Capip) 106050 (05040

Il résulte de Pexamen de ce Tableau que les douze points doubles
considérés sont rois & trois sur seize droiles: ees seize droites sonl
dés lors situées sur la surface X,

Montrons maintenant que les seize droiles appartiennent a trois
systémes de quatre plans; a cet effet, numérotons-les de 1 i 16, en
suivant lordre des colonnes du Tableau précédent. .

Il résulte de 'examen de ce Tablean que les droites 1, 2, 5, 8 sont
dans un méme plan, car 1 et 2 se coupent au point (a,by); 1 et au
point (azeyy); 1 et 8 au point (hyeyy), et ainsi de suite. On forme
ainsi le Tableau suivant ot les quatre drvoites d'une méme ligne sont
dans un plan, ainsi que les quatre droites d’une méme colonne,

12 3 8§

-

T

Enfin les droites 1, 4, 7, 11 sont dans un méme plan, et, de méne,
les droites 11, 104 13, 8; les droites 3, 2, 12, g et les droites 3, 16,
6, 1),
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l.es seize droites appartiennent donc & trois systémes de quatre
plans, et, par suite, ¥ est une surface desmique du (uatri¢me ordre.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Etant données, sur une surface cubigue, trois droites siluées
dans un méme plan tritangent, P, le licu des sommets des ¢dnes du
second ordre qui coupent la surface cubique suivan! trois coniques
dont les plans passcnt respecticement par les trois droites données
rst nne surface desmique du quatriéme ordre. Les douse points
doubles de cette surface sont les points de contact, non situés dans
le plan U, des plans tritangents gu’on peut mener a la surface cu-
bigue par les trois droites primitivement considérées.

97. L'identité
3*--8.8 8, =%

Y z

montre que la surface £¢* =o coupe S = o suivant trois courbes dis-
tineles.
L'unc d'clles est

c'est-a-dire
[ [t +xyz=o0,
| fit+ yz =o.

Cette courbe comprend d’abord les deux droites t =o, y = o et
=0 ¢l 3 = 0, qui ne sont pas situées sur X, mais sur ¢ = o; il reste
la courbe
f;_l + ¥z =o0,

S —xf.=o,

qui est une biquadratique.

Les surfaces S =0 et £ se coupent donc suivant trois biquadra-
liques; il est ais¢ de voir qu'elles appartiennent sur X & trois systémes
différents.

Inverscment, on démontre sans difficulté que :

Sur une surface desmique, irois biquadratiques quelconques de
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systémes différents apparticnnent a une méme surface cubique, sur
laquelle les points doubles dela surface desmique sont les points
e contact de plans tritangents.

On pourrait indiquer d’autres relations entre la surface desmigue et
les surfaces cubiques menées par trois hiquadratiques; nous n'insiste-
rons pas davantage sur celte théoric, dont le principal intérét est dans
le complément qu’elle apporte & un beau résultat de M. Cremona.

28. Nous avons défini analytiquement la surface desmique par les
relations

. 3 1Y . Zu -1 Su
J = » Y == —— o == —— = —
v 3¢ vy Ty e T ¢ v

ftanl poscs
1 ,
:.TTl = p u—r,

pru=hi(pu—e)(pu—e)(pu—ey).

Cherchons ce que devient la surface quand les fonctions clliptiues
se raménent aux fonctions circulaires, en faisant, par exemple,

ol

(’. = 2

On sait que les fonctions VDU = A pU— ey, Vpu — e, sonl
égales, & un facteur constant pres, & sal', enU, dnll; U étant égal
& «, multiplic par une constante, et le module & de sul’ étant
/0 —e
\ e;— e

1l résulte de 1a qu'en désignant par %, v, 7 de nouvelles coordonuées,

. « o -1 . . T
proportionnelles & 7 '}2', 7 la surface desmique peut étre définie par
les relations

IV

__ sl ;= enl! v __dnl
sV '~ cuV’ T daV

Faisons tendre e, vers e, ¢est-a-dire le module & vers zéro. Les
fonctionssn U et enU deviennent sinU et cosU; dnU tend vers 1. On
aurait alors § = 1. Pour échapper & cette conclusion, qui ne donne rien

d’intéressant, on peat, a la place de §, introduire la coordonnée

LA

V=2

2
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a la himite ona, powr k =o,
v oo [ /TR b v an
= lim [\/r:/\-’—‘s-n—,v' - l]z_- = (Sll V —sn l),
¢'est-d~dire
U= (sin*V — sin?U) = sin(U + V)sin(V — ).
La surface nouvelle est donc définic par

ot sl n(U + V) sin(V — U),

- 79
sin'\ cosV

ou, en coordonnées homogénes,

s = sinUcosV,
sgy=coslisinV,
s3=sin(V+ U)sin(V—U)sinVcosV,

st =sinVeosV.

Posant
o +y =\, y—uc_—.Y,. 25=—"T, al=+1,
et introduisant & la place de U et V les quantités «, 3, v, définies par
x=U~+YV, B=V-U, v=—2V,

ce qui entraine la condition & + 3 + y = o, il vient enfin pour expres-
sion des coordonnées d'un point de la surface
s\ = sina,
2Y =sin, .
o ¢ avec la condition & + 8 +y=o0.
¢4 =siny, .

pT =sinasind siny

L équation cartésienne de cetle surface s'oblient aisément; on a, en
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effet, entre les sinus des trois angles «, 8, y, en vertu de la relation
% +8 + v =0, la condition

sin‘a + sin' 3 + sin'y — 2sin?asin®3 — 2sinasin?y

— 28in?8 sin?y + fsin?asin?3sin?y =o.
Par suite, la surface a pour équation
N Y 2 — o N2 - o N2 2N 4TXYZ =0

Elle jouit de propriétés analogues i celles de la surface desmique
géncrale; on voit, en particulier, que ses sections par un plan quel-
conque sont des courbes du type déja rencontré (14).

Cette surface mériterait une ¢tude spéciale & laquelle nous aurons
occasion de revenir.



