
GEORGES HUMBERT
Sur la surface desmique du quatrième ordre
Journal de mathématiques pures et appliquées 4e série, tome 7 (1891), p. 353-398.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1891_4_7__353_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1891_4_7__353_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SUR LA SURFACE DESMIQUE DU QUATRIÈME ORDRE. 353 

Sur la surface desmique du quatrième ordre ; 

PAR M. GEORGES HUMBERT. 

I. On dit que trois tétraèdres forment un système desmique lorsque 
les trois surfaces du quatrième ordre, formées respectivement par 
leurs faces, appartiennent à un même faisceau ponctuel, c'est-à-dire 
oui seize droites communes ('), et l'on appelle suif ace desmique du 
quatrième ordre toute surface de ce faisceau, c'est-à-dire, toute sur-
face de degré quatre passant par les seize droites (a). 

Ku choisissant convenablement les plans de référence, on peut 
mettre les équations des faces de chacun des tétraèdres sous la forme 

x_y =o; x+y =o z_t=o z=+1 

(I) x_zo; x+z= =o y=-_o=; y+1=o 

x-l=o! x+ o_=p y=)z= y_es=o 

Nous désignerons ces douze plans sous le nom de plans desmiques. 
Il est aisé de voir qu'on a identiquement 

( x" — y2 ) ( z" — /- ) -y (χ'2 — t- ) (y2 — z·2 ) -H (.■/■* — z- ) (/2 — y2 ) = o, 

(') C. STEPIIAMOS, Bulletin des Sciences mathématiques, t. Ill, '.v série; '879. 
(2) Cette surface et sa réciproque ont été étudiées par M. Stalil, dans le 

l. 101 du Journal de Crelle, et M. Waelsch, dans les Sitzungsberichte de l'Aca-
cadémie de Vienne; 1887 el 1888. 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Faso. IV. 1891. /|C> 
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ce qui montre bien que les trois tétraèdres forment un système dos-
mique. 

L'équation générale des surfaces desmiques du faisceau est 

(x2 — v8)( z2 — i2) -h k(x2 — z2)(y2 — l2) = o, 

ou, si Ton veut, sous une forme plus symétrique, 

( 2) Λ (χ2y2 -h z212 ) -t- p.( x2 z2 H- y2 i2 ) -H ν (χ212 -h y2 ζ2 ) = < ι. 

Λ, α, ν étant trois paramètres liés par la relation 

λ -t- α -+- ν = ο. 

Sous celte forme, on voit, en se reportant à des résultats bien connus, 
que la surface desmique est la transformée homographique de la réci-
proque du lieu des centres de courbure d'une quadrique. 

La surface desmique a, quels que soient λ, p., v, douze points 
doubles, qu'on peut répartir comme il suit en trois groupes de quatre : 

1. (ο ο ο ι), (ο ο ι ο), (ο ι ο ο), ( ι ο ο ο), 

Π. (ι 1 ι ι), (ι 1--Ι— Λ, (ι — I 1— ι), ( ι — ι — ι ι'), 

III. (ι I 1— ι), (ι I—I ι), (ι — I I ι), ι ι ι I), 

et que nous appellerons poiuis desmiques. Ils sont situés trois à trois 
sur les seize droites qui forment la base du faisceau. 

2. Le présent travail a pour but d'exposer des propriétés nouvelles 
de la surface desmique; il est divisé en quatre Parties. 

Dans la première, exclusivement géométrique et fort courte, on 
établira quelques propositions simples et presque élémentaires, dont 
il sera fait un grand usage par la suite. 

Dans la seconde, après avoir exposé un mode de représentation de 
la surface à l'aide des fonctions a·, on fera voir que certaines courbes 
tracées sur la surface desmique jouissent des propriétés angulaires 
des droites tracées sur le plan, et on en déduira une géométrie de la 
surface tout à fait analogue à la géométrie euclidienne du plan. 

La troisième Partie est consacrée à l'étude des sections planes de la 
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surface : dans un Mémoire, inséré au Tome VI (4e série) de ce Journal, 
nous avons montré que la section plane d'une surface desmique n'es! 
pas la courbe générale du quatrième ordre, et nous avons fait con-
naître de nombreuses propriétés de cette quartique particulière. Nous 
compléterons nos résultats antérieurs, et nous étudierons spécialement 
la section de la surface par un de ses plans tangents. 

badin, dans la dernière Partie, nous rattacherons les surfaces des-
niiques à la surface générale du troisième ordre, par l'intermédiaire 
d'une proposition remarquable due à M. Cremona, et nous ferons 
connaître une dégénérescence intéressante de ces surfaces. 

PRKMILlîlC PARTÏK. 

5. Les douze points desmiques dont nous avons écrit plus haul les 
coordonnées, en les divisant en trois groupes, jouissent de propriétés 
intéressantes lus uns par rapport aux autres. Nous n'en retiendrons ici 
qu'une seule; c'est (|ue les huit points de deux quelconques des trois 
groupes sont les points fixes d'un réseau ponctuel de quadriques, et 
que chacun de ces réseaux comprend six couples de plans formés par 
des plans desmiques. 

Prenons, par exemple, les huit points des groupes II et III ; on véri-
fie aisément qu'ils sont les points lixes du réseau auquel appartiennent 
les six couples de plans : 

I χ — γ = o, / ,r — ζ = ο, / or — ί = ο, 

{ '' 4" J = °, ( ./* 3 = ο. ( Χ -h / = ο, 

Ι γ — ζ — ο, y — I ο, ι ζ — / = ο. 

y ζ = ο, y 1 — ο, I ζ -κ / = (>. 

Cela posé, considérons le complexe formé par les génératrices des 
quadriques de ce réseau. 

Ce complexe est d'ordre trois, comme dans le cas général d'un 
réseau de quadriques, et, de plus, toute droite passant par un des huit 
points de base en fait partie. 
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Observons maintenant, en nous reportant à l'expression des coor-
données des points desmiqnes, que toute droite joignant un point du 
groupe I à un point du groupe II, passe toujours par un point du 
groupe IIi. 

Il résulte de là que, parmi les quadriques qui passent par les points 
des groupes II et III, figureront tous les cones a) nul pour sommet un 
point quelconque du groupe I, et passant par les quatre droites qui 
joignent ce point aux points du groupe II. Comme on peut assujettir 
nu de ces roues à passer par une droite arbitraire issue de sou sommet, 
ou voit <pie le complexe des génératrices des quudriques menées par 
les points des groupes 11 cl III comprendra toutes les droites issues 
d'un quelconque des points du groupe I. Il comprend déjà, connue on 
l a dit, toutes les droites issues des points des deux autres groupes, 
d'où cet le conséquence : 

Les droites qui joignent un point queh onque (te l'espace an.r 
douze points desmiqnes sont sur un cone du troisième ordre. 

lté plus 

Le complexe des génératrices des quudriques qui passent par les 
huit points desmiqnes de deux groupes ne change pas quand on 
permute l'un ou l'autre de ces groupes acee le troisième. 

Car ce complexe est défini par le cone du troisième ordre dont 
l'existence vient d'être établie. 

D'après ce qui a été dit sur les couples de plans desmiqnes qui fout 
partie des réseaux considérés, on voit aussi que 

!éC complexe précédent comprend toutes les droites des douze 
plans desmiqnes (1 ). 

i. Soit maintenant une surface desrnique; elle admet les douze 
points desmiques pour points doubles. 

(') Voir, sur ce complexe, les Mémoires cités plus haut de MM. Stahl et 
"Waelsch et aussi un très intéressant travail de M. Waelscli, publié au t. LII des 
JYoca acta de l'Académie Leop.-Carol. de Halle. 
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Je dis (jue toute quadriquc menée par les huit points desmiques de 
doux groupes coupe la surface suivant deux biquadratiques. 

Soit en cliet Q une telle quadriquc, et C sa courbe d'intersection 
avec la surface : c'est une courbe d'ordre huit, ayant huit points 
doubles aux huit points desiniques considérés. Par ces huit points et 
par 1111 neuvième point quelconque de l'espace 011 peut faire passer 1111 
faisceau de qundriques, car les huit points sont les points de base d'un 
réseau; si le neuvième point est sur C, on voit que les quadriques du 
faisceau coupent C en dix-sept points, etpar suite passent toutes par C 

ou par une portion de C. 11 en résulte aisément <|ue Γ. se décompose 
en deux biquadratiques, passant toutes deux par les huit points con-
sidérés. 

Ainsi toute quadriquc menée par ces huit points coupe la surface 
suivant deux biquadratiques, et réciproquement deux de ces biquadra-
tiques sont sur une quadriquc. 11 existe donc sur la surface une série, 
simplement infinie, de biquadratiques passant par les points doubles 
de deux groupes; en combinant les trois groupes deux à deux, on ob-
tient ainsi frois scriex df bfqnadraliques tracées sur la surface. 

La quadriquc qui passe par deux biquadratiques d'une même série 
infiniment voisines est, à la limite, inscrite à la surface; il existe donc 
trois séries de quadruples inscrites à la surface le long de biquadra-
tiques. 

Nous dirons que les biquadratiques qui passent par les points 
doubles des groupes 1 et 11, ainsi que les quadriques inscrites corres-
pondantes, appartiennent au système (1,11); il y aura de même des 
biquadratiques et des quadruples inscrites des systèmes (I, ΙΙΓ) 
et (II, 111)* 

11 est clair que, par 1111 point de la surface, passe une seule biquadra-
lique de chaque série. 

5. Revenons maintenant au complexe du troisième ordre défini 
plus haut. 

Soit δ une droite quelconque de ce complexe, coupant la surface 
dcsinique aux points a

2y
 α,, a

v
 La droite δ étant, comme on sait, 

une génératrice d'une quadriquc menée par les points doubles des 
groupes I et II, deux des points α, a{ et a2 par exemple, seront sur 
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une même biquadralique du système (I, II); de même ο.
Λ
 et a

h
 seront 

sur une autre biquadralique de ce système. Mais £ est aussi génératrice 
d'une (juadri(jue passant par les points doubles des groupes I el 111, 
d'après les propriétés démontrées du complexe; donc les couples a

x 

et «s, a.j et a
% seront respectivement sur une même hiquadru-

tupie (1, 111). Enfin les couples a
{
 et rt

2
 et α

Λ
 sont respectivement 

sur une même biquadralique (II, III). 
Il résulte également de là que le complexe considéré du troisième 

ordre est formé par les cordes des biquadratiques tracées sur la sur-
face. 

Dans le cas particulier ou S est génératrice d'une quadrique inscrite, 
du système (I, II) par exemple, elle touche la surface desmique on 
deux points, situés sur une biquadralique de ce système. Il en résulte 
que σΊ

 coïncide avec ur3, et a2 avec ou que ax coïncide avec a..
t
 et a., 

avec αΆ. Dans le premier cas, les points de contact soul r/, et aé" 
connue ils sont, d'après ce qui précède sur une biquadralique du sys-
tème (11, III), 011 voit que la droite ο est aussi génératrice de la qua-
drique du système (II, III)inscrite le long de celle biquadralique. De 
plus, les points a

x
 et α.

Λ
 étant sur une biquadralique (I, III"), la ilroite ο 

touche en a, la biquadralique de ce système qui passe par a
t
 ; elle 

louche de même en a
x
 la biquadralique (I, 111) qui passe par a

s
. Dans 

le second cas, on a des résultats semblables, les systèmes (1, III) 
et (II, 111) étant permutés. 

Il résulte aisément de ces considérations que les génératrices d'une 
série des quadriques inscrites du système (I, II) sont aussi génératrices 
des quadriques inscrites (1,111), tandis que leurs génératrices de l'autre 
série appartiennent aux quadriques inscrites (II, III). 

lût d'autres termes, les génératrices rectiligncs des trois systèmes 
de quadriques inscrites forment trois congruences, et, dans chaque 
système, les génératrices appartiennent à deux de ces congruences. 

De plus, les trois congruences sont identiques à celles que forment 
les tangentes aux trois séries de biquadratiques de la surface. 

Nous avons ainsi établi géométriquement, avec un certain nombre 
de résultats nouveaux, les propriétés démontrées analyliquement à la 
lin du Mémoire précité, et qui nous avaient permis d'établir la propriété 
fondamentale des sections planes de la surface desmique. Ces pro-
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priétés nous seront utiles clans la deuxième et dans la troisième Partie 
de ce Mémoire, en venant au secours de l'Analyse algébrique et en nous 
permettant d'arriver simplement à des formules de la théorie des fonc-
tions elliptiques. 

HKUVlKMl·: ΡΛΚΤΙΚ. 

Désignons par "iu la fonction connue de M. Weierslrass, qui 
se rattache à la fonction pn définie par la relation 

Pri" H«P" ~ c
x
){pu— <'*)(pn - <'t); 

soient ri
t //, 3*.,.«, 3*,f/lcs fonctions connues, dérivées de ri a. 

Considérons la surface définie, en fonction des deux paramètres, 
u el t\ par les relations 

(3) px = e": py = d:; pz= yit_èd pt=dn;{\ 

où p est le facteur de proportionnalité. Oierelions son équation. 
Des relations 

( ί ) i'\ 4- C, 313 = i\ 4- c
2
 -J- = -4- r, 3'2, 

ou déduit d'ahord, en tirant de (3) 31,//, ri.,h, 3V et 3*//, 

λ·3 3*J ρ -f- f'
t
 l-'i'K' — y-'i2 r 4- c

2
/23,3c = s's'Îjc -h r.j-'i-v. 

égalant ces quantités à 0, tirant ri*, 3·'3, <i* en fonction do 312 et 0 et 
portant dans ( {), il vient 

~ ~~ c,/a3'2c)4- η^'Λν = ^;(0 — e
2
/3a'sc)4- e

a
3,3c 

— ^ (0 — c
3
 *2 s*2 e) 4- C

;l
ri- c, 

(Γοιι, en éliminant 0 et 3*2c 

| ! ^(x* — /2) 

j1 .)'a ''
2
(r2-^) | = », 

ji ~ e,(3a-/a)! 
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c'est-à-dire 

(<?« — C^X^y* -h Ζ* P)+ (e^- )(it"sa -*-χ·/β) 

■+■ (e3 — C
a
)(x',/5-h/,51) = o. 

On reconnaît là l'équation (2) de la surface desniique. 
Par suite, les coordonnées d'un point de celte surface sont définies 

par les équations (3). 
Ktudions ce mode de représentation. 
On voit aisément, en désignant par aco cl a&>' les périodes de JDW, que 

les quotients deux à deux de t ne changent pas si Γ011 augmente 
u: ou c de multiples de 4<*>ct4w', ou si l'on change simultanément u 
et r de signe, ou si l'on augmente simultanément ιι et ν de a ω ou a ta'. 
Ainsi à un point de la surface correspondent une infinité d'arguments 
compris dans les formules 

( zu -+- 2/1(0 4- aA'co'-h ί//ω -f- /|Α'ω', 
( :> ) 

( se 4- a A ω 4- 2A' ω' 4- \ /ι,ω + \ h'
{
 w', 

i désignant dt 1 et A, A', A, ..., h\ des entiers quelconques. 
Les douze points doubles de la surface desmique s'obtiennent comme 

il suit : 
Ceux du groupe I correspondent aux valeurs 

ο, ω, ω', ω 4- ω' 

de c, quel que soit u. 
Ceux du groupe 11 s'obtiennent en posant 

u — c, u = e 4- ω, u = ν 4- ω', u = c 4- ω 4- ω'. 

Ceux du groupe III en posant 

u = — c, Η = -(4ω, u— — i'4-ω', u — — r h- co 4- ω'. 
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Les seize droites de la surface correspondent aux équations 

j u = o, | u = ω, 

( e = 2À*ω 4- sA'to', ( ρ = ω 4-aA'w 4-2/r'fe>', 

j « - ω', Μ = ω + ω', 

j ρ = ω'2λ~ω 4-2Α'ω', ρ = ω -Η ω' -+- 2/τω 4- 2Α'ω', 

où Λ, /»' peuvent prendre les valeurs ο, ι. 

7. (Cherchons maintenant, en u et e, les équations des trois sys-
tèmes de hiquadratîques de la surface. 

Il est clair d'abord qu'en posante = const, on obtient des biquadra-
liques en vertu des équations (4); ces courbes passent par les points 
doubles des groupes 11 et HI, que l'on obtient en donnant à u les va-
leurs ± ρ 4- h ω 4- Λ'ω'; ce sont donc les biquadraliques (II, III). 

Si l'on pose ensuite « = Ρ4-α, α étant une constante, on obtient la 
courbe 

ρχ = ή(ρ + α) s'a POMPS'Ρ, 

py = ρα·2(ρ 4- α)α',1ρα'ρ, 

Les quotients de υ, y, -, l deux à deux sont des fonctions double-
ment périodiques de e, aux périodes 2ω et 2ω'; comme χ·, y, z, t 
s'annulent quatre fois dans le parallélogramme 2ω, a ω', la courbe est 
du quatrième ordre : c'est par suite une biquadratique, puisqu'elle est 
de genre un. 

Klle passe par les points doubles des groupes I et III, puisque l'é-
quation u = ν 4- α est compatible avec l'une et l'autre des équations 
p = A ω 4- /«'ω' et u H- ρ = Λ ω 4- h' ω' : c'est donc une biquadratique 
0,111). 

De même on voit que les biquadratiques (I, II) ont pour équa-
tion u 4- Ρ = α. 

Journ. cle Math. (4* série), lonne VII. — Fasc. IV, 1891. 47 
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Ainsi les trois systèmes de biquadratiques sont 

i- = a, (11,111) 

u: — ν — α, (I, 111) 

« + ρ = a. ( Ï, II) 

D'après ce qui a été dit plus haut, la courbe r = et est identique à 

c = ± α 4- 2Λω 4- 2Λ'ω'; 

de même u — c = α est identique à 

u — ν = di α h- 4Λω 4- 4Λ'ça' ; 
etc. 

8. On comprend aisément quel intérêt il y aurait à trouver les rela-
tions qui doivent lier les arguments de quatre points de la surface 
pour que ces quatre points soient sur une même droite. 11 ne semble 
pas que ce problème comporte de solution simple dans le cas général; 
mais il est possible de le résoudre aisément dans le cas ou la droite 
appartient au complexe du troisième ordre formé par les cordes des 
biquadratiques (n°o). 

Soit δ une droite de ce complexe; désignons, comme au n° o, par 
α

κ
, α2, α3, ses points d'intersection avec la surface, et par w,, r, ; 

<\n wa> t'ai leurs couples d'arguments respectifs, délinis à 
des multiples près de 4<*>, 4ω· Nous savons que a

2
 et a

3
 sont sur une 

même biquadratique du système (II, III), ainsi que a, et on a 
donc (n° 7) 

e2 = ± v
3 4- 2hω 4- 2Λ'ω': 

mais, comme on peut simultanément changer les signes de u3 et c
s
 et 

augmenter u9 et r8 des mêmes multiples de 2<υ, 2ω', on peut poser 

l r3 = 

(a) < et de même 
I I c, = V,. 
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Les points a, et a
a
 sont sur une biquadratique (I, III); on peut 

donc écrire 

(b) w, -p, =w
3
-e,. 

De même a3 ci a
k
 sont sur une biquadratique (I, III); mais nous 

n'avons plus le droit d'écrire u
2
 — P

2
 = u

A
 — P

4
, parce que les équa-

tions qui précèdent ont fixé les signes de W
2
, P

2
; u

31
 P

3
; u

s
, R,; nous 

aurons donc 

(l>\) — t'a = ε(«4 —^)» 

ζ étant ± ι. 
Dr mémo a, et «

2
, α

Ά
 et a

s
 étant sur une biquadratique (I, II), 

on a 

<>) 
i/,4-e, = ^(ll

a
4-P

a
), 

//
3
4-P3^"044-C4). 

On en tire, en posant u
K
 — p, = u

%
 — P

3
 = λ, et remplaçant ui

 et u
% 

dans (r), en tenant compte de (a), 

2Ρ,4-λ = ε'024-ρ,), 

2 Ρ, 4- λ = ε"(ΐέ
4
4-Ρ,). 

Résolvant par rapport à w
2

, m, et portant dans (b{ ), il vient enfui 

ε'Or, -h λ) - 2P
3
 = ε [>"(2 P., -f-Λ) — 2 Ρ, ) 

OU 

(d) n\ (ε'-h ε) -+- 2p.,(— εε" — ι) 4- λ(ε' — εε") = ο. 

Or cette relation doit être une identité :1a droite o, en effet, dépend 
de trois paramètres, et, par suite, les arguments de ses quatre points 
d'intersection avec la surface desmique doivent pouvoir s'exprimer en 
fonction de trois indéterminées. Si donc (d) n'était pas une identité, 
on pourrait en tirer λ en fonction de e, et p

3
, par exemple, et les équa-

tions (α), (&), (/>,), (c) permettraient d'exprimer tous les u et tous 
les ν en fonction des deux paramètres p, et p,, ce qui est impossible. 
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Donc (d) est une identité, et l'on a 

ε -f- ε — ο, ε ε -j- ι = ο, ε — ε ε = ο, 
d'où 

ε = ι, ε' = — ι, ε" = — ι. 
On a ainsi 

Γ;, = e„ - Γ, u{ -Η Γ, = —(i/s-h C3). 

« = <'« » "a - e
a
 = - C„ «, + Γ, = — (I/, -Η 1\,). 

Posons, pour la symétrie, 

c, — α, c., — β, 

<\ ■+- p
a
 Η- λ = [Α, 

il vient, en exprimant les u et les ν en fonction de α, β, a, 

m, = p.-h β, m, = — μ h-β, M
a
 = — a— {A, — a - a. 

et, par suite, on obtient pour les coordonnées des quatre points, eu 
changeant simultanément les signes de //,, e, ; //,, c,, 

f/, = β -H {A, , = β — (A, if-, =S α -h U, ?/., — a — UL. 

e, = λ, e, -= a, e
3
 — β, t., ~ β. 

Telle est la forme, remarquablement simple, sous laquelle ou peut 
mellre les arguments des quatre points communs à la surface des-
iniquc et à une droite du complexe: on en déduit de nombreuses et 
importantes conséquences, ainsi que nous le verrons dans la troisième 
Partie. 

Pour le moment, nous nous bornerons à examiner quelques cas par-
ticuliers. 

f). Nous savons que les droites du complexe, bitangentes à la surface, 
forment trois congruences; gardant les notations employées jusqu'ici, 
on obtiendra ces congruences en supposant que le point <7, coïncide 
successivement avec l'un des points a

2y
 a

;n
 les deux autres points 

coïncidant également. 
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Pour que a, coïncide avec et a
9
 avec il faut et il suffit qu'on 

ait 
« = ?. 

Les arguments des deux points de contact sont alors 

a + µ a et a -µ a; 

ou, si Ion veut, les deux points d'arguments (w, p) et (2e — //, r), 
sont les points de contact d'une même bitangente de la surface. 

De même, en faisant coïncidera, avec a
a
 eta

2
 avec a

4
, on voit que 

les points (//, ç) et (— a ν — α, e) sont sur une bitangente. 
Knlin, si a

t
 coïncide avec a, et a

2
 avec a.

n
 on trouve comme argu-

ments des deux points de contact (a, e) et (e, u). 
D'après cela, en joignant successivement le point («, v) aux points 

(2E — A, e), (— 2P — U
Y
 E), (R, M), on obtient trois bitangentes de la 

surface. 
\011s dirons que : 

Les bilan génies qui louchent la sur face aux points (u, e) el (e, u ) 
sont du premier système; 

Celles qui louchent la surface aux points (a, e), (— 2e — //, »· ) 
sont du second système; 

Celles qui touchent la surface aux points (1/, r), (2e — //, e) sunt 
du troisième système. 

11 est clair que ces propositions fournissent des formules de la théo-
rie des fonctions elliptiques, qu'il serait peut-être difficile de démon-
trer directement. 

10. I lorsque a
2
 cta.,, a, et a

s
 coïncident, la droite δ louche eu a.. 

et a, les biquadra tiques (II, III) qui passent respectivement par ces 
points; la bitangente δ appartenant alors au premier système, ses points 
de contact sont (w, P) et (r, u); soit alors ρ = α une biquadralique 
(il, m); sa tangente au point (#, a) touche de nouveau la surface au 
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point (α, u), d'après ce qui précède; donc, lorsque le premier point de 
contact décrit la courbe e = α, le second décrit la courbe u — ol. 

Il résulte de là que la dcvcloppable, qui a pour arète de rebrousse-
inent une biquadratique, c = α, touche la surface desmique le long 
d'une courbe ayant pour équation u = a; et, en vertu d'un théorème 
bien connu, les deux séries de courbes, u = const., c = const, tracent 
sur la surface un réseau conjugué. 

De même, aux biquadratiques u — c = α correspondent les courbes 
conjuguées 3c4-m= — a; et aux biquadratiques « + ί· = α, les 
courbes conjuguées 3c — u = «. 

Il est aisé de voir que les courbes w = a sont d'ordre douze et 
qu'elles passent par les douze points doubles de la surface. 

Il en est de même des courbes 3c H- */ = a; 3c — « = a. 

11. Nous connaissons sur la surface desmique trois réseaux conju-
gués ; il est aisé d'en déduire l'équation différentielle des lignes 
asymptotiques. 

Soit («, c) un point de la surface; nous savons que les déplace-
ments du = ο et dv = ο ; du — dv = ο cl 3rfc 4- du = ο donnent res-
pectivement deux directions conjuguées. 

Par suite, on obtiendra les directions asymptotiques en prenant les 
rayons doubles de Tinvolution déterminée par les couples du = o et 
de = ο ; du — dv = ο et 3 dv 4- du = o. 

Soient dû et c?V; dU, et d\\ les déplacements qui correspondent 
à deux directions conjuguées quelconques; ils seront liés par une rela-
tion involutive 

c/U d\J. -4-p(d\j dX, 4- tfU, dX) 4- qdXdX, = o. 

Écrivons que cette relation est vérifiée pour d\J = o et r/V, = o; 
puis pour dO = dX et 3e/V, 4- rfU, = o; nous déterminerons ρ et q 
et nous trouverons 

P = 0, q = 3. 

lai relation involutive est donc 

(8) d\j d\3
K 4- 5dX rfV, = o. 
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Les directions asymptotiques s'obtiennent en faisant dV = //U, et 
dX = dX {; on a ainsi 

dU1 -t- 3 dX2 = o, 

ce qui donne pour l'équation des asymptotiques 

u-\-vsJ— 3 = const., 

u — —'6 = const. 

12. Remarquons ici que toutes les courbes que nous avons obtenues 
sur la surface desmique ont une équation de la forme 

(ί>) © M 4- ΛΡ = a, 

g, Λ, a étant des constantes. 
Les courbes représentées d'une manière générale par cette équation 

jouissent de propriétés remarquables. 

Observons d'abord qu'elles sont algébriques lorsque le rapport | est 

commensurable; en ce cas, elles sont même de genre un. En effet, ad-
mettons que g et h soient entiers; comme on a, pour tout point de la 
surface 

x = xiu xv, 

il vient, pour un point de la courbe, en posant u = Λϋ, 

x x1(hU) x(x - gU) 

t = x(hU) x1(x - gU) 

cl des expressions analogues pour et ;· Il résulte de là que la courbe 

est de genre un, en général; elle pourra devenir unicursale dans cer-
tains cas particuliers, par exemple si α est nul. 

Si £ n'est pas commensurable, la courbe est généralement trans-

cendante ; mais on a toujours une expression simple des coordonnées 
de ses points à l'aide des fonctions elliptiques. 
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Kii général, les courbes gu -\-Iw = cl passent par tous les points 
doubles de la surface desmique; les biquadratiques seules font excep-
tion. 

On peut donner de ces courbes un mode de génération intéressant 
et fondamental pour nos recherches. 

Cherchons, en effet, sur la surface les courbes telles qu'en chacun 
île leurs peints la tangente forme, avec les tangentes aux trois bi-
quadratiques passant par ce point, un faisceau de rapport anltar-
monique donné. 

Les tangentes aux biquadratiques correspondent aux déplacements 

du = o; du — dv = o; du -h dv = o; les coefficients de dans ces 

équations sont ο, ι et — ι ; la valeur de ̂  qui correspond à la courbe 

cherchée est donc donnée par l'équation 

du dv_ 1 const.: du dv+1 

d'où l'on tire 
du —- = const., 
dv 

et, par suite, la courbe a pour équation 

fq) gu-t-hv = a, 

g, Λ, a étant des constantes, et dépendant du rapport nnliarmo-
nique donné. 

Si donc nous appelons courbes linéaires les courbes cle la surface 
dont l'équation (q) est linéaire en u et v, nous pouvons dire que : 

Eu chaque point d'une nté/ue courbe linéaire, la tangente forme, 
avec les tangentes aux trois biquadratiques passant par ce point, un 
faisceau de rapport anharmonique constant. 

Pour des motifs qui seront expliqués plus loin, nous appellerons le 

rapport ~ coefficient angulaire desmique de la courbe linéaire 

gu -+· hv = a. 
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13. Il est clair que si g·, h, α (ou leurs rapports) sont donnés, lu 
courbe linéaire est définie sans ambiguïté sur la surface. Inversement, 

si la courbe linéaire est donnée sur la surface, ^ est bien déterminé en 

vertu de la propriété qui précède, mais ^ ne l'est pas. 

tën effet, d'après ce qui a été dit au n° 6, une équation en u et ι 
ne cesse pas de représenter, sur la surface desinique, la même courbe 
si l'on y remplace m et ρ respectivement par 

i[u 4- 2λω 4-11\ (ii' -f- 4yw + f\qV |, 

efe 4- vkbi -t- 2/1'ω+47,ω-ι-4^,ω']. 

Il en résulte que la courbe gu -+- hv = α est identique à la courbe 

( 1 ο ) 
gît 4- hv = ± α -f- ( 2λω 4- ·ι1\ ω')(g 4-/4) 

4- -H -H 4h(q
tω 4- q\ ω ). 

On voit ainsi que -■ peut prendre une infinité de valeurs. 

Pour trouver l'intersection de deux courbes linéaires 

^«4-/ιι· = α, g
t
u 4-Λ,υ — a,, 

on combinera la dernière équation avec la série infinie des équatious 
(10), où les entiers Λ\ ..., q\ prennent toutes les valeurs entières. Il 
en résulte que deux courbes linéaires, dont l'une au moins est trans-
cendante, ont une infinité de points communs. 

Nous savons que deux directions^ et sont conjuguées en un 
point lorsqu'on a 

(*) dU d\j< 4- 3cfYcfY, = o. 

Il en résulte qu'en un quelconque de leurs points communs les deux 
courbes 

gu 4- Ην — a, 

g·, u 4- Λ,ρ = a 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. IV, 1891. 48 
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sont conjuguées par rapport à l'indicatrice de ce point, si Ton a 

3«·»·, 4- /'Λ = <», 
ou encore : 

Les courbes g η 4- hv = κ, où « est seul variable, sont conjuguées 
en chaijue point de la surface des courbes hu — 3gv = JL 

Nous connaissons ainsi sur la surface une infinité de systèmes con-
jugués, transcendants ou algébriques, formés de courbes linéaires et, 
fait remarquable, deux courbes appartenant respectivement à deux 
systèmes con jugués sont conjuguées en tous leurs points de reneoulrc. 

('es propriétés permettent d'établir une liaison entre la théorie des 
droites dans le plan et celle des courbes linéaires sur la surface des-
mique. Avant de développe!· ce sujet, il importe de présenter quelques 
remarques. 

1 L Par un point de la surface desmique, ou peut faire passer une et 
une seule courbe linéaire de coefficient angulaire desinique donné. 
Soit, en effet. //„, c„ ce point, la courbe linéaire demandée sera 

gu -t- //c =- gtf„ -r //! „, 

et reste la même d'après (ιο ) si l'on substitue à //„ et »·,, les couples de 
valeurs équivalents. 

.Mais, par deux points de la surface desmique, c„ et //,, »·,, on 

peut faire passer une inlinilé de courbes linéaires. Le coefficient η 
correspondant est. en effet, égal à 

-v1 -_u1-u0 

il peut prendre une infinité de valeurs quand on augmente l'un des κ 
ou des e do multiples de ou Ίω'; toutes les courbes linéaires ainsi 

obtenues sont différentes puisque les valeurs de ^ le sont. 

15. Cela posé, considérons un plan et deux axes de coordonnées 
rectangulaires dans ce plan. 
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Λ une droite g\j$x -h hy = α du plan, faisons correspondre, sur la 
surface desmique, la courbe linéaire gu +■ hv — a. 

On voit, d'après ce qui précède, rpic ι 

ι " A une droite correspond une et une seute courbe linéaire; à 
une courbe linéaire correspondent des droites parallèles entre 
elles, en nombre infini; 

2" y] une série de droites parallèles correspond une série de 
fourbes linéaires de même coefficient angulaire desmique; 

Aux deux séries de droites isotropes correspondent les deux 
séries de lignes asymptotiques de la surface; 

ίυ A deux droites rectangulaires correspondent deux courbes 
linéaires conjuguées en tous leurs points de rencontre; 

V' A quatre droites concourantes correspondent quatre courbes 
linéaires ayant un point commun et telles que le rapport an har-
monique de leurs tangentes en ce point soit égal à celui du faisceau 
ties quatre droites. 

D'après cela, si 5 est le rapport anharnioni<jue du faisceau formé 
par les tangentes à deux courbes linéaires passant en un point, et par 
les directions asyniploliques de la surface au même point, et si l'on 
pose 

p=e2 0+/ 

') sera l'angle des droites qui correspondent aux courbes linéaires cou-
sidérées. Appelons angle desmique de deux courbes en un point la 
quantité 0 ainsi définie; nous avons celle première propriété : 

Deux courbes linéaires se coupent sous le même angle desmique 
en tous leurs points de rencontre. 

Noue dirons, pour abréger, que des courbes linéaires sont paral-

lèles si elles ont même valeur de |· 

11 est évident maintenant que toute propriété angulaire euclidienne 
des droites d'un plan donnera une propriété correspondante sur la 
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surface desmique, en remplaçant le mot droite par le mol courbe //'-
né aire; le mol an μ h' par angle desmique; les mots droites rectangu-
laires par courbes linéaires conjuguées. 

Ainsi : 

Deu.v angles desmir/ues sont égaux, ou ont pour somme τ:, 
lorsque leurs côtés sont respectivement parallèles. 

Deux angles desmiques sont égaux, ou ont pour somme t., 
lorsque les côtés de l'un sont respectivement conjugués des côtés de 
Vautre. 

Pour transformer les propriétés des triangles plans, il faut observer 
que Irois courbes linéaires 

gu -h h ν ----- a, g
s
 u + h, e - a,, g., u -+- h . ν — aa 

forment 1111 triangle desmique dont les sommets 011L pour arguments 
les valeurs de u et ν tirées des trois équations précédentes, combinées 
deux à deux. Kn général, trois courbes linéaires forment une inlinilé 
de triangles; la règle précédente indique ce qu'on doit entendre par 
sommets d'un de ces triangles. 

Cela posé, on peut dire (pie : 

La somme des trois angles desmiques d'un triangle desmique 
est égale à t. 

Si, par chaque sommet d'un triangle desmique, on mène la 
courbe linéaire con juguée du côté opposé, ces trois conjuguées sont 
concourantes. 

Le lieu du sommet mobile d'un triangle desmique dont la base 
est fixe et dont les deux angles desmiques à la base sont égaux, 
est une courbe linéaire, conjuguée de la base. 

Si Von mène les trois conjuguées qui correspondent respective-
ment aux trois côtés d'un triangle pris ainsi successivement pour 
base, ces conjuguées sont concourantes. 

Appelons bissectrice desinique d'un angle desmique la courbe 
linéaire passant par le sommet de l'angle, qui le partage en deux 
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angles desmiques égaux : les bissectrices de deux angles desmiques 
adjacents sont conjuguées. 

L·' s six bissectrices desmiques des angles desmiques d'un triangle 
et des angles adjacents se coupent trois à trois en quatre points. 

11 serait aisé de donner d'autres exemples et, en particulier, d'étu-
dier la courbe qui correspond à la circonférence; cette courbe est 
malheureusement toujours transcendante. 

Nous nous bornerons aux propositions suivantes, déduites de la con-
sidération du cercle plan de rayon nul, auquel correspond un couple 
de lignes asymptotiques. 

Soient A et 11 deux points situés sur une même asymplotique de 
la surface; on mène par A une courbe linéaire quelconque et par 
I \ la courbe linéaire conjuguée de celle-ci : chacun des points il'in-
tersection de ces deux courbes décrit une ligne asymplotique. 

Il en est de même si les deux courbes linéaires issues de A et 13, au 
lieu d'être conjuguées, comprennent entre elles un angle dcsiuiquc 
constant. 

Ιβ. Nous avons trouvé, au il" 8, pour expression des arguments de 
quatre points de la surface, situés sur une droite du complexe formé 
par les cordes des biquadratiques, les valeurs 

β 4- u, β — u, a-hjA, α —ul. 

α, α. β, β. 

De la forme de ces arguments dérivent immédiatement quelques pro-
positions géométriques simples. 

Kn premier lieu, nous voyons que, si α et (Jt sont donnés, la droite 
est une corde de la biquadratique c -- α et sécante simple des deux 
conjuguées de cette biquadratique u — α h- ia et u = α — p.. Donc : 

Si une corde d'une biquadratique donnée se déplace en s'ap-
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payant sur une des conjuguées de celle courbe, elle rencontre con-
stamment une seconde conjuguée. 

Les deux extrémités do la corde, sur la biquadratique, ont pour 
arguments β h- p. et β — p., quantités dont la différence est la con-
stante 2p.. Or on sait qu'une corde d'une biquadratique, dont les ar-
guments elliptiques ont une différence constante, décrit une surface 
réglée d'ordre huit, admettant la biquadratique pour ligne double; 
on peut donc dire aussi que : 

Le lieu des cordes d'une biquadratique donnée qui s'appuient 
sur une conjuguée de cette courbe est une surface d'ordre huit, 
passant par une seconde conjuguée. 

Plus généralement, on voit, en raison de la forme linéaire en α, β, a 
des arguments des quatre points, que, si une droite du complexe s'ap-
puie sur deux courbes linéaires de la surface, ses deux autres points 
d'intersection avec la surface décrivent deux autres courbes linéaires. 

Supposons, par exemple, que les deux premiers points, d'arguments 
( β -h p., a) cl (β — p., a), décrivent respectivement les deux courbes 
linéaires 

gu 4- hc = λ et g
t
 u 4»· hi ç — λ,. 

Soient u, c et LJ, V les coordonnées des deux autres points; on a 

u = α 4- p., (J — α — p., 

.·=β, Y = 3. 
Des relations 

g (β 4-p.) ·+-/*« - λ, 

gt($ ~ Η.)^Λ,α = λ
(

, 

on déduit, en exprimant α et β en fonction de u, c, p. ou en fonction de 
li, Y, u, les équations 

go 4- hu 4- ρι(# — h ) — λ — ο, 

g, ν - h, u - \k(g
t
 4-Ιι

{
)-\ = ο 
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cl 
g V -+- h U H- u.( g H- h ) — λ = ο, 

g
t
 V -h /#, U -h {a(— £rι H- Λ, ^ — λ, = Ο. 

D'où l'on tire, en éliminant p, les équations (les lieux décrits par les 
points //, υ et U, V : 

/ u (h g, -+- h, g)-h v(*ggt
 + gh

t
 - g

t
h) 

\ ·■= ^(g
{
 -+-/'<) + — /i), 

(12) 
ι (J(A», -+- A,if) + V(ag-gr, — gh,+ g,A) 
! = X(g', — A,) -t- A,(» -+- A). 

(le sont deux courbes linéaires, dont les coefficients angulaires dcs-
miqucs dépendent seulement des coefficients angulaires dcsmiques, 

-J- cl des deux premières courbes. 

Si les deux premières courbes sont parallèles, les deux nouvelles le 
sont également. 

Observons maintenant que λ et A,, d'après (10), peuvent prendre 
une infinité de valeurs; il est aisé de voir (pic ces valeurs, portées dans 
les équations (12), donnent généralement des couples de courbes, dif-
férentes de celles obtenues d'abord, mais restant toujours parallèles à 
celles-ci. 

De celte analyse résultent les théorèmes suivants : 

Soient deux courbes linéaires, A et H, de la surface desmique; 
on les coupe par une biquadratique de la surface, appartenant à 
une série donnée, et l'on joint les points d'intersection situés sur la 
première aux points d'intersection situés sur la seconde; les droites 
ainsi obtenues engendrent, quand la biquadratique varie, une sur-
face réglée, dont l'intersection arec la surface desmique, en dehors 
des courbes Λ et 11, se décompose en couples de courbes linéaires ( 1 
et D, C, et D,, .... 

Les courbes linéaires d'un de ces couples sont respectivement pa-
rallèles aux courbes des autres couples; ainsi les courbes C, C,, ... 
sont parallèles entre elles; de môme les courbes D, D,, 
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»S/ les courbes primitives, Λ et 13, sont parallèles entre elles, toutes 
les cour bes C et D sont parallèles entre, elles. 

Los deux courbes Λ et 13 peuvent coïncider : 

Si l'on coupe une courbe linéaire de la surf ace desmi que par une 
biquadralique d'une série donnée et si Von joint deux à deux les 
points d'intersection, les droites ainsi obtenues engendrent, lorsque 
la biquadratique varie, une surface réglée dont l'intersection avec 
la surface desmique, en dehors de fa courbe linéaire primitive, se 
décompose en une série de courbes linéaires, toutes parallèles entre 
elles. 

17 . La théorie des bilangenles nous a fait connaître trois transfor-
mations de la surface en elle-même : chacune de ces transformations 
fait correspondre à un point de la surface le second point de contact 
d'une bitangenle issue de ce point. Nous avons ainsi trois transforma-
tions univoques et réciproques, dont nous connaissons l'expression ana-
lytique : en effet, d'après les résultats du n° î), à un point (u, v) cor-
respondent, par les trois transformations, les points 

(<*,//), {-IV — f/,0, (2V — U,V). 

Kn combinant d'une manière quelconque ces transformations, on ob-
tient de nouvelles transformations linéaires univoques, formant un 
groupe continu. 

La théorie de ce groupe revient à celle des lignes brisées qui sont à 
la fois inscrites et doublement circonscrites à la surface cl sur lesquelles 
011 pourrait énoncer de nombreuses propositions. Nous n'entrepren-
drons pas ici celte étude; nous nous bornerons à faire observer que 
toutes les transformations du groupe font correspondre à une courbe 
linéaire une autre courbe linéaire. 

Plus généralement, il en est de même des transformations qui rem-
placent u et r par λ m 4- et λ' u -+- ui'r. 

Parmi ces transformations, il en est qui conservent les angles des-
miques : en se reportant à la représentation géométrique plane des 
courbes linéaires, on voit qu'elles correspondent aux substitutions 
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orthogonales et qu'elles sont de la forme 

U = bu — 3ae, 

V -- au h- bv. 

Si a et b sont entiers, cette transformation fait correspondre à un 
point (u, e) un seul point U, V; inversement à ( U, V) correspondent, 
eu général, plusieurs points (u, c) eu nombre fini. 

Un cas particulier est à signaler, en raison de propriétés impor-
tantes, liées à 1111c autre théorie que nous rencontrerons plus loin; c'est 
le suivant : 

Proposons-nous de déterminer a et b de telle façon que, le point 
(//, c) décrivant une courbe linéaire quelconque, le point (U, V) dé-
crive une courbe linéaire conjuguée. 

Si l'on a 
gu 4- hv — a, 

il vient pour la courbe du point (U, V ) 

„(7,1) 3o\)-h Λ[ftV - aV] = *\b> -4- la* |, 

et les deux courbes seront conjuguées si Γ011 a ( 15) 

5g[bg — ah] h- h 13ag 4- bh\ = o, 
e est-a-dire, 

Λ [3g·8 4- Jr\ = o. 

La courbe gu 4- hv — α = o devant être quelconque, il faut et il suffit 
qu'on ait b — o et la transformation devient 

U = — 3 oc, Y —au. 

Le cas le plus simple est celui où a = 1 ; il vient alors 

U = — 3e, V = «. 

Pour des motifs que l'on comprendra plus lard, nous dirons que le 
point (— 3c, u) est le langeai ici du point (f/, e). 

Journ. (h Math. (ί° scric), tome Ml. — Kusr. IV, iSjji. 49 
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Un point a un seul tangentiel, mais il est clair qu'à un tangenliel 
donné correspondent neuf points. On voit aisément que : 

Si un point se meut sur une asymptotique, son tangentief flétrit 
une asymptotique de la même série; 

et, plus généralement, d'après ce qui précède : 

Quand un point décrit une courbe linéaire
y
 son tangentiel décrit 

une courbe linéaire conjuguée de la première. 

TROISIEME PARTIE. 

18. Api •ès les fourbes linéaires, il est intéressant d'étudier les sections 
planes de la surface desmique; elles jouissent, comme nous l'avons fait 
voir ailleurs, de propriétés remarquables, qui eu font une classe spé-
ciale parmi les courbes du quatrième ordre. Nous ne reviendrons pas 
ici sur les propriétés que nous avons établies; nous nous bornerons à 
les compléter, en ce qui concerne la section par un plan quelconque; 
nous étudierons ensuite la section de la surface par un plan langent. 

Il est clair, tout d'abord, que la section de toute surface desmique 
d'ordre quatre par un plan quelconque1 est m\e courbe desmique, c'es\-
à-dire appartient à 1111 faisceau de quartiques comprenant trois sys-
tèmes de quatre droites : ces systèmes de quatre droites sont les sec-
tions, par le plan, des faces des trois létraèdres desiniques. Il est 
remarquable que la section plane de la surface desmique peut être re-
gardée d'une infinité de manières connue une courbe desmique. Les 
considérations suivantes vont mettre ce point en évidence. 

Soient, en effet, α, β, γ, δ des quantités quelconques et soient, sur 
la surface desmique, les seize points dont les arguments u et c sont in-
scrits au Tableau ci-dessous : 

β -h γ -h ο, α β — γ — δ, α * -h γ -h δ, β χ — γ — δ, β 

γ — ο - β, α ο - γ - β, α δ - * - γ, β γ - δ - χ, β 

α Η- β -h ο, γ δ — α — β, γ χ Η- fi γ, δ γ — α — fS, ο 

α- β- δ, γ β — δ — α, γ β - γ - α, δ χ - β - γ, δ 
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Désignons ces points para,,, au, ..aH, selon la notation usuelle des 
déterminants, le premier indice désignant la ligne et le second la co-
lonne. 

lin se reportant à l'expression des arguments des quatre points si-
tués sur une corde de biquadratique, à savoir : 

(u) a -h p., a — p, i + μ, b — μι, 

(V) />, by α, α, 

on voit immédiatement que : 
i" Les quatre points dont les arguments sont sur une même ligne 

du Tableau, a
<3

, ait1 α,,, sont sur une même droite; cette droite 
appartient au complexe du troisième ordre formé par les cordes des 
biquadratiques. 

a" Il en est de même des quatre points dont les arguments sont sur 
une niênie colonne du Tableau. 

>" Il en est de même, enlin, des groupes de quatre points : 

a14; a2; a; da$^= 

^13? ^2«? ®3I? ^»2> 

a12, a21, a31; a43; 

a11; a22; a33; a11. 

( )bservons maintenant que les quatre points 

®lll ®I2> ®2I) ^22 

sont dans un même plan : ils sont en effet sur une même biquadratique 
ν = a, et leurs arguments u ont une somme nulle. 

On conclut de là, en s'appuyant sur les propriétés qui précèdent, 
que les seize points considérés sont dans un même plan; ils sont à l'in-
tersection d'un premier système de quatre droites avec un deuxième 
système de quatre droites, et sont aussi situés, quatre à quatre, sur 
quatre nouvelles droites. 

Cette remarque fournit une propriété de toute section plane de lu 
surface desmique : en effet, étant donnés un plan quelconque et une 
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biquadratique ν - : α, on désignera par β + γ + ο, β — γ — δ, γ — δ — β, 
δ — γ—· β, les arguments «, dont la somme est nulle, des quatre points 
d'intersection de ce plan avec la biquadratique; β, γ, δ sont alors dé-
terminés, ainsi que a, et par suite, on a les arguments des seize points. 
A chaque biquadratique e = α correspond ainsi un système de seize 
points dans le plan. Donc : 

Lespoints de la section plane d'une surface, desmique se répar-
tissent en une infinité simple de groupes de seize points, tels que 
par les seize points de chaque groupe passent trois systèmes de 
quatre droites. 

Les douze droites qui correspondent ainsi à un système de seize 
points appartiennent au complexe du troisième ordre formé par les 
cordes des hiquad ru tiques; elles louchent donc une courbe de troisième 
classe. Par suite : 

Ces droites ont pour enveloppe une courbe de troisième classe. 

Cette courbe est celle que nous avons étudiée, sous le 110111 de eay-
léenney dans notre Mémoire souvent cité. 

Pour former, sur la section plane, les groupes de seize points dont 
nous venons (rétablir l'existence, il suffit, d'après ce qui précède, de 
prendre les quatre points d'intersection de la courbe avec une biqua-
dratique c = a, et de mener les six droites qui joignent les quatre 
points deux à deux; ces droites coupent de nouveau la quartique en 
douze points, qui, joints aux quatre premiers, forment un des groupes 
cherchés. 

Dr les quatre points où un plan coupe une biquadratique sont sur 
une conique, section de la quadrique inscrite a la surface desmique le 
long de la biquadratique ( 4) et qui, par suite, touche la quartique 
en ces quatre points. Si Ton se reporte au Mémoire précité, on voit 
ainsi que : 

Les seize points d'un groupe sont à V intersection de la quartique 
avec les sic droites qui joignent deux à deux les quatre points de 
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contact de la courbe et d'une conique appartenant à l'un des trois 
systèmes remarquables de coniques quadritangcntes. 

19. Les trois systèmes de quatre droites passant par les seize points 
groupe jouissent, par rapport à leur enveloppe, de propriétés in-

téressantes. 
Cette enveloppe, que nous appellerons C, étant une courbe de troi-

sième classe, on peut faire correspondre à chacune de ses tangentes un 
argument elliptique, de telle sorte que les arguments des trois tan-
gentes issues d'un même point aient une somme nulle, à des multiples 
près des périodes Ω, Ω'. 

Cela posé, considérons un de nos groupes de seize points; et soient 
//·,, a.,, «

Λ
, a

x
 les arguments elliptiques des droites qui correspondent 

aux lignes du Tableau du n° 18; ù,, b
21

 ù,, ù, ceux, des droites qui cor-
respondent aux colonnes; c,, c

2
, c

3
, c, ceux des quatre autres droites 

qui passent par les seize points, dans l'ordre où elles ont étéénuinérées 
plus haut. Écrivons maintenant que les arguments des trois droites 
qui passent par le point «,,, puis par les points a,

2
,..., ci,,, ont une 

somme nulle, on a 
at -h b

t
 -+· c4~o, mod(U, il ) 

ax -f- h j ca==o, 

α, -t- b^-h ο, 

ax -h bu -h c, ~= o, 
et 

a2 -t- />, H- o, a
3
 4- bf c

2
==r^ ο, ci, b

t
 -(- c, o, 

a.
x
 -H b

2
 -+- c,ξξο, α

Ά
 -H b

2
 -4- c, =r". o, ci, b

2
-h c·»2. ~o, 

a
2
 -+- />, H- c, ~~ ο, α.

Λ
 -+- b

A
 -+- o, ci

4
 -h b

2
 -t- o, 

a.
x

-\- b
s

-\- c
2
^= o, a

2
 -+- b

s
 -t- c

s
= o, ci, -t- b

%
 c, o. 

On déduit de ces relations 

2«, ΞΞΞ 2α2— ΐα.λΞ:^ 2«,, 

ib
x
 = ib.1^~ib%~ 2ù,, 

2C,~ 2C2F-~ 2C3=i 2Ck. 
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Oil pout donc poser, a étant un nouvel argument, 

a1= -a, a2= -a+2a/ a3= a + a+q/qo(' 

et, on combinant cos relations avec los premières, on trouve, on dési-
gnant par h et c, deux nouveaux arguments, 

b1=-b, b2= -b+q/2, b2= -b+q'2, b1= -b++qnb 

c1= -c+ q' 2, de+ d,=) d =/! ù *$ d' c1 = -c+ss' 

avec la condition 

(i l) (7 -t- Λ -h c o. 

On déduit de là que les quatre droites d'arguments a
n
 a

2t
 α.

Λ
. a.

t 

touchent lour enveloppe on quatre points situés sur une nouvelle tan-
gente à l'enveloppe, et d'argument 2«; de même pour les deux autres 
systèmes de quatre droites. Déplus, d'après (i3), les trois tangentes 
d'arguments 2b, 2« sont concourantes. Ainsi : 

IJCs trois systèmes de quatre droites qui passent par les seize 
points d'un groupe jouissent de la propriété suivante. 

Soit C la courbe de troisième classe à laquelle ces droites sont 
toutes tangentes : (es quatre points de contact avec ( 1 des quatre 
droites d'un même système sont sur une même tangente à cette 
courbe, et les trois nouvelles tangentes ainsi définies sont concou-
rantes. 

20. La configuration remarquable formée; par seize points situés sur 
trois systèmes de quatre droites est bien connue : c'est la réciproque 
de la configuration dite de Hesse que M. Schrolcr, en particulier, a 
étudiée dans des Mémoires d'un haut intérêt et spécialement dans 1111 
Mémoire inséré au tome CVIII du Journal de C relic. 

Les propriétés de celle configuration permettent de retrouver, d'une 
manière nouvelle, les résultats que nous venons d'obtenir, cl quelques-
uns de ceux que nous avons établis dans notre travail du tome VI 
(/|e série) de ce Journal. 
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Considérons trois systèmes de quatre droites, ni relation dcsniiquc, 
c'est-à-dire appartenant à un même faisceau ponctuel de quartiques 
planes; Raclons courbe desmique du quatrième ordre toute quartiqur 
du faisceau. 

D'après M. Schrfttcr, les douze droites des trois systèmes touchent 
une même courbe de troisième classe et les raisonnements du ιΓ 19 
montrent qu'on peut faire correspondre à un point du plan nue confi-
guration desinique par la construction suivante : 

D'un point M du plan delà courbe de troisième classe et du sixième 
degré C, on mène à cette courbe les trois tangentes, dont chacune 
coupe encore C en quatre points; les tangentes à C en ces douze nou-
veaux points forment une configuration desmique, c'est-à-dire se ren-
contrent trois à trois en seize points m. 

Si M décrit une droite, les points correspondants m décrivent une 
courbe d'ordre u. Deux de ces courbes, correspondant à deux droites 
décrites par M, ne peuvent se couper qu'en seize points, qui sont les 
points m de la configuration déduite du point commun aux deux droites; 
on a donc u2 = 16 et, par suite, u. — 4 î In l*cl1 »»c quartique. 

Réciproquement, toute quartique, passant par seize points 
d'une configuration, c'est-à-dire toute courbe dcsniiquc, peut être en-
gendrée de celle manière. Car soit M

0
 le point du plan qui correspond 

aux seize points m
0
 de la configuration; on peut, évidemment, mener 

par J\1
0
 une droite telle que la quartique qui se déduit de cette droite 

ait un nouveau point commun avec la courbe desmique considérée, 
qu'elle coupe dès lors en dix-sept points. Les deux courbes coïncident 
donc et la proposition est établie. 

De là résulte cette proposition : 

Toute courbe desmique du quatrième ordre est desmique d'une 
infinité de manières; 

et ce mode de génération des courbes desmiques ; 

Etant donnée une courbe de troisième classe et du sixième ordre 
C, on lui mène, par un point M de son plan, trois tangentes, dont 
chacune coupe encore C en quatre points. 
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Les tangentes à la courbe en ces nouveaux points forment un 
système des m if/ue et se coupent, par suite, trois à trois, en seize 
points m : lorsque M décrit une droite, les seize points m corres-
pondants décrivent une courbe desmique du quatrième ordre. 

21. Ce mode de génération met en évidence une propriété fonda-
mentale des courbes desmiques, rencontrée par nous dans notre Mé-
moire déjà cité. Soit, en effet, Δ la droite décrite par M : si M coïncide 
avec un des si* points communs à Δ et à C, les tangentes issues de ce 
point sont d'abord la tangente Τ en M, comptée deux fois, et une autre 
tangente, coupant un outre la courbe aux points M, X, P, Q. Soient 
(», 11, 1, Ries points où la tangente en M coupe encore la courbe. 
D'après une propriété connue des courbes de troisième classe, facile 
d'ailleurs à établir à l'aide des fonctions elliptiques, les tangentes à ( 1 
aux points Xr, P, () sont les diagonales du quadrilatère formé par les 
tangentes aux points («, II, I, R. Les seize points /;/, qui correspon-
dent à M, étant à l'intersection des tangentes en M, Χ, Ρ, (,) avec les 
tangentes en G, 11, l, R, on voit que les diagonales du quadrilatère 
précédent sont des bitangentes de la courbe desinique qui correspond 
à la droite Δ, et que leurs points de contact sont les sommets de ce 
quadrilatère. On trouve, pour chacun des six [joints de G situés sur Λ, 
un système analogue de bitangentes. 

Donc : 

Toute courbe desmique a dix-huit bitangentes remarquables, qui 
peuvent être groupes en six triangles jouissant de la propriété sui-
ι ante : les trois bitangentes de chaque triangle sont les diagonales 
fVun quadrilatère complet dont les six sommets sont les points de 
contact de ces bitangentes. 

Cette proposition montre que les courbes desmiques, et, par suite, 
les sections planes de la surface desmique (qui sont, d'ailleurs, comme 
on le voit aisément, des courbes desmiques générales) coïncident avec 
lesquartiques que nous avons étudiées dans notre Mémoire antérieur, 
et dont l'équation peut être mise sous la forme 

(ι \ ) x*y* ■+■ z* — 2 .τ2/" — 2 x'J ζ3 — ι y3 z3 = l\(ax -h by-h cz) xyz. 
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22. Arrivons maintenant à l'étude des sections de la surface des-
mique par ses plans tangents. 

Il est clair qu'on pourrait trouver leur équation générale et leurs 
propriétés en partant de l'équation (i4)et en exprimant qu'elle repré-
sente une courbe u un point double. 

De même que la courbe (i4) possède six systèmes de trois bitan-
gentes jouissant de la propriété énoncée tout à l'heure, on verrait que 
la courbe à point double possède quatre de ces systèmes; les deux 
autres systèmes sont confondus et formés par trois bitangentes issues 
du point double ('). 

Mais cette marche ne conduit pas directement aux propriétés fonda-
mentales ; il est plus simple de s'appuyer sur des propositions obte-
nues dans la seconde Partie de ce Mémoire et de former a priori 
l'équation des courbes à étudier. 

Les courbes desmiques à point double jouissent de deux propriétés 
caractéristiques qui entraînent toutes les autres. 

La première s'énonce ainsi : 

Par le point double on peut mener six tangentes à la courbe; 
trois de ces tangentes ont leurs points de contact en ligne droite; il 
en est de même des trois autres. 

Soit en effet («, p) le point de contact d'un plan tangent à la surface 
desinique; par ce point nous savons mener trois bitangentes de la 
surface, dont les seconds points de contact ont respectivement pour 
arguments 

e, u\ — — u, p; 2 ρ — p. 

Ces trois points sont en ligne droite. En effet, la droite qui joint les 
points (— ar — u, p) et (2p — w, p) coupe en outre la surface des-
inique, d'après les formules du n° 8, aux deux points (p, u) et 
(-3e, u). 

Le dernier de ces deux points est précisément le tangentiel du 
point de contact (u, e) (n° 17). 

(*) Dans le mode de génération indiqué plus haut, on obtient la courbe des-
mique à point double en supposant que la droite A passe par un des points de 
rebroussement de la courbe C. 

Journ. de Math, (p série), tome VII. — Fasc. IV, 1891. 00 
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Nous pouvons énoncer ainsi la proposition suivante : 

Par un point A île la surface desmique, on mène les tangentes 
aux trois biquadratiqucs qui passent par ce point; chacune de ces 
trois droites touche la surface en un second pointy et ces trois nou-
veaux points de contact sont sur une droite qui coupe en outre la 
surface au point tangential du point A. 

Il résulte bien de là que, si Ton considère la section de la surface 
par le plan tangent en A, trois des tangentes issues de A ont leurs 
points de contact en ligne droite. Or 011 sait que les six points de 
contact, des tangentes menées à une quarlique par son point double 
sont sur une conique; on en déduit aisément que les trois autres tan-
gentes issues de A oui aussi leurs points de contact en ligne droite. 

La seconde propriété est celle-ci (1 ) : 

Considérons les trois tangentes menées à la courbe desmique par 
son point double, et qui touchent les trois biquadraiiqtres de tu sur-
face desmique passant par ce point. Soil Τ = ο leur équation, le 
point double étant pris pour origine des coordonnées ; l'équation 
des tangentes à ta courbe en ce point s'obtiendra en égalant à zéro 
le h essieu de la forme T. 

(]<;lle proposition est évidente, si l'on se reporte à la théorie des 
courbes linéaires sur la surface cl à la correspondance établie entre 
ces courbes et les droites d un plan. 

Aux trois systèmes de biquadratiqucs, c = a; u -t- (■ = a; a — ν = a. 
correspondent en cllcl sur le plan les systèmes de droites 

y — α : y -+- r \ i = α : y —· χ \ = %. 

qui forment 1111 triangle equilateral. Par suite, si l'on prend le hessieu 
de la forme 

f-y (y +· •t'v;:î)(r - *v-U 

(') Kl le est due à M. Waelscli (toc. cit.). 
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on obtiendra le premier membre de l'équation d'un cercle de rayon 
nul. On le vérifie d'ailleurs directement; le eovariant hessien est, en 
effet, 

(d2dxdy)2- d2 dx=)= 36 (x2+y3)= 

llevenant maintenant du plan à la surface, nous voyons, puisque la 
propriété précédente est au fond une propriété de rapports anharmo-
niques, qu'on obtiendra les directions asymptotiques en un point de 
la surface desmique en formant l'équation des tangentes aux trois 
biquadraliques qui passent par ce point et en égalant à zéro le hessien 
de celte équation (on suppose qu'on forme les équations dans le plan 
langent au point considéré, pris lui-inèmc pour origine). 

25. lies deux propriétés qu'on vient d'établir permettent de former 
directement l'équation des courbes desmiques à point double. 

Lu effet, le point double étant à l'origine, nous pouvons mettre sous 
la forme χ% --hy3 = ο l'équation de trois tangentes menées de ce point 
à la courbe; le hessien de la forme .r3 -f-y3 est, à un facteur près, égal 
kxy. 

Prenons maintenant pour troisième côté, z = o, du triangle de réfé-
rence la droite qui joint les points de contact des trois tangentes 
.r3+y = ο ; l'cqualion de la courbe sera de la forme 

(a?3 -\-y2)(ax -h bv cz) 4- Ce2 = o. 

C = ο étant l'équation d'une conique. La courbe ayant un point 
double à l'origine et pour tangentes en ce point les droites χ = o, 
ν = o. on a 

C -xy, 

et, par suite, l'équation cherchée devient 

(x*-hy*)(ax by -h cz) 4- xyz* — o. 

Cette équation met en évidence une nouvelle propriété. Les droites 
j? = o,j = o, qui touchent la courbe au point double, la coupent 
respectivement en un nouveau point; la droite qui joint les deux 



388 G. HUMBERT. 

points ainsi définis est 
ax + by -h es = o, 

et touche la courbe en un point situé sur s = o. 
I)c plus, les tangentes issues du point double, autres que les droites 

ra y* _ 0> 0llt p0ur équation 

e8 ( χ8 -h y3 ) — /| xy {ax 4- by) — o. 

La droite qui joint leurs points de contact s'obtient aisément. 
On peut écrire l'équation de la courbe sous la forme 

| c*(x* -h/1) — 4xy(ax -h by)] (αχ -+- by -h es) 

-h !\xy(ax -h by -h ^ zj = o. 

La droite cherchée a donc pour équation 

ax -h by -4- ^ γ = o ; 

elle passe par le point commun à ; = o et ax -h by -h es = o. 
Donc : 

Par le point double d'une courbe desmique on peut mener à cette 
courbe six tangentes; trois de ces tangentes ont leurs points de 
contact sur une droite D, les trois autres ont leurs points de con-
tact sur une droite D'; les droites D et D se coupent en un point 
situé sur la courbe. La tangente en ce point rencontre la courbe en 
deux nouveaux points, qui sont situés chacun sur une des tangentes 
au point double. 

Relativement à la surface desmique, on peut dire que : 

Les tangentes asymptoliques en un point A de la surface des-
mique coupent chacune la surface en un nouveau point; la droite qui 
joint ces points passe par le point tangentiel de A et y louche la 
surface. 
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Il est aise de verifier, sur l'équation de la courbe desmique, le 
théorème suivant : 

Toute droite issue du point double de la courbe desmique coupe 
cette courbe en deux nouveaux points; ces points sont conjugués 
harmoniques des deux points ou la droite rencontre les droites 
fixes D et D' du théorème précédent. 

24. Nous venons de trouver deux nouvelles propriétés du point qui· 
nous avons rencontré dans une autre théorie et que nous avons nommé 
tangential pour des raisons qu'on comprend maintenant. Le tangenticl 
(—3 c, u) d'un point (w, v) est dans le plan tangent à la surface au 
point (u, V), et sur la droite qui joint les points d'intersection avec la 
surface des tangentes asymptotiques en ce point. 

Inversement, étant donné le tangenticl (— 3e0, u0), il correspond à 
ce point neuf points, dont les arguments sont compris dans la formule 

uo, v0+4hw + 4h'_3 (h; h'=0,1,2)=: 

dette formule donne lieu aux remarques suivantes. 
Les neuf points sont sur la courbe u = w0; ils sont aussi sur les 

courbes 
'U- h- m= :L'

(I
 + «,; 3 ν — u — 3e0 — u0; 

ces courbes sont les courbes de contact de la surface avec les dévclop-
pables qui ont respectivement pour arêtes de rebroussement lesbiqua-
dratiques (n" 10) 

c = î/0, u -h e = — 3t>,+ i/0, u- p = — (3e0-h i/0), 

biquadraliques qui passent par le point u = — 3c
0

, ν = u
0

. 
l)e là résulte cette proposition : 

Soil 13 ιιη point de la surface desmique; les iléveloppables qui 
ont pour arêtes de rebroussement les trois biquadratiques passant 
par 13 touchent la surface desmique suivant trois courbes qui ont 
neuf points communs; le point U est le tangenticl de chacun de 
ces neuf points. 
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< )ιι |)ouL presenter autrement ces résultats. 
Los trois biquadratiques passant par un point Β de la surface sont 

sur un même cone du troisième ordre du sommet H, car les cordes de 
toutes les biquadratiques font partie d'un même complexe du troisième 
ordre. Les plans osculateurs menés par 11 à une des biquadratiques 
passant par ce point sont les plans tangents d'inflexion du roue; ils 
sont donc osculateurs aux deux autres biquadratiques, et les trois 
points d'osculation d'un même plan sont sur une génératrice d'in-
llexion du cone. Do plus, nous savons que le plan oscillateur en un 
point (w

0
, v

9
)h la biquadratique ν = c„, qui passe par ce point, touebe 

la surface desmiqueau point(e
0

, m
0
)(10). Or par le point ( — 3r

0
, //„ ) 

menons un plan oscillateur à la biquadratique c = u
9
 qui psasc par ce 

point; le point d'osculalion aura son argument c égal à «
0

; son argu-
ment u sera tel que 3« — 3e0 soit égal à une période, (le point sera 
donc 

LÎ/Iω -+- Λ A'ω' 
C

e
 H ^ > A/

0
, 

et, d'après ce qui vient d'être rappelé, il louchera la surface au point 

uo, vo + 4hw' 3+ 

e'cst-à-dire en un point qui a pour tangenliol (— 3e
0

, u
0
). 

Donc : 

Les trois biquadratiques menées par un même point 13 de la sur-
face desmique ont neuf plans osculateurs comm uns passant par Β ; 
les trois points d'osculalion de chacun de ces plans sont en ligne 
droite entre eux et avec le point 13 ; les neuf droites ainsi définies 
sont les génératrices d'inflexion d'un cône du troisième ordre. 

Les neuf plans oscillateurs communs touchent la surface des-
mique en neuf points, de chacun desquels le point 13 est le tangen-
tial. 
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QUATRIÈME PARTIE. 

2o. Une génération et (les propriétés intéressantes de la surface 
desmique résultent d'un l)oau théorème de M. Cremona. 

Ce géomètre, dans son Mémoire couronné sur les surfaces du troi-
sième ordre, s'est proposé le problème suivant : 

Soit un plan coupant une surface S, d'ordre trois, suivant trois 
droites, a

n
 b

2
, r

t2
 ; trois coniques de la surface dont les plans pas-

sent respectivement par α,, />
3

, c
ri

 sont toujours sur une quadrique : 
chercher le lieu des sommets de celles de ces quadriques qui dégé-
nèrent en cônes. 

M. Cremona a démontré que le lieu est une surface du quatrième 
ordre, admet tant trois séries de quadriques inscrites; par chaque point 
de l'espace passent deux quadriques de chaque série. 

Los quadriques d'une série ont donc, d'après ces résultats, une 
é< mat ion de la forme 

AJ A + 'iÀll + (. = (), 

et la surface enveloppe, IP — AC = ο, a pour points doubles les huit 
points communs aux surfaces A = o, R = o, C = o. 

( )r il est aisé de reconnaître, en lisant le Mémoire de M. Cremona, 
que la surface admet ainsi douze points douilles, qui sont les points de 
contact avec la surface cubique des plans tangents (autres que le plan 
a
t
h

3
c

l3
) qu'on peut lui mener par les droites a,, l>.

2
, cn. 

Ces résultats qui, nous le répétons, se déduisent sans aucun effort 
du travail de M. Cremona, peuvent être établis très simplement par 
le calcul. 

Soient, en effet, / == o le plan «,/a»c,2 et, dans ce plan, χ = o, 
y = 0,^ = 0, les équations des trois droites an Z>3, c13. 

La surface cubique qui passe par ces droites a une équation de la 
forme 

Jt ■+■ J'y* — o, 

f étant du second ordre en x,y, ζ, t. 
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Trois coniques de la surface dont les plans passent respectivement 
par α,, b2

, c
{2

 ont pour équations 

/ 0Lyz — °? .r = α /, 

f+$s.c = o, y=$t, 
/+γ/·Γ = <>, ι = γ/. 

I i» quadrique qui passe par ces coniques est 

/-f- α/j 4- Qzx 4- γ/.Γ — OL$ZI — AYYL — FIY.CL 4- αβγ/2 = ο. 

Le lieu des sommets des cônes compris dans cette formule s'obtient 
en éliminant α, β, γ entre les équations 

/'r + 3 - + -y - = ». 
f'y 4- %z 4- \'v — α γ/ = ο, 

f'2+ Bx+ay - qs=o:; 

— οφτ — αγ/ — βγχ 4- = ο. qsd" 

Kflectuant les calculs, on trouve le lieu du quatrième ordre 

P-fyf'j' - f'J'z-f'JyZy — A + xytf, = O. 

Soit Σ le premier membre de cette équation ; posons 

S =/l + :cyz, 

S = o étant l'équation de la surface cubique; on a identiquement 

sa-s;s;s;=i/a. 
Cette identité montre bien que la surface Σ = ο admet comme 

points doubles les points de contact des plans tangents menés à S = o 
par les droites t = ο, χ — o ; / = o, y — o ; t = o, ζ = o, pourvu tou-
tefois que ces points ne soient pas dans le plan / = o. 

Or, par une droite d'une surface cubique, passent cinq plans tritan-
gents de cette surface; les trois droites considérées étant dans un 
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même plan Irilangent, I = n, on pourra mener par chacune d'elles 
quatre plans I rilangonls autres que t~ o, et, par suite, la surface du 
Quatrième degré Σ = ο aura douze points doubles. 

20. Ν ous allons prouver main tenant <pic Σ est une surface desinique ; 
il suffit, pour cela, de vérifier que les douze points doubles forment un 
système desmique, c'est-à-dire sont situés trois à trois sur seize droites 
par lesquelles on peut mener trois systèmes de quatre plans. 

Or cette propriété résulte aisément des relations entre les vingt-
sept droites d'une surface cubique. 

( lonsidérons ces vingt-sept droites et employons, pour les désigner, 
les notations de M. (Iremona, à savoir : 

a1, a2, a3,a6a,; 

b1; b2, b3;bb8:;b 

'V*« 'im '*u« ι ' ''io> '*2 31 *'2 M 1 1 N (-MI 'Vt» ''.is? (':H\I '!»o> '·.;«· 

< >11 sait qu'une droite «,-ei une droite A
a
 se rencontrent, si i est diffé-

rent de A ; qu'une droite cik
 rencontre les droites a

(
 et Aa; enfin que 

deux droites rik et clm se rencontrent si les indices 1, A, /, m sont 
différents. Il est aisé, d'après cela, de trouver les points de contact 
des plans tri tangents menés par les droites α,, A

2
, r

l2
, et les relations 

de position entre ces points. 
Nous désignerons, dans ce qui suit, par les symboles de deux 

droites, le point d'intersection de ces droites; ainsi (A
;
,e

J:1
) sera le 

point d'intersection de A, et de c
l:
,. 

Les points de contact des plans tri tangents menés par an
 /a,, é,a

 et 
non situés dans le plan a

t
b.,c

ri
 sont : 

Plans Iritangents parer, ... (è3e,3) (à4cu) (è5c,}) (^β6·10) 

» h.,... (ar,c„) (<i
t
c
n

) (n
:
,ciTt) (aaci6) 

» c„... (a
s
ùi) (c

ri
c

S6
) (c

3i
c
H

) (c
ï6

c
4i

) 

Cela posé, considérons deux plans tritangents, par exemple a.
3
b

3
f\,

3 

et a.,A, c
13

 : ils se coupent suivant une droite. Or la droite a., du pre-
mier rencontre la droite A, du second; de même, b

3 rencontre cts et 
Journ. de Math. ( ί' série), tome VU. — Faso. IV, 181,1. JI 
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a
t
 rencontre c

3I
 ; il en résulte que les trois points 

(a2b2,) (a2c23) (b23d) 

sont en ligne droite. Kn considérant successivement d'autres couples 
de plans tritangenls, on arrive à former le Tableau suivant, où les 
trois points de chaque colonne sont sur une même droite. 

i. ·:. :i. i. 5. R. 7. s. 
(«jA,) (etA, ι I atbx) (a

t
b{) W„) <*,(·„) (flr3rtli 

(a ,c„) (tfven) (tf»c,3) l^eeî6) (A»clv) (A»cls) (A,r„) (Aacu) 
(A»c„) (AvCn) IA»c,

5
) (A

E
R

LE
T (Ν

Λ V
C

IFI
) tc,

5
r

vf
ï (R

3
,C.

S
) (csvc„J 

η. io. n. iî. 13. ι ». i.r». ir,. 
(«r3c13l (<ν«) <^scls) ta6<'ir,) ie6rSs)(« }#~[\^]@ 
'AJCJ-,) (Ag('ie) (Ajî'IJI ( Α

β
Γ|,.) |Λ

}
(·,

3
) tA^Cu) ' Α.-,ru ' 

('V.'k, ) ' e4
,c

:
,
3
 ) (c

33
c

ie
) u\

5
r

3l5
) (c

3l
c,

v
> (r„r

;3
) ir

le
r
l3

i ic
56

('
;ii

i 

Il résulte de l'examen do ce Tableau que les douze points doubles 
considérés sont trois à trois sur seize droites; ces seize droites sont 
dès lors situées sur la surface Σ. 

Montrons maintenant (pie les seize droites appartiennent à trois 
systèmes de quatre plans; à cet elïel, numérotons-les de ι à ib, en 
suivant l'ordre des colonnes du Tableau précédent. 

Il résulte de l'examen de ce Tableau que les droites i, 2, *>, 8 sont 
dans un même plan, car ι et a se coupent au point (a.,A, ); ι et à au 
point (a

a
c

S3
); 1 ct # }U1 point ( A

3
c

l3
 ), et ainsi de suite. On forme 

ainsi le Tableau suivant où les quatre droites d'une même ligne sont 
dans un plan, ainsi que les quatre droites d'une même colonne. 

ι 2 J 8 1 

') \ Γ) ib | 

(i io ; <) 

Il I ■ > 12 I ί 

Jvnfin les droites ι, l, 7, 11 sont dans un même plan, et, de même, 
les droites 11, lo^' i3, 8; les droites h 2, 12, q et les droites .5, ib, 
b, 1). 
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Les seize droites appartiennent donc à trois systèmes de quatre 

plans, et, par suite, Σ est une surface desmique du quatrième ordre. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Etant données, sur une surface cubique, trois droites situées 
dans un même plan tritangent, P, le lieu des sommets des cônes du 
second ordre qui coupent la surface cubique suivant trois coniques 
dont les plans passent respectivement par les trois droites données 
est une surface desmique du quatrième ordre. Les douze points 
doubles de cette surface sont les points de contact, non situés dans 
le plan P, des plans tritangents qu'on peut mener à la surface cu-
bique par les trois droites primitivement considérées. 

27. L'identité 
S2= S'2S'2=Es 

montre que la surface ΣΡ =o coupe S = ο suivant trois courbes dis-
tinctes. 

L'une d'elles est 
S = o, s; = o, 

c'est-à-dire 
j ft -hxyz — o, 

I f'j + yz =o. 

Cette courbe comprend d'abord les deux droites / = o, y = o et 
/ = o et ζ = o, qui ne sont pas situées sur Σ, mais sur t* == o; il reste 
la courbe 

f'J+y* =°> 
/ -*/x=o, 

qui est une biquadratique. 
Les surfaces S = o et Σ se coupent donc suivant trois biquadra-

liques; il est aisé de voir qu'elles appartiennent sur Σ à trois systèmes 
différents. 

Inversement, on démontre sans difficulté que : 

Sur une surface desmique, trois biquadratiques quelconques de 
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.systèmes différents appartiennent à une même sur/ave cubique, sur 
laquelle les points doubles delà surface desmique sont les points 
de contact de. plans tri tangents. 

On pourrait indiquer d'autres relations entre la surface desinique d 
les surfaces cubiques menées par trois biquadraliques; nous n'insiste-
rons pas davantage sur celte théorie, dont le principal intérêt est dans 
le complément qu'elle apporte à un beau résultat de M. Cremona. 

28. Nous avons défini analyliquonient la surface desmique par les 
relations 

px= f%a'^]ù*$=a p =d'"ét" 

étant posés 

' 0° #` ^€ ]= pu-v-è" 
et 

p -U = - <·,)(ριι - '■._)(pu - r, ). 

Cherchons ce que devient la surface quand les fonctions elliptiques 
se ramènent aux fonctions circulaires, en faisant, par exemple. 
e'= evc2 

On sait que les fonctions \pu — c,, \pu — e.
ly
 \'pu — c

%
 sont 

égales, à un facteur constant près, à snl~, en F, duF; Γ étant égal 
à u, multiplié par' une constante, et le module k de snl étant 

\/'^· V 
U résulte de là qu'en désignant par ξ, η, ζ de nouvelles coordonnées, 

proportionnelles à ρ ρ ρ la surface desmique peut être définie fail-
les relations 

y su U en lT γ dn U 
^ snY ' cuV' * duV 

Faisons tendre e.
2
 vers c

n
 c'est-à-dire le module k vers zéro. Les 

fonctions snU etcnU deviennent sin U etcoslJ; dnU tend vers i. On 
aurait alors ζ = i. Pour échapper à celte conclusion, qui ne donne rien 
d'intéressant, on peut, à la place de ζ, introduire la coordonnée 

V' __ » * ~1. 
* ~~ " k* > 
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ii la limite on a, pour k = o, 

ζ' = - .]£ = («i*V — _-1 d3 =csn)*ψ _~`^]~ ^\`` 

c'est-à-dire 

ζ' ri_-(sinaV — sinM i) = sin(U ·+■ V)sin( V — ΙΟ-

Ι Λ\ surface nouvelle est donc définie par 

; = ίϊί\· T<=ESV' »
 =«m(U + V)s.n(V-L), 

ou, en coordonnées homogènes, 

ρ χ = sin Lcos V, 

ρ y = cos 1J sin V, 

ρ ζ = sin(V -h U)sin(V — U)sin V cosV, 

pi =sinVcosV. 
l'osant 

.c y — \, y — χ = Y, iz — — Τ, ·ιΙ — Ζ, 

cl introduisant à la place de U et V les quantités α, β, γ, définies par 

Ï = U + V, β = V - U, 7 = -2V, 

ce (jui entraîne la condition α -h β -t- γ = ο, il vient enfin pour expres-
sion des coordonnées d'un point de la surface 

p\ — sina, j 

ρ Y = sinfl, I 
t avec la condition α + } + γ = ο. 

pZ — βίηγ, | 

ρ Τ — sina sin β $ίηγ / 

l/équation cartésienne de cette surface s'obtient aisément; on a, en 
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effet, entre lus sinus des trois angles α, β, γ, en vertu de ln relation 
α 4- β 4- γ = ο, la condition 

sin'α h- sin% β -h sin4γ — asin*asin*|3 — 2 sin2 a sin2*; 
— asin*|3 sin2*; 4- \ sin2a *ίη*β sin8*; = o. 

Par suite, la surface a pour équation 

v + Y'4-z1 - iVV1-- 2 ν/2 -
 2

Y2Z24- vr\YZ = o. 

Kile jouil de propriétés analogues à celles de la surface dcsinique 
générale; οιι voit, en particulier, que ses sections par un plan quel-
conque sont des courbes du type déjà rencontré (11). 

dette surface mériterait une étude spéciale à laquelle nous aurons 
occasion de revenir. 


