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SUR UNE CLASSE DE COURBES PLANES. 423

Sur une classe de courbes planes

et sur une surface remarquable dw quatrieme ordre;

Par M. Georeces HUMBERT.

1. L’équation d’une quartique, ou courbe du quatriéme ordre, vap-
portée au triangle ys formé par trois de ses tangentes doubles, dont
les six points de contact ne sont pas sur une conique, est de la forme

(r) p*x+@?y*+1?5° —apguy — aprsx — 2qrys = lays,

Ps ¢, 'y t désignant des fonctions linéaires de z, y, 3.

La classe remarquable de quartiques, dont nous allons faire con-
naitre dec nombreuses propriétés, est celle que représente 1'équation
générale précédente, en supposant que p, ¢, r soient les dérivées par-
ticlles, par rapport a x, y, 3, d'une méme fonction f(z, y, z) du
second ordre. '

Avant d’aborder cette étude, nous rappellerons quelques proposi-
tions générales relatives aux quartiques.

2. On sait qu'une quartique sans point double admet soixante-trois
systémes de coniques inscrites, c'est-a-dire de coniques quadruple-
ment tangentes; 'équation générale des coniques d'un systéme dé-
pendant ' d’'un paramétre qui y figure au second ordre, ces coniques
font partie d’un réseau ponctuel. Il en résulte que les six cordes com-
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wunes & deux d'entre elles touchent une courbe de troisiéme classe, la
cayleyenne du réscau, et que les trois sommets de chacun des trois
couples de ces cordes sont sur la jacobienne du réseau, courbe du
troisiéme ordre.

En particulier, les six droites qui joignent deux & deux les quatre
points de-contact d’une des coniques avec la quartique touchent la
cayleyenne, et les trois sommets des trois couples formés par ces
droites sont sur la jacobienne.

On sait aussi que les huil points de contact de deux coniques du
méme systéme sont sur une conique.

Chacun des soixante-trois systémes de coniques inscrites comprend
six couples de droites, qui sont des bitangentes de la quartique; il est
clair, d'ailleurs, que le systéme est déterminé cuand on se donne un
de ces couples de hitangentes. .

Deux systémes de coniques inscrites ont en commun quatre ou six
bilangentes : dans le premier cas, les huit points de contact des quatre
hitangentes communes sont sur une conique. Dans le second, les six
bitangentes de chacun des deux systémnes, non communes & l'autre,
appartiennent 4 un troisi¢me systéme. L’ensemble des bitangentes
appartenant & ces trois systémes se compose donc sculement de dix-
huit droites; on peut les répartir en six triangles et faire correspondre
entre eux les sommets et les cotés de ces triangles, de telle sorte que
les douze cotés issus de six sommets homologues qpp'\rtlcnncnt 4 un
méme systéme.

La figurc formée par les six triangles ct les deux points de contact
de chacun de leurs c6tés avec la quartique jouit de propriétés géomeé-
triques nombrecuses. Désignons les sommets d’un triangle par les
lettres a;, b;, ¢;, les lettres a s'appliquant & six sommets homologues,
ct de méme les lettres # et c. Considérons trois quelconques des
triangles; supprimons dans I'un le coté opposé au sommet a, dans le
deuxiéme, le cdté opposé au sommet b, dans le troisiéme, le coLé op-
posé au sommet c; convenons de dire que, dans la figure qui subsiste,
el qui se compose de trois angles, un cbté aboutit au sommet de
I'angle auquel il appartient, et qu'il est issu du sommet situé a son
autre extrémité,

Les douze points de contact avec la quartique des six cotés consi-
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dérés sont sur une cubique; deux cotés aboutissant 4 un sommet a
(ou b, ou ¢) et un cbté issu d’un sommet @ (ou b, ou ¢) ont leurs six
points de contact sur une conique; deux cotés issus d'un sommet a,
deux c6tés issus d'un sommet b, deux cotés issus d’un sommet ¢ for-
ment trois couples, dont les sommets sont en ligne droite (*).

3. Cela posé, revenons & I'équation (1), et supposons que I'on ait

g af . dar
P
On peut écrire
rf nf o
P=%gm +'y()x0) MR TY TN

ct de méme pour ¢ et r.
L’équation (1) s’écrit alors

f a*f >:f
2 (
a’ (.’I, 0z? +y0w0) 3 0z 03

) +.. = lxy:.

En développant, on voit que les termes qui contiennent, au premier
membre, le cube d’une des variables disparaissent; il ne subsiste que
des termes en z*, y*, 3%, 2*y?, y?5%, x°5%, et des termes en xyz que
'on peut faire passer au second membre.

Effectuant les calculs, il reste

rf 92 f\? _ orf L 00 ()2,“ ~
(2) = (0333) +y! (2}72) + »"(55—,) dac”y-oxj; dy- = U LYS,
u, étant linéaire en z, y, 3.
Posons
7 _ *f _ /9
\/ =X, y 7= 3 \/d_Qz Z,

(1) Ces propositions sont démontrées dans le Traité des courbes planes, de
Salmon, ou se déduisent aisément des résultats établis dans ce Traité (trad.
O. Chemin, pages 320 et suivantes), Cf aussi STrixer, Journal de Crelle, t. 49,
p. 265.

Journ. de Math. (4° série), tome VI.~ Fasc. IV, 18g0. 54 »
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il vient

(3) X'+ Y 4+ Z'— aX2Y?— 2X2Z? — 2 Y972 = 4uXYZ.

Telle est la forme canonique & laquelle on peut ramener 'équation
des quartiques dont nous nous occupons; il ne subsiste, dans u, que
trois paramétres arbitraires, et 'on voit que I'équation générale de ces
courbes dépend de onze paramétres, quand le triangle de référence
est quelconque.

4 R .f 2/’

emarque. — Nous avons supposé implicitement que 5% 3 5

*»f

522 he sont pas nuls. Si I'on avait, par exemple,

o f of . O

a—x‘-a' = 0, avec dy’ d"” <0,

Péquation (2) deviendrait, en y introduisant Y et Z comme plus haut,
(4) Y+ 20— 2Y22? = 4uXYZ,

et la courbe aurait un point double, Y =0, Z =0, cas que nous
excluons ici.

3. L’équation (3) peut se mettre sous la forme
(5) X+Y+2)X+Y—Z)X-Y+Z)(X—-Y—Z)=4uXYLZ.

Cette forme met en évidence unc propriété importante des trois
tangentes doubles X =0, Y =o0,Z =0 : cest que les six points de
contact avec la quartique de ces trois droites sont répartis trois a Lrois
sur les quatre droites X+Y +Z =0, X+Y~Z=0,X—Y +Z =0,
X —Y —Z = o, ou encore que les trois bitangentes sont les diago-
nales d’un quadrilatére complet dont les six sommets sont leurs
points de contact avec la quartique.

Ainsi, dans la figure ci-dessous, AB, CD, EF sont les trois bitan-
gentes et les pomts A, B,G, D, E, F sont leurs points de contact.

Inversement, si les trois bltangentes x, ¥y, & jouissent de cetle
propriété, 'équation (3) de la quartique se met sous la forme (1), ot p,
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g, r sont les dérivées partielles d'une méme fonction : on vérifie sans
difficulté qu'on peut le faire d’une infinité de maniéres.

6. Nous savons, en nous reportant aux généralités rappelées plus
haut, que les trois bitangentes X = o, Y = 0, Z = o, associées deux
& deux, déterminent trois systémes de coniques inscrites, et que I'en-
semble des bitangentes appartenant & ces trois systémes se compose
de dix-huit droites, réparties en six triangles homologues, dont le
triangle XYZ est 'un. Il est extrémement curieux de voir que la pro-
priété précédente du triangle XYZ appartient également & chacun
des cing autres triangles.

Considérons, en effet, le systéme déterminé par les bitangentes AB
¢t CD : la cayleyenne de ce systéme, d’aprés ce qui a été rappelé,
touche les droites AB, CD, et les droites obtenues en joignant deux &
deux Jeurs points de contact avec la quartique, c’est-a-dire les droites
AC, BD, BC, DA. De méme, la cayleyenne du systéme déterminé
parles bitangentes AB, EF touche ces deux droites, et les'droites AC,
BD, BC, DA. Ces deux cayleyennes ont donc déja cinq tangentes
communes, AB, AC, BD, BC, DA. Si nous considérons maintenant,
dans chacun des cinq autres triangles, le cdté qui est commun aux
deux systémes définis par AB, CD et AB, EF, nous avons cinq nou-
velles droites, tangentes a chacune des deux cayleyennes, et qui sont
évidemment distinctes des premiéres tangentes communes. Les deux
cayleyennes, étant de troisi¢me classe, ne peuvent avoir dix tangentes
communes sans coincider; de méme la cayleyenne du systéme défini
par CD, EF coincide avec les deux premiéres, et par suite les trois
sysiémes de coniques inscrites, définis par les cétés du triangle
XYZ, associés deux ¢ deux, ont une seule et méme cayleyenne.

‘Cela posé, soit un second triangle, analogue & XYZ, dont nous
désignerons les cotés par A’B’, C'D’, E'F'; les points de contact avec
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la quartique étant A’, B’; €', D’; E, F'; il sagit de montrer qu'il jouit
de la méme propriété que lc triangle XYZ.

Or, les droites A'B’, A'D’, A’E'; A’C’;, A’F’ sont tangentes a la
cayleyenne commune aux trois systémes; comme cette courbe est de
troisiéme classe, il faut qu'elles se réduisent & trois au plus, ¢t Pon en
conclut que les points A’, C/, I ¢t A’, D", I’ sont en ligne droite. kn
poursuivant le raisonnement pour les tangentes issues des points ¥/,
', ..., I, on voit que les trois tangentes doivent &tre nécessairement
les diagonales d'un quadrilatére complet dont les sommets sont leurs
points de contact.

7. Le calcul vérifie ct compléte ces résultats.
En premier lieu, si I'on écrit I'équation de la quartique sous laforme
(5) X'+ Y'+Z'—2X2Y?— 2X2722 — 2Y2 2 = 4uXYZ,

on peut mettre les équations des. trois systémes de coniques inscriles
definis par les couples de bitangentes YZ, ZX, XY sous la forme

(6) @ YZ +2a(Y2+ 22— X))+ 4YZ + juX =0,
(7). BZX + 2B(Z2 + X = Y)+ 4ZX + 4uY = o,
(8) VXY 4+ 2B(X2+ Y2 — Z%) + 4XY + fuZ = o,
«, B, v élant des i)aramétl‘es variables. L'enveloppe des coniques (6),
par exemple, est bien la courbe (5), comme on le voit ais¢ment, el

I'une de ces coniques est bien le couple YZ.
La cayleyenne du systéme (6) est évidemment celle du réseau

MNYZ+ (Y + 22 — X))+ N uX =0,

Ay, Ay, A, ctant des paramétres variables; I'équation de celte cayleyenne,
calculée d’aprés les formules générales connues, cst, en coordonnées
tangenticlles ('), '

U E(0 — 1)+ (8 — )+ U — )= o,

(1) Cf. Saunon, Sections conigques. L'équation d’une droite est supposée de la
forme §X 4~ 4 Y +(Z=0o." ' '
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et la symétric montre qu’on obticnt la méme équation pour les sys-
témes (7) et (8).

8. En second licu, je dis qu'on peut mettre 1'équation (5) sous la
forme
(9) X*ol+ Yol + 22y — aXYoyo\ —2XZgioy, — 2 YZoyg, =o,
o ¢tant unc fonction du sccond ordre en X, Y, Z. Clest la méme forme
(ue (1), mais il n'y a pas de sccond membre.

Soit, en effet,

gy= X+vY+pZ,

(10) ogv=vX+ Y+2AZ,

L’équation (9) développée peut s'éerire, en remarquant que les termes
qui contiennent le cube d'une des variables disparaissent,

(11) X0 Y+ 2 — 2X2Y? — 2X272 — 2 Y322
= 4XYZ[(pv + VDX + (VA + )Y + (A + v)Z].

Cette équation sera identique & Uéquation (5) sil'on a

u,= v —+ A,
P
Uyp= VA + W,

W, = Nr+ v.

On vérific sans difficulté que ces trois relations donnent pour A, u,
v cing systémes de valeurs non infinies; il y a donc cing fonctions ¢
répondant & la question.

Soit ¢ 'une d'elles; I'équation (9) montre que les droites gg= o0,
¢y =0, @ = 0 sont des bitangentes de la quartique; si nous prenons
ces droites pour cotés du triangle de référence, X, Y, Z,, 'équation (g)
pourra évidemment s'écrire

oy | XHEF Y 20
-2X,Y, '-I/\,k!/\l —2X,Z ¥, — 2Y, Zy b, = o,
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¢y étant une fonction du second ordre, car X, Y, Z sont aussi, d’aprés
(10), les dérivées par rapport a ¢, 9y, ¢, d'une méme fonction de ces
trois quantités.

En développant cette équation, on voit disparaltre les termes qui
contiennent le cube d’une des variables, et I'on met le résultat sous la
forme

NX -+ u Y+ viZ
— 2\ X3 Y —2A v, X323 —2p, v, YIZ = 4vX, Y, Z;;
ce qqui montre bien que le triangle X, Y, Z, jouit de la méme propriété
que le triangle XYZ.
De plus, on voit que deux quelcongues des six triangles sont po-
laires réciproques l’un de U’autre par rapport & une contgue, car
XYZ étant I'un d’eux, un des autres a pour cotés les droites gy = o,

’ ’
"QY:‘: o, ?Z= o.

9. Propriétés d’un des triangles. — D’aprés ce qui a été dit plus
haut, les trois cotés d'un des triangles cl les quatre c6tés du quadrila-
tére complet correspondant touchentla cayleyenne commune des trois
systémes de coniques inscrites, définis par les cdtés du triangle, pris
deux & deux. Cette cayleyenne étant unc courbe de troisiéme classe,
on peut associer a chacune de ses tangentes un argument elliptique,
de telle sorte que les arguments de Lrois tangentes issucs d'un point
aient une somme nulle & des périodes prés, et réciproquement.

Cela posé, soient a, B, y les arguments des trois cétés AB, CD, EF
d'un triangle; @, b, ¢, & ceux des quatre cotés AG, AD, BC, BD du
quadrilatére.

On a, cn écrivant que les arguments des langenles issues des points
A, B, G, D, F, E ont une somme nulle,

o+ a+ b=o, d-4c +d=o,
B+a+c=o0, B+b+d=o,
Y+a+d=o, Y+ b4 c=o.

Les seconds membres ne sont nuls qu'a des multiples prés des périodes
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0,, w,. On tire de la
2a=2b=2c=2d (modw,w,),
ct, par suite, on peut écrire, 6 désignant un nouvel argument,

Wy~ Wy

a=—0, b=—0;l-%, c=-—-0+%’, d=—0+

(D]
a=29+-2-’,

B=29+ f}

7_—20+w’+w’

Il en résulte immédiatement que les quatre tangentes d’arguments
a, b, ¢, d ont leurs quatre points de contact avec la cayleyenne sur
une méme tangente & cette courbe, qui correspond & I'argument 20;
les tangentes d’arguments «, 3, y et la tangente d’argument 20 ont de
méme leurs quatre points de contact sur une méme tangente, d’argu-
ment — 40.

La figure formée par le quadrllatere complet et ses diagonales est
déterminée dés qu’on se donne la tangente d’argument 20, que nous
appellerons droite associée au triangle ou au quadrilatére : en effet,
cette droite, en dehors de son point de contact, coupe la cayleyenne
(qui est d’ordre six) en quatre points, et les quatre cotés du quadrila-
tére sont les tangentes menées & la courbe en ces points.

En transformant la figure par polaires réciproques, on a, au lieu de
la cayleyenne une courbe du troisiéme ordre; & la droite associée cor-
respond un point de la courbe, aux quatre cotés du quadrilatére les
quatre points de contact des tangentes issues de ce point, et aux trois
cOtés du triangle les sommets des trois couples de droites qui passent
par ces quatre points.

On voit également que deux cotés du quadrilatére forment un
couple steinérien de tangentes a la cayleyenne les deux autres ct‘)teq
forment un couple steinérien de méme espéce.
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De méme, deux cdtés du triangle, et le troisieme coté combiné 4 la
droite associée, forment deux couples steinériens de méme espéce.

La droite associée & un quadrilatére a, par rapport a la quartique
clle-méme, une signification intéressante.

La quartique étant, en effet,

X4 Yo 20— 2X2Y? — 2 X272 — 2Y2Z2 = 4uXYZ,
nous savons qu’en posant
u=AX+BY+ CZ,
la_cayleyenne dont il s'agit a pour équation tangenticlle
(8 m, )= AE(T = 17)+ B(8 — &) + CU(n — B)=o.
Le point ou une droite §X + Y + {Z = o, dont les coefficients

vérifient cette équation, touche la cayleyenne, est défini par les rela-
tions

] 52

Y _2Z

R TF, T R

It
-2

¥l s’agit d'un des cotés du quadrilatére, X =Y 3= Z = o, on aura,
en faisant §2 = n? = (2,
X Y R/
(B —C8& ™ (—A:+Cl)n ~ (AE—Bu)¢

et P'on voit que les coordonnées X, Y, Z de chacun des quatre points
de contact des quatre cotés vérifient la relation

AX+BY +CZ=o.

En d’autres termes, la droite # = o passe par les quatre points de
-contact de ces cdtés; c’est donc la droite associéc au quadrilatére.
Ainsi ’

La droite assoctée a un quadrilatére est celle qui joint les quatre
points, distincts des siz sommets de ce quadrilaiére, ot les quatre
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cdiés coupent de nouveau la quartique. C'est en ces points que les
quaire cdiés touchent respectivement la cayleyenne.

10. Propriéiés de deux triangles. — Deux triangles étant po-
laires réciproques I'un de P'autre par rapport & une conique, les trois
droites qui joignent les sommets homologues se coupent en un méme
point, ct les trois points d’intersection des trois couples de cotés homo-
logues sont en ligne droite. ‘

Ce dernier résultat peut se démontrer et se compléter & I'aide de la
considération des arguments elliptiques.

En effet, les arguments qui correspondent aux cdtés de chacun des

. N © w w4
triangles étant 20 + - 20 + 2% 20 + 2=

;et 20, + %, 20, + %’,
(4 .
20,+w‘%°2 les couples de droites 26+92~', 20,—%—%‘; 20 + %’,

0)1+U)c_)

20, + "-;—2; 20 4 22, 20, + Q1

2
la tangente d’argument — 2(0 + 0,), surlaquelle se coupent aussi les
deux droites d’arguments 20 ct 20,, associées aux deux triangles.
Deux cotés du premier triangle et les cotés homologues du second
forment deux couples steinériens de méme espéce; par suite, les droites
qui joignent en croix les quatre points d’intersection des deux couples
touchent la cayleyenne; la proposition subsiste si 'on remplace deux
cHtés homologues par les droites associées correspondantes.

Si I'on combine d’'une autre maniére les coiés des deux Lriangles,

» s¢ coupent respectivement sur

[ A w [
en considérant par exemple les deux couples 20 + —5 26, + —,
w w ' .
et 20+ =% 20,4+ - on voit qu'ils se coupent sur la tangente

W) ~+ W, .
~——3, sur laquelle se coupent aussi les couples 20,

—2(0+0,)+
W+ Wy
2
d’intersection des trois cotés et de la droite associée du premier
triangle, avece les trois cotés et la droite associée du second, sont situés
quatre & quatre sur quatre nouvelles droites; ces droites touchent la

20, + et 20 4 3‘%3% 20. En d’autres termes, les seize points

- ' . w |3
cayleyenne, et, leurs argnments étant de la forme ¢', 6' + 31, b+ i’;—‘,

~
Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. LV, 18go. 32
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w ¢ -
0"+ —%—‘3’, leurs quatre points de contact sont sur une nouvelle tan-

gente de la courbe.

On a une proposition analogue pour les seize points communs aux
cotés de deux quadrilatéres.

Deux cdtés du premier quadrilatére, tels que ceux d'arguments

o » () . o
- 0, et — 0, + —> concourant surle c6té 29 + —* du premier triangle,

et deux cotés du second quadrilatére tels que — 0 et —O‘,+°—;‘
Wy ~+ Wy

w ALt
ou — 0, 4+ 7’ et — 0, + » concourant sur le cété homologue,

w . oy
20,4 —» du second triangle, forment deux couples steinériens de

méme cspéce : les deux droites qui joignent en croix les quatre points
d’intersection de ces deux couples touchent donc la cayleyenne.

Six tangentes de la cayleyenne touchent unc conique quand leurs
arguments ont unc somme nulle & des multiples prés des périodes; il
en résulte que toute conique touchant deux cotés du premier-quadri-
latére et un des cotés du premier triangle, ainsi que deux cotés du se-
cond quadrilatére, touchera nécessaivement un des cotés du second
triangle, ou la droite associée & ce triangle.

11. Propriétés de Uensemble des six triangles. — Si nous nous
reportons au n° 8, nous voyens que les cing cotés homologues du
cdté X = o du premier triangle sont donnés par I'équation

X+vY +pZ=o,
ou . et v sont déterminés par les équations
(13)  A=pv+1,  B=vi+uy, C=2Ap+v,
.c’est—z‘x'—dire, en ¢liminant A,

B=p+v(A—pw), =V (A — pv);
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d’ot 'on tire

B — Cv = —v%

Cette relation, du second degré en w et v, montre que les cing
droites considérces touchent la conique dont P'équation tangentielle
est

LRy Yo 2 2
(B~ Con)=0—7n%

Cette conique touche aussi la droite 1= o0, { = o, c'est~a-dire lc
coté X = o du premier triangle; -donc six cotés homologues des six
triangles touchent une coniquc. On obtient ainsi trois coniques ayant
pour cquations '

E(BL — Cn)= 02— 2,
A ¥ y
N(CE—~ A =8~
! . z a2 L2

Lin additionnant membre & membre ces trois équations, on trouve
un résultat nul; les trois coniques sont donc inscrites & un méme qua-
drilatére. '

Les six droites associées aux six triangles touchent aussi une co-
nique; en effet, on voit aisément, en partant des formules du n° 8,
(que les droites associées aux cing derniers triangles sont données par
I'équation

AX+pY +vZ =o,
olt A, @, v véritient les relations (13). En cherchant & former une

dquation homogene et du second ordre entre X, w, v, a 'aide de ces
relations, on trouve sans difficulté

Auv+2* Biv+p2 G+ v?
1 I I = 0.

Az B2 Ce

La conique représentée par celte équation, ol A, , v désignent
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des coordonnées tangentielles, touche les cinq droites associées aux
cing derniers triangles; elle touche aussi la droite

AX+ BY + CZ =o,

associéc au premier, puisque son équation est évidemment vérifice
pour A=A, =B, v=C:les six droites associées aux six triangles
touchent donc une conique.

Il en résulté_que leurs arguments ont une somme nulle; on a donc,
4 des multiples prés de w,, w,: 20 + 20, + 20, + 26,4+ 20,+ 20;= o,
et par suite 0 + 0, +...+ 0, est égal & zéro, ou & unc des trois demi-
périodes. On en conclut que si 'on considére un c6té dans chacun des
cinq premicrs quadrilatéres, la conique qui touche ces cing droites
touche aussi un des cotés du dernier quadrilatére, car les arguments
de ces cOtés sont de la forme — 0;, & une demi-période prés. Il y a
ainsi 4%, c’est-a~dire mille vingt-quatre coniques, dont chacune touche
un coté de chaque quadrilatére.

Iy a de méme 1024 coniques touchant chacunc un coté ou la
droite associée de chacun des six triangles; parmi ces coniqucs, 183
touchent chacune un cété de chaque triangle. Pour obtenir ces 183 co-
niques, on prend un coté dans chaque triangle, de maniére que, dans
la combinaison, le nombre des cdtés homologues entre eux soit tou-
jours pair. | |

12. On peut donner d’autres propositions, sur les sommets et les
cotés des six quadrilatéres; elles résultent sans difficulté des principes
généraux rappelés au n® 2, et nous nous bornerons & les ¢noncer, cn
les réunissant & celles établies tout & I'heure, pour donner un Tableau
résum¢ des curicuses proprictés de nos courbes.

Si trots bitangentes d’une quartique sont les diagonales d’un
quadrilatére complet dont les stz sommets sont leurs points de con-
tact avec la quartique, il existe cing autres groupes de trois bitan-
‘gentes jouissant de la méme propriéic.

Ces six triangles se correspondent de telle sorte que les siz cou-
ples de cotés issus de six sommets homologues appartiennent & un
méme systéme de coniques inscrites & la quartique; les trois sys-
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témes de coniques ainsi définis ont une seule et méme cayleyenne,
C, qui est une courbe de troisiéme classe et du sixiéme ordre.

Les diz-hutt cdtés des siz triangles et les vingt-qualre cdiés des
stz quadrilatéres correspondants touchent la courbe C.

Les quatre points ot les cotés d’un quadrilatére touchent C sont
sur une droite D, qui touche clle-méme la courbe Cj ces poinis
coincident avec les points, distincis des six sommets, ot les ctés du
quadrilatére coupent la quartique. La droite D est dite la droite
associée du quadrilatére ou du triangle correspondant.

Les quatre points ot les cdtés et la droite associde d’un triangle
touchent la courbe C sont sur une méme langente de cette courbe.

Les trois droites qui joignent les sommets homologues de deux
des triangles se coupent en un méme point.

Les trois points d’intersection des cétés homologues de deux
triangles et le point d’intersection des droites assocides & ces trian-
Zles sont sur une méme tangente de la courbe C.

Les scize points d’intersection des trois cdtés et de la droite asso-
cice d’un triangle avec les trois cdtés et la droite associée d’un
aulre triangle sont situés quatre & quatre sur quatre nouvelles
droiles; ces droites touchent la courbe C en quatre points, situés
eux-mémes sur une langente & cetle couibe.

Les seize points d’intersection des quatre cétés d’un des quadri-
latéres avec les quatre cétés d’un autre quadrilatére sont quatre &
quatre sur quatre nouvelles droites; ces droites touchent la courbe C
en qualre poinls situés ecur-mémes sur une tangenie & celte courbe.

Stz cétés homologues des six triangles touchent une méme coni-
que; les irois coniques ainsi définies ont quatre langentes com-
munes. '

Il existe 180 autres coniques dont chacune touche un cété de
chacun des six iriangles; on les obtient en prenant un cété dans
chagque triangle, de maniére que, dans cette combinaison, le nombre
des cdiés homologues enire eux soit toujours pair.

- Les six droites assocides aux six triangles touchent une méme
conique. '

Il existe 1024 coniques, dont chacune touche un cété de chacun
des siz quadrilatéres.



438 : G. HUMBERT.

Les siz couples de cétés issus de siz sommets homologues des six
triangles déterminent, sur un quelconque des six autres cdiés, des
couples de poinis en involution; les points doubles de Uinvolution
sont les points de contact du célé considéré avec la quartique.

Stz sommets homologues des six triangles et les douze points de
contact des six cbids opposés sont sur une courbe du troisiéme
ordre; cette courbe est la jacobiennc du sysiéme de coniques in-
scrites auquel appartiennent les couples de cdiés issus des six som-
mets considerés.

A chaque systeme de siz sommets (ou de siz cétés) homologues
correspond ainsi une courbe du iroisiéme ordre; chacune des
trois courbes définies de cetie maniére touche en neuf points la
courbe C.

Les deux points de contact avec la quartique de U’un des cotés
d’un triangle forment, sur la jacobienne correspondante, un couple
steinérien; par suite :

Silon joint en crotx les points de contact de deux cétés homo-
logues de deux triangles, les droites de jonction se coupent en
deuz nouveaux poinls, qui sont situés sur la jacobienne correspon-
dante; les sixz c6tés homologues donnent ainsi trente points de la
Jjacobienne.

Par chacun des points de contact de U'un des cdtés d’un triangle
on peut faire passer une conigue, inscrite & la quartique, et ayant
deux de ses qualre contacts confondus en ce point.

Le remarquable systtme de dix-huit tangentes doubles que nous
¢tudions jouit, en outre, des propriétés générales rappelées au n® 2
ct qui appartiennent & toutes les quartiques; sans insister davantage
sur ces propriétés, nous indiquerons comment on peut construire,
indépendamment de toute courbe du quatritme ordre, un pareil
systeme de six triangles et quadrilatéres.

" 13. Soit une courbe quelconque de troisiéme classe et du sixieme
degré C; prenons une de ses tangentes, ¢, ; les tangentes menées & C
aux quatre nouveaux points ol £, coupe la courbe formeront les cotés
d’un quadrilatére, dont ¢, sera la droite associée.
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Mais ce premier quadrilatére ne suffit pas pour déterminer les
autres : en effet, les diagonales du quadrilatére étant prises pour
cdtés du triangle de référence, X =0, Y =0, Z = o, et ces diago-
nales elles-mémes étant représentées par les équations X =Y = Z =o,.
la quartique correspondante sera

X'+ Y 74— 2X2Y2— 2 X272 — 2Y*Z?
=4(AX + BY + CZ)XYZ.

La tangente ¢, a pour équation AX + BY + CZ = o; mais, sil'on
se donne cette droite, A, B, Cne sont connus qu’a un facteur prés. et,
par suite, il reste encore un coefficient arbitraire dans I’équation de
la quartique. On peut donc choisir arbitrairement une seconde tan-
gente, &, & la courbe C, pour droite associée du second quadrilatére.

Rappelons-nous maintenant que les six droites associées aux six
quadrilatéres touchent (n® 11) la conique

A Wy + A Bl +p2 Chp+v?
I 1 [ = 0,

A2 B2 C:

ou A, @, v désignent des coordonnées tangentielles.
Cette conique touche les tangentes communes aux deux conques

SN TA Ay Bry Chap |
(4 | 1 1 1 |=o0 et (15)| 1 1 1| =o0;
Ar B AT B G

Le premiére de ces deux coniques touche les cotés du quadrilatére
et la droite ¢,, puisque son équation est vérifiée pour A=1,p==r1,
v==1, et A=A, p.= B, v=C. Elle est donc déterminée.

La seconde conique touche les diagonales X =0, Y =0, Z=o0

. . .. X Y Z
du quadrilatére, la droite ¢, et la droite +5 +g =0 Cette der-

niére droite jouit de la propriété évidente que son point d’intersection
avec une des diagonales du quadrilatére est conjugué harmonique,
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par rapport aux extrémités de cette diagonale, du point oit la méme
diagonale coupe la droite AX + BY + CZ = o.

Si donc on considére le faisceau tangentiel défini par les deux co-
niques (14) et (15), et si 'on construit la conique du faisceau qui
touche la droite Z,, on n’aura qu’a mener les six tangentes communes
a cette conique et & la courbe C pour avoir les six droites ¢,, 25, ..., 4
associées aux six quadrilatéres.

En d’autres termes :

Le systéme des siz quadrilatéres peut se construire comme il suit :

Soit une courbe de troisiéme classe et du sixiéme degré, C; une
quelconque de ses tangentes, t,, la coupe en quatre nouveaux
points, et les tangenies en ces poinls détermineni un premier qua-
drilatére.

On considére mainienant deux, coniques : la premiére touchant
les quatre cotés duquadrilatére et la droite i, ; la seconde touchant
les trois diagonales du quadrilatére, la droite t,, et la droite telle
que son p'oint d’intersection et celui de t, avec chagque diagonale
sotent conjugucés harmoniques par rapport aus extrérités de cetle
diagonale.

Ces deux coniques déterminent un faisceau tangentiel; les six
tangentes communes & C et a une quelconque des coniques de ce
Sfaisceau sont les droites i,, t,, ..., t,, assocides aux siz quadrila-
teres cherchés, dont chacun se déduit de sa drotte associ¢e comme
le premier a éié déduit de la droite t,.

14. 11 existe une surface remarquable du quatriéme ordre, dont
toules les sections planes sont des courbes de la classe ¢ue nous venons
d’étudier : cette surface est la réciproque de la surface des centres de
courbure d’un ellipsoide, ou plutdt la transformée homographique
d’unc telle réciproque.

On sait que la surface des centres de courbure, quand on la rap-
porie aux axes de l'ellipsoide, a pour équation tangentielle

o o v .Ez "]2 ?;2 ato 2.2
B+ )= (5 + L2 ) (atk - 2y o2 ).
(& +n+e) (a+b+c>(as+b"l+%2 )
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En rcmplacant &, 1, ¢ par A, pn, v, on peut choisir les constantes
A, U, v, de maniére & ramener cctte équation & la forme connue

(= B (874 1)+ (B o) (P + 8)
+ (c* —a?) (8 — ) =o.

La surface du quatriéme ordre que nous avons en vue a pour équa-
tion, le tétraédre de référence, zyst, ¢tant quelconque,

a(w?y? + 32 2) + B(y st + a ) + y(2*5 + y21?) = o,

avee
«-+f+vy=o.

Nous reviendrons ailleurs sur cette surface, déji signalée par
M. Cayley, qui admet les douze points doubles (o 0,0,1), (0,0,1,0),
(0,1,0,0), (1,0,0,0), (1, =1, &= 1, == 1), et les seize droites

I+
I
H
Il
H

::':y l,

Y

‘)/
T, )

B
l+

=+

8
I
H

t

3]

sur chacunc desquelles sont situcs trois points singuliers.
Nous nous bornerons ici & démontrer la propriété que nous avons
¢noncée tout & Pheure.

13. Ecrivons 'équation de la surface sous la forme
Sin2?(x2y2 -+ 32[2) -+ 0082?(x2:.’.' +y2t2) . (th:! +y252)-
On peut la, mettre encore sous une des trois formes équivalentes
sin*o(zy + 56)* + cos*o (23 + y1)* = (i + yz)?,
sin?o(xy — 51)* + cos*9(ws — 'yt)g = (wt— yz)?,
(x*— 1*)*sin*g cos®g

= (2* cos*¢ + 1* sin*¢ — y* %) (w? sin* @ + £* cos® ¢ — 3%).

Chacun de ces types présentant 1’équati0n sous la forme ST = R? |
Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fase. 1V, 189g0. 56
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met en évidence une séric de quadriques inserites dans la surface
A?S -+ 2AR + T =, A étant un paramétre variable. On trouve ainsi,
conformément & la théoric générale donnée par Kummer pour les sur-
faces du quatriéme ordre & douze points doubles, les trois systémes de
quadriques inscrites

2t + yz + sinwsing(zy -+ 5t) + coswcosp(yt + £3) = o,
xt — yz + sinp sing(xy — 5t) + cosp cosg(yt— x3) =0,

x*sin* (o + @) + 2 cos*(g + ¢) — y?*sin*c — z* cos’a = o,

®, ¢, o désignant des parameétres arbitraires.

Il est aisé¢ de trouver maintenant les équations des congruences for-
mées par les génératrices de ces quadriques. ’

On peut écrire les quadriques du premier systéme

(z + zsinwsing + y cosw cosy) (L + y sinwsing + 5 cosw cos% )
= (' cosw cosp — 5sinw sing) (¥ sinw cosg— 3 coswsiny),

ce qui donne pour les deux systémes de géncératrices, 0 ct § étant des
paramétres variables, les équations

‘ zsin(0 + 9) + ycosw sin) + 3 sinw cosf = o,

(A)

| 2 cos(0+¢) — ysinwsinl + scosw cosh = o;

zsin(0' + o) + ycosgsinh’ + s sing cosh’ = o,

B
(®) 2 cos(' + w) — ysingsinf’ + zcosg cosh’ = o,
De méme on aurait, pour les génératrices des quadriques du second
systéme les deux congruences

c ‘ xsin(O.—+—cp~)+ycospsine.——:sinpcosﬁ,:o,
(€ | tcos(h, + @) — ysinpsinh, — scospcosh, =o;
xsin(¥, 4+ p) + ycosgsinf, — 3sing cosh, = o,

| ¢cos(¥,+ p) — ysingsinf, — zcosg cosl = o;

(D)
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et pour les génératrices des quadriques du troisiéme systéme

) xsin(a + ¢) -+ ysinecosl, — z cosasinf, = o,
(E) { 2 cos(g + 9) — ysinosinf, — zcosgcosd, =o;
. zsin(c + ¢) + ysinacost, + 3 coscsiriOf_, = o0,
() { ¢ cos(a + ¢) — ysingsin, + z cosacosh, = o.

Les congruences (A ) et (F) sont identiques; il suffit de remplacer
dans (F) les paramétres variables o et §, par 0 ¢t » pour rendre les
équations de (F) identiques a celles de (A).

De méme les congruences (C) et (E); (B) et (D) sont identiques.
Ces résultats sont conformes & la théorie de Kummer.

16. Cela posé, observons que si l'on coupe la surface par un
plan P quelconquc, on obtient une quartique Q, et que les trois sys-
temes (S) de coniques, communes & P et aux trois systétmes de qua-
driques inscrites, sont inscrites & la courbe Q.

1l est clair que dans un systéme de quadriques A*S + 2AR + T =o,
six surfaces sont tangentes 4 un plan quelconque; il y a donc dix-huit
quadriques inscrites & la surface et tangentes au plan P.

Les trente-six droites suivant lesquelles P coupe ces quadriques sc
réduisent, d'aprés cc qui a été démontré sur les congruences des géné-
ratrices, 4 dix-huit droites, dont chacune est une tan vente double de Q
et appartient & deux systemcs de quadrlques. Ilen 1'csultc que les trois
systémes () de coniques inscrites & Q ont deux & deux six bitangentes
communes, et par suite les dix-huit droites se répartissent en six
triangles, jouissant des propriétés générales rappelécs au n® 2. Pour
démontrer que la quartique Q est une de nos courbes spéciales, il suffit
(6) d’établir que les trois systtmes (S) de coniquesinscrites ont unc
méme cayleyenne. Or nous savons que la cayleyenne d'un systéme
touche les douze hitangentes de ce systéme; siles trois cayleyennes
coincident, les dix-huit bitangentes toucheront une méme courbe de
troisiéme classe, et réciproquement. On peut démontrer ue les trois
congruences (A), (B), (C) font partie d’'un méme complexe, que I'on
obtient en supposant ¢ variable dans (A); les droites de ce complexe
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sont représentées par les équations

zsin(d + 9)+ y coswsin) + s sinw cosh = o,

¢£cos(0 +¢)— y sinw sinf + zcoswcosh = o,

o 9, ¢, w sont des paramétres variables. Remplacant § + ¢ par J, on
a le complexe

zsing + y cosw sinfd + z sinw cosl) = o,

| 2 cos — y sinw sinf + 5 cosw cosh = o,

ct 'on voit de suite que les congruences (B) et (C) en font partic.
En introduisant les coordonnées de droites p, ¢, r, p’, ¢, 1, on a pour
Péquation du complexe

p(rg+r'g)y+p(rg+rq¢g)=o.

Le complexe est donc de troisiéme ovdre, ct par suite, dans le plan
P, la courbe du complexe estde troisi¢me classe. Cetle courbe touche,
d’aprés ce qui précéde, les droites des congruences (A ), (B), (C),
situées dans le plan, c’est-d-dire les dix-huit tangentes doubles consi-
dérées plus haut. Ces dix-huit droitcs touchant ainsi une méme courhe
de troisiéme classe, le théovéme est démontré. Par conséquent :

La surface réciprogue du liew des centres de courbure d’une
quadrique, ainsi que toute surface homographique, est coupée par
un plan quelconque suivant une courbe du quatriéme ordre appar-
ienant & la classe remarquable étudice dans ce Mémoire.

Dans un prochain travail nous ferons application de ces résullats a
la théorie des normales aux quadriques.

.
.




