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Sur le théoreme d’ Abel et quelques-unes de ses applications
i & la Géométrie [suite (')];

R
[RREEY
AR

i)

DEUXIEME PARTIE (2).

38. Les théories analytiques exposées dans la premiére Partie de ce
Mémoire donnent lieu & des applications géométriques nombhreuses
et varites. Parmi ces applications, celles qui reposent sur la considé-
ration d'intégrales abéliennes simples appartenant a une courbe planc
ou gauche rentrent dans le méme cadre que les questions traitées par
nous dans un travail antérieur publié dans ce Journal (*); aussi n'avons-
nous pas jugé utile d’y revenir.

(’est donc uniquement sur les problémes ol interviennent des inté--

(") Voir Journal de Mathématiques, 4° série, t. V, p. 81.

(*) Alafin du n° 30 de la premiére Partie de ce Mémoire, p. 121 du t. V du
Journal, s'est glissée une erreur qu'il importe de rectifier. Au dieu de : « chaque
0P v c)fA

¢lément de D'intégrale J S(}.' dX dY figure multiplié par (—-—l)ﬁ &» 53 », &l
Jaut lire : « chaque élément de l'intégrale J <c’est—i\-dire -S—‘Q],q dX dY) figure
% oV Jf )

avec le signe de =—— — = A ».
° du dv Js

(*) Voir Journal de Mathématiques, [* série, t. III, p. 327.
Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. [II, 18go. 30
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grales abéliennes multiples que nous avons insisté : on trouvera, par
exemple, dans le présent Mémoire, des propositions géométriques nou-
velles sur les aires planes et sphériques, sur les volumes limités par des
surfaces algébriques, et une séric asscz ¢tendue de théorémes sur les
aires ellipsoidales, théorémes qui conduisent & une généralisation inté-
ressante des résultats célébres de Graves et Chasles sur les arcs d'el-
lipse. Les propriétés des aires sur I'cllipsoide ont ¢té jusqu'ici & peine
effleurées par les géométres; nous ne connaissons sur ce sujet, en de-
hors des travaux relatifs & l'aire totale de la surface, que les recher-
ches de Jellett et de Lchesgue, qui ont donné P'expression, & l'aide
des intégrales elliptiques, d'aires ellipsoidales limitées par des courbes
algébriques, d'ailleurs trés particuli¢res. Nous démontrons qu’on peut
déterminer simplement sur I'ellipsoide unc infinité de courbes algé-
briques & deux boucles fermées, comprenant entre elles une aire ré-
ductible aux fonctions elliptiques et, sur une quadrique quelconque,
une infinit¢ d’aires dont la somme algébrique s’exprime a l'aide de fonc-
tions rationnelles et logarithmiques. Ce sujet ¢tant nouveau, nous
avons cru devoir le développer assez longuemecnt, et il constitue la
partie principale du présent Mémoire. L'emploi des fonctions ellip-
liques nous a permis de pousser les calculs jusqu’au hout.

Le dernier Chapitre, qui cst trés court, cst consacré d 'extension de
quelques-unes de ces propriétés aux aires sur une surface algéhrique
quélconque.

1. — AIRES PLANES ET VOLUMES.

29. Soient deux systémes de courbes algéhriques planes
<D(X, Y, u)zo, W(X, Y, 0):(),

de degrés n et p.

Deux courbes voisines du premier systéme et deux courbes voisines
du second comprennent entre elles np quadrilatéres curvilignes infini-
ment petits; la somme algébrique de leurs aires se calcule d’aprés les

formules du n° 30, en partant de I'intégrale f f dXdY; elle a pour
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expression
b g¥

du dvz du d¢ A()‘, )

la somme s’étendant aux points communs aux courbes ® = o, ¥ = o,
et A étantle jacobien de @ et de W',

On en déduit, par application des raisonnements et des théorémes .
des n® 34 et 33, les propositions suivantes, dont quelques-unes ont
été déji démontrées par nous, & l'aide de considérations diffé-
rentes ().

La somme algébrique des aires planes comprises entre deux
courbes asymplotes et deux courbes asymplotiques quelconques est
nulle.

La somme algcbrique des aires planes comprises entre deux
courbes variables apparienant & un sysiéme algébrique

(X, Y, u)=o,

et deux courbes également variables appartenant & un faisceau
ponctuel de courbes asymplotes enire clles,

Y, + 0¥, =0 (),

est une fonction rationnelle et logarithmique de v, ¢t une fonction
entiere, du premier degré, de o.

La somme algébrique des aires planes comprises entre deux
courbes variables, apparicnant a un systéme algébrigue,

(X, Y, u)=o,

et deux courbes également variables appartenant & un faisceau
ponctuel de courbes asymptotiques, W, + otW', = o, est une fonction

(1) Sur le théoréme d’Abel (Journal de Mathématiques, 4 série, t, III,

p. 354).
() ¢t désigne la variable d’homogénéité.
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rationnelle et logarithmigue de u, et une fonction enticre, du se-
cond degré, de ¢.

La somme algébrique des aires planes comprises entre deux
courbes variables, apparienant & un faisceau ponctuel de courbes
asymplotiques, et deux courbes également variables, appartenant

aussi & un faisceau analogue, est une fonction entiére des para-
métres des deux faisceaux.

Dans toutes ces propositions on suppose que les courbes d’un des
systemes n'ont pas de point fixe commun & I'infini avece les courbes de
I'autre.

40. Ona des théorémes tout & fait analogues pour les woluemes dans
Iespace.

Soient trois systémes de surfaces algéhriques

(X, Y, Z, u)=o,
¥(X,Y,Z, v)=o,
0(X,Y,Z, w)=0;

la somme algébrique des volumes compris entre trois de ces surfaces
ct trois surfaces respectivement voisines est

Jo gv 98

du dvd‘vz du ()As' (}w,

la somme s’etendant aux points communs aux surfaces @ = o, ¥ == o,
0 = o, et A ¢tant le jacobien de &, ¥, 0.
On en conclut que :

La somme algébrique des volumes compris eutre dews surfaces
asymptoles, deux aulres surfaces c¢galement asymptotes et deu
surfaces quelconques de méme degré est nulle.

De méme, est nulle ausst la somme des volumes compris entre
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deuxr surfaces asymptotiques, deux autres surfaces également
asymploliques et deux surfaces asymptotes quelconques, etc. ().

Nous cntendons par surfaces asymptotiques des surfaces qui ont
mémes points & l'infini, et par surfaces asymptoles des surfaces qui
ont mémes plans tangents en tous les points & I'infini.

La somme des volumes compris entre deux surfaces fices de.
méme degré, deux autres surfaces fixes également de méme degré
el deur surfaces variables, appartenant & un faisceaw poncluel
de surfaces asymptotes (asymplotigues), ® + ut*® = o, est une
JSonction enti¢re, du premier (du lroisiéme) degré en u (h =2
ou 1).

On suppose que les surfaces des trois syst¢mes n’ont pas constam-
ment de point commun & l'infini.

41. Nous allons chercher, en revenant a la question des aires planes,
comment varie la somme des aires découpées sur un plan qui se dé-
place parall¢lement & lui-méme, par le solide compris entre deux sur-
faces de méme degré ct deux autres surfaces également de méme degré.
Soient

o(X,Y, 2, u)=0, WX, Y,Zo)=o0

deux systémes de surfaces, et un plan parallele 4 XOY, Z =4. Ona
(n° 30), pour lIa somme des aires découpées sur le plan par quatre
surfaces u, et u, ¢, et ¢, I'expression

de ¥

. K ::f f dudoz d_l.(t\ﬂ !

(') On déduit de 1 que la somme dres volumes compris a Uintérieur d’un
cylindre a base fermée, entre deux surfaces asymptotes, est nulle, parce qu'on |
peut découper le cylindre en tranches infiniment petites comprises entre deux
séries de plans, paralléles aux génératrices et respectivement paralléles entre eux
dans chaque série. Les plans de chaque série forment en effet un systéme de
surfaces asymptotiques. La courbe de base du cylindre peut &tre algébrique ou
transcendante.
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Or, d’aprés la formule (8) du n° 20, ot I'on doit faire k=3, il

vient
0% v

" d du v
K =ffdud0230—7‘ (EDICATETA

La somme du second membre s’étend cette fois aux points communs,
a®=o0, ¥=o0,0=o0; 7 et{sont des fonctions de u, ¢, 0 définies par
O(1,0,60,u)=0; W(1,7,( 0,u)=o0, ct I'on doit faire finalcment
6= o ('). On voit alors que % figurera au second degré au numéra-

teur et disparaitra au dénominateur de la quantité sous le signe / f ;
il en résulte que K est de la forme

N+ 96l + Rh2.
Donc :

La somme des aires découpdes sur un plan quc se déplace paral-
lélement @ lui-méme, par le solide compris entre deux surfaces de
mémme degré, et deux autres surfaces également de méme degré,
est proportionnelle au produit des distances du plan mobile & deuz
plans fixes de méme direction.

Si les surfaces ® = o forment un faisccau ponctuel de surfaces
asymptotiques, on peut poser

D=9, + wd,;

Jd

51—2 est alors égal & (®,, ct, par suite, k = 2 (n° 20). Il vient alors

v [}
O 4 v "
K_ffdudv)gé (C—=h0) [, ¥ — ap¥,]’

et par suite K est du premier degré en /; si

D=, + u?d,,

) . . 5
(1) Rappelons que 7, £, 0 désignent respectivement ;y, =025 & ) 5y L étant

des variables d’homogénéité, telles que X¢ =2; Yt =Y; Zt ==,
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K est une constante en £. Il en est de méme si

=0, +utd, et V=W + oW,
Ainsi :

La somme des aires découpées sur un plan qui se déplace paral-
lelement a lui-méme par le solide compris entre deux surfaces
asymplotes (asymptlotiques) et deux surfaces de méme degré quel-
conques (asymptotiques) est constanie. '

St les deuxr premiéres surfaces sont asymplotiques, les deux
derniéres élant quelconques, la somme en question est proportion-
nelle a la distance du plan mobile a un plan fixe de méme direc-
tion.

II. — AmEes SPHERIQUES.

42. Lasomme des aires comprises sur la sphére S,
S=X*+Y*+Z*—-R*=o,
anrc deux surfaces d'un premier systéme
o(X,Y,Z,u)=0
et deux surfaces d’un second systéme

T(X,Y,Z,v)=o,
a pour expression
a® v

K=R [ [dudo 3,22,

on le voit en partant de 'intégrale qui donne 'aire sphérique

TN oo e YRR

4

Dans I'expression de K, la somme est étendue aux points communs
aux surfaces ® = o0, ¥ =0, S = o, et Aest le jacobien de ®, W', S.
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Il est & remarquer ici que le dénominateur de ’expression sous le
signcz est dc degré inférieur, en général, d'une unité seulement au

- numérateur, ct non pas de deux unités comme dans le cas des aires
planes, ou de trois comme dans celui des volumes; cela tient A ce que

le radical yX2?+ Y2+ Z2 est une constante sur toute la sphére. Il en
résulte les conséquences suivantes, toujours par I'application des théo-
rémes des n 54 ct 35.

La somme des aires comprises sur une sphére entredeux surfaces
quelconques de méme degré et deux surfaces asympiotes est nulle.

La somme des aires comprises sur une sphére entre deux sur-
Jaces asymplotiques et deux autres surfaces également asymplo-
tiques est nulle.

La somme des aires comprises sur une sphére entre deus surfaces
variables appartenant & un systéme algébrique, ®(X,Y,Z,u)=o
el deux surfaces également variables apparticnant & un faisceau
ponctuel de surfaces asymptotiques, W, + otW,= o, est une fonc-
tion rationnelle et logarithmique de u, et une fonction entiére du
premier degré de ¢.

On supposc que les surfaces des deux systémes n'ont pas constam-
ment de point commun sur le cercle a Pinfini.

43. I cst intéressant d’étudicr la forme sous laquelle les cacfficients
de Uéquation de la sphére figurent dans les expressions précédentes.
On a, d’aprés la formule (8) du n® 20, cny faisant & = 2,

0s gu ov o
RE du o _ Rz d du de

A do (14 %2 + @ — R20?) [@ Wy — ap vy’

la somme du second membre s’¢tendant aux points communs &4 @ = o,
W = o, § = o. Plus généralement, si la sphére a pour équation

(X—a)+(Y—f)+(Z—v)—R=o,.
on aura, au dénominateur, au licu de 1+ n*—+ (> — R202, I'expression

(v — a)2 -+ (1 — B0)2 -+ (L — yb)*— ReDe.
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Dans le second membre de la relation précédente, » et  sont des
fonctions de u, v et 0 définies par (1, 1, ¢,8, &) =0, (1,7, 0,0)=0
et’on doit, dans le résultat final de la dérivation, faire 0 = o. Il en ré-
sulte que I'expression & dériver par rapport 4 6 se compose de deux
facteurs, I'un

' a® 9w/
Ju_Jv
b= v — e,
est indépendant des coefficients de la sphére; I'autre seul

{
(—a0) =+ (2 — PO+ (E— 70)P — Reee

dépend de a, B, v, R. Par suite, le résultat de la dérivation, en y fai-
sant 0 = o, est de la forme

Ho ‘ fh . .
1724 (2 + G +:'21_|_ )? [oC + 71(5 - Ylo)"' C(T - Cu)],

A et b étant indépendants de o, 8, v, R, ainsi que v, {, vjp et §. Il en
résulte que la somme des aires comprises sur la sphére entre deux
surfaces fixes du premier systéme et deux surfaces fixes du second est
de la forme '

T Mty +w
2R(Ae+pB+vy+®) ou 2RVA*+ p24+v? a"p ==
VAR p? 4 ve
) stant fixes. En d'autr : héoréme intér
A, &, v, étant fixes. En d’autres termes, on a ce théoréme intéressant
et trés géncral, tout a fait analogue & une proposition que nous avons
fait connaitre au tome IV de ce Journal, pour les aires découpées sur
une sphére par une surface conique ou une surface réglée ('):

Soient deux surfaces quelconques de méme degré p, et deux
autres surfaces également de méme degré q. La somme algébrique
des 2pq aires que ce systéme découpe sur une sphére de rayonR est
égale a 2o Rd; p étant un coefficient dépendant de la nature du sys-
téme des surfaces primitives, et d désignant la distance du centre
de la sphére a un plan, lié invariablement a ce systéme.

(") Journal de Mathématiques, 4 série, t, IV, p. 319.
Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. III, 18go. 31
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44. La quantité que nous avons désignée par + s’annule en tous
. . d¢
les points communs aux surfaces ® =o, ¥=o0, 0 =o, si 5, par

exemple, est divisible par 0; cela arrive en particulier lorsque les sur-

faces @ = o appartiennent & un faisceau ponctuel de surfaces asympto-

tiques ®, + ut®, = o, puisque alors 3—:1:- =09,(1,7, ¢, 0) : il faut tou-

tefois que 1+ 0%+ (® reste fini, c'est-a-dire que les surfaces ® = o,
Y =0 n'aient aucun point commun sur le cercle & I'infini.

En excluant, comme plus haut, ce cas particulier, nous pouvons
dive, puisque, si ¥ est nul, «, B, y disparaissent dans K, que :

Un systéme composé de deuz surfaces de méme degré et de deux
surfaces asymplotiques découpe sur une sphére des aires dont la
somme algébrique reste fixe, pour toule position de la sphere dans
Uespace.

Cette somme est d’ailleurs proportionnelle au rayon.

Pour appliquer ce théoréme et le précédent, on ne doit pas oublier
qu’un certain nombre des aires considérées peuvent étre imaginaires,
et qu’elles sont en tout au nombre de 2pg, p et g étant les degrés des
systémes de surfaces sécantes.

45. Exemrres, — Imaginons qu’on déforme homographiquement
un tore annulaire sous la condition que les sections normales 4 l'axe
deviennent des couples d’ellipses situées dans des plans paralléles : on
obtient une surface X, qui découpe sur une spheére quatre aires fermées
dont la somme algébrique ne dépend pas de la position de la sphére.

Car on peut décomposer I'anneau obtenu en anncaux infiniment
petits, compris respectivement entre deux des plans paralléles de la
série considérée, et deux cylindres ayant pour bases sur ces plans des
ellipses; le théoréme étant vrai, par ce qui précéde, pour un de ces
anneaux, est vrai pour l'anneau total.

On obtient un systéme jouissant de la méme propriété en considé-
rant le solide limité par deux ellipsoides, dont I'un est intérieur
'autre, et par deux plans paralléles; et, plus généralement, toute sur-
face engendrée par une conique dont le plan reste paralléle & un
plan fixe.
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De méme, on peut prendre le solide limité par deux ellipsoides ho-
mothétiques et deux plans quelconques.

46. Des propositions analogues s’obtiendraient pour les surfaces
de direction, c’est-d-dire telles qu’en chacun de leurs points le radical

Vfal+ [, + f.* soit égal & une fonction rationnelle; nous nous réser-
vons de revenir sur cette question dans un autre travail.

III. — AJRES ELLIPSOIDALES.

Zones ellipsoidales a bases planes.

47. Lesformules démontrées dans la premiére Partie de ce Mémoire
conduisent également & des résultats remarquables relatifs 4 certaines
aires ellipsoidales, limitées par des courbes algébriques; mais, avant
d’aborder la question dans toute sa généralité, il nous sera utile d’éta-
blir directement le plus simple de ces résultats, en nous appuyant sur
des considérations géomeétriques élémentaires.

La proposition que nous avons en vue est relative a 'aire comprise sur
un ellipsoide quelconque entre deux sections planes, le long desquelles
on peut circonscrire & 'ellipsoide un céne de révolution; on sait que
les pdles de ces sections planes, c’est-a-dire les sommets des cénes de
révolution circonscrits, ont pour lieu 'hyperbole focale.

Soit donc E I'ellipsoide

(1) E L+ 1=0 (a>b>ec)
a? b2 cz ’

I'hyperbole focale a pour équations

x2

=2
S

Y =0, pramy R SR Sl

Le plan polaire P d'un point (=, 5) de cette hyperbole a pour équa-
tion

Xe Iz X

— - — I'=0.

a? c*
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Proposons-nous d’évaluer I'aire de la zone ellipsoidale comprise
entre ce plan et le plan polaire P’, d'un point (z + dx, 5 + dz) infini-
ment voisin du premier sur I'hyperbole focale.

A cet effet, projetons la zone sur un plan normal & I'axe du cdne de
révolution de sommet (=, z) circonscrit & I'ellipsoide E : il est clair
que l'aire de la projection est égale 4 la différence des aires des projec-
tions, sur le méme plan, des sections planes faites dans E par les plans
P et P’. Or, en appelant do laive de la zone, et 0 I'angle que les plans
tangents & Dellipsoide le long de la section P font avec I’axe du céne,
on a pour la zone projetée la valeur dosin0; d’autre part, en désignant
par o laire de la section P, par o + dw celle de la section P, par A et
X’ les angles des plans P et P’ avec I'axe du cone, il viendra

dosinl = (w + dw) sin\’ — wsinA.

L’axe du cone est, comme on sait, la tangente en (x, z) & ’hyper-
bole focale; ses équations sont donc

Xx Lz
Y=09 2 2 T 33 3 = 1
a*— b b*—c¢

et, par suite,

(al— b)) as + a*(P*—c*) z3
\/(c"xz-ka“s*)[(a'-’w b’)"’z“—i—(b’-—- cz)zwz]

sin)\ =

et
c(a*— b0 (x +dr)z+a?(b*—c2)(z+ds)r

sinA’ = = :
Vi (@ + dr )+ a* (5 + ds)*|[(a®— b2)? 23+ (b* — ¢*)* 2]

Posons, pour abréger,
G = (a'.v _ ba)z 2 +(b:! . c':)'zws,
H=¢'z*+ a*3?,
et développons sin X’ suivant les puissances croissantes de dz et dzj il
vient
¢z (a*— 0¥ dx
e L0
G* H?
atz(bt—c¥)ds  b*(a%— c?)

S Gh ot dm+ateds).

sinA’=sin\ +

——

—+-
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sin0 se calcule sans difficulté, et I'on trouve
. b i L
sinl = — (@ — 6*)*(b* — c*)%.
7

On a donc ds, au second ordre prés, par la formule

b(a — b)Y (b — ¢ do

=b*(a’— ¢*) Zdo + = [c*(a? — b*)zd + a* (b — ¢*)a dz)
H? e

— b (a*~ *)zs(c*wdr + a'zdz).
.12

L'aire o de la section de 'ellipsoide par le plan P a pour valeur

2
w=" ?—I-—E-E,
2

cn posam;
E = ¢*z? + a%2® — a?¢?,

A =22+ a®z3.
On en déduit

do = <2 (AH.dA +AE.dH — 2EH.dA),
HZA?

puisque dE = dA ; on peut écrire, en introduisant o,

do = 2= (AH.dA + tAE.dH — 1EH.dA).

Transportant cette valeur dans I'expression de do, il vient, en re-
marquant que la quantité c*x dz + a*z dz est égale & ;dH,

b(at— b)Y (b~ ) do

= = [c*(a@®— b*)zdz + a*(b*—c*)x ds]
H* .

+ —2 - b*(a® — ¢*)wz(AH.dA — :EH.dA),
AEH?
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c'est-a-dire,

(a* — b*)F (b2 — ) do
= 5 [AEc*(a* — b*)zdx + AEa?(b* — ¢*)x ds
A?
+ ;0%(@* — ¢*)xz(3a’c* — A)dA].

On peut exprimer dA en fonction de dz et dz, et ensuite dz en fonc-
tion de dz, puisque x et z sont liés par I'équation

2

- x? 5
(2) ad—b T

=13
il vient ainsi, aprés un calcul facile, en remarquant que A = + a?c?,

2___ h2 .
* \/a:._z_ =a’c? i%[zAg‘“ A(D* = 3a*b* — 3b*c* + 5a*c?)
LY g Al

&

—3a*c*(a®— 0*)(b*— ¢*).

48. On a donc, puisque x et 5 sont liés par la relation (2), une
différentielle elliptique en x; il est aisé de la réduire.
Des identités

2a2___c‘2 —_z‘
b b,_cgd<ﬁ

) = 22~ A* =2 A (@l + D2t — 2a%c?)

3A2
+3a*c*(a*— 0*)(0* — c*)]
et

UV a?—c? x5z d A? [y ° a
peps F__czd<"> =*‘g[zﬁ + (@ —0*)(0* 0')],

on conclut

et, sil'on pose

. 2__ o2 - o 0 X5
(3) S=mnb* =2 1 x—l-—a'c’“f-),
(a2 — b2)? (b1— c?)T \ AT A
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il vient '

T — ¢
(4) ds — clo'_-r\/b Zz de :(c*x? + a*z® — a’c?),
AT :
. ] .y N x? ~2
@ et 5 étant liés par la relation ——; — 55—
c*x? + a?z%. La différentielle elliptique qui figure au second membre
est maintenant ramenée aux différentielles de premiére et de seconde -
espéce. :

5 =1, et A étant égal a

49. Avant de I'étudier de plus prés, nous devons signaler une inter-
prétation géométrique remarquable de la fonction désignée par S :
cette fonction représente l’aire du céne de sommet (x,z) circon-
scrit & Vellipsoide, U'aire étant prise entre le sommet et I ellipse de
conlact.

En cffet, si l'on projette I'aire en question S et la conique de con-
lact sur un plan normal & I'axe du cone, céne de révolution comme on
sait, il vient, en gardant les notations employées plus haut,

Ssinf = wsin},

d’ot, en remplacant w, sin0, sinA par leurs valeurs, trouvées déja,

S = bEll’ b (at—c?) x5 1
It H b(a?— b2yt (52— o)

19

1
2

c’est-a-dire

2( 42 o 3 3
S= ﬂb(i <) T w,‘—ac“i
(a2— DY) (b2—c?)* | A® A

ce qui coincide bien avec la valeur de la fonction S écrite plus haul.

50. Revenons maintenant & la relation

2 2
dS———dO‘——'—ﬁ\/L—i de — [ 2+ a?3? — a*c?],
2

a%z—c?
sA
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et transformons le second membre en introduisant les fonctions cllip-
tiques sous la forme moderne.
Posons a cet effet
3bic?
‘ ey =1~— y

P
2 o2
J Pl =1 — ’
/4 i 3apc
( 3a2?
Cy=1— ” ’

P=a2b2+ a2cﬂ+' b209.

Onace,>e,>eete, +e,+e,=o.
Si I'on considére la fonction pu, définie par la relation habituelle

pru=h(pu—c)(pue)(pu—e),

on peul poser

: p a*— b2
| =g G (pu—en),
(6) 2
\ z"’-—--‘)—bu* ( uw—e
T T30 @ s\p )3
on a bien, en effet,
x? 5% P e—e

On en conclut

(7) A=62$2+0232=%(J)lt~—62),
ol

: 202 — £ —
(8) E=A—-a*c¢*=5(pu—1).

Les équations (6) donnent les expressions, en fonction d'un para-
métre u#, des coordonnées d'un point de I'hyperbole focale; & chaque
point (z, z) de 'hyperbole correspondent, puisque pz est une fonction
paive, deux valeurs de u égales et de signes contraires.



SUR LE THEOREME D'ABEL. 240

Si ¢ varie de o & la demi-période réelle w, pu varic de +~ = a e, ct
il résulte des formules (G) qu’on obtient ainsi tous les points réels de
hyperhole. Pour les points de I'hyperbole extéricurs & Pellipsoide,
on a 8> o, cest-d-dire pu > 1: soit u, la plus petite racine positive
de Péquation puy—1=o0j on peul dire que, si le point («, 5) part
d’un ombilic de l'ellipsoide et s'¢loigne & I'infini sur la branche de
Phyperbole focale qui passe par cet ombilic, I'argument correspondant
positil u décroit de u, a o (*).

Supposons, pour fixer les idées, que le point (i, z) décrive ainsi la
branche de U'hyperbole focale située dans 'angle positif sO%; on a

at— b

oo oy — O
vxde = 555 —

pudu.

1’apres les hypothéses qu’on vient de faire, « ¢l dx sont positifs, du
est négalil : p'u sera done négatif et Uon devra éerive

pu=—2y(pu—e)(pue—e,)(pu—e,).

11 vient ainsi, en résolvant I'équation précédente par rapport & dr,
¢t remplacant & par sa valeur en w,

o @— 01 >
de = — \/gmZ\/(J)u-—-e,)((pu——ez)(lu,

el, par suite, en portant dans I'expression (4) de dS — ds les valenrs
en wde w, 5, A, K, de, on aura

dS — ds = — TC\/%(J)U - 1) du,

¢'esl-d-dive, en inlégrant,
S ——c:——-‘.‘:\/% [(J)u—l.)dl(..

(') Ll est clair que I'équation puy— 1 =0 a des racines réelles, puisque e, est
inférieur a 1.

Journ. de Math, (4° sévie), tome VI. — TFasc, LI, 18go. 32
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Si I'on intégre entre u, et «, on aura, puisque S et ¢ sont évidem-
ment nuls quand le point (, 3) est 4 'ombilic,

(9) S~—~a=7:\/%('(,u+u——‘§uo—-uo).

Dans cetie formule, ¢ est 'aire de la calotte ellipsoidale PGQ; S
Iaire latérale du cone PMQ (fig. 1).

Fig. 1.

Si-le point M, («, 5) s'éloigne & Iinfini sur la branche d’hyperbole
focale GM, son plan polaire, PQ, tend vers la position RT, le plan RT
¢tant le plan diamétral conjugué de asymptote OV : § devient alory
mfini, ainsi que {u, puisque u tend vers zéro, et les deux membres
de la relation (g) sont infinis. Pour étudier la question de plus prés,
écrivons la valeur de S en fonction dec . On a trouvé

S==nb? @—c zs X,
v — .‘—‘ ~ “E’
s (B—c)i(a2— 0)? A
aou

— 2 —
b0 s=ny/ipu-pizaleiel,

pu—-eo)’

' 1
Lorsque u tend vers zéro, on a, enremplagant pu par — + ku® + ...,
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Iaire ¢ tend vers l'aire de la calotte RGT, c¢'est-a-dire vers la moi-
li¢, Xy, de laire totale de Dellipsoide; enfin {u est de la forme

:7 -+ k'u* +.... Portant ces valeurs dans (g), il vient

\

S - /5 1 y ~
n\/'g(;’*“l\u-‘".--)"zor—:u\ g(z '{-u—l"]\ u”-*—....—-Cu,,——uo).

’

Les termes infinis disparaissent, et, & la limite, « tendant vers zéro,
il reste

(11) .;E,,:r:\/%('(_uo—i— uy).

On a donc finalement, en remplacant {u,-+ u, par sa valeur en
fonction de X,, dans (9),

(12) S+Zo—c=7:\/%(?,'u+u).

51. Ce résultat peut s'énoncer ainsi :

Sott un céne de révolution circonscrit & un ellipsoide, d’azes 2a,
2b, 2¢: lexcés de Uaire latérale de ce cone, limité a son sommet
el a Uellipse de contact, sur Uaire de la calotie ellipsoidale com-
prise a son inil€rieur, a pour expression

, ﬁ\/%(ﬁu-ku)—}lo,

¥, étant Uaire du demi-ellipsoide, u le plus petit argument positif
défini; en fonction des coordonnées x et 5 du sommet du céne, par
les relations compatibles

. at— b?

v = 391,2 PR (pu—ey),
N 2 bP—¢?

= 30 a® — ¢ (‘})u - e,),
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el élant pos('

' 3022 Jarc?
ey =1T1T— ) Cy =1— ’
? ?
Q.24
3atd?
Cy=1— y g =atb+atct+ bPe?y

S est d’ailleurs donné, en fonction de u, par la formule

——-\/‘:(pu ) vu-ea)”(pu—eﬂ
—_— s '3' . ~— .

(‘]m—-—ea)z

On voit que S est algébrique par rapport & pu, c'est-a-dire par
rapport aux coordonnées du sommet du cone.

De cette formule on déduit immédiatement Paive de la zone
comprise cntre les plans polaires de deux points de Uhyperbole focale,
lorsque ces deux points sont sur unc méme branche de hyperbole et
dans le méme angle des axes Ox et Os; on a, en désignant par «,
ct u, les arguments positifs correspondant & ces points, par S, el N,
les aires des deux cones circonserils, et par X Taive de la zone cher-
chdée,

S,-—S._.+S-—~'\/ (Cuy—Cuy + u, — w,).

Mais cette formule, a cause des hypotheses faites sur w, ne convient
plus au cas de deux points non situés dans le méme angle des axes.

Pour P'étendre & lous les cas, nous définirons I'argument de telle
sorte quil varie d’'unc maniére continuc toul le long de 'hyperbole

4 !
focale : remarquant & cet effet que (pu—e,)* et (pu—e,)* sont
. . T 3, \ . .
rgaux & — (1) et = (u), nou erons, (#, 3) désignan '
¢gaux & > () ¢l = (u), nous poserons, (&, 3) désignant toujours nn

point de 'hyperbole,

p=Ly/2 at— b* dye - p br—c gp
YTV 3at—c? 3’ ~"—1) 38—t gv’

¢ étant un nouvel argument égal & == u, ct les deux radicaux étant
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pris positivement. Si 20 ct 20’ désignent, comme d’habitude, les pé-
riodes réelle et imaginaire de pu, les périodes communes aux fonc-

. Gy @ . .
tions =? et — scront 4w et 4w, et & un point (z,z) de I'hyperbole

focale correspondent, dans un parallélogramme 4w, 4©’, deux argu-
ments de la forme ¢ ¢t — ¢ + 20+ 2w’, dont le premier scul est réel;
¢’est cet argument réel bien défini que nous ferons correspondre 4 un
point de I'hyperbole; nous le supposerons compris, ce qui est permis,
entre — Jwet o.

Gela fait, en posant

. P TVT VG0
5-—“\/§ gy (pe—1)

-
0(0) =8+ Xy — 7\:\/% (Co+0),

ct

on démontre aisémcent que la zone ellipsoidale £ comprise entre les
plans polaires de deux points, d’arguments ¢,, v,, del’hyperhole focale
A4 pour expression

. Z=00p)—0(ry)

lorsque les deux points sont dans un méme angle des axes ou dans
deux angles opposés. Si les deux points sont dans des angles adjacents
des axes, il faut ajouter & X ou en retrancher de X la constante

¢ /2 (-
27 \/; ([J -+ (J.)),
n ¢tant la constante {w.

Dans tous les cas, on peut dire, puisque s est algébrique par rapport
aux coordonnces des deux points, que L est égale, & unc quantité algé-
bricue pres, & la fonction Lo, — Co, + ¢, — ¢, ct, par suite, les zones
(ui correspondent & des valeurs de ¢, et o, telles que (v, —0,) reste
constant sont égales entre clles, & une fonction algébrique preés, car
Lo, — Co, est égal A {(v, — ¢,) augmenté d'une quantité algébrique en
P et po,.

On a ainsi une propriété analytique, analogue & celle des arcs de
conique et dont il est aisé de trouver une intcrprétation géométrique.
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53. Les plans polaires des points (, z) de hyperbole focale, par
rapport & I'ellipsoide E, enveloppent un cylindre hyperbolique;si X, Z
désignent les coordonnées du point ou le plan polaire de (i, 5) touche
la trace de ce cylindre sur le plan 2Oz, on trouve ais¢ément

X — at gy -

—_——— ) e a——
Jar— i 3¢ - Vor—¢t 39

Considérons maintenant I’hyperbole H,, intersection du cylindre
précédent par un plan mené par le grand axe, Oz, de E, ct faisant

. ) . ' . C
avec le petit axe, Oz, un angle de cosinus égal & - : les cercles de ce

plan se projettent sur le plan sOx selon des ellipses homothétiques a
la section de E par 30 . Les coordonnées d’un point X, Z, de hy-
perbole H,, rapportée & son centre et & ses axes, auront pour expres-
sions

2 ~ s

- ' a dg(’ r a ac G,

X, =X=—S2_2 g,=07=-_2 2
yor—c?

L’arc s de I'hyperbole H, a une expression remarquable; on a en
effet

de? (a*— %) (b*—c*) |

ds? @b (a?—c?)
? )

Lo 12 atbi(at—c?) X 2
_"J = ooy P e

4Y
d’oul _
s=M({e+ e,0)+ N,

M et N étant des constantes.

On voit ainsi que, si ¢, — ¢, reste constant, les arcs correspondants
de 'hyperbole H, seront égaux entre eux, & une fonction algébrique
prés; en d'autres termes, deux zones cllipsoidales auront une diffé-
rence algébrique siles arcs correspondants de H, jouissent de la méme
propriété. ’

Or on sait que, si d'un point d'une hyperbole homofocale a4 H, on
méne a cetie derniére courbe deux tangentes, les arguments o, et ¢,
des points de contact ont une différence constante : c’est I'expression
analytique du théoréme de Graves et Chasles. On peut dire aussi,
d'aprés une propriété connue des coniques, que deux arcs de hyper-
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bole H, ont une somme algébrique rectifiable lorsque les tangentes &
leurs quatre extrémités touchent un méme cercle; ces tangentes étant
les traces sur le plan de H, des quatre plans qui limitent les deux zones
correspondantes, il en résulte immédiatement la proposition suivante :

54. Appelons zone ellipsoidale la zone comprise sur Uellipsoide
entre deux ellipses le long de chacune desquelles on peut circon-
serire a cetle surface un céne de révolution ;

Les aires de deux zones ellipsoidales ont une somme ou une dif-
Jeérence exprimable algébriguement lorsque les quatre plans qui
limitent ces zones louchent un cercle situé dans un plan passant

par le grand axe et faisant avec le petit axe un angle de cosinus
égal ¢ 2.
o a

Ou, si I'on veut, en vertu de la remarque faite sur la projection
d’'un tel cercle :

Les aires de deux zones ellipsoidales ont une somme ou une dif-
Sférence cxprimable algébriguement lorsque les quatre plans qui
les limitent touchent un ellipsoide homothétique & Uellipsoide pri-
mutif.

Zones de Lebesgue et de Jellett.

538. Les zones & bases planes qu’on vient d’étudier sont les aires
ellipsoidales les plus simples qu’on ait pu ramener jusqu’ici aux inté-
grales elliptiques; un autre exemple a été donné il y a longtemps
par Jellett (') et par Lebesgue (2).

Le lieu des points d’un cllipsoide ou la normale fait avec ['un des
axes principaux de la surface un angle donné se compose de deux
boucles fermées, symétriques par rapport au centre, et c'est I'aire
comprise sur l'cllipsoide & I'intérieur d'une de ces houcles que Jellett
ct Lebesgue ont calculée.

Y Cambridge and Dublin mathematical Journal, t.1, p. 57.
*) Journal de Mathématiques, 17 série, t. XI, p. 331.

(
(
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La méthode de Lebesgue est bien connue; si I'on désigne par Q
I'aire comprise &4 l'intérieur d'une des boucles correspondant & la va-
leurs ¢ de I'angle (I'axc choisi étant, par exemple, 'axe Oz), par v la
projection de cette aire sur le plan 2Oy, on aura

? ® ¢
0= e =(aw) [ v (mm)
, COS® cos0 /, A cos®

On obtient aisément w, qui est 'aire de I'ellipse suivant laquelle la
boucle considérée se projette sur le plan 2Oy :

tang? 1
=n 5% qgh .
7

]
’ z

\

1 tang?e 1 lang’qa>
(aﬁ“ c? ) (Z‘*“‘—‘

tang?o /1 tang? 1P
rabe c°'< -+ ”"9> l

2 C-z c?

1 4
2

[
1 tang?e\* /1 lang?e\? /1  lang®e\?
= + —t 55 + -—-“:’—i =t ___E;_ﬁf ‘
a c? b ¢ ct ¢ 0

3
® tang’y  lange

c? ¢
2 2,03
1 lan 1 lang?o\ % /1 tang?o
<_¢,+ ‘;”) (~,,+ i (—;-s— 2 >
0 a ¢ b* ¢t /) \¢* ¢?

L’intégrale du second membre se raméne aux intégrales clliptiques

18]
10)=

en prenanttf—%f?—?pour variable, ct I'on a ainsi U'expression annoncée
de Q. ‘ '
Lebesgue déduit immeédiatement de cette formule que trois zones,
correspondant a des angles g, o', ¢” faits respectivement par les nor-
males avec Oz, Oy et Oz, auront leurs différences deux & deux pla-

. . tang lange’  tangoe’ . T .
nifiables si I'on a c"? = —t = —>*: l'intégrale clliplique qui

figure dans 'expression de Q est en cffet la méme pour les trois zones.
C’est le premier, et jusqu'ici le seul exemple connu d’aires ellipsoidales
a différence algébrique; nous en avons fait connaitre un second dans
les paragraphes précédents.
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56. Avant d’en donner un troisiéme, beaucoup plus général et plus
important, nous écrirons la formule de Lebesgue en introduisant les
fonctions elliptiques. Il suffit de poser, en gardant les notations des
paragraphes précédents,

tang®e p
cz = 3a2b202 (Pu—-l)’

pour trouver

- ‘_t ]
_ - 3)2 - \ u
Qz-‘;\/%[(PU 1) (pu—es 15] — .»\/:‘Z-[Cu-{-u]“..

1
(pu—e)*(pu—e) ],

Les fonctions clliptiques sont les mémes que celles envisagées plus
haut et de plus la partie transcendante de € est identique & celle qui
figure dans I'expression de la zone ellipsoidale,

Dans cctte formule, #, cst toujours la plus petite racine positive de
I'équation py —1=0, qui correspond 4 ¢ = o.

En observant que = \/ % (Cuo + u,) est la demi-aire Z, de I'ellip-

soide, (1 1), il vient

Q= 1:\/% (pu— I),?('Pu’e”)i - \/g (Cu + ) + 3,

(J)u-—-e,)-(pu——eg)i

expression tout & fait analogue & celle de la calotte & base plane. On
peul dire aussi qu’a toute zone de Lebesgue est associée une calotte &
base planc telle que la différence des deux aires soit planifiable, le
plan de base de la calotte étant défini algébriquement en fonction des
lignes trigonométriques de I'angle correspondant & la zone.

Nous n'insisterons pas davantage sur les courbes de Lebesgue, que
nous allons retrouver comme cas particulier de courbes plus géné-
rales.

Aire d’un paralléle.

57. Appelons sur I'ellipsoide, paralléle, d’fnxe D et d’angle 9, le
lieu des points de la.surface ott la normale fait un angle ¢ avec une
Journ. de Math. (§* série), tome VI. — Fasc. III, 8go. 33 -
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droite D issue du centre (') : un paralléle se compose de deux boucles
fermées, symétriques par rapport au centre; I'aire comprise sur ellip-
soide entre ces deux boucles sera 'aire du paralléle.

Les paralléles dont I'axe est un des axes de ellipsoide sont précisé-
ment les courbes de Lebesgue.

C’est pour évaluer l'aire d’un paralléle que nous allons faire appel
aux formules de la premiére Partie de ce Mémoire.

Soient

(1) A’ +By?*+Cz2—1=0

Iéquation de 'ellipsoide; I, m, n les paramétres dirccteurs de I'axe
d’un paralléle; ¢ I'angle correspondant : la seconde équation du paral-
lele sera

1
4~ et 4 n?

cos’o(A2x? + B*y? + C*3%) = (Ale +Bmy + Cnz).
Nous I’écrirons
(2) Azt By G232 — w*(ax + By +v3)* =0,

en posant, pour simplifier I'écriture,

(3) Al=a, Bm=f, Cn=y, &= '

coste (B4 m* + nt)

Supposons I, m, n, c'est-a~dire «, B, y fixes, ct cosg, ou u, variable;
les parall¢les envisagés auront le méme axe, et soient deux de ces pa-
ralléles, correspondant aux valeurs « ct u + du.

En coupant ces courbes par deux plans infiniment voisins,

(4) P+(0+dv)Q=0, P-+-VQ=0,

passant par une droite fixe, P = 0, Q = 0, menée par le centre de
Pellipsoide, on détermine sur cette surface, entre les plans et les pa-
ralléles, quatre aires infiniment petites dont la somme s'évalue aisé-
ment. ‘

(1) Cette définition est due a Lebesgue, loc. cit.
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N
Cr
(o)

L’élément d'aire sur I'ellipsoide a pour expression

T2l B+ Qg2
do = do dy (T THC

ou, en prenant et ¢ pour variables (n° 30),

— 2 2472 oz du(az + By +15)*Q
do = dudy JA*2*+ B*y*+ C23 A ,

A étant le jacobien des premiers membres des équations (1), (2), (4).
En chaque point des quatre aires infiniment petites considérées, on
peut remplacer yA2x? + B?y? + C23? par u(ax + By + y3); d’aprés
Péquation (2), il vient alors

do = du do 1¢ 22 +g‘7 +713)'Q,

Pour avoir la somme des quatre aires, on devra sommer I'expres-
: 2 Q 3 p 1 K
sion 4u’® 3 (ax + By + yz)° pour les quatre points communs aux sur-

faces (1), (2), (4); si de plus on suppose que la droite P =0, Q=0
rencontre I'ellipsoide  I'intérieur des boucles fermées qui correspon-
dent aux paralleles «, et u ('), on obtiendra ’aire comprise entre ces
deux paralléles en intégrant lasomme précédente entre les limites — o
et +copour¢; u, et upour z. On a donc, en désignant I'aire com-
prise entre les deux paralléles par g,

(3) c_%_fl‘[;uzdu °°dvz Q(w'*"g-”“"“)s.

La somme qui figure au second membre s’évalue a 'aide de la for-
mule (8) du n® 20; on a ici k= 3, etil vient

(6) 2Q(c>za:+@y-i~.(z)a:i @ Q(1,1,8,8) 2+ fn + L
4 2 4 05 (P +0Q) Lfath — Fhea]

(*) Cette condition, qu'on peut toujours supposer réalisée, est nécessaire pour
que tous les éléments do entrent positivement dans 'expression de ¢ : on le voit
en appliquant la régle du n° 30, rectifiée par la note (2) de la premiére page de
la deuxiéme Partie de ce Mémoire.
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Pour appliquer cette formule, on a supposé
=P +¢Q,
f=Az*+By*+Cz* — 1,
o= Az + B2+ C2a*— w?(ax + By + y3)%

\ . 5 ¢, .
on se rappelle quen, £, 0 désignent £, 2, =, / étant la variable d’homo-
xr X X

généité; la somme du second membre s'étend maintenant aux points
communs aux surfaces f(1r,, ¢, 0) =0, (1,1, {,0)=0,0=0; cl
'on y doit faire finalement § nul.

Les coordonnées de ces quatre points sont indépendantes de ¢, ot
par suite, dans I'équation

L E Qe
(7) "“qu. wduB [ e

I’intégration par rapport a ¢ pourra s’cflectuer de suite. On peul écvire,
si 'on veut, puisque « cst indépendant de 6,

\ _ a Mo, TP Qa4 y0)?
®) == “’EW[, Cduf o e g

et I'intégrale indéfinic par rapport & ¢ est de la forme

+» \
E:m, _ &
e P+0Q

Soient P, ¢t Q, les valeurs des fonctions > ct Q en 'un dex quatre

Fig. o,

o x
points auxquels s’élend la somme; supposons que, dans le plan

o . P .
des quantités ¢, le point dont affixe est — I(T‘ soit au-dessus de I'axe
g
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. ] . 3 | .
des 2; en intégrant la fonction PTvQ le long du contour ci-contre,

on aura

f+’° dv + - dv .
P+vQ " J, P+v Q=T

. P ) . ] |
r étant le résidu, ~ o relatif au pole — %—l Quant a l'intégrale f , on
1 C
voit aisément, en supposant que le rayon du cercle C augmente indéfi-

niment, qu’elle est égale & ~-; on a donc

o
[ =+
e PH0Q T T Q

Si le point d’affixe — —Q— avait été au-dessous de Oz, on aurait
t

lrouve

Il vient donc

)

T Q(= + B+ ¥E)? 4 g (& B+ ¥0)?
j (P+0Q)(f~£t?i—f<'%)dv we Saor—/fi g

. . v . o . P
le signe & choisir étant celui du coefficient de ¢ dans — Qi; ety par
1
suite,

d? (o + B ++L)?
<9> °= d°?~[,, w duZ"‘"tL fn'?t“‘.fc‘?n

la somme élant loujours étendue aux quatre points communs aux sur-
faces f= o0, ¢ = o, B = o. Il est & remarquer qu’on aura dans le second
membre deux signes + et deux signes —, car, les quatre points étant
imaginaires conjugués deux & dcux, les parties imaginaires des quatre

P
valeurs de — — sont deux & deux égales et de signes contraires.

Q

58. Pour calculer I'intégrale par rapport & u, faisons un change-
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ment de variable en posant )

U= u(a-+fn+70).
7 et { sont des fonctions des variables et 8 définies par les relations

f(Y],C) =A + By +C{? —02=o,

GO 1 gy Ty = Ar o+ Boa o GO0 — (a4 10 =,

0 est d’ailleurs une variable indépendante de z, qu'on doit faire fina-
lement égale & zéro, aprés avoir effectué I'opération %;
On tire de 14, en supposant § constant,

fodn + frdl =o,
O A + 9y df = 2udu(u + By + )3,
B*ndn+C*{d{= UdU;

d’ou, en éliminant dy et dt,

edu(z+Pr+y0)? Udu
Sast—Jfeen  ~ 4aIBC(C—B)

Il vient ainsi

xl d? UdU
(11) o=X*7 & | sec— e

7 et { étant des fonctions de U et § définies par les relations

A + By +CC =02,

(12) A+ Biy24 C22 = U2,

et la somme s'étendant aux quatre valeurs de v, { définies par ces
équations, dans 'hypothése de 6 = o. Il ne faut pas oublier que U
n’est pas indépendant de 6; on a

(12 bis) U = u(a+ fn+y0),

u étant indépendant de 8.
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Soient U, et U les valeurs de U correspondant & &, et «; on a
Ue dU
da 'Udu R d - d&
i Jy, Tt qudUd0’<<>+33 N

Or ona, en différentiant par rapport & 6 les relations (12) et (12 bis),
By &+ Cr % <g=o,

BQ”do N szdc —y dU

URTTE =S
On en conclut

d‘q dﬁ dU .
=@dT @ =
et, par suite,
dU

d U@ wau

&g T dE

d* . ey . . \
—d—eﬁl sc calcule aisément; en différentiant deux fois par rapport & 6

les relations (12) et (12 bis), on trouve

By CC I
. d*U
(13) Bim G U .
d2U
Bu yu a0

Il vient ainsi
12 Uz 2U 0
be(C-Bye=R=T| [UaU G (3)+ 5 G,

Or ona, en tirant n? et (* des relations (12),

yB(C—B) 4 =iyU'= CF + A(C — A),

4
0 VC(C=B){ = yT=BE+A(B—A).
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Posons, pour abréger,
=U*+A(B-A),
e=U*+A(C—-A),

| &
on trouve, en effectuant 'opération — et faisant § = o dans le résultat

d?
final, . »
[2 1 I

Effectuons un nouvcau changement de variable en posant
(14 bis) Ut — A= A},

on a

U’dU(1l‘C+VB) /\/A' S A[MB +C)+9BC] "
/ wie? z@(x+B)2(1+C)

AWA X o / X ) _
\/A\/()+B(k+b) 2VA J VAW (B+ ) (C+x)

Il vient donc finalement

0"'2 [ AWA L A _
2 \/ABC VB+2 \/C-l—)\ VA+NB+2NC+)
mi U?
+ 2= (%)

La somme s’étend aux quatre systémes de valeurs #, ¢, U, X, défi-
nis, cn fonction de u, par les relations (12), (12 bis) et (14 bis), ot ¥
est nul.

(15)

59. Employons maintenant les fonctions elliptiques. Soient

I 1 1

- 3b%c? 3atc? 3a2d?
y ey=1-— y ey =1 2%

P f ' P ’
p=a*b*+alc* + b*c*.
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On peut poser, en introduisant la variable définitive, o,

4 (ex—ez)(el—ea),

h=—+ 3atbic? pv—e

a2

d’ot, en calculant U par la relation U2 — A*=AX et 1, % ¢ par les
équations (14),

e
‘\/A+7\_—:——5~3\/e,—e‘_,\/c,—03:—1%,
é
\/m= b 02 ':,—?{"
; -
(16) \/C+7\=*—b~3‘/ — gy
\/E
;—_-—b_gle, eq\/e—c:,_;%,
1=\ ie
aypr—aV 3V T aw

Y G0
- = a\/b2 \/‘/e‘ S

Posons également, pour la symétric des notations ultérieures, /, m,
n, désignant loujours les paramétres de 'axe du paralléle,

.t /E ) ' L
a\/z?—t—ms-i—n?—'l’\ '3_(8'—02) (‘1’“63) )

— m . é RS 7 L
(16 bis) Wermrn Ly \/3 (02 e.) (e:! e::) )
n

/s 1 1
B A IR OUCEIE

Les valcurs de v et { en fonction de ¢ sont dépourvues d’ambiguité;

. P . e .
quant aux fonctions 30%)— et po clles sont fonctions algébriques de v, ¢,

Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. III, 18go. 34



266 G. HUMBERT.

u et par suite d’apreés (12) et (12 bis) des paramétres du parallele.
Observons maintenant qu'aux quatre couples de valeurs v, § qui figu-
rent dans 'expression (15) de o, et qui vérifient '¢quation

U= u(a. -+ ﬁ‘q =+ ‘}"C.)7

- correspondent, en vertu de (16), quatre valeurs de ¢, vérifiant I'équa-
tion

o1 _ ea
\/; aben °°= ] %40,

1
(ey—e3)* (e, —es)
80

&

1

Yc
+ (

A:. o+ e
(ea—€,)* (es— ey)* (e3—e1)* (ez—ey)?

@, 0)

qui, en remplacant «, B, ¥, & par leurs valeurs (3) en [, m, n, cosz,
ct tenant compte de (16 bis), devient

Cosw
(17) ;bc' So=1{,60 4+ [0+ [,5,¢.

Obscrvons que [, ct [y sont réels ct que /, est purement imaginaire,
d’apres (16 bis).
Portant les valeurs de A, U, v, {dans (13), il vient

! -~ " — —_— R (e iR t)
' — + 7 Ple — (e)—ey) (e —e3)]| 39 3¢
¢ Z 3\/3[ It pr—e, Ty T30

) 4+ T /R — (e, —e) (e, —e)]
(18) +2_2\/; [(,. 1+ oo do

= . 1 .
—I—Z‘i‘ = bele,—e)? (e, —ey)? L ((I‘U>.

2 a0

:

60. Nous ne calculerons pas en ce moment %02’ qui, d’apres (13),
est algébrique par rapport & 7, § et «, c'est-d-dirc par rapport aux
paramétres du paralléle; la derniére partic de ¢ est par suite unc
fonction algébrique de ces paramétres, quels que soient les signes A
choisir; il en est de méme de la premiére partic, ct par conséquent
I'aire o s’exprime, & une fonction algébrique prés par rapport aux élé-
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ments des deux paralleles qui la limitent, par I'expression

"=V 4T E — (e;—ey)(e; —e) .
% 2_9\/3f[e' 1+ pr—e clv,

(ey— &) (ey— e,,),
py—e,

5= 3 I\ /5 [ Lo+ w) —o].

La somme s’étend aux quatre racines, distinctes & des multiples
prés de 4o, 4o, de I'équation (17).
On peut écrire

O N Y P _LJ)L_)
(19) Ga_z—z 3 Co—To spe—g "

ou, en intégrant,

orona

(])(o-{-w):e'—l-—

d’otl

¢tant posé
() ezt

Lec premier terme de o), cst encore algébrique, et la transcendante
qui figure dans o se réduit simplement & ¢”.
Pour calculer I'aire d’un paralléle (n® 57) correspondant 4 une va-

leur ¢ de I'angle, il faut fairc varier ¢ de 9 & + = et, par suite, u de u

i + o; l'aire de lellipsoide s'obtiendra en faisant varier ¢ de-o & .

Nous avons ainsi ramené ¢ & une fonction algébrique et a la somme
de quatre expressions de la forme (o + ¢; nous pouvons aller plus loin
et donner, avant de développer I'expression trouvée, une interpréta~
tion géométrique de ces formules. '
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.

Interprétation géométrique de la formule de P'aire
d’un paralléle.

60. Soit IT un paralléle d’axe D({, m, 1) et d’angle g, sur Pellip-
soide (E); considérons la développable circonscerite a (E) le long du
paralltle. Les plans tangents de cette développable sont paralleles aux
plans tangents du cone de révolution dont I'axe est la droite DD, et le

. T . '
demi-angle au sommet 'angle - — ¢35 on peut done dire que la deé-
veloppable est circonscrite & E et & la sphére de rayon infini inscrite an
cone; cetic sphére a pour centre le point &, km, kn ct pour rayon
kr, k étant un paramcetre teés grand et 7 ¢tant défini par la relation

r?=(I*+ m*+ n*)cos*y.

Or on sait que la développable circonscrite & une (uadrique (1£) et i
une sphere a ses quatre coniques doubles sur quatre quadricues homo-
focales & (E) (Chasles); nous avons montré, dans un aatre travail ('),
que (E) étant la surface

z° % 52
E-—FF +;,E—-]:0,

et la sphére ayant pour équation
(£ =) +(y —yo)+(s=3)—R=0,

on oblicndra les quatre quadriques homofocales par I'équation

x? ),i 52
3 3 ; —1=0
a0 T T @5 ’
ou § est une des quatre racines de 'équation

9 9 9 2

Zz, Vo EH R*
~+ —_— =

prEa Sy e 0

(') Bulletin de la Société mathématique de France. t. XU, p. gq.
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Dans le cas actuel, en remplacant z,, v, 5o, R par ki, km, kn, kr
ot faisant k infini, on voit que I'équation en 0 se réduit au troisiéme
degré; ce fait pouvait se prévoir, car une des lignes doubles de la dé-
veloppable est & 'infini, les trois autres sont sur les quadriques

1-2 7»8 :2
a0 TRy T Ern T O
ot 0 est une des Lrois racines de I'équation
(" I) £ " m? + n*  P4mi4n? cos?
- Coat40 0 D40 T 20 T 0 7

Une et une seule de ces racines est positive, comme on le voit en sub-
stituant — a@*, — 0®, — ¢® ¢t o; les deux autres sont réelles ct néga-
tives, comprises respectivement entre — @* ¢t — 0%, — b*et — c*; en
d’autres lermes, les trois coniques doubles sont situées respectivement
sur un hyperboloide & deux nappes, sur un hyperboloide 4 une nappe,
etsur un ellipsoide ¥, ce dernier étant homofocal et extérieur & I'ellip-
soide (). Les plans des trois courbes passent d’ailleurs par le centre
dc E, ct sont respectivement conjugués, par rapport & la quadrique
homofocale correspondante, de la direction /, m, n (Chasles).

61. Inversement, sisur un ellipsoide E,

’
3

a? L 52
a+0 040 240

—1=o0, 0>o0,

homofocal et extérieur & I, on prend une conique centrale quelconque,
les plans tangents & cctte conique ct & E touchent I£ suivant un paral-
lele, d’axe [, m, n et d’angle ¢; [, m, n est la direction conjuguéc du
plan de la conique dans Pellipsoide E,, et ¢ est li¢ aux paramctres /,
m, n par la velation (21).

62. Or on a cette propriété importante que, pour tous les paralléles
ainsi déterminés, Uellipsoide E, restant fixe, les racines de. Uéqua-
tion (17) en ¢ ont deux & deux une somme constanle, el inverse-
ment.
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Soil, en effet, une équation de la forme
(22) ly.av+1l,.dv+1,.30+ (. .dv=0,

ol les / sont des constantes; cherchons la condition pour que deux des
zéros, ¢, et ¢,, aicnt une somme donnée %. On aura alors, ¢, ct ¢, ¢tant
les deux autres zéros,

O+ v, =h, Oy 40, = — I,

& des multiples preés des périodes 4w, 4o’
Sil'on considere la courbe définic par les équations

&, Ty 23
—_— = —— = =)
dl(, ’520 dg"

s

c’est une courbhe gauche du quatri¢me ordre, de genve un, ct il cst
“connu que la relation ¢, + ¢, = A exprime que la corde dont les extré-
mités ont pour arguments ¢, et ¢, décrit une quadrique fixe passant par
la courbe. En d’autres termes, le plan lyx + [,z + Lz, + Lz, = o
est tangent & une telle quadrique fixe, et réciproquement.

Or des relations

Q
Res

§

po—ea=

|

Q

on tire

-

G0+ ¢,5%0 =0+ e,0%0 = v + e,
et 'équation de toute quadrique passant par la courbe sera

i (2] + €,8°) 4 o (@) + €,2°) + P (2] + 627) =0,
avec

(23) Uy oy + Prg==0.
Le plan l,zz + ... = o sera tangent & cette quadrique si l'on a

N B

+ =+ =0
B P B3 e CaflatCapy

(24)
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La condition pour que dcux racines de (17) aient une somme con-
stante est donc, en tenant compte de (23), ct en introduisant /, m, ,
a la place de Z,, 4,, {,,

1 [2 4! m?
m (@) (@ =) | (= @) (B — )
1 n* cos?e (24 m? 4 n?)

—

b (=) (= %) D pyt @A C pat AP DPpy
(hiy tha, Wy Ctant trois quantités de somme nulle, et le rapport de deux
d’entre elles étant d’ailleurs fonction de la valeur de la somme con-
stante.

Pour démontrer la proposition énoncée, il suffit de prouver qu'on
peut toujours trouver une quantité 6, telle que cette relation soit iden-
lique & I'équation (21) qui lic I, m, n, 9 dans le cas o I'ellipsoide E,
est fixe.

On montre aisément qu'il ¢n est ainsi, la quantité § ¢tant définie par
I'équation

!‘Ll ﬂ 4 &3

= . “ @ T
(2:)) 0=a?l*c? — o -
@y A+ O+ Py

65. Il résulte de Ia que, si les racines de I'équation (17) en ¢ ont
deux & deux unc somme conslante, la développable circonscrite a E Je
long du parallele correspondant a unc de ses lignes doubles sur une
quadrique fixe, homofocale & E; pour que cetic quadrique soit un
cllipsoide LI,, extéricur & E, il faut encore que la quantité § soit posi-
Live.

Or il cst ais¢ d'exprimer § en fonction de la somme £, de deux ra-
cines ¢, et v,.

D’aprés ce qui préctde, I'équation

ly.ov+ 1,50+ 1,00+ {,.050=0

a deux racincs de somme constante, 7, si les / sont liés par la relation

(24) M b

2
3 - =0,
By 42 P Crig-t Calhyt+ Cyy
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hyy [hey Wy €taNt trois quantités de somme nulle, dont les rapports sont
fonctions de 4 : pour les calculer il suffit de considérer un cas parti-
culier, ct.de supposer, par exemple, que I'équation en ¢ a pour racines
oet h. ’

On a ainsi
L+ b+ b= o,

ly.dh+1,.¢,h+1l.ch+1,0,h=o0,
d’ot I'on tire Z, et /, en fonction de /, et {,; portant ces valeurs dans

(24) et écrivant que l'équation obtenue cst satisfaite, quels que soient
l, et [,, on trouve

L =(ch—,h) (2 h — 3, h),
L :(6"211, -, lL)(ng& - GJ:s/l>7
L :(0";,/1, - O’zlb)(d;;h - dll")v

et la valeur (25) de 0 devient

! P — e(ea—e) s h+e(e;—e)hh+e(e—e)h|
(ey—ey)a 1 h+(ey— e T+ (e, — ¢,) T3l

On démontre aisément que, A étant réel, la quantité entre crochels
dans le sccond membre est égale &

(=0}

3a*b?e? h
=P-—1.

0o L)

et, par suite, on a

(26)
) . . e . . /l e ' . \
Pour que 9 soit positif, il faut et il suffit que p - soil supéricur i 13
) . . . .o h

soit %, la plus petite racine positive de pu — 1= o, la quantit¢ > devra

dtre comprise entre o et ug, & des multiples prés des périodes, ct /

enire o et 2u, : on peut toujours, en effet, supposer /. > o, puisque, si
deux racines de I'équation en ¢ ont une somme /£, les deux autres ont

la somme — A.
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64. Cela posé, reprenons l'expression (20) de ¢”:

=N * g\/g(—- Co—0),

la somme s’é¢tendant & quatre racines distinctes, aux périodes 4w, 4o’
pres, de 'équation (17) en o,

(17) ?qu‘o:l,d,v—}—l._,c‘,v-&—lsc‘nv.
Il s’agit maintenant de savoir quel signe on doit fairc correspondre
4 chacune des quatre racines de cette équation dans I'cxpression de ¢”.
Supposons satisfaite la condition qui exprime que deux de ces ra-
cines ont & pour somme, ct'désignons ces racines: par ¢,, b — 0,, 0,,
— h — ¢y, & étant une quantité positive comprise entre o et 2.

%
g
la premiére ct la troisidme ne changent pas, la seconde change de
signe : on cn conclut aisément, en se rappelant que le coefficient /,
esl purement imaginaire, que, sil'équation (17), en ¢, admet la racine
p + qi, clle admet la racine 20 + 20’ — p + ¢, et, par suite, h étant
unc quantité réelle, les quatre racines de cette équation seront de la
forme

< . d %y
Si, dans les fonctions 2o, 2o, l'd—’v, I'on remplace ¢ par 20+ 20'— ¢,
]

p+aqi, h—p-—yqi
20 420 —p4+qi, —h—20—20"+p—qi

On vérific sans difficulté que la premiére et la troisiéme racines, sub-
stituées dans les valeurs (16) de 0 et { donnent des résultats imagi-
naires conjugués; de méme la deuxi¢me et la quatriéme; par suite,
d’aprés unc remarque faite 4 la fin du n° 57, les signes qui, dans I'ex-
pression de ¢”, correspondent & chacune de ces racines seront (¢, ¢
désignant -+ 1), respectivement,

1 - I
E, E, '—':,, S .

Cherchons d’abord les signes relatifs de ¢ et ¢’; il n’y a 4 faire que
9~
Jowrn. de Math. (4 série), tome VI. — Fase. III, 18go. 35
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deux hypothésesc =¢' et e = — ¢'. Sie=¢, il vient
a”:sg\/g[(y,—{-{(/&—— b= Loy — L(— h—va)+ 24],

c'est-i-dire,

=) [ (Ch+ 1)+ ],

R étant algébrique en po, et po,.
Sie=—2¢,ona

¢’= eg\/é[ﬁv, —C(h—0)~ Lo+ (=l =)+ 2(0,— ¢, — /z,j],

ou

g"= en\/g-['é(o, —0g—h)+v, —v,— h]+ K.

Or, pour avoir I'aire de I'ellipsoide, il faut, {, m, n élant donnés,

L 1, .
=y =y e 3 Sti—-
5T P on peut substi
tuer les variables v,, 0,, b, puisque I'équation (17) éerite deux fois

. . T . { m
faire varier ¢ de o & —; aux variables = =5 o ou
2 n n s

. . L m

. o1 10 y PP i Lom

en y remplagant ¢ par ¢, et ¢z, et 'équation (21) déterminent -, —,

cos¢ en fonction de ¢,, 0,, 0 et que (26) définit 6 en fonction de /2. Or, ¢

. . T ' . . \

variant de o & ';, I'équation (21) montre que 0 varic de ® 4 o, et, par

suite, d'aprés (26), A& varie de 2y, 4 o3 il résulte de la que lairve de

1'ellipsoide sera, dans ’hypothése de ¢ = ¢/, exprimée, & une fonction
algébrique pros, par la fonction transcendante

23‘:‘»\/%((,{!0 + Uy),

qui est indépendante des valeurs de /, m, n, et dans 'hypothése de
¢=—¢, par une fonction transcendanie qui dépend de ¢, — ¢,
c’est-a-dire, comme on le reconnait aisément, qui dépend effectivement

I''m : . -
des valeurs de —, — résultat absurde, puisque I'on doit aboutir & la
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méme expression pour l'aire de P'ellipsoide, quel que soit 'axe des pa-
alléles considérés (*).

Obscrvons de plus que dans l'expression trouvée, pour le cas de
¢ = ¢ =1, on reconnait celle qui a été obtenue par une autre voie pour
l'aire de la surface (n° 50).

On a donc nécessairement ¢ = ¢/ =71, el

o’”:.-g\/%(z'ﬁh—l—ﬂz)—i-ﬁ, \

ce qu’on peut écrire, 4 une fonction algébrique prés,

¢’= om \/% Cw +w),

w, c'est-i-dire 24, étant défini par la relation (26)

Ja%bd2c?
(27) e

et O étant la racine positive de I'équation

o & m? n*  costo( 2+ mi+ n?)
(21) a0 Trre T are T 0 )

63. On a donc cette proposition :
L'aire d’un paralléle d’axe (I, m, n) et d’angle v, est égale, a
une fonction algebrique prés, a ' expression

27:\/% (Cw + w),

otvw estla plus petite quantité positive définie par les relations (27)
et (21).

(') Clest ici qu'intervient expressément la condition que la quadrique consi- -
dérée doit étre un ellipsoide; pour un hyperboloide, le groupement des signes
serait différent.
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Géométriquement, d’apreés ce qui précede, on peut dire, puisque w
dépend seulement de la racine positive 0 de (27), que :

St sur un ellipsoide, E,, homaofocal et extérieur ¢ un ellipsoide I,
on prend une conigue centrale quelcongue, et st l'on circonscrit a
celle conique et a B une développable, Uaire comprise sur E entre
les deux boucles de la courbe de contact demeure constante, aune
fonction algébrique prés, quand la conique centrale varie sur E,

Généralisation du théoréme de Graves et Chasles.

66. Pour compléter ces résultats, il nous reste & donner 1'expression
de cette fonction algébrique ct son interprétation géométrique.

Introduisons & cet effet I'aire des deux nappes de la développable
précédente, limitées & la conique centrale sur E,, et & la courbe de
contact sur E; nous allons faire voir que la fonction algébrique cher-
chéc est précisément égale & cette aive.

Nous démontrerons auparvavant une proposilion auxiliaire intéres-
sante par elle-méme.

Soient C, la conique choisie sur ;5 /, m, n la direction conjuguée
de son plan dans E,; la courbe de contact sur I est un parallele d’axe
l, m, n, d’apres ce qui a éte dit (n° 60); soil ¢ son angle.

Considérons une génératrice de la développable circonscrite & C, et
4 L, et suivons cette génératrice & pavtir de C,, en nous dirigeant vers
son point de contact avee 55 ce point dépassé, on rencontre une co-
m([uc double C, de la dwcloppablc que nous appellerons la dewzicme
conique double, C, ¢étant la premicre. Si nous limitons la dévelop-
pable aux coniques C, et C,, on a celle proposition que :

L’aire de la développable circonserite a ¥, limitée aux coniguev
C, et C,, est constante, quelle que soit sur Uellipsoide B, la conigue
centrale C,.

En effet, l'aire & évaluer est divis¢e en deux nappes par C,; proje-
. tons l'aire d’une des deux nappes sur un plan normal & la direction /,
m, n, avec laquelle les plans tangents a la développable font un méme
angle o3 si & est 'aive des deux nappes, Q, I'aire de la conique C,,
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on aura

Scosp = 2proj. Q,.

22

N ' &
Or on trouve aisément, en désignant par Sog T 1=0
Péquation de E,,
0] .0y = et o+ A (@) (5 0)(E )
Prog-24 \/P-i-m*—i-nﬁ a*+ 0 b*+-0 ¢4+ 0 . ?

ct, d’'apres (21),

coss — Vo B Lmo,
- COSY = [P+ m®+ nt a:+0 br+-0 40’
d'o

. (a2-+0) (62 +0)(c+ 1)
S_.M\/ g )

cc qui est bien indépendant de {, m, n.

67. Cela posé, considérons I'aire S 3, comprise, sur unc des nappes
de la développable, entre la courbe de contact avec E et la conique C,;
cetie portion de surface comprend 4 son intérieur, sur K, une calotte
dont la base cst une des boucles du paralléle (4, m, n, ¢); projetons
les deux aires +S, et les deux calottes qu’elles comprennent, sur un
plan normal 4 Paxe du paralléle; il vient évidemment

S cosg = proj. de I'aire des deux calottes.

Or, si nous découpons les deux calottes & projeter en zones infini-
ment petites par des paralleles de méme axe [, m, n, etd’angle variable,
on aura, en revenant aux notations du n° 37, pour I'élément de la pro-
jection

do' = do dy YA T B2+ 025 Alz+Bmy+ Uns
— ‘ 2
4 Cx Ve m2 ot YA+ B2yt G252

c'est-i-dire,
dzdy ax + By + 5
dO'/ = Y _WB'Y ( ’
Cs VE+mE+ n
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ou, en remplacant, comme au n® 58 les variables 2 el y par les va-
riables « et o,

o =~\3 \
do' = du do (22 By + 137 Q ! .
A VE+m?+ nt’

on a donc, d’aprés I'expression (3) de cosg,

S= ufféududvz Q(ax+§y+y.:)3’

les variables et la sommeZ ¢tant les mémes que dans V'équation (5).

En posant encore »
U= (a+ 8 +v0u,

on lrouve

S:uziyi: YU dU (2 + 84+ 12)

s, BC(C—B)«L ~’

-b;esL identique & 'expression (11) de o, ot 'on aurail divis¢ par « la
173
uantité sous le signe f .

On en conclut, toujours comme au n° 58,

BO(C-B)S=uFx T [[ U+ By + 70 dU i () + (‘__t<‘_jm_u>]

Si 'on pose encore U2 — A*= A'A, il vient, en suivant toujours pas
a pas les calculs faits plus haut,

X B+(‘)+9B(,] [ VCFAWA | VB ¥ i\/;{]
S=u Y =* o +Bi + v =
2 \/B(; 2A () -I-B) O —i—C) VB(C—B) l\/(.-(C——B)_

i U2 /42U
+ 3= T (%)

L’intégrale qui figure au second membre s’obtient de suile; il vient

H
©in

A Be ' ¥
[2A\/BC VB 1) (C+1) 2\/A(‘\/C B\/B-{-l \/XE\/C-—-B\/C—::)T]

Tl d’U)
2 ¢ \ de

H-

= 2
+2
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68. Soit maintenant o laire des deux calottes ellipsoidales com-
prises a l'intérieur des deux portions de développable considérées; elle _
est donnée par la formule (15), les limites étant convenablement chox-‘

sies, et d’ailleurs les mémes que pour S. On voit alors que dans
. d?
I'expression S — o, les termes en ( J0?> disparaissent, ct il reste, en

‘ U VAVA+1
remplacant z par PR ou par e ot Bn -+

1

LT VAVA+2(C—B)2
2"'_ +§L\/A\/(4+A+ VAYB +X
VB(G=B) ' VG(G_B)

/G —B Bi ot
X —_— e — — — =
[2A\/BC\/(B+7\ (C+r) 2yACYB+2 2\/AB\/C+X]

_2+ = [ WA A __f ) d) ]
~ 2/ABC \/B+>\)(C+k VAN (B+ 1) (C+ny.

Introduisons les fonctlons elliptiques par les formules (16), il vient

S—6c= 2—_1—7-—2— [ﬁbz(e, )?o—f—yc(c‘-—%)é% v|

_NV+"7 Ef _ (ey—es) (e, —¢y)
_3\/3 e, 1+ —, dp.

Les sommes s’étendent loujours aux quatre zéros distinets a des
multiples prés de 4o, 4w, de 'équation (17) en ¢.
L'intégrale qui figure au second membre est

E:‘:Z\/g [—(0+w)—v];

1 p’v
((v+0)=Cv+lo+ - P

et 'on a

Les termes en (w se détruisent deux 4 deux, & cause du choix des

. . ' t p'v .
~signes (64); faisant passer le terme ~ P’ sous la premiére somme
2 po ?

il vient par un calcul facile, en remplacant o, 8, y,  par leurs va-
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leurs (3) en fonction de /, m, n, cosp, et tenant compte de (16 bis)
et (17),

e E E + 115‘2(’639-%125‘3(’60((’—’;-[35’193’2(’ . E E + y
o= 2\/32—' (LG o+ Gy +G30)80 2 32""(4‘)_’-0)'

Soient ¢,, &k —0,; 9,, — & — v, les quatre racines de I'équation (17)
en ¢; posons

(V)— 319530 + 39Ty 0 + (%030
% T (WS LG+ F0)0e

il vient, d’aprés ce qui a été dit sur le choix des signes,

S—o= I/EI) = 1(h = o) = 100~ 1 (= o= vl
~ ;\/g [Co,+ Lk — 0,)— Loy — L(— k= ¢,)+ 24).

Pour avoir la valeur de S — g, c’est-i-dire 'excés des deux portions
de nappe considérées de la développable sur I'aire cllipsoidale qu’elles
comprennent, il faut faire varier ¢ de o & @, ct par suite, d’aprés (21)
et (26), 04 partirde=o, et A & partir de o.

69. Or de 'équation (17),

cos
Wj gv=1¢6 0+ L+ 3,0,

ot I'on fait successivement ¢ = ¢, ¢,, b — ¢,, on tire les valeurs pro-
portionnelles de coso, ,, [y, ;, ctenles portant dansla relation préceé-
dente, on voit sans difficulté que le second membre est indépendant
de ¢, et vy, parce qu'il nc peut devenir infini pour aucune valeur de
¢, et v,. Ce second membre est donc seulement une fonction de /4, ou
de 0 (26), et par suite S — o st constant quand la conique C, décrit
Pellipsoide E,.

En introduisant, au lieu de S, I'aire S, des deux nappes de la déve-
loppable comprises entre G, et la courbe de contact sur E, ct, au lieu
de I'aire des deux calottes ellipsoidales, I'aive du paralléle, on a, puisque
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8 + S, est constant, ainsi qu'on I'a démontré au n° 66, le théoréme
suivant, tout & fait analogue 4 celui de Graves et Chasles sur les arcs
de conique : '

Sur ur ellipsoide B, , extéricur et homofocal & un ellipsoide ¥, on
prend une conigue quelconqgue, dont le plan passe par le centre, el
Pon circonscrit a cetie conique et & E une développable : Uexces de
Pairede cette développable, limitée & la conique et @ Uellipsoide E,
sur Uaire cllipsoidale comprise sur E & son intéricur, est con-
stant.

70. Le théoréme de Lebesgue (n° 58) est un cas particulier de cette
proposition ; on 'obtient en supposant que la conique choisie est située
dans un des plans principaux de E,. Quant & la valeur de la constantce,
elle peut se déterminer en partant de ce qui précéde, ou, plus simple-
ment, en s’appuyant sur les formules données pour les zones de l.e-
besgue.

Si P'on suppose que la conique C, soit dans le plan 5 = o, l'aire du
paralléle correspondant sera, en gardant les notations du n° 53 ct dési-
gnant par X, 'aire de Uellipsoide, 2(Z, - Q); 'aire S, sera donnée par
la formule

(28) S, cosg = 2aire G, — 2w,

Q et  ayant les mémes significations qu’au n° 55.
On a trouvé

w _ e
(29) Q:a)—s—(;—*u -S(Cu+u)+20,
u étant défini par
. tang?
(30) c: = 3a2Pbeca (J)u’ - I)‘

D’ailleurs on a

aire G, = wy(a*+ ) (b*+ 0),

et, par 'équation (21),
20
(31) e
Journ. de Math. (§° série), tome VI, - Fasc. 111, 18go. 36
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Il vient alors, pour la valeur de la constante cherchée, qui est égale
as, —2(Z,—Q),

- \/(aﬂ+0)(b\2/;0)(c9+0) NI 2[7[\/%(5“ ) — _2_]

o8 |

c'est-a-dire

, m\/(au, e)(b‘z:_e) @+ ,m\/g (Cu+ a).

Ainsi, 'on peut dire que Pexcés de Uaire de la développable sur
celle du paralleéle a pour valeur

21:\/%[\/3(“2+°)(1’;:0)(02+0)~'C.<v——w],

w élant la plus petite valeur positive définie en fonction de () par lo
relation, déduite de (30) et (31),

3atb2c?
% = pw —1.

Ezxpression compléte de Uaire du paralléle.

. d*U

71. Ln partant de la formule (18) et en calculant — par la vela-
tion (13), on arrive, pourl'aire du parallele d’axe /, m, n et dangle o,
i Pexpression suivante.

Soient 0 la racine positive de I'équation
& m?

- nt  costo(lf+4 md+4 n?)
a+0 " 040 7 240 T 0

et w le plus petit argument positif défini par la relation

3atb*c?
o =W I
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Posons, [, l,, I, étant toujours définis en fonction de [, m, n
par (16 bis),
7.(‘)) _ LS [si e+ (142e) 0]+ LSy o [0F v 4 (142 6,) G20+ L TR0 [0F v 4 (1 + 2€5) 720]
" - (l‘dg" d3"+ lg G’i(’dsf’ - lgdl()dg(’)dﬁ’

[’équation
(‘9) %dp=l|dav+lgdgo+l3d3v

a, dans un parallélogramme 4w, 4o, quatre zéros, dont deux ont
pour somme 2, et les deux autres — 2, & des multiples prés de
4w, fu’; soient ¢,, 200 — ¢, ¢, — 2w — ¢, ces zéros. On aura, pour
I'aire comprise entre deux paralléles,

o= ‘;T\/g[tv,+§(2cv~v,)~‘C_vz—JC_(—- 200 — 0) + 40 |
_E\/g[&’(v,)—k—g?(zw — ()‘)—- :f(()-)>._-j<_ QP ~— ‘)2>]’

le second membre étant pris entre les limites qui correspondent aux
deux parall¢les.

On voit bien que la partie transcendante est zw\/ % (Lo + w).
Pour se rendre compte de la nature de la partie algébrique, on peut
substituer & 'équation (17) une équation du quatriéme ordre cu p v, en
o e . - .
remplacant — par Vpe — cq; et sil'on désigne ses racines par P, P,

P,, P,, la partie algébrique de o est de la forme

¢(P1)+9(Pa) — ¢(Pa) = g(P),

o étant une fonction rationnelle.

Pour avoir I'aire d’un paralléle, il faut prendre le second membre &
partir des valeurs qui correspondent & cosg = o, c’est-a-dire, comme
on I'a dit déja, & w = o. Ence cas, { et § étant des fonctions impaires,
le second membre s’annule pour la limite inférieure, et il suffit de sub-
stituer les valeurs qui correspondent au paralléle considéré.
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Autres aires ellipsoidales réductibles aux fonctions algébrigues,
elliptiques ou logarithmiques.

72. Soit toujours E un cllipsoide; menons les plans tangents com-
muns & E et & une sphére extérieurc & cette surface. La courbe de
contact sur E se compose de deux boucles fermées, ct c'est l'aire
comprise entre ces deux boucles que nous allons maintenant évaluer.

Désignons par I, m, n les coordonnées du centre de la sphére, par
R son rayon: la courbe de contact a pour équations

’ 2 2 =2
(32) =5+ L +5—1=o,

52 1 fle  my ns 2
==r{a<ﬁ+7;e—+?*‘>'

Supposons que la sphére se déplace de telle fagon que son centre
reste sur une droite issuc du centre de I, et que son rayon varie pro-
portionnellement & la distance des deux centres; on aura ainsi, # étant
un paramétre, «, 8, v, , des quantités fixes,

8
©

'~
S
2

3]

!

o

l % m 3

n__y y 7
T T é - u R = w
ct la deuxi¢me équation devient

. 2 2 :?-
(B8) s=m+Eta

' (o + A - 1 _
— s(ex+ By +ys—u)=o.

L’aire comprise entre les courbes de contact correspondant a deux
de ces sphéres, de paramétres u, et u, a pour expression, d’aprés les
raisonnements faits au n® 87, P =0, Q = o désignant les équations
de deux plans convenablement choisis,

» It —+ »
) v / ~3— 2
o= [y Qesrbraas =y

A élant le jacobien des premiers membres des équations (32), (34),
et P+ 0Q = o, et la somme s’é¢tendant aux points communs aux trois
surfaces représentées par ces équations.
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En appliquant la formule (8) du n® 20, cette somme devient égale
a cette autre, ‘

4 Q1,7 50) (2 fn + 8 — ub)?
dés (P +0Q)(faet— fitn)

étenduc aux points communs a f=o0, ¢ =0, § =o, ct ol l'on fait
finalement 6 nul. Soient v, {les coordonnées d’un de ces points. On
a, par (32) et (33),

1 .Iiﬁ 52
St pta—naet+rh+y)=o0;
1 dy ¢ dt
Pl TEsT "
n dy CdC_ ., a5
Pt ed T ,,(a+?wz+*(C)< BVE “)’
1] en résul 1 et ¢ sont indépendants de ; que 2 et %= sont de
cn resulte queqet sonl mdependants de «; que—— etd—esontu

la forme %+ wu, & et W étant indépendants dc u, et, par suike,
s sera de la forme

M1+ G :)ltl U+ 6, +0 (N, u + I0,)
b‘fyuwfz[P+vQ (P+oQ) }

les quantités o, 9%, ... étant indépendantes de z et de ¢; ce qu’on
peut écrire, en effectuant la somme,

s::u/:/liuaa>[50(o)4-ztj.(o)y

%, ct &, sont ici rationnels en ¢, l'intégrale double est par suite une
fonction enti¢re et du second ordre en u, et une fonction rationnelle
et logarithmique de ¢. Si I'on fait varier ¢ entre — o et -+, on ob-
tient I'aire annulaire cherchée, qui est dés lors une fonction entiére et
du second ordre de u. Or, pour = o, la courbe de contact se réduit
a un paralléle d’axe /, m, n, et dont l’anOIe ¢ est défini par la relation

R = VI + m*+ r? cosy,
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ainsi que le montre I'équation (34). On sait évaluer I'aire d'un paral-
1tle; la formule précédente permet d'évaluer I'aire comprise entre le
paralléle et la courbe de contact qui correspond & I'une des sphéres
considérées; il en résulte qu’on saura, par différence, évaluer I'airc
comprise entre les deux boucles de cette derniére courbe. D'aprés cc
qui précede, cette aire ne différera de celle du paralléle corres-
pondant que par une fonction algébrique.

75. On peut résumer ces résultats de la maniére suivante :

Soient deux sphéres, G, et C, inscrites & un méme cdne de révo-
lution, concentrigue & un ellipsoide E; menons les plans tangents
a E et a chacune des deux sphéres, appelons T et T les courbes de
contact sur Uellipsoide, et faisons varier la sphére C, en la laissant
toujours inscrite dans le cone. '

Laire comprise sur Uellipsoide entre les boucles des deur
courbes 'y et T est une fonction entiére et du second ordre de 'in-
verse du rayon R de la sphére variable.

La somme algcébriqgue des qualre aires comprises cnire les
courbes T, T et deux plans quelconques est aussi une fonction du

I . .
second ordre de g; c’est de plus une fonction rationnelle et loga-

rithmique des coefficicnts des deux plans.

74. Quant & Vaire s comprise entre les deux boucles de la courbe
I, elle est égale, & une fonction algébrique preés, i la partie transcen-
dante de l'aire du paralltle correspondant (n° 72). Soient /, m, n les
coordonnées du centre, R le rayon de la sphére; Paire s aure pour
cxpression

8§ = 27:\/% (Lw +w)+a,

& étant algébrique, et w étant le plus petit argument positif défini par .
la relation

‘ 3a2d3c?
05

=pw—1,
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ou § désigne la racine positive de I'équation

(21) Lo oo R
a*+9 b*+0 240 0
Nous avons donc sur l'ellipsoide une nouvelle série d’aires réduc-
tibles aux intégrales clliptiques; celles qui ont été considérées jusqu’ici
en sont des cas particuliers, et, d'une maniéro générale, nous pouvons
dire que : '

L aire ellipsoidale limitée par une courbe & deux boucles, le lonyg
de laquelle les plans menés tangentiellement a Uellipsoide touchent
une sphére extérieure a la surface, est exprimable par les fonc-
tions elliptiques et algébrigues.

Elle est équivalente, a une fonction algébrique prés, acelle d’une
sone ellipsoidale a bases paralléles, les paramétres de la zone étant
définis algébriguement en fonction de ceux de la sphére (n° 54).

)

75. On peut donner & cette proposition une autre forme. Nous
avons montré¢, dans un travail déja rappelé, que la développable circon-
scrite & I'cllipsoide et 4 la sphére C a ses quatre coniques doubles sur
uatre quadriques homofocales 4 E,

x2 1,2 -2

tTrRrEtEaTE T

a*+k =9,

les quatre valeurs de & étant les racines de I'équation

/2 " m? n* | = R?
promay Sl ey S ey Tk’

de plus, le plan de chaque conique est le plan polaire du centre de la
sphére par rapport & la quadrique correspondante (*). Il en résulte
aisément les conséquences suivantes :

Soit E, un ellipsoide extérieur et homofocal a Uellipsoide: I,

o

(E,) LA (R
! at+ k bk ' e+ k

2

—~1=0;

(1) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XIII, p. g9 et suiv.
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considérons sur B, la conique située dans le plan
\e + py +v3 +w =0,

vl clreonscrivons & celle conique et @ B une développable; Uaire
comprise sur ¥ entre les dewr boucles de la courbe de contact a une
expression de la forme

m\/% (Cw + w) + &,

R’ dtant algébrique en '\, w, v, &, k, el w désignant le plus petit ar-
gument postiif défini par la relation

3arhie?
0,5

pP¥ —1= ’

oit B, est la racine positive de U’équation

2 . 2 . 2 . "
@ ETR Uk g Ok ke
at+0, 0+ 0, 0, k—0,

76. Dans le cas ou la sphére C a son centre sur un des axes de I'cl-
lipsoide, O« par exemple, I'aire ellipsoidale comprise entre les deux
boucles de la courbe de contactde la développable circonscrite al'cllip-
soide et a la sphére a I'expression suivante, qu’on trouve en appli-
quant la méthode du n° 57,

gy

$=am /P (Cw—mv) \/ (pw — 1):)‘”‘:“,
27 P @ (Fuwsw s [3e,pw el + 2e,ey]
' 3 &\ Fwzymw) L 1P R R

I désignant 'abscisse du centre, et s étant défini, en fonction de £ ¢t
du rayon R, par la relation

2—R2 D2

3 n:

=pw—1.
)
On doit supposer, pour appliquer cette formule, que la sphére est
extérieure & I'ellipsoide.
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77. Soit toujours T la courbe de contact avec I'ellipsoide E de la dé-
veloppable circonscrite & E et a la sphére C; si 'on coupe cette courbe
par deux plans, on obtient sur I'ellipsoide, entre la courbe et les deux
plans, deux aires curvilignes dont la somme algébrique n'est générale-
ment pas exprimable par les fonctions elliptiques ou algébriques ; elle
le devient si les deux plans sont paralléles.

Considérons, en effet, deux sphéres concentriques, de centre £, m, n
et de rayons infiniment voisins; soient u et u + du les inverses de ces
rayons; si nous menons les plans tangents 4 E et & chaque sphére, et si
nous coupons les courbes de contact sur E par deux plans paralléles,
P+v¢=0;P + ¢+ dv=o0, nous obtenons quatre aires ellipsoidales
infiniment petites, dont la somme algébrique a pour valeur

3
dudy < ”23’ il—“— —_ 1)

421& A < )

A étant le jacobien des fonctions

2 z2
f: +"22 =5 — I
zr | oy 3 oflz  m ns 2
?=J+F+F—U'(?+—‘Ty+?—*l>:
et
P+,

et la somme s’étendant aux points communs & f = 0,9 =o0,P +¢=o0.
On en conclut (n® 20) que 'on a, pour l'aire finie qui correspond
aux spheéres u, et u, et aux plans ¢, et o, I'expression

L ng s
f [ j +c_—0)
2
§=14 du ', dozdf) (P~+—V°)(/n C“/C‘?n)

la somme s’¢tendant aux points communs aux surfaces f=o0, ¢ =o,

f = o. Il en résulte sans difficulté que I'intégrale double est une fonc-

tion enti¢re et du second ordre en o, et une fonction rationnelle et

logarithmique en & (n® 38). Sil'on part de la sphére de centre 7, m, n

ct de rayon nul, pour laquelle la courbe de contact sur E se réduit 4 la
Journ. de Math. (4° série), tome VI, — Fasc. III, 18go. 37
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conique polaire du centre comptée deux fois, on voit aisément qu’on
peut énoncer la proposition suivante :

La somme algébrique des deux aires ellipsoidales limitées par
deux plans paralléles et par une courbe & deux boucles, le long de
laquelle les plans menés tangentiellement & Uellipsoide touchent
une sphére, est une fonction algébrigue ct logarithmique des para-
métres de la sphére; de plus, c’est une fonction entiére et du second
ordre du paramétre variable qui enire dans Uéquation des plans.

Cette aire, en supposant la sphére fixe, cst de la forme

8= a(0 = 1)+ B(0—0,),

& et 1 étant indépendants de v et ¢,. On peut écrire

8 =(0— o )[(0+0)+ 0]
et, par suite,

La somme algébrique des deux aires ellipsoidales précédentes est
nulle st les deux plans paralléles varient en conservant leur direc-
tion et en restant équidistants d’un plan fixe, de méme direction.

Cette proposition et la précédente s'appliquent & une quadrique
quelconque; elles permettent de déterminer, sur unc telle surface, une
infinité d’aires, limitées par des courbes algéhriques et exprimabies
par des fonctions rationnelles et logarithmiques.

Nous n’insisterons pas plus longtemps sur les applications aux aires
ellipsoidales, et nous donnerons quelques proposilions relatives aux
aires sur unc surface algébrique quelconque.

IV. — AIRES SUR UNE SURFACE QUELCONQUE.

78. Soit f(X, Y, Z)==0l'é¢quation d'une surface algébrique d’ordre
m, en coordonnées rectangulaires; I'élément d’aire a pour expression

da = dX dY LESLT TR
7
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On peut évaluer aisément, comme dans le cas des quadriques, la
somme algébrique des aires comprises sur la surface f = o, entre deux
plans paralléles et deux courbes le long desquelles les plans tangents
& la surface touchent respectivement deux sphéres concentriques.

Soient, en eflet, [, m, n les coordonnées du centre de deux sphéres
voisines, # et u -+ du les inverses de leurs rayons; P +o=o0 et
P + ¢ +dp =0 deux plans paralléles voisins : la- somme des aires
infiniment petites & évaluer est (n° 30)

22 udua’v(lf\—i-mf\—+—n/'/+ft)2\/f "‘f’Z2

A étant le jacobien des fonctions £, P + ¢, et 9, étant posé
o= e+ fi S = (Ut mf nfur [

ct la somme s’é¢tendant aux points communs & f =0, 9 =0, P+ ¢ =o.
On peut I'écrire aussi

2 ,f/’ r ' 9 '
zzy—ﬁlﬁ/——‘—(lfx—i—mf,»—l— nf,+ )%

et, d’aprés la formule du n° 20, déja si souvent appliquée, l'aire finie
qui correspond aux sphéres u, et u, et aux plans ¢, et ¢, sera

N G ’ d (Ufs+mfy+ nfs+fi)?
= 2f “ dufv, v 2?!5 (P +00)(fror—fien)’

la somme s'étendant aux points communs &4 f=o0, ¢ =0,0=0:on
a remplacé X par 1, Y par 7, Zpar { et ¢ par 0. Il résulte de 14, comme
dans le cas de I'ellipsoide, que I'intégrale double est une fonction
entiére et du second ordre de ¢, et une fonction rationnelle et loga-
rithmique de ». Donc :

Soient, sur une surface algébrique deux courbes, le long de cha-
cune desquelles les plans tangents touchent respectivement deux
sphéres concentriques : la somme des aires comprises sur la surface
enire ces deux courbes et deux plans paralléles est une fonction
algébrigue et logarithmique des paramétres des deux sphéres, et
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une fonction entiére du second ordre du paramétre variable qui
entre dans U’équation des plans.

Elle est nulle si les deux plans paralléles varient en consercant
leur direction et en restant équidistants d’un plan fixe, de méme
direction.

Le méme raisonnement montre que la proposition est vraie, non
seulement pour deux sphéres concentriques, mais pour deux sphéres
quelconques.

79. Plus généralement, en remplacant les plans paralleles par
un systtme de surfaces asymptoticuecs, @, + vi®,=o0, on verrait
de méme que la somme des aires correspondantes est unc fonction
enticre et du second ordre de ¢; si les surfaces ¢taient asymptotes,
®, + ¢1*®, = o, elle serait du premier ordre en o, ct si eclles étaient
osculatrices a 'infini, @, + ¢£*®, = o, la somme des aires scrait nullc.

80. Soit, sur la surface f=o, une série de eourbes définies par
une équation de la forme

'\!+fwe+f'72= 2(X’ Y, Z, u)a

ol ¢ est un polynéme entier, de degré (m — 1) au plus en X, Y, Z,
et de degré quelconque en u.

On voit, par le méme raisonnement, que la somme des aires com-
prises sur la surface entre deux de ces courbes et deux plans paral-
leles est une fonction rationnelle et logarithmique du paraméire u,
etune fonclion enticre, d’ordre deux, du paramétre qui entre dans
Uéquation des plans paralléles.

Si o était d’ordre m—3 en X, Y, Z, la somme précédente serait
toujours nulle.

On a donc ainsi une infinité de maniéres de déterminer, sur une
surface quelconque, des aires dont la somme algébrique soit expri-
mable par les fonctions élémentaires.




