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THÉORIE DE LA FIGURE DES PLANÈTES. Gg 

Remarques sur la théorie générale cle la figure 

des planètes ; 

PAR M. HAMY. 

Les premières recherches réellement importantes sur ia théorie ma-
thématique de la figure des planètes, supposées fluides et hétérogènes, 
datent de l'année où Clairaut publia son admirable Livre sur ia figure de 
la Terre (1743). Tousles efforts dépensés postérieurement par les géo-
mètres, sur ce sujet, ont eu pour objet la vérification et l'extension des 
résultats établis dans l'Ouvrage de Clairaut. La connaissance du 
l'apport des axes du globe est longtemps restée entourée d'une grande 
incertitude ; aussi le célèbre analyste ne put-il soumettre ses travaux à 
un contrôle sérieux. Du temps de Laplace on attribuait à l'aplatisse-
ment la valeur en se fondant sur les opérations géodésiques entre-
prises en vue de l'établissement du mètre. Bessel admettait le nombre 
—· On est arrivé tout récemment à la fraction^- qui, d'après M. Faye, 
présenterait de grandes garanties : l'erreur commise sur le dénomina-
teur ne dépasserait guère l'unité ('). En possession de données déter-
minées avec précision, il était important de faire subir un contrôle décisif 
aux idées de Clairaut. C'est ce qu'ont fait successivement M. Roche (-) 

Ο FAYE, Cours d'Astronomie de l'École Polytechnique, I
PE Partie, p. 33A. 

("-) Mémoire sur l'état intérieur du globe terrestre {Mémoires de l'Académie 
des Sciences de Montpellier, t. X). 
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et M. Tisserand ('). L'examen des principales hypothèses proposées 
jusqu'ici pour la loi des densités à l'intérieur de la Terre a conduit 
M. Tisserand à des résultats du plus haut intérêt. Toutes ces hypo-
thèses, très différentes les unes des autres, s'accordent entre elles pour 
faire prendre des valeurs voisines du nombre 1,988 à un certain rap-
port 1, tandis que le phénomène de la précession des équinoxes, base 
d'une incontestable solidité, exigerait 1 = 1,955. Voici comment 
s'exprime M. Tisserand en présence de ce désaccord : « Il semble que 
les conditions imposées aient pour effet de resserrer la valeur del entre 
deux limites très voisines : c'est ce que M. Roche paraît avoir remarqué 
le premier. Il reste donc, à trouver une loi de densité donnant pour 1 la 
valeur observée, ou bien à prouver que, quelle que soit la loi de den-
sité, on ne pourra établir l'accord cherché. » M. Radau (2), puis 
M. Poincaré (3) ont confirmé cette façon de penser. Il résulte de leurs 
travaux que I est compris entre des limites rapprochées, toutes deux 
notablement supérieures au nombre fourni par la précession. Au sur-
plus, M. Callandreau (4) a montré dans un important Mémoire que le 
désaccord ne peut être mis sur le compte des termes négligés dans les 
approximations, et a étendu, dans une Note récente (5), les résultais 
obtenus par MM. Radau et Poincaré au cas où la densité des couches 
de Clairaut varierait d'une façon discontinue. 

Cet ensemble de faits prouve que la constitution interne de la Terre, 
telle qu'elle a été envisagée par Clairaut, doit subir des modifications, 
puisque les mesures géodésiques établissent que notre globe est sensi-
blement limité par un ellipsoïde. 

Dans ces conditions, j'ai pensé qu'il y avait lieu de mettre en lumière 
certains faits intimement liés à la nature de la surface qui limite les 
planètes et indépendants de toute conjecture sur leur constitution 
physique. Les résultats auxquels je suis arrive auraient pu s'obtenir, 

(') Bulletin astronomique, l, l, p. 417 et r>. ι. 
(5) Ibid., t. II. 
(3) ibid., t. VI. 
Ο Mémoire sur la théorie de la figure des planètes (Annales de l'Obser-

vatoire de Paris, t. XIX). 
(3) Bulletin astronomique, t. VI. 
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pour la plupart, en s'appuyant sur la théorie générale du potentiel cl 
en faisant intervenir les résultats de Clairaut. J'ai procédé d'une façon 
différente, afin d'établir plusieurs formules utilisées à la fin du présent 
travail dans l'étude d'une question proposée par M. Poincaré (1 ). 

Voici l'exposé sommaire des différents articles : 

INTRODUCTION. 
Paragraphes. 

I, II et III. Analyse des Mémoires deLiouville sur les fonctions cle Lamé ( Jour-
nal de Mathématiques, t. XI). 

IV. Calcul de quelques fonctions de Lamé. 

CHAPITRE I. 

ELLIPSOÏDE A TROIS AXES. 

1 et II. Potentiel d'un ellipsoïde hétérogène pour un point extérieur. 
111 et IV. Potentiel d'un ellipsoïde homogène. Identité de la formule et de celle 

de Dirichlet. 
V. Propriété des polynômes RMN à trois variables de Lamé, 

ν VI. Moments d'inertie d'un ellipsoïde hétérogène relativement à ses axes. 
Expression de deux intégrales de la forme 

///(MN)'dw. 

VIL Ellipsoïde hétérogène animé d'un mouvement de rotation et dont la 
surface est de niveau. Le centre de gravité est au centre de l'ellip-
soïde. Les axes principaux d'inertie relatifs au centre de gravité sont 
dirigés suivant les axes de l'ellipsoïde. 

VUI. Le potentiel extérieur de l'ellipsoïde ne dépend que des données su-
perficielles (th. de Stockes). Il en est de même des différences des 
moments d'inertie relatifs au centre de gravité. 

CHAPITRE II. 

ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION APLATI. 

I. Potentiel extérieur. Moments d'inertie. 
U. Ellipsoïde hétérogène animé d'un mouvement de rotation et dont la 

(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1888, icp semestre. 
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Paragraphes. 

surface est de niveau. Les moments d'inertie équatoriaux sont égaux. 

■ ■ s'exprime au moyen des données superficielles. Gravité. 

Potentiel extérieur. 
JII. Expression de la pesanteur à la surface d'un ellipsoïde peu aplati. 

IV. Expression de —— pour une planète peu aplatie. 

V. Expression de — ^ pour une planète peu aplatie. 

VI. Extension d'un théorème de M. Stieltjes donnant une limite inférieure 
de la densité au centre d'une planète. 

Vil. Potentiel extérieur d'une planète. 

CHAPITRE III. 

SUR UN THÉORÈME 1)E M. POINCARÉ. 

I. Si une masse hétérogène solide est recouverte de deux fluides en équi-
libre, superposés et limités par des ellipsoïdes, ces ellipsoïdes sont 
homofocaux. 

11 el 111. Discussion des équations d'équilibre dans le cas de l'ellipsoïde à 
trois axes. 

IV. Discussion des équations d'équilibre dans le cas de l'ellipsoïde de 
révolution aplati. La masse imaginée par M. Poincaré ne peut 
exister dans le système planétaire. Une masse fluide en équilibre 
ne peut être composée de couches ellipsoïdales de différentes den-
sités. 

INTRODUCTION. 

L'équation 
I. — COORDONNÉES ELLIPTIQUES. 

(O î: + -J— -il- =, 
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où b etc désignent deux constantes (b < c) eUun paramètre variable, 
définit toutes les surfaces du second ordre, liomofocales entre elles. 
Ces surfaces passent au nombre de trois par tout point (#,y, z) de 
l'espace, où elles se rencontrent orthogonalement, lorsqu'on donne à l2 

des valeurs convenables qui sont les racines de l'équation (f), du troi-
sième degré en l2, séparées comme il suit : 

ο < ν- < b2 < [x2 < ca < f. 

On appelle p, p., ν les coordonnées elliptiques du point (a·, y, z). Les 
relations entre les coefficients et les racines 

| ρ2 -+- p.2 h- v2 = x'2 -\~y2 -f· z2 4- b'· -+- c2, 
(1) ! p2p.2-f- pV-t- p2v2 = (62-t- c*)x*+ c*y* + b2z2 + b2c2, 

| p2p2v2 — b2c2x2 

conduisent aux formules dont on se sert pour passer des coordonnées 
rectangulaires aux coordonnées elliptiques 

hex — ρ pv, 

b \/c·2 — b2y = ylp2 — b2^[K2— b2 \/b2 — v% 

c \jc? — b2 z ~^p" — c2 \/c2 — p2 \Jc2 — ν2 ; 

ρ et ρ sont des quantités positives limitées comme il vient d'être dit; 
ν peut prendre toutes les valeurs comprises entre — b et + b] les radi-
caux \/p2 — b2, \jc'-~ p2, sjb2—v2 sont tantôt positifs, tantôt négatifs. 

Au paramètre ρ correspond un ellipsoïde, à pun hyperboloïde à une 
nappe, à ν un hyperboloïde à deux nappes. Dans ce système de coordon-
nées, l'équation ρ = const, définit un ellipsoïde, et tous les ellipsoïdes 
qui correspondent à des valeurs différentes de la constante sont homo-
focaux. 

Considérons l'ellipsoïde de paramètre ρ 

-ψ + "+* \~ L 

Journ. de Math. (4" série), Lome VI. — Fasc. I, 1890. IO 
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et un point //«(ρ, p., ν), de cette surface. Liouville (') donne les for-
mules suivantes bien simples à établir. 

La portion infiniment petite cls de la normale à l'ellipsoïde au point 
(ρ, μ, ν), comprise entre l'ellipsoïde (p) et l'ellipsoïde infiniment voisin 
(p -h rfp), a pour valeur 

0) Λ = d?. 

La longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent en m est 

Ρ = η s/p3— 62 y/pg— c2 

Liouville pose 

fv/p"— b-\!f — t·'2 VP2 — I*2 V P2 -v2 

et donne, pour la valeur de l'élément άω de surface au point /», 

dm = d^d-j !_■ 

On voit que le produit /ί/ω est indépendant de p. Liouville fail 
remarquer que /ί/ω peut s'exprimer par un élément dz de surface 
sphérique de rayon ι qui décrit toute la sphère lorsque l'élément dco 
décrit l'ellipsoïde. 

II. — FONCTIONS DE LAMÉ. 

Dans ses recherches sur l'équilibre de température d'un ellipsoïde, 
Lamé a considéré des fonctions R(p) de la forme suivante 

H = P», 
R=V7-pp;,.„ 

H = v?'J - c' IV,, 
\( p) do la tormo sui vaille) 

(*) Première LeUre à Blancliet ( Journal de Mathématiques, t. XI). 
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où P

;{
, 1\-,, P^_,, ΡΛ_2 désignent des polynômes entiers en ρ de degré 

η, η — r, 11 — 2, formés de ternies de même parité. Ces fonctions Rvoi-
rifient l'équation 

<P' - «
S
)(P

2

- P) 5
 +

'
o(2

f
2

 "
 b

'~

 c2
> S =["('»+ Op* - BJ 

et c'est de là dont on part pour calculer de proche en proche les coef-
ficients des polynômes Ρ par identification; Β est un paramètre con-
stant, différent pour toutes les fonctions R relatives à un môme entier n. 
Dans chaque cas particulier, cette constante est assujettie à vérifier les 
équations auxquelles on est conduit dans la recherche de la valeur des 
coefficients des polynômes P. 

Lamé a montré qu'à chaque entier n correspondent 111 -t- 1 valeurs 
réelles de Β et par suite 2/i + i fonctions R ('). A la vérité, ces fonc-
tions R ne sont ainsi déterminées qu'à un facteur constant près. On 
précise leur définition en convenant de prendre égal à l'unité le coeffi-
cient de la plus haute puissance de ρ dans chacun des polynômes P. 

A la fonction R, Liouville (Mémoire déjà cité, p. 222) a joint une 
autre fonction de ρ qui satisfait à la môme équation différentielle 

S=(2/H-I)R f — cl[J -==r ■ 

Pour toutes les valeurs de p>c l'intégrale a un sens, l'équation 
R = 0 ayant toutes ses racines inférieures à c (2). 

Nous modifierons légèrement la fonction de Liouville, afin de nous 
débarrasser du facteur 2« + i. Nous prendrons pour définition de S 

Ci) J, HV?*~ b'yjf'-c' 

Outre la fonction R, Lamé a considéré deux autres fonctions M et N, 

(*) Voir à ce sujet le Mémoire de M. POINCARÉ, Sur Véquilibre d'une masse 
fluide (Acla Mathemalica, t. VII, p. 3oi et suiw). 

(2) LIOUVILLE, deuxième Lettre à BLANCUET (Journal de Mathématiques, 
t. XI). 
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la première de p. et la secondede v. On les déduit de Rpar le change-
ment respectif de 

?, Vps - b*, 

en 
p, y/ c" — p.2 ou v, \jb%i — v2, \jc--v-. 

Lamé a établi que le produit de R par les deux fonctions conjuguées 
M et N, u — RMN vérifie l'équation de Laplace 

ai inj d8u __ 

Le produit SMN de Liouville jouit de la même propriété. En outre, 
le produit RMN de trois fonctions conjuguées quelconques relatives à 
un entier η est exprimable en un polynôme eu lier en ,-r, y, ζ de 
degré n. 

Nous renvoyons pour la démonstration de tous ces résultais aux 
Mémoires de Liouville, pour ce qui regarde la fonction S; à ceux de 
Lamé insérés dans le t. IV du Journal de Mathématiques et au Cours 
d'Analyse de M. Jordan, IIIe Volume, où les travaux de Lamé sont 
résumés. 

Nous ferons usage dans la suite de quelques propriétés des fonctions 
de Lamé. 

Appelons Δ la distance de deux points w(p, ρ, v) cl /«'(p', u',v'V 
dd>' un élément de surface de l'ellipsoïde (p') en m' et considérons 
comme appartenant au point m les fonctions S, R, M, N de ρ, υ., v et 
au point mr les fonctions S', R', M', N' de p', UL', v'; /' étant la quantité 

1 définie plus haut, ou a 

(5) 

ί Jjf dto'= 4^ S'RMN, si p < p' ; 

iff ~~~~Γ~ ^ω' = ή'^'δΜΝ, sip>p'. 

(M'N')
n
 (M'N')

4
 désignant deux produits M'N' quelconques, mais 
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distincts, on a 

(6> ff f(M'N'), (M'N'),dci>' = o. 

Kn particulier, si l'un cles produits M'N' a la valeur ι correspondant 
à η = o, 

(7) ί f / M' Ν' άω' = o, sauf pour M' Ν' = ι. 

L'intégrale Ι f Z'(M'N')* άω' est positive et indépendante de p', le 

produit /'ί/ω' étant positif et indépendant de p'. 
Les démonstrations de ces propriétés données dans le second Mé-

moire de Liouville déjà cité reposent sur un mode de raisonnement 
analogue à celui que Ton suit pour établir la formule de Green. L'em-
ploi de cette formule permettrait, tout en conservant la marche géné-
rale adoptée par Liouville, de simplifier très notablement son ana-
lyse. 

III. 

Les résultats précédents ne peuvent être appliqués directement à 
l'ellipsoïde de révolution aplati ou allongé. Ce dernier ne présentant 
pas d'intérêt pour notre objet, nous nous occuperons seulement de l'el-
lipsoïde aplati qui correspond à b ~ o. b et \ s'évanouissant simulta-
nément, la position d'un point sur l'ellipsoïde n'est plus définie. II 
faut donc modifier la définition de v. 

Avant de faire b = o, posons 

v = £v, ; 

v, varie entre — ι et 4- ι. Nous prendrons comme troisième coordonnée 
elliptique la limite de v, pour o. Les formules liant pp, à xyz 
sont 

(8) 

l p2 4- [A2 = z* -Hy2 4- z~ 4- c2, 

! 4- a2 = X- -H y- -f- 3 

I ρ f· vj = <rar. 
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Remplaçons de même ν par frv, dans la fonction générale i\, sup-
primons autant de fois que possible le facteur b, faisons b — ο et rame-
nons à l'unité le coefficient de la plus haute puissance de v,. La fonc-
tion de v, ainsi obtenue sera notre nouvelle fonction N, dont les 
propriétés sont bien faciles à déduire de celles de la fonction générale. 

Les expressions de R, M, Ν correspondant à un entier//, sont con-
nues dans le cas de l'ellipsoïde de révolution. Dans son second Mémoire, 
Lion ville s'est occupé de l'ellipsoïde allongé. Un raisonnement paral-
lèle au sien conduirait aux formùles suivantes pour l'ellipsoïde de révo-
lution aplati 

ι? __ (c2+ ι-γ- /»)" , . j—2—-7, 

m (S'-f-y1 //'+" (c*— (/-)" , /-—-, 

»'",Ν = ν'
ι
-ί^νί-(ι-νϊ) j 

Î(t — ■) (< — a > (' — 3> v/_,(| ί ^ 

2''"'iN =
 s
/i-v;jr/,-'-'('

 [
°

a

(_'
3
 2)ν;-3(ι-ν;) j 

(.2.9i V 

et pour ι = ο 
Ν = τ. 

i est un entier qui doit recevoir successivement les valeurs ο, 1, 
2, A chaque entier ζ )> ο correspond une fonction R, une fonc-
tion M et deux fonctions N; pour /' = 0, on n'a· qu'une seule valeur 
de N, égale à 1. 

Les fonctions conjuguées répondant à la même valeur de /, on 
trouve 2 // -t-1 produits MN différents (4) pour chaque entier /1. 

(') Liouville pose v = bcosty el trouve, pour la fonction N, j\ —cos/ψ ou 
sin/ψ (/' est défini dans le texte). Nous avons introduit v

1 pour conserver plus 
d'homogénéité dans les notations. Ces formules générales ne seront d'ailleurs pas 
utilisées dans le cours du présent travail. 
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En terminant cet aperçu sommaire, nous rappellerons nη important 

résultat. 
Toute fonction continue ou discontinue de p. et de ν peut être déve-

loppée en une série de produits MN de la forme ΣΑΜΝ, où A désigne 
un coefficient indépendant de μ et de v. 

Pour que deux séries de cette nature soient identiques, il faut que 
les coefficients des mêmes produits MN soient égaux. 

IV. — CALCUL DE QUELQUES FONCTIONS DE LAMÉ. 

La fonction qui correspond à η = ο est R = ι. 
Il y a trois fonctions R correspondant à /i = i, de la forme P

f
, 

P
0
 \/ρ2 — b-, P. \jp2 — c2; P.,"P. sont des polynômes formés de termes 

de même parité d'un degré égal à leur indice. Les fonctions du premier 
degré sont donc 

U = p, 11 = \/p- — Îr, Il = sjp2 — c2. 

11 y a cinq fonctions R correspondant à n~'i. Elles sont de la 
forme 

P
2

, P,\/p2— b\ Ρ
 )V

/p2-c2, Ρ
 oS

lp''-b2y/p'--c2. 

Les trois dernières formes donnent de suite 

R = ρ\/p2 — b·, R = ρ y/p2 —V, R = \jp~— b2 \lp2 — c2, 

et la première 
R — p2 — A ; 

A étant une constante à déterminera l'aide de l'équation qui doit de-
venir identique 

(P* - V) + ?("Ρ'~ *·- «') f = (βρ* - B)H. 
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Substituant notre valeur de R, 

2(pa — c9)(p2 — b2)-h 2p*('2pa— b2— c2) = (6pi — B) (p2 — A), 

on est conduit à 
-4(A2-t-ca) = --B-6A, 

2&V=BA. 
Éliminant B, 

(9) 3Λ2 — 2(7J2 H- C2) A A2E2 = o. 

Cette équation définit deux valeurs positives de Λ inférieures à ea. 
Soient A2 la plus grande ; k~ la plus petite. Les deux autres fonctions du 
second degré sont ρ2 — A2 et ρ2 — A2, 

bin résumé : 
Pour η = ο, 

Il = ι, M = ι, Ν = ι ; 

Pour n — r, 

R = ρ, M = JA, X = v, 

R = y/p~À2, N^y/À2^2, 

É = y'p2 — c'\ M = \/c- — α
2

, X = \<r — ν- ; 

Pour η = 2, 

R = ρ y/p2 — b'*, M = p. y/p.2 — b'*, X — ν y/À2 — \r, 

|{ = ρ — C
2

, M = (JL\/C- — p.'-, X = ν \/c
3
 — v

2
, 

R = y/p2 — &2 y/p2 — c-, M = y/p.2 — /r' y/Vr — p.-, X = y/£2 — v2y/e2 — v2, 
R = pf-A», M = p.2 — A2, Ν = v2 — A2, 
R = ρ2 — /c2, M == p.2 — A2, Ν = v2 — A2. 
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En employant les formules qui lient Λ?,/, set p, IA, V, on trouve 

que 

pour R — i, 011 a RMN=i; 

R = P> RMN — bcœ, 

Wm-b^c'-b2 y, 

!R =\/P2-CJ, RMIVIRRCV/C2-/^-; 

R = PV/P
2
—b-, RMN = &

2

CV/C·
2
—6

2 xy, 

R = ρ y/p2 — 6·2, RM Ν = bc^TF^b2 xz, 

R = sl^F- y/p^c2, RMN = bc(c*—b*)ys, 

R — ρ2 — Λ2, RMN=&2c2tf2+/i^2+r2+~24-624-c2) 
— Λ2[(62-Η c2) λ?2η- c2y2-+- &252+ &2c2]—ΛΓ·, 

R = p2 - /-«, RMN=^2c8^2+ **(*?«+/2H-^jH- £2H-c2) 
! - £2[(&2-+-c«)a?»+ c'y2-f- Z/2^2h- />2c2] - k6. 

Ellipsoïde de révolution aplati. 

On pourrait faire usage des formules générales données plus haut, 
mais il est tout aussi simple de partir des expressions qui viennent 
d'être établies. Nous remarquerons à cet effet que pour b petit 

h2 = y- + des termes contenant b2 en facteur, 

h2 — — + des termes contenant b4 en facteur. 

Après avoir remplacé h2 et h2 par ces valeurs, ν par 6v, et supprimé 
autant de fois qu'il s'y trouve le facteur b dans Ν, nous faisons b = ο 
et ramenons le coefficient de la plus haute puissance de v, à l'unité. 
On arrive ainsi à ce qui suit : 

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. I, 1890. I I 
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l-'actenrs 

constanls supprimés 
dan» 

la fonction céncnili· 
N. 

j η = ο, R = ι, .M = ι, Ν — ι, RMN = ι; i. 
in = i, R = ρ, M = μ, Ν = ν,, RMN = ex. b. 

R = ρ, M = μ, Ν = v/t — vf, UMN = cy, b. 

R = V'p3— c', M =\Jc'—y.', N=i, RMN = es: c. 

n—i, R = p5, M = μ1, Ν^ν,ν/ι — ν*, RM Ν — c' xy, b'. 

R = ρ y^p3 — c1, M = μν/c·1 — μ% Ν = v
t
, RMN = c*xz, be. 

R = ρ —ct

)
 M = μ^/ο'— μ'·1, N=\/i — v|, RMN = c'y-, Ac. 

R = P'-^-, M = μ3 — , Ν = ι, RMN=-y ·
Λ
ζ·'-{χ·'^

γ
'·)~\- -M, -~· 

R = ρ», M = μ', Ν = ν J — ~, RMN = j (χ'-yη. b-. 

CHAPITRE I. 

POTENTIEL D'UN ELLIPSOÏDE HÉTÉROGÈNE POUR UN POINT EXTÉRIEUR. 

I. 

Soil une masse hétérogène limitée par l'ellipsoïde K, {jig-1 ), ayant 
pour équation 

_) Ζ _j — I 

Considérons l'ellipsoïde liomotocal E', de paramètre p', et désignons 
par ρ', μ/, V' les coordonnées elliptiques d'un point //*', placé sur cette 
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surface, par rapport à l'ellipsoïde E,. Appelons M' et i\' les fonctions 
conjuguées d'une fonction de Lamé quelconque R'. 

Fig. i. 

p'*dp'm. 

Le long de E' la densité δ est une fonction de μ' et v' qui peut être 
discontinue. On peut néanmoins la développer en une suite de pro-
duits M'N', comme il suit 

(12) η v/p's-^ y/p'î^c2 

OÏL Λ' ne dépend que de p' et où /' est la quantité introduite par Liou-
villc (3) 

y/p's — μ'2y/p'a~ v'» 

La portion infiniment petite ds' de la normale à l'élément da>' de la 
surface E' au point m', comprise entre l'ellipsoïde (p') et l'ellipsoïde 
infiniment voisin (p + dp'), a pour expression (2) 

rfS'= ■ # 

Il en résulte pour la masse δ did' ds' du cylindre droit élémentaire, 
ayant pour base doi' et pour hauteur ds', la valeur suivante : 

(«3) l, ta»·. 

Enfin, Δ désignant la distance du point m' au point extérieur attiré 
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(ρ, (λ, ν), le potentiel du même cylindre infinitésimal est 

δ dp' (' dm' 

Le potentiel cl\ de la couche hétérogène, inliniinent mince, renfer-
mée entre les ellipsoïdes homofocaux(p') et (p' + dp'), s'en déduit par 
une intégration effectuée tout le long· de (p') 

RFV- **-.// Y-Ï-

Ν 

Remplaçant -μ par son développement (12), 

i/v = , c? y A' f f !E0L ΛΛ 

Le point attiré est extérieur à l'ellipsoïde d'intégration ; nous avons 
rappelé cpic l'on a alors 

en posant 

\JpJi— b* y/p'2—cl Δ 

Ainsi 

S = U f "— tlî , 

m = 4 π y SMN ■ 

On suppose />< c; p' est donc compris entre c et p,. Une nouvelle 
intégration par rapport à p' conduit finalement à l'expression générale 
suivante du potentiel : 

04) ' V = 4icYSMN t ■ •VIV'|lp' 
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IL 

L'intégrale / ■. " ■ . > qui entre dans V, peut recevoir 

une autre forme. 
Etendons à tout l'ellipsoïde l'intégrale JJ^ ΓΓΜ'Ν' dm', où dm' 

représente un élément de masse au point dont les coordonnées ellip-
tiques sont ρ', ρ', v', elles coordonnées rectangulaires χ',y, s'. 

Nous venons de voir que l'on a (i3) 

dm! — ^ ™ /' f/ω'. 

Iiemplaçant ^ par son développement et intégrant, comme plus 

liant, d'abord le long de E', puis, en faisant varier p', 

Λ v/p'2-^Vp/2-^ 

On sait (6) et (7) que l'intégrale j'j (Μ'Ν'),(Μ'Ν')J! du>' est 

nulle, à moins que les produits (M'N'), et(M'N')2
 ne soient identiques. 

De plus, l'intégrale ff f(M'N') 2 άω' est une constante qui 11c dépend 

que de b et de c, puisque le produit V du' est indépendant de ρ'. On 
peut donc écrire 

lVM'N'flb»' 

I = f f /'(M'N')scfe/x 

Telle est l'identité à laquelle nous voulions arriver. 
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La. fonction li'M'iV est un polynôme en Lier cnx'y'z'^ dm' peut 
être remplacé par ο dx' dyldz', de sorte que Ton a 

I Iff n'ws'°dx'dydz' 

j = ff f(M'N')' Λ.- χ f- *'*'*' ■ 

l'intégrale triple étant étendue à tout l'ellipsoïde E,. 
Nous ferons de suite l'application de cette formule au premier coef-

ficient du développement de V pour lequel R'= M'= N'= i. Notre 
identité devient, en appelant «Α<>'

0
 le premier coefficient du développe-

ment (i2) de |jj» 

[ J J J Λ vf-b'é1*-'1 

Le premier membre est la masse OÏL de l'ellipsoïde; quant à l'in-
tégrale double qui figure dans le second membre, sa valeur cst4~· 
Il suffit, pour le voir, de se rappeler que l! ώα' est un élément de sur-
face sphérique, de rayon i, qui décrit toute la sphère lorsque l'élé-
ment ώα' parcourt tout l'ellipsoïde. Ainsi l'on a 

07) Jb* (ïç, 

ce qui montre que le premier coefficient du développement de V n'est 
autre que la masse totale. On pourrait encore arriver à ce résultat en 
formant pV et cherchant la limite pour ρ = co, limite que l'on sait etre 
la masse totale. On reconnaîtrait facilement que tousles termes du dé-
veloppement de pV, à part le premier, s'évanouissent. 
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III. — POTENTIEL D'UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE POUR UN POINT EXTÉRIEUR. 

Nous commencerons par appliquer la formule générale du po-
tentiel au cas de l'homogénéité. Tout d'abord il faut chercher le dé-

veloppement de ~μ en produits M'N' ou, ici, puisque 0 est constant, 

celui de Il y a cinq fonctions de Lamé, pour lesquelles le pro-

duit RMN est un polynôme du second degré en xyz (10), et parmi 
elles, les deux suivantes qui joueront, dans la suite, un rôle impor-
tant : 

(18) 

j R, = ρ* — h-, IL = ρ2 — k'-. 

] Les fonctions conjuguées sont 

j M, — μι2 — /r, M
2
= {JL2 — À2, 

f Ν, = ν2 — Λ2, N, = ν2 — /r5; 

/r et k2 sont les racines de l'équation du second degré 

(ι»-) 3AS — 2(ô2 + cs)A-hi>2e!! = o. 

De là on déduit identiquement 

d'où 

V2~ = Tr- -iîv 

= (R; - M',)(R; -«;)=<R; - M2)(R; - N*,)? 

■Ρ = R'F - R',(M', + Ν;) + M; y,, 

~ = R? - R;(M'
2
 + Ν;) + M'

2
N:,. 

Une combinaison bien simple de ces identités conduit à 

£(R; - R;) = R;R;(R; - R;)- R;R;[(M; - M;)+(N; - N;VI 

-h RI M', N\ — IV, M'
a
 N

2
 ' 
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et, si. l'on remarque que R'
t
 — 11!, = M', — M'

a
 = Y, — Y

2
 = A,,J — lr, 

(.,)) £ = R; R; + ̂  M; N; + M; Ν; . 

Ainsi, Ton peut mettre ^ sous la forme 

^ = Λ; + α;Μ;ν; + Λ/,Μ;Ν;,. 

Dans le cas actuel, la formule générale 

Y — 4π ^ SMN^ p'" —— }β 

se réduit ri one 4 

v- ί·5·Μ·Ν·/"^¥^ "« 

v S, Mj IV, S.M.NA, cs rPl Β',Κ',φ' 

+ ÎlT.SM
3
Kj^

 a
.
2
___K,; 

en convenant d'affecter les fonctions S des mêmes indices que ceux des 
fonctions R dont elles dérivent et prenant ll

0
 = M

fl
 = \T„ = ι. 

On peut encore écrire 

V = (b,+ ^F + IrrFj4^ 

D'après une remarque faite à la fin du § II (17), le coefficient de S
n 

doit se réduire à la masse. Ainsi 

(20) V rm f ς , S,M, N, b2M2N2\ 

Telle est l'expression du potentiel. 
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11 est d'ailleurs bien facile de voir directement que 

— ^hj ^p.,_bis/?li_ci' 

On «ι, on ell'el, 

dp,>/p (r -*)(.< -c)-—^==^— , 

les racines (lu trinôme en p'2, placé au numérateur du second membre, 
sont h- et h2 (18'); on peut donc écrire 

(ai) 4-:\r?"(?,a - '>*)(?"- "') = , 3R'' 

Cette identité conduit de suite à 

Î)1C = 4πο / ■. , 

IV. 

line peut y avoir de doute au sujet de la coïncidence de la for-
mule 

v
=^s.+™ + KO 

avec la formule de Dirichlet que l'on établit dans la théorie de rat-
traclion. Cependant, il n'est pas inutile de montrer comment on peut 
passer de l'une à l'autre expression. On est ainsi conduit à des identités 
qui présentent un certain intérêt. 

Nous aurons besoin, dans ce qui va suivre, des développements de 
·£"> y~) z~ en produits MN. Les coordonnées rectangulaires et les coor-

Journ. de Math. (/|e série), lome VI. — Ease. 1,1S90. 12 
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données elliptiques d'un point sont liées par les équations (0 

6V^2==p->V, 

b2(c'-b*)y>^(f--b*)[- pV + £2(p2-f-v2) - // j, 

c2(ca - &2)s2 = (p2- c2)[ p'V - C2(p24-V2) 4- c4]. 

p2v2etp24-v2 sont facilement exprimables eu produits MN. On a, 
en effet (i 8), . 

M, Ν, = (ρ2 - Λ2)(ν2 - h") = p'v2- A2(p2 -l· v2) 4- A\ 

M
a
N, = (p2 - A2)(V - A2) = ρ2v2- /r (p2 4- v2) 4- k\ 

On tire de ces identités 

Z)'24C2 , M, N, 

jx-v- _ - - H ' 

d'où 

•*--a^Μι Νι+
Ά "·*·)♦ 

V» - Γ*ϋί442 + 4ri*M Ν + \ 

- - cï(ù'-,·') —3" + />- A* 1 Λ| + ΪΠΓΡ ' - \ · 

(.es formides peuvent être siuipliliées à l'aide des identités 

(23) 

b2<r = 3 Λ3 A-2, 

c2(c2 — h'-) = 3(c2 — Λ2)(ί:2 — A*2), 

_ c2) = 3(ù2 - Λ2)(&2 - A·2), 
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qui découlent de l'équation que vérifient h2 et k2. On trouve 

l ,r* - Si + JL m*n« , JL Μ*Ν> 

Μλ ' ν» - P2~//2 ^ P2-^'J JM[. . M«w' 

ί 2 p2 — c2 p»—cs M,N, p2—e2 MSN, 

Nous aurons aussi à employer les sommes x2 -t-y2, y2 H- -s2, ζ2 -μ a·2. 
On les déduit des expressions précédentes, et on les simplifie à l'aide 
des relations que l'on obtient en éliminant successivement k2 et fr 
entre la première des identités qui précèdent et les deux autres, 

('4) 

On obtient 

/ /r(/r— b2) = (e2 - k2)(ih2 - h2), 

\ h2(h2 — c2) — (b2 — /r)(2/r — c2), 

j /c2(/r2 - &2) = (c3 — A'2) (2 A-2 - b
2
), 

[ A,2(7r — c2) = (£2 - A·2)(2/è- - c2). 

4-
r

 _ -y- H- φ^/ΤΓ) (^=ΓΛ5
 + 2

 j + 3(F="Fj (^=7F
 + 2

)' 
12·'Μ x" + = ^T- + ïTFTTîr) (fcrp + 2) + m=*) [vr=¥

 +
 V' 

>-» + ,* = (eiz£ + s) + Jh2L-(tL=» + Λ 

Oela posé, les carrés des demi-axes de l'ellipsoïde étant ρ2, ρ2 — ba, 
ρ2 — e2, la formule de Dirichlet s'écrit 

Ρ*·+··* PÎ—+ pj —C* + .T , 

ou, en posant ί2 — p2 H- s et prenant l pour variable, 

(aG) ι-^~ΤΓΪΓΤΓ2 t-2-c2 ι, 
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Exprimant a·2,7% s2 en produits MN 

3 bit ~~ J ^ yjp—b*\Jtl — t" 3"y fis/tT^sjF^c* 

3 ,/p {t*~b>)s/J^b>sl¥p7* 

3 7P (^~c^v/^=^v/^~2 

3 ( Λ2 - /r2 ) |^?r2 y p ,2 ^2_ /y! ^2^=^ 

• ^-^Vp {ρ-ι>*)^*-ν\ηΓΓϊ 

+ rlzZ2 Γ M ' 

3(Λ2- Λ-) Λ2 Jp ^\/i*—b* \J t- — c'· 

/r'- (p—b2)\Jl*—v* 

+ ?!ΖΥ: Γ Ί . 

Il faut montrer l'identité du second membre avec le second membre 
de 

3;)ΐι~3J? ,βΓΖΊΪ^ΤΖΤΪ 

Ιψ-id)'1^ x >7p ^ 

H ( A·1 — Λ3 ) - \ Γ ' ) J ^0 _ Λο y _ ^O _ r2 

Comparons d'abord les termes où M,N, et Μ
3
Ν

2
 n'entrent pas. 

Leur dillerence est, au facteur ^ près, 

f dt , r* dt , j,v r dt ' 2X rx dt 
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Tw= ψ·— — 

Kile est nulle pour ρ = χ. Pour prouver qu'elle est toujours nulle, il 
suffît de prouver qu'elle est constante ou que sa dérivée par rapport 
à ρ est nulle. 

Cette dérivée est 

Τ,ρ, 1 t'T «Λ1 (ί,-Λ,)Τι1) +,/p 

Cette fonction est nulle pour ρ = co. Pour prouver qu'elle est nulle, 
il suffît de montrer que la dérivée de 

pT^i Jp z2T J9 (r— ô«)T Jp {t~ C")τ 

est nulle. Or on arrive, tout calcul fait, à 

~~ + + + f^) + Cp1 —Λ»)Τ(ρ, + (P>-e')T<pi' 

expression qui est nulle identiquement. 
L'identité des coefficients de M,N, et de M

2
N

2
 se prouverait d'une 

manière toute semblable, en ayant égard à l'équation qui définit les 
quantités /r et /r. Ces identités 

i ·2(?*-ΐ(-) Γ /' -

~~ kJ9 t\l¥^l?\l¥^ ^ ks- vjp (z2- 62)s/z2-~7^v/r^7·2 

ki~c*J (Z2-e2)V/zT=.T2^-~c·2' 

v' JJ9 (t*-h*y\/t'-b<^t*-c· 

~~ H*' JP ?s/^-b*+ Λ* -,YLJQ (Z2— b'1) s/tT^c* 

+ /,*_<.« J {r--c^s/F=¥J]ï=7^ 
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expriment les fonctions S, etSa à l'aide d'intégrales <|ni no contiennent 

pas A2 el /c2 sous le signe f . 

Le potentiel d'un ellipsoïde homogène a pour valeur, pour 1rs points 
extérieurs, 

Y OIT. / S I Ni ι ^2Λ1ο N2\ 

D'un autre coté, la formule générale du potentiel d'un ellipsoïde 
pour les points extérieurs peut s'écrire, comme nous l'ayons vu ( \f\ 
et »(>), 

\- _ /_ V CATV ff,fM\VX'</ydy',h' 

où l'intégrale triple est étendue à tout l'ellipsoïde. Dans le cas actuel, c> 

est constant et peut être chassé du signe J Jj. La comparaison de 

ces deux formules montre que tous les polynômes de Lamé ll'M'.N" en 
x'y'z' sont tels que 

J*J*J D'M'N' dx'dy'' dz' = o, 

sail 

p^;.= L 

Κ',Μ',Ν; ) 
deux des cinq polynômes du second degré. 

ΚΜ',Κ ) . 

VI.. — MOMENTS D'INERTIE. 

Désignons par A, 13, C les moments d'inertie de l'ellipsoïde par 
j'apport à ses axes, et considérons le cylindre infinitésimal droit dont 
nous avons parlé en établissant la formule du potentiel. Sa masse dm' 
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(Jig. 2) a été trouvée égale à (i3) 

dm! — - -—F--~z ~1! d(û' 

011 bien à 

dm' = - V χ' M' Ν ' l' du!. 

Fig. 2. 

\Jphi — Z>4 y/p'2 — f- L * °J J 

Le moment d'inertie de cette masse élémentaire par rapport à ox est, 
en employant une expression donnée plus liant (20), 

(y3 + x»)<to' = , *'^=Τα,'Μ'Ν'<·&' 

x[î£
^

) +
 ̂

(
^

 + 2)m;n
. 

" ' t'vV'-c ** 

Intégrant le long de l'ellipsoïde (p') et remarquant que l'intégrale 

j j /'(M'N'), (Μ'Ν')
2
^ω' est nulle tant que (Μ'Ν'^,^Μ'Ν')^ on 

arrive à 

dA = =^==== [2p" f-— A', Γ fl'du,' 

+ 3<raj + »)// ''(M, Ν',)· <A»' 

+ àTsëïT)^ + »)//f(M',N'
1
)'rf«·" 
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Un raisonnement analogue conduirait pour clB et dC aux expres-
sions 

d\i = — d?' ■ r ΓA'„ f il'du' 

+ TOîj (fcl + ») //'(M-, Ν;)' du' 

+ + =)// ' (»W A><], 

» > η ' 1 > ' ' > IV, , > 11. 

- • I l i 

AJ /*'î—l* \ 

Une nouvelle integration par rapport à p' entre les limites c et p, 
donnerait À, B, C. 

( ies formules ren form en t les in tégralcs j f t άω\ J j ί ( M', N'
(
 )2 dto', 

[[/:( M; .Y, )- dtù' qui sont de simples fonctions de ùqLe. La première 

morne se réduit à l\π, comme nous l'avons déjà vu. La valeur de ces 
trois intégrales peut s'obtenir en appliquant la formule qui donne dA 
au cas de l'homogénéité. 

Nous avons trouvé, dans le cas de l'ellipsoïde homogène (19'), 

^"<1 oil, llo 5 <Ά·1, à !, , 5 rl,, 0 y— · 

Ainsi 

i dA = -— di - (p'-~ /r)(p'2 - Id) f f /: du' 

-2)ffiw,ydw 

+ (?,i

~
h

'
i}
 -

 2)ffl'(,KKydw]· 
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D'ailleurs la formule bien connue du moment d'inertie d'un ellip-

soïde homogène donne pour le moment d'inertie A' de l'ellipsoïde (p') 

puis, en différentiant, 

* Cl A = ■ ' 

1 4 π h* (h'1 — k'Y ' a~4ix A"2(/i2— £2)2 5 

Les polynômes du troisième degré en p'2 qui entrent dans ces deux 
expressions de dA devant être identiques, on est conduit à égaler les 
coefficients des mêmes puissances de p'2. 

L'identification des termes en p'fl donne de suite 

Τ = 3 PVp — b~ Vp - - CJ - j 

(28) J"J l'cloà' = 4~· 

Puis, en posant 

τ _ r ///'(Μ',Ν;)2^' T _ ι ///'(M'2N'2)2rfw' 

on doit avoir identiquement 

P" - W + <Op" + fs 6V(42 + e·) 

= (p'2- 3 A«) (?" - /c2) L, + (p" - 3/f2)(p'2 - h") L·,, 

ce qui nécessite 

fi(b2 4- c2) —L, -t- L
2

, 

4- c4) = (3/r-f- 42)L
1 -f-(3/f2-h /i2)L2, 

ou bien 
^(/i2 4- /c2) = L| 4- Lo, 

3^ + /,γ—$ vp
-^p + ic^Lt+tfk' + h')^. 

Journ. de Math. (4" S&IA)^4OME VI. ~ Fasc. I, 1S90. i3 
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On on tire 

d'où 
T _ Λ'(Λ*-3/,·!) r _ 

(29> 
j *;)'<&>'== Vx h'(h* — *>)(A'-3C), 

I f f WW,)'<!<»'*= £λ·»(Α·«- a»)(*«- :s/r). 

Tel est le résultat auquel nous nous proposions de parvenir. 
Les différences C — À, Il — A, G — Β des moments d'inertie s'ob-

tiennent sans peine à l'aide des formules données plus haul 

lr ι ^ w . f ^ //a(3/-â— h1) (c1— /,·*) /'?1 il·/ 

- -».* .·, - J ^;yf-
P

· 

] i> — Λ = '4 *
 +

 &*^»Μ£=»ΐ Γ-^ML; 

(>Ί«) ί ' . ' 
! . k'Vih'-1.···){1)<~1,.·) /V. Λ-.IUrf?' 

r,('- Λ ν?"-η?·«···.·' 

+ "~ ·">(<·* - ''Τ " ./. ^vF~' 

Il esi. important d'observer que les intégrales 

'"Λ vy-^«-e« 

entrent dans le développement du potentiel comme coeflîcienls respec-
tifs de S,M, N,, S,M,, \τ

2
. 
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VU. — ELLIPSOÏDE ANIMÉ D'UN MOUVEMENT DE ROTATION 

DONT LA SURFACE EST DE NIVEAU. 

Imaginons une masse hétérogène composée d'une partie centrale 
solide, de forme quelconque, dont la constitution physique est inconnue, 
complètement immergée au sein d'un fluide limité extérieurement par 
un ellipsoïde. Supposons que, sous l'influence d'un mouvement uni-
forme de rotation autour d'un axe de cet ellipsoïde, la surface libre 
soil; de niveau et proposons-nous de trouver les conditions d'équilibre. 
V étant le potentiel attractif de l'ellipsoïde, r la distance d'un point de 
la surface à l'axe de rotation et f la constante de l'attraction, on doit 
avoir pour tout point de la surface 

Λ τ M " 0 

r- représentant χ- H- y2, y2
 -H z'\ ÎC24- -2 suivant l'axe autour duquel 

tourne le système. Il en résulte que sur la surface la fonction Y doit 
se réduire identiquement à une fonction linéaire de &·2, y2, 32. Le po-
tentiel Y, dont l'expression générale est 

V / V5UM Γ <A«'R'i/p' 

ne doit donc contenir que les fonctions SMN qui se réduisent soil à 
une constante, soit à des polynômes linéaires en x1

)
 y2, z- sur la sur-

lace. Or on sait qu'il n'y a que trois produits SMN jouissant de ces 
propriétés (10) : ce sont (') 

S2M2N3, 

(') On peut écrire, pour plus de clarté, SMN = ^ (RMN); rr se réduit à une 

constante sur la surface, puisque ρ est coustant. Ainsi les produits de SMN et 
HMN ne diffèrent que par un facteur constant. 
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dont nous avons déjà parlé dans ce Chapitre (18), (19')· Ainsi 

(v_»S. + S, M, N, (3j) 
I " " Λ vV2— &v? c 

Tous les autres produits SMN devant disparaître dans le développe-
ment, leur coefficient est nul 

fp' X'R'tfp' 

ou, à cause de l'identité (i5), 

fJflVM'N'dm'= yy /'(M'i\')2^'yP,-y=— 

Iff R'M'N' dm' = o. 

Tous les polynômes R'M'N', à part le polynôme de degré ο et les 
deux polynômes du second degré R'

f
 M', N',, R'

a
M'

a
N'

a
, doivent vérifier 

cette relation. 
Les trois polynômes du premier degré sont, à un facteur constant 

près, x, y, z. On a donc (10) 

(3s) J Jj x'dm'— o, Jj'J y' dm' — o, iff
z

'
 (

^
nf

 ~ °' 

ce qui exprime que le centre de gravité se confond avec le centre de 
l'ellipsoïde. 

Il y a cinq polynômes du second degré. Trois de ces polynômes 

doivent annuler f f f R'M'N' dm! : ce sont xy, xz,yz, à des facteurs 

constants près (10), 

(33) fff n'y'
dm

' = °t //Ι?'*
 dm

'
=

 °> f f j *
x
'
dm

' = °-
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Les axes principaux d'inertie relatifs au centre de gravité coïncident 
avec les axes de l'ellipsoïde. 

Ainsi le centre de gravité et la direction des axes principaux d'inertie 
relatifs au centre de gravité restent invariables dans toutes les dispo-
sitions possibles des masses internes (* ). 

VII [. 

La fonction /V -h — r*, développée en produits MN, possède trois 

termes. Un terme constant, un terme en M, N, et un terme en MaN
a

. 
Les coefficients de ces deux derniers doivent être nuls, s'il y a équi-
libre, pour tous les points de la surface, c'est-à-dire pour ρ = ρ,. On 
arrive, en employant les développements qui ont été donnés (25) et 
(3i), aux équations suivantes 

~ "M -M - A')J' (?^)V^r-gypw 

ί ω* 2) Si oz cst l'axe rotation, 

/ oj — h'1 \ 

ω* ( "+* 2) ox " 

8 τ: f o.> ρ, y'o;; — /r γI a? — c~ ( ρ2 — k~ ) f —= 

I C°2 ( ctp 2) s* os est ^'axc C^C r0l:ilti0,15 

= ,ju)2(|fci3-+'2) °y 

F
Ω' ('Ϊ7

Α
Ι
 2

) οχ » 

(') Ces propriétés ne s'appliquent pas seulement à l'ellipsoïde. 
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en posant 

^ριν^Γ^ν/ρΓ1^ 

yr* ?' ι ' u' /7-' 

Lorsque les équations d'équilibre sont satisfaites, on peut en déduire 
la valeur de o, et o., en fonction de p,, /», c et ω et partant celle des in-
tégrales dont ces quantités dérivent. Le potentiel extérieur de l'ellip-
soïde et les dillérences des moments d'inertie par rapport aux axes 
( do) et (3i) peuvent ainsi s'exprimer à l'aide des données superficielles 
de l'ellipsoïde. En remarquant que les axes sont principaux d'inertie 
par rapport au centre de gravité, on est conduit à énoncer les théo-
rèmes suivants : 

Le potentiel extérieur d'un ellipsoïde dont la surface est de ni-
veau sous Vinfluence d'un mouvement de rotation uniforme dé-
pend uniquement des données superficielles ('). 

Les différences des moments d'inertie principaux relatifs au 
rentre de gravité dépendent seulement des données superficielles. 

Dans un ellipsoïde homogène ou composé de couches hornofocales 
homogènes, §, = o

2
=la densité moyenne de l'ellipsoïde, parce qu'a 

l'intérieur de chaque couche (iq' ) Λ'
(
 = X densité de la couche, 

Λ/= ^ χ densité de la couche | voir (21 )(. Il en résulte que les 

équations d'équilibre 11c doivent pas, dans cette hypothèse, être diiî'é-
renles do celles qui se présentent dans la discussion de l'ellipsoïde de 

(1) Ce théorème remarquable est général. M. Stockes l'a démontré pour une 
surface quelconque ( Cambridge artel Dublin mathematical Journal, 18.^9). On 
en trouvera une belle démonstration de M. J'oincaré dans un important Mémoire 
de M. Callandreau [Sur la théorie de la figure des planètes ( Annales de l'Ob-
servatoire de Paris, t. XIX)]. 
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Jacobi. Au surplus, on pourrait les transformer de manière à les ra-
mener à la forme ordinaire, en faisant disparaître les quantités /r et /r. 
(le calcul se ferait aisément en partant de la somme et de la di Hère η ce 
des équations d'équilibre après avoir remplacé S, et S

2
 par les expres-

sions données plus haut (27). il faudrait, en outre, recourir aux for-
mules (22) et (24). 

Les résultats de la discussion de l'ellipsoïde de .lacobi sont les sui-
vants (') : 
i° L'axe dirigé suivant l'axe de rotation est le plus petit; 

2° >ι, ce qui entraîne Ϊ·<ΊΓ; · 

■ i" ο <-—<0,18709.... 

Si ~~p = 0,18709..., l'ellipsoïde devient de révolution. 

Los conditions d'équilibre de la surface 11e présentent pas de diffé-
rence avec celles qui précèdent si l'on a, dans le cas de riiélérog'énéiié. 
ο, = o

2
> 0, ce qui entraîne 

Je Jr vV2-''V?'2-'*4 

Les expressions (Ho) des moments d'inertie donnent alors 

r9' -y, iv, dj_ .m- _ c - ν _ .5 _ β ~_a 

(') Journal de Liourille, t. XVI. 
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CHAPITRE II. 

ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION APLATI. 

Soit 
I. 

*2-^2 + _£i_ = ! 

l'équation de la surface. Nous représenterons, comme plus haul, ~ par 
une série 

(34) P=2*'M'N' ('), 

où ut' ne dépend que de p', en posant (3) 

P'V^T5' 

L'expression du potentiel extérieur s'obtiendrait comme pour l'ellip-
soïde à trois axes. On a 

(«■) Jp RYvV'-c' 

en posant 
S = R f" %=■ 

On démontrerait, comme dans le cas général (i5), l'identité 

(35) jjj R'M'N' dm' = j'f f(M'N')2 

(') Voir le § III de l'Introduction. 
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Aux fonctions R,, M,, Ν,, R2, M.,, Na
 relatives à l'ellipsoïde à trois 

axes correspondent ici (ίο), (ι i), (18), 

(3(5) 

|R, = PS-2|!, R,= P», 

|M, = (A
!
-^, M

S
= p.

2
, 

( Ν, = t, n2=V;-I. 

On a donné, dans les préliminaires (8), 

8*i> ,,2 — ^2/ 

et, comme on a identiquement 

on en déduit 

M,N, = p2-^, 

pV=fp2c=+p2M,N„ 

(*l) x*+ys
 — fp!+ ^M,N,. 

Lorsque ο (29), 

ff l{m; ν; y du,' = ̂  h* (A2 - A2) (A2 -3A2), 

ff l'(M',N',yda>
,
= ^k

i
(k'~h')(k'-W), 

ff l,'d<t>'= 4 it, 

et alors 

h- = ~ H- des termes contenant en facteur 62, 

A2=- + » b>. 

En se reportant à ce qui a été dit relativement au passage des fonc-
Jourti. de Math. (4e série), tome VI. —■ Ease. 1,1890. 14 
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tions générales Ν à celles qui leur correspondent clans l'ellipsoïde de 
révolution aplati, et tenant compte des facteurs constants qui ont été 
supprimés ( i r), on arrive sans peine à 

(38) 

i fyv(M',N', )*<&»'= 

' . r r 

I f Cl' du' = 4^· 

Le calcul des moments d'inertie se fait comme [jour les ellipsoïdes à 
trois axes. 

Fiy. 3. 

ρ Yp"- <··" u 

Le cylindre infinitésimal déjà considéré a pour masse (i-'l), 

et (37), 

A»' = V DU'M'N'Z'AO', 

(
x
*+f-) dm· =-- Σ (F ?" + Ç M; κ) A'M'NV m. 

Le moment d'inertie dC de la courbe infiniment mince homofocalc 
s'en déduit par une double intégration effectuée le long de L'ellip-
soïde (p') (6 ) et ( 7). En représentant par ifi/

n
 le coefficien t cle M'

0
 Ν'

υ
 — 1, 

i)b'
(
 celui de M', Ν',, ùû celui de M'

3
 dans le développement de la tien-
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silo (d/j), η 

= £
4
·/f W0*<*4 

G = !* - + i /"%'* f /"/'(Μ',Ν',)Μω'. 

Introduisons dans celte formule la densité moyenne de la couche infi-
niment mince. 

Sa masse est f f dm — (η). et son volume 

γτ: i/o'2 \/ρ'" — c- = \ π 7 0 - i/o'. 

La densité moyenne η' a donc pour valeur 

1 _ „/ „ 2fs \ ' "-o —? (P 3 jl · 

Le premier terme de C devient 

on 

J J,p, pVp"-c« W/' 

i*f ri?"-dfslf--c\ 

On peut écrire la seconde intégrale entrant dans C, 

·' Jt. pVp'i-c» c*Je * p'y/p'2—C·2 J J v ' ,y 

L'intégrale f j* j R\ M', N'
(
 dm'

)
 étendue à tout l'ellipsoïde (p'), a 
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pour valeur (35) ' 

fff R; M; M-, M; N;>. M 

On a vu (u) que 

a/* H-/* —a s'* 

donc, en désignant par A', B', C les moments d'inertie de l'ellip-
soïde (p') par rapport à ses axes, et par oit' sa masse, 

fff R; M; N; dm' = £ (
a
 E - A' - îr - 'f .m). 

Il en résulte que l'intégrale dont nous nous occupons ]jeut se mettre 
sous la forme 

ÎÂCTa 

Ainsi l'on a 

C = l*f\'p
,3

dp"Jp"-c-

pt. (n Λ 

A cette expression,· il faut joindre l'expression de" la masse totale 

i)lh — η'c/p/aχ/ρ'2 — c 

Supposons qu'il s'agisse d'une sphère. Alors c — o, 

α = |Π Γ η'ρ
 3

 dp"+ f
f
'd( 2C'-A'-B') 
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ou bien 

i C = i«jf'Vdp" + -i(aC-A-B) 

(3;>) ' et °p| 

( D1L = iit f 

où η' est la densité moyenne de la couche infiniment mince comprise 
entre les deux sphères concentriques de rayon ρ', ρ' H- dp'. 

La première formule (3q), qui équivaut à 

A h- H -+- G = | π Γ η' dp'*, 

peut s'établir d'une façon élémentaire. On a, en effet, pour une couche 
sphérique infiniment mince quelconque » 

î/(A + B+ C) = 2 2 (®'
a H~y'

2z
'
2
) dm' 

— tip'2 χ masse de la couche = Ηττη'ρ"' dp'. 

hn intégrant, on tombe sur la formule à démontrer. 

IL — ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION APLATI ANIMÉ D'UN MOUVEMENT 

DE ROTATION DONT LA SURFACE EST DE NIVEAU. 

Considérons une masse hétérogène en équilibre, composée d'une 
partie centrale quelconque recouverte entièrement par un liquide limité 
extérieurement par un ellipsoïde de révolution autour de son petit 
axe or, et tournant uniformément autour de cet axe. 

La fonction/V + γ {.%·" H-y2) doit se réduire à une constante sur 

l'ellipsoïde. En développant le potentiel en produit Ml\ 

V = 4TUVSMN [*' . 
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on verrait,par un raisonnement semblable à celui quia été fait au sujet 
de l'ellipsoïde à trois axes, que le développement contient au plus trois 
termes, 

S0M0N0, SaM
a
Na; 

tous les autres ont un coefficient nul 

(4o) rPl ut/ R' dd ___ 

Il en résulte que le centre de gravité coïncide avec le centre de l'ellip-
soïde, et que les axes sont principaux d'inertie relativement au centre 
de gravité (1 ). 

La fonction qui doit se réduire à une constante pour ρ = ρ, est 
donc(37) 

/3H-Se+/SIM,NI4« 

+
/S,M,N,4*^*^3

+
 r(tp

,+
 ?

M
·*·> 

Égalant à zéro les coefficients de M
2 Na

 et de M, N, et faisant ρ = ρ, 
dans ces coefficients, on a 

, r?> \n>;h;d?1 

ρ; . /c w. r" 

On a identiquement (35) 

Λ (Wf-c 

(') Pour discuter plus complètement l'équation (4o) qui équivaut, à cause rie 

l'identité (35), à J* R'M'N' dm
1
 — 0, il y aurait à faire usage des expres-

sions de R, M, Ν données dans le § III de l'Introduction. 
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(•I (il) 

donc 

r; M; N;=£<*"-/»); 

Cl') fffR;M'
S

NU//»'= I(B - A) = o. 

Les moments d'inertie principaux équatoriaux sont égaux. 
Posons 

S — _ Λ ΡΥΡ'2--^ 

et remplaçons (S,)Pi par sa valeur 

']L C-¥)V"--

Tu'écjLiatioii d'équilibre devient 

Φ) ̂  = f'j—Jlr—rr· 

11 sufiit de poser p'" — c2= u~ pour ramener la fonction à intégrer à 
la forme rationnelle. Les calculs faits, on a 

4, =-3^4-
 a

,
claus

,. · . 

et, en posant 

il vient 
p« = (p»_C»)(,+X»)

î 

—7* = — ^ -+- —YY-arctangÀ. 

C'est l'équation qui se présente dans la discussion de l'ellipsoïde de 
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révolution homogène. Oil en tire deux valeurs de λ tant que 

0< 5^5 <0,22467. 

La quantité δ, qui se réduit à la densité lorsque l'ellipsoïde CÎ t homo-
gène, peut être exprimée dans le cas général en fonction de la densité 

moyenne D et du rapport ^ · 

On a en effet identiquement (35) 

//fj, M, . ffm ). 

(3η a vil (ri) que 

et(38) 
2*»- îfs) 

J, %c~ JlL ' 

On a donc identiquement 

Î(.C-A-1,-ΐ«)4(ΐ)'£β| 

et, comme Β = A (4i)> il en résulte 

mais 

4« 'W; 

^■ — ï^PWP'—c*d> 
par suite 

(44) 2C2\3 «)lc J 

Ainsi l'équation d'équilibre peut s'écrire 

5Ï7ÏÏ = ί?(τ " ~W) Τ'
 +

 —
 Mctangq. 
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L'aplatissement do la surface ayant pour valeur 

fc~ ' ~~ TTHP' 

on voit que le rapport —peut s'exprimer en fonction seulement 

des données superficielles. Nous ferons plus loin l'application de cette 
formule aux ellipsoïdes peu aplatis. 

Cherchons actuellement la valeur de la pesanteur superficielle. Il 

faut prendre la dérivée de la fonction /Y + -(,r2+y2) suivant la 
normale à la surface 

g=x[rr + T^
+
S\ 

Or, pour passer du point (ρ, p,v), de l'ellipsoïde à un point infiniment 
voisin placé sur la normale a la surface en ce point, il faut seulement 
faire varier p, de clp, p. cl ν gardant la mémo valeur. On peut donc 
écrire 

dç dds do 

Il faudra faire ρ = ρ, après la dérivation. 
( )r on a, à cause de A == B, 

/V+£(*»
 + y

») 

== γ p2 -h/^HS„ -f- ~ — ^opWpl ~~
 6
'*/^ι ) M, N,, 

de plus (2) 

on en lire 
its ~ v/^ΐτμ'ΐ ' 

?τ ™" f·" Γ ·> ο -/* \ν rfSn 

(h \/p- — cl ^ 

Journ, de Math, (/p série), tome VI. — Faso. I, iSgo. *5 
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où S0 et S, ont les Valeurs, suivantes : 

c - Γ d? 

pi' + ~1' 

Nous ne développerons pas cette formule qui ne présente pas grand 

intérêt dans lé cas général. Elle sera appliquée plus loin aux ellipsoïdes 
peu aplatis. Nous nous bornerons à faire remarquer que, l'équation 
d'équilibre de la surface donnant la valeur de ο en fonction de λ et ω, 
on peut exprimer g en fonction des données superficielles. Il en est 
évidemment de même du potentiel extérieur (') 

(46) V = * s, — Iπίρ; vVi - c» S, M, M,. 

III. 

Les planètes sont limitées extérieurement par des ellipsoïdes de ré-
volution peu aplatis animés d'un faible mouvement de rotation. En 
partant de ce fait expérimental, on peut établir, indépendamment de 
tonte hypothèse sur leur constitution interne, quelques-unes des for-
mules auxquelles conduit la théorie de Clairaut. Dans les approxima-
tions, nous considérerons, comme on le fait dans celle théorie, ω- el 
l'aplatissement ε comme des quantités du premier ordre. 

L'équation de la surface étant 

^4- V5 .5* _ 

son aplatissement est 

Pi V ?î 

(l) Voir la noie de la page 102. 
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Si l'on considère ε comme une quantité du premier ordre, ^ est du 

premier ordre, et l'on a, au second ordre près, 

(47) - = 2£. 

Inéquation d'équilibre de la surface, donnée plus haut (43), 

«/» ·βν?, / 3 jj 

devient, en ne conservant dans le second membre que les termes du 
premier ordre, 

d'où 

(48) 

Ji_=îe«9» Γ®-, 

ω2 4 c* 

2π/8 i5 w* 

Reprenons la formule de la pesanteur trouvée plus haut (45) et rem-
plaçons-y N, par sa valeur en fonction de [A (36) 

,ίΤ = \/^[3ω·Ρ+/^^ 

M/'· 3 p'« 

Les coordonnées rectangulaires a-·,/, ζ d'un point de la surface et la 

quantité p.2 sont liées par l'équation —^—h
 c

.
2
 = ι. Il en résulte 

que, le long d'un parallèle, la pesanteur est constante. La valeur de p.3 

tirée de l'équation qui précède est 

= c' —ï + des termes contenant c* en facteur, 

c'est-à-dire 
p.2= c2

 COS
2

tJ; -Κ . ., 
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on désignant par ψ Tangle que fait le rayon de l'ellipsoïde aboutissant 
au point xyz de la surface avec Téquateur. 

Proposons-nous d'obtenir g en négligeant les termes du second 
ordre. 

~Γ — 6'2(^00δ2ψ ~~ esl du premier ordre; on peut donc né-

gliger les termes du premier ordre dans son coefficient el. y remplacer 

pWp',-*' Ρ«Γ ?% 

S. Ρ««· ? / 71 = 57»· 

di l,iU' - 3 pi 

de plus on peut faire, à cause de l'équation d'équilibre de la surface, 

La formule 
3 ~ ι ε 

s„= = + 

donne, en négligeant les termes du second ordre, 

r/S0 1 1 c-

La valeur de g devient 

ο=\/?Γ^ί-?!/0Κ + 3ω 

+ (<»*?, + I ~ 3) («'OS'·} - l)\i 

puis, remplaçant par 2ε (47), 

*
=
\/ϊΓ?[-ψ-ψ

ι +
 (τ- ')

 ω
\· 
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On a d'ailleurs 

\/%=ί = (' " ï r)(
,+

 ï R «««ψ) = 1 - «««-ψ +..., 

doue 

s =
 ~

 1 cos

^ (~2 cosJ Ψ—r) ω8Ρ· I 

Posons 

(49) 

il vieul 

ou bien 

; ^ tolp, force centrifuge èquatorinle 

force centrifuge cquatoriale 

H- termes du second ordre, 

ή' = ~^Γ l + £COSî'j/-3)(icOSa'|/-iy 

A' = - ̂ [
,+t

-.ïi
 +
 (ï -

ε
)

8
'
,η,

Ψ.|· 

•^-y-est l'attraction à l'équateur; on peut introduire l'attraction au 

pôle Il suffit de remplacer dans l'expression qui précède ^ par 

- = î LL-i— = Τ (ι — ^ε). 

On obtient finalement 

" =— p )s"'"<q· 

C'est la formule de Clairaut. L'angle ψ se confond avec la latitude 
dans le cas de la sphère ou ε = ο. Ces deux angies difièrent donc, entre 
eux d'une quantité du premier ordre quand ε est petit. Ainsi, dans la 
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formule qui précède, on peut confondre l'angle ψ avec la latitude et 
énoncer ce résultat : 

La pesanteur à la surface d'une planète varie proportionnellement 
au sinus carré de la latitude (* ). 

IV. — VALEUR DU RAPPORT ■ ■'· 

On a 

7 ρί 

Introduisons lia densité moyenne dans ce rapport en posant 

4 ε 2C2 \ 3 OIL )* 

Il vient, en négligeant les termes du second ordre, 

2 c2 \ 3 ,)lc J 

Remplaçant par sa valeur 4; ε S (4S), on en déduit 

(5o) 0= jD^ 

On a vu, d'autre part, que δ peut s'exprimer, au moyen du rapport 
C

^(44), ' 

S = 4(t-

On a donc 

? ± — ïL(t _ C~AY 

(*) Cette formule a été établie ici sans rien supposer sur la constitution in-
terne de la planète. Ce résultat a été obtenu pour la première fois par Laplace, 
mais son analyse manque de rigueur. 
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d'où 

C~A_cY » ?λ 

et, en remplaçant à par2£p* (47)> 

(50 -ar =sp; (*-;*> 

C'est la formule à laquelle conduit la théorie de Clairaut (1 ). 

Y. — RAPPORT ^-Q—* 

On a identiquement 

C — A C-AOlb 

Si l'on néglige les termes du second ordre, on peut faire abstraction 

des termes du premier ordre dans-ç> puisque ^ est du premier 

ordre. 
(Circonscrivons une sphère à l'ellipsoïde {fig- et considérons la 

Fig. 4. 

C — A AOlb 

masse hétérogène renfermée à l'intérieur (y compris l'espace vide). 
Les moments d'inertie de la sphère sont les mêmes que ceux de l'ellip-

(1 ) Voir à ce sujet le premier Mémoire de M. Callandreau inséré dans le t. XIX 
des Annales de l'Observatoire de Paris. 
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soïde. D'après une formule donnée plus haut, on a, pour la sphère (3<)), 

Απ / r/r/p'3 

et ici, comme A = Il (/| ι), 

Ôle ~ 5 ePt , , „ + 3 arc 

Le second terme étant du premier ordre peut être négligé. Pour le 
même motif, au lieu de prendre le rayon equatorial pour limite supé-
rieure des intégrales, on peut prendre le rayon polaire et écrire, eu 
gardant les termes les plus importants, 

£L — û0a ZZ 0) 

où η' est la demsité moyenne des matières comprises entre les deux 
sphères de rayons / sjz\ — c*, (/ -h cil) \/ρ'ί — e2'. On déduit de là 

ii-jA-Vc Λ A 

( ') Celte formule conviendrait même si la surface libre de la planêle n'était 

pas un ellipsoïde, pourvu qu'elle ffil peu différente d'une sphère, el que 

——— fût petil. Pour la Terre, en particulier, on sait par la théorie de la 

precession que ^ est voisin de 
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("cite formule est semblable, à celle où conduit la théorie de Clai-
raut. 

Supposons que η' croisse constamment de la surface au centre, mais 
que la variation de cette densité n'augmente pas avec la profondeur ; 

en d'antres termes < ο, < ο (c'est ce qui aurait lieu, en par-

ticulier, si l'accroissement de la densité n'était dû qu'à la compres-
sion). 

Pour passer d'une loi de densité soumise à ces restrictions au cas où 
la densité croîtrait proportionnellement à la profondeur, sans modi-
fier la masse totale, il faudrait augmenter la densité des parties cen-
trales au détriment de celle des couches élevées. Il est facile de voir 
que le moment d'inertie G diminuerait dans cette transformation. 

Soient m -+- p.la masse d'une couche sphérique infiniment mince, ho-
mogène, de rayon R, m' celle d'une autre couche de rayon R', et 
R> R'. La somme des moments d'inertie de ces couches est 

f[(m-t-p)R2-h m'R/2]; 

si l'on transporte la masse p. dans la couche (R'), la somme devient 

|[mR» H-(/»»'+p.)R'*], 

expression dont la valeur est inférieure à la première. 
Il résulte de là que, en supposant la densité proportionnelle à la 

profondeur, on obtiendra pour une valeur inférieure à la valeur 

réelle et, pour —Q—-> une valeur trop grande. 

Posons /]'= λ — pU. On en déduit 

f r\din = X — fp.. 

D'autre part, en désignant par ô la densité moyenne superficielle 
el par D la densité moyenne de la planète, 

f dt* — Ό = \ ~ -p., 

. 0 = λ-μ.' 
Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. I, iSgo. IO 
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Ces équations donnent 

[I = 4(D-E), Λ = 0+ 4(D — 0), Λ -I|I = Ô+K^-0): 

il en résulte 

f VA» 3 2 

Ainsi, l'on doit avoir 

— < D \ 2/ 

Pour la Terre en particulier, on a 

2^375' ^ 288738' β ~~ 2' 

donc 

C < 298,5' 

La précession donne 

C ^ 3o5, (i 

Si, au lieu de rapprocher les fortes densités du centre, on s'arrangeait 
de façon à rendre la masse homogène, on augmenterait le moment C, 

et l'on diminuerait —· On trouverait 

Pour la Terre, 
^hH)· 

"~C~ ^358' 

VI. — LIMITE INFÉRIEURE DE LA DENSITÉ AU CENTRE DE LA TERRE. 

Nous avons trouvé 

D = f η'ΰ?/3 = ...= 3 / ·ηϊ2ώ 
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et 

~C~ ~ ~ 2]"^ ~ (£~ 2j"p 

En prenant 

D_0,5(>, ε-_
 39

3^, ? — 288,38
5

 C ~~ 3o5,6' 

on tire de ces équations 

Γ t'dt = 1,853, Γ τ/ί8Λ 

ι η'/4 dt = 0,9484, / η'/
1 Λ 

La densité moyenne η' des matières comprises entre deux sphères infi-
niment voisines correspondant au paramètre t joue ici le même rôle 

que la densité des couches de Clairaut. Si l'on admet que < o, on 

peut procéder comme l'a fait M. Stieltjes pour obtenir une limite in-
férieure de la densité au centre de l'ellipsoïde et l'on arrivera au même 
résultat. Ainsi, en appelant θ la densité moyenne superficielle, η la 
densité moyenne au centre, D la densité moyenne de la planète, et λ 

le rapport-7 ('), on a 

,>.+jî=î4. 

(l) Bulletin astronomique, tome I, page 465. 
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Si l'on adopte la valeur 0 = 2,5 on a, pour la Terre, 

'1>7>39· 

VII. — POTENTIEL EXTÉRIEUR D'UNE PLANÈTE. 

On a trouvé (46) et(3G) 

ν-» (£-%)(?-r7—% 

Cette expression peut s'écrire, en négligeant des termes du second 
ordre, 

J, Hr-* 3 Ve' SA' iJJ 

ou, en remplaçant <r par 2ip] et par j ^ (47) et (5o), 

I H 

p. et ρ sont les racines de l'équation Λ "^.,K 4- —
 1

 (N)>
 0,1 

l* — l-(x- ■+■)'' 4- 4- C-) 4- C'(x'· 4-/3) = o. 

Désignons par /· la distance du point attiré au centre de la planète, 
et par 0 l'angle que fait la droite qui joint ces deux points avec l'axe 
de rotation OZ. L'équation devient 

Is — ia(/,2-+- c2) 4- c2 f~ sin20 == o: 

on en tire, en négligeant les termes du second ordre, 

Qa = 7'24- C- COS20 
et 

- — i Λ — ~ ^cos2G^ 4-..p
a
 = c2 sin20 4-.... 
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Remplaçant e2 par 2ερ2 dans ^ substituant dans V et négligeant les 

termes du second ordre, 

V=^[.-^-!)(co
S
*0-.i)]. 

Le potentiel dépend uniquement des données superficielles (1 ). 

CHAPITRE III. 

SUR UN THÉORÈME DE M. POINCARÉ. 

1. 

Considérons une masse hétérogène composée comme il suit : i° d'une 
partie centrale solide de forme et de constitution inconnues, comple-

ts- 5-

I H 

Lenient plongée au sein d'un liquide limité par un ellipsoïde; 20 d'une 
autre couche liquide sup'erposée à la première et également limitée à 

(') Voir la note de la page 109. 
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l'extérieur par un ellipsoïde. Si l'on fait tourner le tout d'un mouve-
ment. uniforme autour d'un axe et que, sou» l'influence de ce mou-
vement de rotation, le système se trouve en équilibre, les ellipsoïdes 
sont homofocaux. 

Celte remarquable proposition, qui a été établie par M. Poincaré ('), 
peut être démontrée simplement lorsque les ellipsoïdes ont les mêmes 
plans de symétrie et tournent autour d'un de leurs axes (2). 

Désignons par Y
2
 le potentiel de l'ellipsoïde E2 (fig.* 5) supposé 

plein du liquide, de densité 0, qui compose la couche superficielle, pour 
un point intérieur; par Y, le potentiel des masses renfermées à l'inté-
rieur de l'ellipsoïde E, diminué du potentiel du même ellipsoïde supposé 
rempli de la matière de dejisité 0, pour un point extérieur. 

Les deux surfaces En E
2
 étant en équilibre, la (onction 

ν, + ν.,+ ^Γ2, 

ou r~ désigne x2-\~y-, y2-+- ~2, -2 -+- x~ suivant l'axe autour duquel 
s'effectue le mouvement de rotation, doit se réduire identiquement à 
une constante sur ces surfaces. V

3
, d'après sa nature, et par suite 

Y. -f- 7. t" 

est une fonction linéaire de x2. y2, le long de E, et de E
a

. 11 en 
résulte que V, doit être aussi une fonction linéaire de a?2, y2, z- le long 
des"mêmes surfaces. 

Soient 

Vs n- 1— />- + — 1 · Tî .2_ bt + 'yrzzyi — 

les équations de E, et E
â

. On peut exprimer Y, à l'aide des produits 

(1) Comptés rendus des séances de L'Académie des Sciences, juin 1888. 
(2) Cela revient, à cause de ce qui a été dit au § Y1I du Chapitre I du présent 

travail, à supposer que le centre de gravité de l'ellipsoïde E, et les axes princi-
paux d'inertie relatifs à ce point coïncident avec le centre et les axes de cet ellip-
soïde. 
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SMiY qui dépendent des coordonnées elliptiques p, pc, ν relatives à l'el-
lipsoïde Ε, (i4) 

V,=]£aSMN, 

où les quantités α désignent des constantes. V, devant se réduire sur Ε,, 
c'est-à-dire pour p = p,, à une fonction linéaire de a?2,y2, -2, le second 
membre ne doit contenir que les produits 

S0, S,M|N",, SaMaNa, · 

si souvent considérés, 

Y, =a0S0 -F- a,S,M,]\T, H- aaSaMaNa 

ou bien 

Γ 2 ?* Ui r2 Li 

-ha,R,M,N,^ 

-+-a
2
R

!
M

2
X

!!

^' ~^==^===. 

Le long de l'ellipsoïde E
2

, on a 

— 4— — -j- * Τ 

et la quantité p doit vérifier 

A·» yi z-

II, M, N, et KaMaNa
 fonctions linéaires de χ-, y2, z- sont exprimahles 

linéairement en y2 et s2 au moyen de la première de ces relations. De 
même, les intégrales qui entrent dans Y, dépendent uniquement dey2 

et z2 à cause de l'équation qui définit p, facile à déduire des précé-
dentes, 

y\{?i-bi P
2
—&ï)

 H

"
 sï

(?l —cl ?'· 
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Ainsi le long de E3, Y, est une fonction de y% et ζ2 qui doit être 
linéaire par rapport à ces variables. On doit donc avoir identiquement 

rf'V, d2S0 , _ , „ rf2(SjMjN2) 

</2V, rf2S0 , _ d2{β,Μ,Ν,) , „ d»(S,MeNt) _ Λ 

d2Yt __ rf'-S0 , „ "^(StM.N,) , „ *(SsMfN,)_„. 

α0, α,, a., ne peuvent être nuls simultanément, sans quoi Y, serait iden-
tiquement nul (1 ) ; ces trois identités exigent, par suite, 

d2S0 ^(S2M,I\2) 

d2 S0 ^(^Μ,Νρ c?2 (S2M2ISra) __ 

dl S0 rf^S^jNj) d*(SaMsN,) 
d(z2)2 d(z2)2 . d(z2)2 

Celle équation de condition est indépendante des constantes a
0

, 
a,, a

3
, et par suite de la constitution interne de l'ellipsoïde E

4
. Au lieu 

de calculer le déterminant, ce qui serait long, on peut donc chercher 
directement la condition pour que les trois dérivées dont il s'agit 
soient nulles simultanément en supposant Vellipsoïde E, homo-
gène. 

Ea formule de Dirielilel peut s'écrire, à un facteur constant près(2(>). 

v,= / dl. 

(') Si V) était identiquement nul, l'ellipsoïde Ej agirait au dehors comme s'il 
était rempli du liquide superficiel. Dans ces conditions, la surface E, devrait 
faire partie des surfaces de niveau d'un ellipsoïde homogène, et ne pourrait être 
qu'un ellipsoïde semblable à l'ellipsoïde E

2
. Le théorème serait en défaut. 
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Le long de E2, 

P2 P2 ^2 Ρ 2 6'î 
par suite 

Γ, .y' -2 1 Λ. r. PÎ Pl \ 

L'équation 

y*( Pl ' Ρ2 \ | -2/ Pi P2 V a C2 

qui lie p3, y3 et z2 donne, par differentiation, 

_£l Ρ8 + Γ. ft?y' + +,"] fiielî. - 0 

ρ] p!_. . Γ W ι °ï* I .1 d{f.) 

On tire de là, sans difficulté, 

rpyt i_ \p2— bj pj-14) 

d3V] _ I V?2— b\ p'i — hi) \p2— cf Pï—c'i/ 

d'-Vt _ £ \Ρ2 — cî ?i — c'ï) 

Pour que ces trois dérivées soient simultanément nulles, il faut 

-J! - _1L_ - ο 

Q2 . ~2 Λ2 y,2 

Journ. de Math. (4e série), tome VI. — Ease. I, 1890. '7 
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L'équation que vérifie p donnant alors 

p — psi 
on a 

b1=b2 

c, = c«. 

Ainsi les ellipsoïdes sont bien homofocaux. 
Si, au lieu de dieux liquides superposés, il y en avait un nombre 

quelconque tous séparés par des ellipsoïdes, ces ellipsoïdes seraient 
homofocaux. On le déduit sans peine des considérations qui précèdent. 

• II. — POTENTIEL D'UNE COUCHE HOMOGÈNE COMPRISE 

Soient 

p, le paramètre de l'ellipsoïde intérieur E, (fig- 6); 
ρ 2 celui de E2 ; 
0 la densité de la couche. 

En opérant comme on l'a fait pour un ellipsoïde quelconque et em-

£=OR; R;+ο
/7
^Μ; Ν;+O^M; Ν;=*'Μ· Ν-, 

on trouve, pour le potentiel de la couche infiniment mince homo-
focale (E, F/), 

ENTLLE DEUX ELLIPSOÏDES HOMOFOCAUX. 

Fig. 0. 

v/p'2—J Λο') 

ployant le développement (19) 

'«y V>- ff 
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Si le point attiré (ρ, [A, v) est extérieur à E
2

, on a (5) 

(ρ> pa); 

s'il est intérieur à E,, 

f f ^^<fo)' = 4*S'RMN (ρ < p, ). 

11 en résulte, pour le potentiel cherché, si ρ > p
s
, 

« 4 ' \
 4

 A
1

— le* k*—h')j^ ('* — <;*' 
el si pip,, 

„ _ ( Γ RiRjS;^' ^ R|M,N, f**%\ R,R',tfp' 

R,M,N, rf'S^ R',R', dp' \ 

Nous affecterons dans la suite les fonctions R,, Sn R2, S2
 d'un 

indice supérieur égal à ι quand on y fera ρ = p
1?
 et égal à 2 quand on 

y fera ρ = p
2

. Ainsi 

R, =p2—/i2, S, =R, Γ—. JÉ. , . . 

R'," = p? - h', S'." = R','» Γ* ,. 

Rf =
 P

; - w, S!,2' = Ri5' Γ— *' , ; 

de même pour R, et S2. 
Nous poserons en outre 

u u =v/p3(p2 -b2){f-c*), 

u"> = v/pî (PÏ - b*) (Pi-c3), 

«(2,=^ (pÎ-^XPÏ-C·), 

u· =Vp'a(p'2-&a)(p'
a
-C

2
). 
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On a (21) ^ 

/•'JWl_-l„ 

/"*"11 "'. _ ί Α'Α A/ _ I|7„- Si Sf _ . /J_\M. 

Ainsi l'on a, si p> p
2

, 

P
2
= I πΟ(α<-' - «·'>) (S„ +

 7
^=^' + j~i ); 

et si p<p,, 

4 -Λη r?t IV.R'.S'.rfp' 

+ Miii [> !A _ 1 J_ _ /«v. 5A _ : J_ il 

R2M>N21* fa) S'/' ■ I 

III. — ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRK. 

Revenons au problème de M. Poincaré et supposons que la masse 
tourne autour du plus petit axe oz. Appelons e

2
 le potentiel de la 

''•"te· 7· 
1 

''•"te· 7· 

couche homogène superficielle et P, le potentiel des niasses renfermées à 
l'intérieur de E, {fig. 7). La fonction 

p, + <v+A (.*··<+/<) 
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doit se réduire à une constante sur E< et sur E». Les développements de 
<>., et de a;2-hy2 ne contiennent pas d'autres produits MN que 

MeN,= i, M
f
N„ M

a
 N

2
 ; 

il doit en être de même pour t>,. Ainsi, en représentant comme nous 
l'avons fait jusqu'ici la densité à l'intérieur de E, par la série 

= Σα/Μ'Ν', 

où «A/ dépend de p' seulement, on a, à l'extérieur de E,, 

— h'~k* / f?i -KKdp' 

-t- S..M„N.,4ît Γ ; 

31L, est la masse de Ε,, Λ.', et Λ.'
2
 les coefficients de M'

( N', et M'2N2 

dans ̂  · 

Tous les autres coefficients X' doivent vérifier la relation 

r?i X/ R' dp' _ 

ce qui équivaut, comme on l'a vu, à 

En posant 
fff R'M'N' dm' = o. 

7,1 WPÎ(PÎ- ^)'(PÎ-C*) ^LJE \Γ?Η — - Ί'2" 

~ i™»> 47CJc jfrrptfTzr?' 

iWpîtpî— Λ*)CPÏ —c*) iZJc 

/ί1— Λ2 f f?' =1.', IV, dp' 
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il vient 

<>, = OIL, s, + S, M, N, 4- *pzzjr S.M.N.. 

Joignons à cette formule le développement 

, ...-«f-y , μ,Ν, î Β, \ 

+ 3(Λ*—λ:») U'2—/c2 / 

En faisant successivement 

Ρ — Pa d· ρ — p< 
dans la fonction 

P| + fi-ί-

que nous pouvons maintenant développer en produits de Lamé, et éga-
lant à zéro le coefficient de M< N,, on arrive aux deux équations 

0^Sf
+

(,
l
-0K®,»=é(?^ + î) 

9R'
1
"("t!" |τ, - ; RTïi + 5 RTÛ) + (»). - 0)«"'Si"= ~ {J~j? + a) 

En égalant à zéro le coefficient de M2N2, on obtiendrait deux autres 
équations qui se déduisent des précédentes en y remplaçant l'indice 
inférieur ι par l'indice ι et A2 par Ir. 

On tire des deux équations écrites 

- g - wr, {ψ - ιψ,)] 8"7 

R'2> 2 UW \ 

La fonction de p. ~ a pour dérivée ̂  Cette 
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dérivée est négative pour ρ < p2. Il en résulte que les dénominateurs 
de G et de (η, — 0) sont positifs. 

La fonction a pour dérivée |j [- 41 H- + £) ;;] · 
La quantité entre crochets est décroissante, car sa dérivée est 
jf") ^ ^ 0 » e^e est nu^e Pour Ρ = °°> donc e^e est tou_ 

jours positive. Il en résulte que la fonction dont nous nous occupons 
est croissante. Ainsi le numérateur de G est positif et par suite.G est 
positif. Si la valeur trouvée pour G avait été négative, le problème, 
tel qu'il a été posé, n'eût pas été possible puisque G représente une 
densité. 

On peut mettre le numérateur de η, — G sous la forme 

2 (R<.2) RV) [4
 R

m
 aW

 (
c

2 — +
 R

uo)_ * 

Le premier facteur est égal à pi; — ρ* > o. Le second est une fonction 
dep. que nous venons de rencontrer; il est toujours négatif. On a 
donc η, — 0 < ο. La discussion des deux autres équations conduirait 
de même à YJ

2
 — G < o. Ces conditions doivent nécessairement être 

vérifiées pour que l'équilibre soit possible. 
Supposons l'ellipsoïde E, fluide. Peut-il être composé de couches 

séparées par des ellipsoïdes? En vertu du théorème de M. Poiucaré, ces 
surfaces seraient homofocalcs. Il en résulterait yj, = η2 = δ, densité 
moyenne de l'ellipsoïde E, (Ier Chap., § VIII), et l'on devrait avoir 
δ< G, en vertu de ce qui précède. 

En d'autres termes, les fluides internes devraient être en partie 
plus légers que le fluide composant la couche superficielle ('). Cette 
hypothèse est irréalisable physiquement. 

(') Ce théorème n'est pas différent de celui auquel je suis arrivé dans mon 
Mémoire sur la figure des corps célestes (Annales de l'Observatoire de Paris, 
t. XIX). 
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IV. 

Supposons les deux ellipsoïdes homofocaux de révolution autour de 
l'axe de rotation et aplatis suivant cet axe (fig· 8). Le calcul du po-

Fig. 8. 

(O) 
tentiel de la couche homogène comprise entre les deux ellipsoïdes 
homofocaux se ferait en partant de l'identité 

£ = R;R;-R;,M;N;. 

On trouverait, comme pour l'ellipsoïde à trois axes, si ρ < pa, 

Ρ, = I TTO ( AW - TT" I ) ( S, - S, M, Ν, ) ; 

ol. si f>?,, 

" 3 ΓΛ, PVp"-P' 

— R M Ν r«'« 12!. _ i — (u«> 121 _ i JL^ I!. 

En représentant par la série 

~ = luv'M'N' 
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la densité ο à l'intérieur de Ε,, on a, pour le potentiel de E,, 

p,s=SMN'4it Γ'-η^· 

Ces formules et La suivante 

*, + ̂  = 3P, + £M
1

N, 

permettent de développer la fonction e, 4- 4- ̂  (x~ 4- y'i) enpro-

du its Μλτ. Cette fonction doit se réduire à une constante le long de E, 
et le long de E

2
 ; donc, pour ρ = ρ, et ρ = p., tous les coefficients du 

développement doivent être nuls. 
On est donc conduit à poser 

iti/ IV d;J 

pour tous les coefficients Hl>', sauf pour le coefficient iih',, ce qui équi-
vaut ("35) à 

jj /R'M'N' dm' = o. 

En substituant les différents polynômes H'M'N' du premier et du 
deux ième degré dans cette relation, on trouverait que le centre de gravité 
de E, est au centre de l'ellipsoïde et que les axes principaux d'inertie 
relatifs au centre de gravite coïncident en direction avec les axes de E,. 

Ce polynôme R
2
 M!, NÇ qui est égal à — (V2 — donne 

a;=B„ 

en appelant À, et B, les moments d'inertie principaux équatoriaux de 
l'ellipsoïde E,. 

En posant 

- Λ Ρ'ν/ρ'2-'2 

Journ. de Math. (/|" série), Lome VI. — Fuse. I, 1890. 1 Ο 
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et égalant à zéro les coefficients de M, N, pour ρ = p, et ρ = p^, on a 

OR"Yu{2) — U u{i) — 4- - -h η//■1JS'1 ; = — 

OSf(uW - «">) + Υ)/i'"S',-' = £LM, 

Oil 

"ι - Ρ 3~' K. — Pi 3~' Kt = ?
2

 3"' 

p; VP7 - c-, v'?i -

u-~./P ,ν''~Λ ^pvp7^' β<8,~Λ r;vVF-^' 

On tire cle ces équations 

^(?îS<»>-p«S<») 

— ipMV11 Γ «η)^2ΐ__ 1 —I /«(iji^L _ ί —_ sa g( 2 ) ( i;i) M)J 

Le dénominateur de ces expressions est négatif, parce que la l'onc-
tion de ρ 

,.η Sj I Jl_ 

est décroissante quand p<Cp-j- ^a fonction ~ est croissanle (Οιι le 

montre au moyen de deux dérivations·). Il en résulte que 0 est positif. 
Nous poserons dans le numérateur de η, après avoir effectué les in-

tégrations, 

ο ι + )é ·, I 4- {Λ2 

ce qui nécessite, à cause de p.
2

^> p
n 

λ < α, 
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On II 

Si 9 / c 3cy/p2—c2\ 

d'où 

ilp = $(arctanex- îTi?)' 

ρia) c2 3 4- λ2 

» 1+ λ" 

T# - 5 ÏÏf = φ|_~
(arC Mg

 ~
 λ) +

 3. ' 

Le numérateur de &(,)η devient 

- 1 ̂  ̂  1 ■- ££ I(«c t-8'À - λ) 

— (arc tang (χ — μ.) 

+ ΤΤ¥ (
arc 1ω

8
λ

 ~ 3Τν) - ̂ )!· 

On peut écrire cette fonction, abstraction faite du facteur négatif 

9 F 4- μ'2 F 4- λ2 

«« Ιιι»8λ I TTF (-13 ίΓ) - 7Τ?> — J 

- 7^? +
 3

ττί ̂  +
3

-^ (™ - ,). 

Sa dérivée par rapport ιι λ est 

3 4- λ2 / 1 + L2 1 ·+■ Ρ2\ — 3 4- μ- J_ 

Λ F -λ2 /14" λ2 ΐ + μ'Λ 3(3 4- λ2) 3 4-μ2 2 

+ arc 1Λη"λ Γ - /|λ + r _ 14=_ί±!λ _ <3 + λ*>' + 3_±ϋ! 3 + >4 
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ou bien 

4 À2 / ι 4- λ2 1-4- μ2\ 3/2 2 λ 

arclangX" 4 λ2 /1 4-λ2 ι -4- «χ2( 3 4-λ'2/' ι 2 7 

Oil 

/ \ 2(1 4- μ2)λ2(μ24-λμ4-λ24- μ'λ») 4- 3μ'(ΐ + λ2)(μ4-λ) 

arc langX , ->,2(14- μ2) λ2(μ2 4- λμ 4- λ24- μ2λ2) 4- (3 4- λϊ)μ,( I 4- λ2)(μ 4- λ) 

co (jui éc[uiviiu I à 

/ λ \ 'Μ1 ~+~ !α2)Χ2( 1*? + λ|Α ■+" λ24- μ2λ2) 4- (3 4- λ2) μ3(ι 4- λ?) ( μ 4- λ) 

<l,C a,lh ^ 2(14-μ2)λ2(μ2-4-λμ 4-λ24- μ2λ-) 4-(3 4-λ2)μ:,( ι 4-λ2)(μ4-λ)_ 

Celte dérivée a le signe du crochet. Diflérenlions le crochet par 
rapport à λ. On arrive, toutes réductions faites, à 

6μκ λ1 4- ι 2 μ7 λ3 4- ι S μ8 λ"4-2θμ7 λ7 4- 18 μ8 λ8 4- 8 μ7 | λ" 4- <»μ8 | λ1" 
4-10 μπ 4-20 μ3 4-5ο μ® 4- 36 μ3 4-58 μ0 4- \4 μ5 4-ι/|μΓ' | 

Ι 4- 28 μ'« 4- 2ομ3 4- 56 μν -4 3() μ:ι -4 2.'i μ'1 ! 
{ 4- 12 μ2 4- 8 μ j 4- I ί> μ2 . 

1 4- /| 
| 2 ( ι 4- μ2 ) λ2 ( μ2 4~ λμ 4- λ * 4- Λ" μ* ) 4 ( 3 4 λ" ) μ2 ( 1 4- λ2)( μ 4- λ ) |-

Ainsi l'expression entre crochets est croissante. Elle est nulle pour 
λ = ο, donc elle esL toujours positive. Il résulte de là que la dérivée 
première de la fonction dont nous nous occupons est positive, et que 
cette fonction va en croissant avec λ. p. ne peut être dépassé par λ; on 
obtiendra clone la plus grande valeur de la fonction en y faisant λ = p. 
Le résultai delà substitution est nul. Ainsi la fonction à étudier est tou-
jours négative. Il en résulte que le numérateur de η est essentielle-
ment positif et que η a le signe de son dénominateur, qui est négatif. 



THEORIE IIE LA FIGURE DES PLANÈTES. ï4t 
La condi tion η <o équivaut à 

./< pVP'2— c* 

et, a cause de l'identité (35), 

j'j'y"R'M'N' dm' = j f /'(M'N')W fi 

on doit avoir 

ff j W, M', N', dm'y- ο 

Oil (il) 

Γ Γ Γ 2I'S - (.·«" + /') + —1 dm!< ο, 

l'intégrale triple étant étendue à l'ellipsoïde E
(

. 
Les deux moments d'inertie A, et B, étant égaux, cette inégalité 

peut s'écrire 

A | — C, H- j OIL, o. 

( >n peut se faire une idée grossière de la distribution de la densité à 
l'intérieur de l'ellipsoïde E,. L'hyperboloïde à une nappe, ayant pour-
équation 

2î,-(x:1+yi)-l-^ = o, 

sépare l'espace en deux régions. Dans celle qui contient l'axe OZ (fig. 9), 

la l'onction 2ζ- — χ- — y--h est positive ; dans l autre région, cette 

fonction est négative. Quand l'ellipsoïde est homogène, on a 

/dm
' 

= 2 (A , — C, + | sa·,) = J^c
3 ;>ii, > O. 
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Ainsi, dans la question qui nous occupe, les matières les plus denses 
doivent être placées dans la région où ne se trouve pas l'axe OZ, c'est-
à-dire près de l'équateur, sans quoi l'intégrale triple ne pourrait être 
négative. 

L'inégalité 
C, — A, > JAN. 

permet d'affirmer que les ligures dont nous nous occupons, si elles sont 
réalisables, n'existent pas dans le système planétaire. Désignons par 

Νβ· «)■ 

r . c2 

C
2
 et A

a
 les moments d'inertie principaux de la couche homogène 

supérieure. L'expression connue des moments d'inertie d'un ellipsoïde 
homogène donne 

Aa —■ "g" JÏL 2 · 

En ajoutant membre à membre à l'inégalité qui précède, on a, pour la 
différence des moments d'inertie de toute la masse, 

et, a fortiori, 
' C — A > j 311, +■ j 311, 

C — A > % are, 

où 31b est la masse totale. Or on a trouvé, pour un ellipsoïde peu aplati 
dont la surface est de niveau (5i), 

G — A = 31b § pi; (ε — £φ), 
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on appelai)l p
a
 le rayon equatorial, ι Vaplatissement de la surface et 0 

le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur. 

Portant cette valeur dans l'inégalité et remplaçant l)ar 

vient 
Κ£-ϊί)>ΐε 

OVI 

6.2 

C'est cette inégalité qui est en contradiction avec ce que l'on observe 
dans le système planétaire. 

Nous déduirons un autre résultat de la condition η < ο. 
Supposons l'ellipsoïde E, entièrement fluide. Peut-il être composé 

de couclies toutes séparées par des ellipsoïdes"? Eu vertu du théorème 
de M. Poincaré, toutes ces surfaces seraient homofocales. La quan-
tité η représenterait, dans ces conditions, la densité moyenne de l'ellip-
soïde E,. On voit donc que l'équilibre ne pourrait exister que si la den-
sité moyenne de cet ellipsoïde était négative, c'est-à-dire si les masses 
internes étaient en majeure partie répulsives ('). 

(') Ce théorème est plus général que celui auquel je suis arrivé dans mon Mé-
moire déjà cité. 


