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THEORIE DE LA FIGURE DES PLANETES. Gg

Remarques sur la théorie générale de la figure
(% 3

des planetes ;

Par M. HAMY.

Les premiéres recherches réellement importantes sur la théorie ma-
thématique de la figure des planétes, supposées fluides et hétérogénes,
datent de Pannée ou Clairaut publia son admirable Livre sur la figure de
laTerre (1743). Tousles efforts dépensés postéricurement par les géo-
métres, sur ce sujct, ont eu pour objet la vérification et ’extension des
résultats ¢tablis dans 'Ouvrage de Clairaut. La connaissance du
rapport des axes du globe est longtemps restée entourée d'une grande
incertitude ; aussi le célébre analyste ne put-il soumettre ses travaux a
un controle sérieux. Du temps de Laplace on attribuait & aplatisse-
ment la valeur 5=, en se fondant sur les opérations géodésiques entre-
prises en vue de I'établissement du métre. Bessel admettait le nombre
s5- Onestarrivé tout récemment & la fraction o7 qui, d’apreés M. Faye,
présenterait de grandes garanties : 'erreur commise sur le dénomina-
teur ne dépasserait guére I'unité (*). En possession de donncées déter-
minées avec précision, il était important de faire subir un controle décisif
aux id¢es de Clairaut. C'est ce qu'ont fait successivement M. Roche (*)

(1) Fave, Cours d’ Astronomie de ’Ecole Polytechnique, I'* Partie, p. 332.
(*) Mémoiresur l’état intérieur du globe terrestre (Mémoires de I’ Académic
des Sciences de Montpellier, 1. X). ‘
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et M. Tisserand ('). L'examen des principales hypothéses proposées
jusquici pour la loi des densités & Dintérieur de la Terre a conduit
M. Tisserand & des résultats du plus haut intérét. Toutes ces hypo-
théses, tres différentes les unes des autres, s'accordent entre elles pour
faire prendre des valeurs voisines du nombre 1,088 & un certain rap-
port I, tandis que le phénoméne de la précession des équinoxes, basc
d’une incontestable solidité, exigerait I=1,955. Voici comment
s’exprime M. Tisscrand en présence de ce désaccord : « Il semble que
les conditions imposées aient pour effet de resserrerla valeur del entre
deux limites trés voisines : ¢’est ce que M. Roche parait avoir remarqué
le premier. I reste donc & trouver une loi de densité donnant pour I la
valeur observée, ou bien & prouver que, quelle que soit la loi de den-
sit¢, on nc pourra ¢tablir I'accord cherché. » M. Radau (?), puis
M. Poincaré (*) ont confirmé cette fagon de penser. Il résulte de leurs
travaux que I est compris entre des limites rapprochéces, toutes deux
notablement supcrieures au nombre fourni par la précession. Au sur~
plus, M. Callandreau (*) a montré dans un important Mémoire que le
désaccord ne peut étre mis sur le compte des termes négligés dans les
approximations, ct a étendu, dans une Note récente (*), les résullats
obtenus par MM. Radau ct Poincaré au cas ol la densit¢ des couches
de Clairaut varierait d'une facon discontinuc.

(et ensemble de faits prouve que la constitution interne de la Terve,
telle qu’elle a été envisagée par Clairaut, doit subir des modifications,
puisque les mesures géoddsiques ¢élablissent que notre globe est sensi-
blement limité par un ellipsoide.

Dans ces conditions, j'ai pensé qu’il y avait licu de mettre cn Iumiére
certains faits intimement liés & la nature de la surface qui limite les
planétes ct indépendants de toute conjecture sur leur constitution
physique. Les résultats auxquels je suis arrivé auraient pu s'obtenir,

Yy Bulletin astronomique, t, 1, p. 417 et H21.

(')
(2) Ibid., . 1L
(*y thid., . VI
(*) Mémoire sur la théorie de la figure des planétes (Annales de U’ Obser-
vatoire de Paris, . XIX).
(%) Bulletin astronomique, t. V1.
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pour la plupart, en s’appuyant sur la théorie géndérale du potentiel et

en faisant intervenir les résultats de Clairaut. J’ai procédé d’une facon

différente, afin d’établir plusieurs formules utilisées & la fin du présent

travail dans 'étude d’une question proposée par M. Poincar¢ (*).
Voici Uexposé sommaire des différents articles :

INTRODUCTION.
Paragraphes. .
L, IT et ITI. Analyse des Mémoires de Liouville sur les fonctions de Lamé (Jons-
nal de Mathématiques, t. XI).
Iv. Calcul de quelques fonctions de Lamé.

CHAPITRE 1.

ELLIPSOIDE A TROIS AXES.

1 et Il Potentiel d'un ellipsoide hétérogéne pour un point extérieur,
HI et 1V. Potentiel d’un ellipsoide homogéne. Identité de la formule et de celle
de Dirichlet.
V. Propriété des polynémes RMN a trois variables de Lamé.
VL Moments d'inertie d’un ellipsoide hétérogéne velativement a ses axes.
Expression de deux intégrales de la forme

[f {MN)2do.

VII. Ellipsoide hétérogéne animé d'un mouvement de rotation et dont fa
surface est de niveaun. Le centre de gravité est au centre de 'ellip-
soide. Les axes principaux d'inertie relatifs au centre de gravité sont
dirigés suivant Ies axes de Pellipsoide.

Vil Le potentiel extériear de I'ellipsoide ne dépend que des données su-
perficielles (th. de Stockes). Il en est de méme des différences des
moments d’inertie relatifs au centre de gravité.

CHAPITRE 11

ELLIPSOIDE DE REVOLUTION APLATI.

L Potentiel extérieur. Moments d'inertie.
18 Ellipsoide hétérogéne animé d’un mouvement de rotation et dont la

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 1888, 1°* semestre.
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Parvagraphes.

surface est de niveau, Les moments d'inertie équatoriaux sont égaux.

C—A . , . .
= s'exprime au moyen des données superficielles. Gravité.
Potentiel extérieur.

I Expression de la pesanteur & la surface d’un ellipsoide peu aplati.

: . . —A \ .

v, Expression de —5; bour une planéte peu aplatie.

V. Expression de E pour une planéte peu aplatie.

VL. Extension d'un théoréme de M. Stieltjes donnant une limite inférieure
de la densité au centre d’une planéte.

VL. Potentiel extérieur d’une planéte.

CHAPITRE I
SUR UN THEOREME DE M. POINCARE.

l. Si une masse hétérogéne solide est recouverte de deux fluides en équi-
libre, superposés et limités par des ellipsoides, ces ellipsoides sont
homofocaux. '

i1 et . Discussion des équations d’équilibre dans le cas de Pellipsoide &
trois axes.

V. Discussion des équations d'équilibre dans le cas de l'ellipsoide de
révolution aplati. La masse imaginée par M. Poincaré ne peut
exister dans le systéme planétaire. Une masse fluide en équilibre
ne peut étre composée de couches ellipsoidales de différentes den-

-siLés,
i () i e
INTRODUCTION.
I. — CoORDONNEES ELLIPTIQUES.
L’équation
| AN 2
(I,) 7"’-+t"—b2+t2——cﬁ~l’
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ou b et ¢ désignent deux constantes (b < ¢) et Lun paramétre variable,
définit toutes les surfaces du second ordre, homofocales entre elles.
Ces surfaces passent au nombre de trois par tout point (,y, z) de
Pespace, ot elles se rencontrent orthogonalement, lorsqu’on donne & ¢
des valeurs convenables qqui sont les racines de P'équation (1), du troi-
sitme degré en 2, séparées comme il suit

o<Vl AL et gt

On appelle p, ., v les coordonnées clhphqucs dupoint (z, e 3). Les
rcla uons entre les coefficients et les racines
‘ Pﬁ_l__!‘L2+\12='w2+y2-+_22+b‘.'+c2,
(1) ptut4 gt uVi= (B4 c*)ut + )P+ D5+ DA et
( grutvi=bcx®

conduisent aux formules dont on se sert pour passer des coordonnées
rectangulaives aux coordonnées ellipticues

bew = ppy,
b \/02 . ba), —_ \/92 — b \/‘uz — b \/1’2 oV,
eyet — bz =\p* — c?\er — pryer —vi

s et p sont des quantités positives limitées comme il vient d'¢ire dit;
v peuat prendre toutes les valeurs comprises entre — b et + b les radi-

caux ypt — b, yei — u?, yb*—v? sont tantdt positifs, tantot négatifs.
Au paramétre p correspond un ellipsoide, & 1 un hypcvbolondc aune
nappe, avun hyperboloide & deux nappes. Dans ce systéme de coordon-
nées, P'équation g = const. définit un ellipsoide, et tous les cllipsoides
(ui correspondent a des valeurs différentes de la constante sont homo-
focaux. :
Considérons lcllipsoide de paramétre o

z? y? 52
CRRy S

Journ. de Math. (4 série), tome V1. - Fasc. I, 18go. 1o
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et un point m(p, @, v), de cette surface. Liouville (') donne les for-
mules suivantes bien simples a établir.

La portion infiniment petite ds de la normale & I'ellipsoide au point
(g s v), comprise entre Vellipsoide (p) ctlellipsoide infiniment voisin
(p + dp), a pour valeur

(2) ds = %Eﬂ%dp.

La longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan
tangent en m cst
P= \/P"" btypl—c? ¢
Ve "

Liouville pose

P : 1 .y
Nr— e Ve

&)
ct donne, pour la valeur de I'élément do de surface au point m,

(B2 — V)Vl — piypi— i
12— O/t — 20— et — v

do = du.dv
t v

On voit que le produit {dw est indépendant de p. Liouville fait
remarquer que !dw peut s’exprimer par un élément ds de surface
sphérique de rayon 1 qui décrit toute la sphére lorsque I'élément deo
décrit Dellipsoide.

II. — Foncrions pe Lawmg.

Dans ses recherches sur I'équilibre de température d’un ellipsoide,
Lamé a considéré des fonctions R(p) de la forme suivante

R=P,, R=yp*—c*P,,,

R= \/P 0 Pn ) R= \/P‘ — b* \/92 —c? Pn—-z,

(') Premiére Lettre a Blanchet (Journal de Mathématiques, 1. X1),
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ot Py, P,_,, P,_,, P,_, désignent des polyndmes entiers en p de degré
ny n—1,n — 2, formés de termes de méme parité. Ces fonctions R vé-
rifient I'équation

2
%l} +p(2p%-- D2 —¢?) %l; =[n(n+1)p*— B,

(p* =) (*—0") 7=
et ¢’est de 14 dont on part pour calculer de proche en proche les cocf-
ficients des polynémes P par identification; B est un paramétre con-
stant, différent pour toutes les fonctions R relatives & un méme enticer 7.
Dans chaque cas particulicr, cette constante est assujettic 4 vérifier les
équations auxquelles on est conduit dans la recherche de la valeur des
cocfficients-des polynomes P.

LLamé¢ a montré qu’a chaque entier # correspondent 27 + 1 valeurs
réelles de B ct par suite 22 + 1 fonctions R (). A la vérité, ces fonc-
tions R ne sont ainsi déterminées qu’a un facteur constant prés. On
précise leur définition en convenant de prendre égal a I'unité le coeffi-
cient de la plus haute puissance de p dans chacun des polynémes I’

A la fonction R, Liouville (Mémoire déja cité, p. 222) a joint une
antre fonction de p qui satisfait & la méme équation différenticlle

ds

RF—bye— e

S$(21L+1)R /”

v

Pour toutes les valeurs de g > ¢ l'intégrale a un sens, I'équation
R = o ayanl toules ses racines inféricures & ¢ (*).

Nous modifierons légérement la fonction de Liouville, afin de nous
débarrasser du facteur 2 + 1. Nous prendrons pour définition de S

%k d
4 S=R L S
( ‘) ‘/P 1{2\/92 — V/pe___ ot

Outre la fonction R, Lamé a considéré deux autres fonctions M et N,

(Y) Voir ace sujet le Mémoire de M. Poincane, Sur U'équilibre d’une masse
luide (Acta Mathematica, t. VII, p. 3ot et suiv.).
» P

(?) LiouviLLe, deuxiéme Lettre & Brancuer (Journal de Mathématiques,
t. XI).
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la premiére de p et la seconde de v. On les déduit de R par le change-
ment respectif de

? ‘/Pa_?bz’ ‘/Pa“‘c2

b VE= B, VESE o v, VB, JE—R

J.amé a établi que le prodnitde R par les deux fonctions conjuguées

M et N, » = RMN vérifie I'équation de Laplace g
U0  0U  J'U
s + D -+ T = 0.

Le produit SMN de Liouville jouit de la méme propriété. En outre,
le produit RMN de trois fonctions conjuguées qucleconques relatives a
un entier n est exprimable en un polyndme cutier en w, y, s de
degré n.

Nous renvoyons pour la démonstration de lous ces résultals aux
Mémoires de Liouville, pour ce qui regarde la fonction S; a ceux de
Lamé insérés dansle t. [V du Journal de Mathémnatiques et au Cotirs
d’ Analyse de M. Jordan, I11¢ Volume, ol les travaux de Lamé sont
résumes. :

Nous ferons usage dans la suile de quelques propriétés des fonctions
de Lamé. _

Appelons A la distance de deux points m(p, @, v) et m’ (¢, w,v'),
do' un élément de surface de DPellipsoide (o") en m’ el considérons
comme appartenant au point m les fonctions 5; R, M, Nde g, u, v el
au point m’ les fonctions §', R, M', N de o/, w', v'; £ étant la quantité

- d¢fimie plus haut, on a

1
Ve
// VN o = 4= S’ RMN,

ff PMN g = 4aR'SMN,  sip>p.
1p°)

(M'N),, (M'N"), désignant deux produits M'N’ quelconques, mais

we

—
g &)
AN
¢
e

(%)
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distincts, on a

6) U'(M'N), (M'N"), do'= o.
(6 J Lo, N,

En particulier, si 'un des produits M’ N’ a la valeur 1 correspondant
an=o,

(7) / IM'N'do'=o0, sauf pour M'N'=1.
)

I intégrale j U(M'N)*dw’ esl positive et indépendante de ¢', le
(3}

produit /'dw’ étant positif et indépendant de p'.

Les démonstrations de ces propriétés données dans le second Mé-
moire de Liouville déja cité reposent sur un mode de raisonnement
analogue a celui que I'on suit pour établir la formule de Green. L’em-
ploi de cctte formule permettrait, tout en conservant la marche géné-
rale adoptée par Liouville, de simplifier trés notablement son ana-
lyse.

M.

Les résultats précédents ne peuvent étre appliqués directement i
I'ellipsoide de révolution aplati ou allongé. Ce dernier ne présentant
pas d’intérét pour notre objet, nous nous occuperons seulement de I'el-
lipsoide aplati qui correspond & b= o. b et v s'évanouissant simulta-
nément, la position d'un point sur I'ellipsoide n’est plus définie. Il
faut donc modifier la définition de v.

Avant de faire b = o, posons

V=b‘/,;

v, varic entre — 1 et + 1. Nous prendrons comme troisiéme coordonnéc
clliptique la limite de v, pour b = o. Les formules liant ppv, & zys
sont
P2+P-2=::l;2 +y2+z2+(:2,
r2 12 — p2 2 2
(8) ot = (& + ),

2,2, __ n2,02
pyv‘__cw..
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Remplagons de méme v par by, dans la fonction générale N, sup-
primons autant de fois que possible lc facteur b, faisons b = o ct rame-
nons & 'unité le coefficient de la plus haute puissance de v,. La fonc-
tion dc v, ainsi obtenue sera notre nouvelle fonction N, dont les
propri¢iés sont bien faciles & déduire de celles de la fonction générale.

Les expressions de R, M, N correspondant & un entier 2 sont corn-
nues dans le cas del'cllipsoide de révolution. Dans son sccond Mémoire,
Liouville s'est occupé de ellipsoide allongé. Un raisonnement paral-
Iéle au sien conduirait aux formales suivantes pour Uellipsoide de révo-
lution aplati

; ,
{c*+ )2 dire (et )y \ "
e . l = \5s~— ¢
R (20 —1) ... (—L+1) dii+n ou (=g ’
i
(Cg—- (/‘2)2 di+ll (ce__ ,,2):: . Pra—
M= = \vCT — 1"
an(en—y)y...(n—1i-+1) lyien ou 7=v¢ &
wimt N —— f ((E—1) ;0 u 3
2 [\-—V'-— ——l:—';'—“l' (l-—"/,) ' )

. . . L >0,
+‘("')(‘—'3)(‘—75)‘i4/ u2\2 ’
7.5.3.4 vy (Vo= — ..

N [ (E—1)(i—2) ;- 9
N =T [ - EEREE e G-y )
.. . y o1 0
+ ‘("“l)---(l'"‘{l)vi—s('__ v3)2 s > O
1.2.3.4. 1 .‘)

et pour i = o

i

i est un entier qui doit recevoir successivement les valeurs o, 1,
2, ..., n. A chaque entier Z > o correspond une fonction R, une fonc-
tion M et deux fonctions N; pour 7 = o0, on n'a: qu’une seale valeur
de N, égale a 1.

Les fonctions conjuguées répondant a la méme valeur de 7, on
trouve 2 2 + 1 produits MN différents (') pour chaque entier 2.

(") Liouville pose v=1bcosy el Lrouve, pour la fonction N, N = cosiy ou
sinid (¢ est défini dans le texte). Nous avons introduil v pour conserver plus
(’homogénéité dans les notations. Ces formules générales ne seront d'ailleurs pas
ulilisées dans le cours du présent travail.



THEORIE DE LA FIGURE DES PLANETES. 79

En terminant cet apercu sommaire, nous rappellerons un important
résultat.

Toute fonction continue ou discontinue de . ct de v peut étee déve-
loppée en unc série de produits MN de la forme SAMN, ot A désigne
un cocfficient indépendant de i ct de v.

Pour que deux séries de cette nature soient identiques, il faut que
les coefficients des mémes produits MN soient égaux.

IV. — CArLcvL DE QUELQUES FONCTIONS DE [.AME.

La fonction qui correspond &a # =o0 est R =1.

Il'y a trois fonctions R correcspondant & n=r, de la forme P,,
Py Ve — 0, Py — ¢ Py, P, sont des polyndmes formés de termes
de méme parité d'un degré égal & leur indice. Les fonctions du premier
degré sont donc

R=5 R=yF—0F, R=y-c.

Il y a cing fonctions R correspondant a n =2. Elles sont de la
forme

P,, P\Wer—10% P, —¢, .Po\/p'-' — b \pr — .

Les trois dernieres formes donnent de suite

R =y =1, R=pyp*—"c?, R=yp*—02yp*— ¢

et la premiére

A étant une constante & déterminer & 'aide de I'équation qui doit de-
venir identique

e — ) (o — b? dtlj-{—o a0t — b — ) B — (62— B)R.
) ) tlg h i d? ( )
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" Substituant notre valeur de R,
2(§" = ) (= B7)+ 2¢%(ag" — 01— ) =(6¢" = B) (¢~ 1),

on est conduit a ,
| — 4(b*+ c*)=—B —6A,
. - 2b*c®*= BA.

Eliminant B,

(9) 3N —a(BP+ ) A+ b=

Cette équation définit deux valeurs positives de A inféricures a ¢2.
Soient 42 la plus grande; k* la plus petite. Les deux autres fonctions du
second degré sont p* — L2 et p* — k2.

En résumé :

Pour n =o,

R=1, M=, N=r;
Pour n =1,
R= 2 M= hy N\ = v,
R=yVi— 0%, M=y@lF, N=yRrov,

R=\p2 ¢ M =yt —u?, N =yt — vy

Pour n = 2,

R=pyor— 12, M = pyp® — 03, N =w/b? =2,
=] M= F N = WFH
R=ver—0*VpP—¢*, M=y — bVl — N=yb® —v3\e? — v,
R =p*— 2%, M =2 — A, N=v?— 3,

R=p— &2 M=u?— k2, N=vi—1I2
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En employant les formules qui lient x, y, = et 2y 1, v, on trouve

([110

{ pour R =1, ona RMN=i;
R=s, RMN = bee,
R =\'=0, " RMN=byc— /%y,
R=y=¢, RMN =c\e?— 67 3;
R=pypP— b, RMN=bcy/c!— b zy,

(10) R=c/F— ¢, RMN = be?y/et— 72 23,
R=\p— b \pi—ct, RMN = be(c?— %) ys,
R =p*— /2, RMN =b2c? 2%+ hf (22 + 2+ 32+ b2+ c?)
— R (B2 c?) 22+ €2y 2+ D234 b2et]— S,

R=¢2— 2, RMN =020* 22+ k* (224 2+ 52+ b2 c*)

‘ —R2[(B* P+ ety b+ b2t — &S,

Ellipsoide de révolution aplati.

On pourrait faire usage des formules générales données plus haut,
mais il est tout aussi simple de partir des expressions qui viennent
d’¢tre ¢tablies. Nous remarquerons a cet effet que pour b petit

s

2cC
)

D

h?* = =~ + des termes contenant b* en facteur,

2

b..
= -+ des termes contenant 5* en facteur.

Aprés avoir remplacé A2 et k* par ces valeurs, v par bv, et supprimé
autant de fois qu'il 8’y trouve le facteur b dans N, nous faisons b = o
et ramenons le coefficient de la plus haute puissance de v, & 'unité.
On arrive ainsi & e qui suit :

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. I, 18go. 1T
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Fagtenrs
constanls supprimés
dans
1a fonction généeale
N.
jn=o R=1, M=, N=1, RMN = 1.
n=1, R=p, M=y, N=uv, RMN = cu, 6.
R=¢, M=y, N=yi—vi, RMN=cy, b.
R=ypF—c, M=yo—g, N=i RMN = ¢3: c.
() (n=2 R=p¢, M=, N =v,yi=v}, RMN=c ay, bt
R = p\/p'«c*, M=pye—p, N=v, RMN = ¢*z3, be.
R=p/p—c;, M=p/o—w, N=yi—%, RMN=cys, be.
5 2 | wed 2
Re=e—22, M=p—2Z, N=i, RMN =— & |as—(ar )+ 26, =25,
* 3 3 3\ 3 ;
1 c? .
R= P’, M= p.', N =V¥— 3! fIMN = -; (x’-y*). e

i @ S -

CHAPITRE 1.

POTENTIEL D'UN ELLIPSOIDE HETEROGENE POUR UN POINT EXTERIEUK.

Soit une massc hétérogene limitée par Pellipsoide E, ( fig. 1), ayant
pour équation

Considérons I'ellipsoide homofocal ¥, de parametre ¢, et désignons
] [ %D
par ¢, ', v les coordonnées elliptiques d’un point /', placé sur cetle
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surface, par rapport & l'ellipsoide E,. Appelons M’ et N’ les fonctions
conjuguées d’une fonction de Lamé quelconque R'.

Fig. 1.

Le long de K’ la densité ¢ est une fonction de ' et v' qui peut é&tre
discontinue. On peut néanmoins la développer en une suite de pro~
duits M'N’, comme il suit

(r2) - -;;:ZJ\V’M’N’,

ol ' ne dépend que de p’ et ol £ est la quantité introduite par Liou-
ville (3)

I
[P,
V= e i
TR

L portion infiniment petite ds’ de la normale & I'élément dw’ de la
surface " au point m', comprise entre L'ellipsoide (') et I'ellipsoide
infiniment voisin (p + dp"), a pour expression (2)

! dp'

ds’ = L TITTTy
! VET—= et~ ¢

1 en résulte pour la masse 6 dw' ds’ du cylindre droit élémentaire,
ayant pour base dw’ et pour hauteur ds’, la valeur suivante :

Udw'.

(13) d il
| NS e

Enfin, A désignant la distance du point m’ au point extérieur attiré
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(g5 5 v), le potenticl du méme eylindre infinitésimal est

d ld
2 Voi— bty — ¢t A
Le potenticl dV de la couche hétérogeéne, infiniment mince, renfer-

méc entre les ellipsoides homofocaux (p') et (o' + dp'), s'en déduit par
unc intégration cffectuée tout le long de (p')

AV — dp’ f / 3 U
. Vel — 0\ — @ ) 2 A

Remplagant —;—z par son développement (12),

o

Ay

[y

'l\7= ,..__.__‘:{P’v.——_——-—— o /] lll\ll\' .
V?IZ___, bﬂ v?"l__ b2 B ‘P) -

Le point attiré est extéricur a 'elhipsoide d’intégration; nous avons
rappelé cue Uon a alovs

do = 4= R’SMN,

"UMN
A

(U] POSHI)[

p h
Ansi
- 'l,’ R dy’
([\IT foees L/‘." ' Sl\'[ .
e el \/ [)3 \/G T

On suppose b< ¢; ¢’ est done compris cntre ¢ et g,. Une nouvelle
intégration par rapport a g’ conduit finalement & Pexpression générale
suivante du polentiel :

a4 4-:2‘5\111\{] = _“[)"‘\;L?
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1I.

P AR (,P,

Vet — 0V —

L’intégrale > qui entre dans V, peut recevoir

unc autre formc.

litendons & tout P'ellipsoide I'intégrale f f R'M' N dm', ot dm'
représente un ¢lément de masse au point dont les coordonnées cllip-
liques sont o', ', v/, et les coordonnées rectangulaires ', y', 3.

Nous venons de voir que 'on a (13)

dp'
b2 \/P/z

dm’ = l’ dw'.

2 2

12
al2
\/l

Ret nplac.mt l” par son développement el intégrant, comme plus

haut, d’abord le long de E, puis, en faisant varier ¢/,

R do' N
BRMNdw' = [ el f IMN'de' S UMN.
/// 14 f Vb o et v l(o)z »

On sait (6) ct (7) que Pintégrale /f(M'N’),(M’N’)Ql' dw' est
nulle, 4 moins que les produits (M’N"), et (M’N"), ne soient identiqucs.
De plus, lintégrale f f I'(M'N')? de' est une constante quine dépend

que de b et de ¢, puisque le produit I’ dw' est indépendant de ¢'. On
peut done éerire

3 f f RN dn

r ’ / I]{'d'
fz(\m 2 duf x/ T e

Telle cst l'identité & laquelle nous voulions arriver.
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L fonction R'M'N" est un polyndme enticr en 2'y’z'; dm' peul
dtee vemplacé par & de’ dy’ ds’, de sorte que l'on a

‘ [ RWN & dwdy ds
'(; ‘ [
ue) //m['\v ) do x/ b It 4’
R

Uintégrale triple élant étendue a toul Pellipsoide E,.

Nous ferons de suite P'application de cette formule au premier coef-
ficient du développement de V pour lequel R"=M'= N"=1. Notre
identité devient, en appelant &, lc premier cocfficient du développe-

. )
ment (12) de 75

. (4 :}r 5/
f/fédx’dy’ s’::/fl’dw'x/ b & .
) . \/P/z___ bt \/\;Iz_ o2

Le premier membre est la masse oiv de 'ellipsoide; quant & Uin-
tégrale double quL figure dans le sccond membre, sa valcur cst 4.
11 suffit, pour le voir, dc sc rappeler que /' dw’ est un élément de sur-
face sphérique, de rayon 1, qui décrit toute la sphére lorsque I'élé-
ment dw’ parcourt tout I'ellipsoide. Ainsil’on a

P ~“"o dpi

(m)' M = 4=

ce qui montre que le premier coefficient du développement de V n'est
autre quc la masse totale. On pourrait cncore arriver & ce résultat en
formant pV et cherchant la limite pour p = w, limite que I'on sait étre
la masse totale. Onreconnaitrait facilement que tous les termes du dé-
veloppement de pV, & part le premicr, s’évanouissent.
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I1l. — PoTENTIEL D'UN ELLIPSOIDE HOMOGENE POUR UN POINT EXTERIEUL.

Nous commencerons par appliquer la formule générale du po-
tenticl au cas de lhomowneltc. Tout d’abord il f‘lut chercher le dé-

veloppcment de 7 en produits M'N’ ou, ici, puisque ¢ cst eonstant,

celui de 7i- Il 'y a cinq fonctions de Lamé, pour lesquelles le pro--

duit RMN est un polyndme du sccond degré en zy=z (10), et parmi
clles, les deux suivantes qui joucront, dans la suite, un véle impor-
lant :

. L—

Les fonctions conjuguées sont

/ *

' M =p—A  My=u*—k,

L N =42 N, =v? — k%

. Ry=g*—7, R,=

o

(18)

h* et k* sont les racines de I'équation du second degré
(18") A — 2(D*+ A + b2 er=o.
De la on déduit identiquement

== W (=)
(R, — M))(R, — N,) = (R, — M,)(R, — N);

d’otl

7 =RE—R(M, + N)+MN,

"~

- = R} — Ry(M, + N,) + M, N,.
Une combinaison bien simple de ces identités conduit &

72 (R, —R)) =R R, (R, — R,) — R\ R, [(M — M})+ (N, — N,)]
+RM N, —RM,N,
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el, si l'on remarque que R, — R, =M, — M, =N, — N, =k*—/?,

(19) ==R R’+Il AaMN| + = MO N

'\
sous la forme

Ainsi, l'on peut mettre 5

~

"[,'; = o"lulo ~+ A ‘| h'.[" N" -+ ".\»:, l\(l.-, Ngo

Dans le cas actuel, la formule générale

AR dg!

V=n ZHM\I/ NrEr

se réduit done §

_ oy R dp’ =
V=4S, \11\/ e o A= SRR,

. , ! Ao R dP' ' o n’
(19 '*”‘/*“S'M‘N'/ N W st by = g R

— b\t — et

_ P AR, i w
- / T Jby g Qg 2.
- !l luS-_)].\llQ l\g/ \/‘ol‘.’__ B \/P’2m_ = t“\x /l - / 9 l

\ [ ary

en convenant d’affecter les fonctlions S des mémes indices que cenx des
fonctions R dont elles dérivent et prenant Ry=M,= N, =1.
On peut encore éerirve

. ~ S’NI|N| So 1\]» P R’ 1{' (l.’/’
V”‘(b'*"'/r-’—/:2 Tz )4" Yy Y o

D’aprés unc remarque faite & la fin du § 1 (17), le coefficient de S,
doit sc réduire & la masse. Ainsi

(20) V:;),L(So_,_ SN, nggNg)_

2 — k* £r—h?

Telle est Uexpression du potentiel.
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11 est d’aillears bien facile de voir directement que

. s R!Rydp
I ::4’:1:8[ \/9:2_1)2 \/9/2_02.

On a, en cflet,

3¢ '—z(bf +e?)p? + bt
e

d 134 10 1.2 ’ P
Ve =) (=) =

les rdcines du trindme en p'2, placé au numérateur du second membre,
sont /2* et k* (18'); on peut donc écrire

v d YaE y - - 3B’ R,
(,21) Tp/\/f’-(f’-'—b ><;°2 "l) \/——Wm

Cette identité conduit de suite &

[ ' !
o 471;8/ M .
. Ve P IV P

IV.
ILne peut y avoir de doute au sujet de la coincidence de la for-

mule

‘ ‘ S,M,N S,M,N
f___ 1 1 L 2 2:V9
V= D]L(S" h— k2 /."3—-11'2>

avee la formule de Dirichlet que 'on élablit dans la théorie de Pat-
traction. G cponddnL il n’est pas inutile de montrer comment on peut
passer deTune a lautre e\presswn On estainsi conduit & desidentités
( llll proscnt(*nl un certain intérét.
\ous aurons hesoin, dans ce qui va suivre, des dévelop )(,ments de
| y |
2 3% en produits MN. Les coordonnécs rectangulaires et les coor-
7 ! o]

Journ. de Math. (4°séric), tome VI. — Fasc. I, 18go. 12
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données elliptiques d’un point sont lides pac les équations (1)

bre? gt = ‘32 y.2\/2,

B(e = 1)y = (32— %) — pv? o+ (o) — 1),
)

cn(,,a b)) 3?2 == (‘c’——c‘,[ P.a\,n~(;z(y'2+\,z)+(:.\]‘

w2v? et w? + v* sont facilement exprimables en produits MN. On a,
cn effet (18), .

M, N, = (p2 = A (v — A2y = p2v® — B2 (2 +v*) + A,
M Ny = (2 = K — I8 = v — (2 v2) +
On tire de ces identités

a

bract  M,N,—M,N,

12
w4y 2 g -+ A ’
s n D22 BEMN, — M N,
=
d’ou
pre P (B R M NN,
w= b2c2< 3 + /."-'—~/a3"“"N‘+ ht— f2 ‘“'—'1\’)’

. F—b 0= — R
yre= )[ =) PN, - \1\‘

2 ,i“ﬁw[’“;”) ¢ \1\-+‘””\1\|

Ces formules peavent étee simplifices & Uaide des identités

b = 312k,
(22) ¢ (et = 0%) = 3(e*— h*)(*— k?),
b (b — ¢*) = 3(b* — h*)(b* — k*),
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qui découlent de I'équation que vérifient 42 et k%, On Lrouve
o MN e MN,
3P =1 3R =
(23) / )/2 p?___[)i! ) Pg*‘[}“’ NI,N" PQ"‘- 1)2 hjgNg

N
€ —~3>+

‘ =Ty Ty T T T SR =
Ly pt—c? g?—c?  M|N, =’ M,N,
Y E Tyt s E =k TR =R

Nous aurons aussi & employer les sommes 22+ y2, y* + 32, 3+ «*.
On les déduit des expressions précédentes, ct on les simplifie & P'aide
des relations que I'on obticnt en éliminant successivement 42 et &?
entre la premiére des identités qui précedent et les deux autres,

Ar(h*— D% = (et — h¥)(2 /2 — D*),
(26) hE(hE— c?) = (0* — L*) (202 — ¢?),
2 I { 3/ 1Y ) V 9 2 9
( k2 (k= 02) = (e — k) (242 — b?),
Rk — ) = (b — k) (2h* — ¢*).
On obtient '

2 o 2= M N, ot — M,N, pr— k2
S S Ty 3 <w_/t= + '“’) + 25(/12—/.-'-’)(&—/.-2 e
& e 2pt—? M N, pr— It * M,N, o — A* ‘

= 3 =) (lﬂ—- ot 2) S — 1) (b"- w2

s | o 2= 0r—c? M, N, 22— N2 M.N, pl— At

S 3(/;2—~/r3)< i T2) " 3(/;2--/.4)( e T

9

Cela pose, les carrés des demi-axes de Pellipsoide étant p?, o* — 4%,
— ¢2, la formule de Dirichlet s'¢erit

EY '.'-'2 ),g 52
3 "Toids  A—ts pl—cits
\r: :73]-L, / l‘,l ‘ qpi 9 . b PI 2 : dS
4 ot gt V(p: +8)(p2 — b2+ 5)(p? — c?+ )

ou, en posant £ = 7 + s ct prenant  pour variable,

o’ 22 42 22
| ~~ o e et e
B N . 2 2__ ]2 [2_ .2
(20) V= ﬁzm/ - t—da
< 2 o \/l2- 5] V/[z__ 2

~
~
)

)
):
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Exprimant 22, y*, 2% en produits MN

Y / .. e dt
LA o \/t’—bﬁ\/tz—-w f VR I
Pg—b'/“ dt :
3 (22— b2) \/l-—-b’\/t-—— 2
__.cz dt
f (B—AWE—Re ¢
M;N, [*‘/‘ dt
Yy ey 2/ IR 2 d
( ) o BVE—DE—¢
/'—1"/? (12— /)-)\/l- i —
i — zﬂ (£ — ¢? )\/I’———() \/12—?@‘]
M\, p? dt
3(/{2——/12) X A 2vm g—
P Y A dt
F= | Gores ryi

pi—c? [°F dt
T e el
r—c '/p (22— ¢*) \/t-’w-— O3 12— 2

1l faut montrer lidentité du second memhre avee le seeond membre

de
f e
M, N, o 2 = dt
—_— ————— 2 5% — I“ o e
3(h*—1*) (‘ ' )/p (12— \/I- H? \l —

_ \lNl _ .
A~ ‘(P /)/P (62— A2y \/TT\/T-T—(-

[SURS]
<

o,

wel W
\4
,..

Comparous d’abord les termes ot M N, et M,N, n’entrent pas.
Leur diflérence est, au facteur § pros,

° dt o [f7 dt Y N f" dt ‘9 . ["“ dt
G e — (0*— ? s — (gF— ¢ g
Ty fp &1y, <' ) o (e—0)T (' ¢ )Lp (t"“("lm’



(27)
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en posant

Ty= VE— B yE= &

Elle est nulle pour p = . Pour prouver qu’elle est toujours nulle, il
suffit de prouver qu'clle est constante ou que sa dérivée par rapport
a p est nulle.

Cette dérivée est

) o j"' dt +f” ci 4 © de
Te ~ “T|J, Tw " J, =Ty " J, (=T

Cette fonction est nulle pour o = ». Pour prouver qu’elle est nullc,
il suffit de montrer que la dérivée de

i {.” dt ___/'” dt _fn dt
p T Jo 2T . (E—)T ; F=a)T

cst nulle. Or on arrive, tout calcul fait, a

] ] 1 I I 1 1
S ’-i+ 5 -+ 3 |)>+ 9T -+ 3 EXNG N -+ 3 YN bl
T(p)(?‘ o0 pr—c P‘l(p) (2 —0%) lrp) (P"‘U‘)F(p;
expression qui est nulle identiquement.
L’identit¢ des cocfficients de M, N, ct de M, N, se prouverait d’anc

manitre toule semblable, en ayant égard & 'équation qui définit les
(quantités h* et k2. Ces identités

! 2 2 ” dt
a(o? — J?
G ' >/; (E— k)W E = DR/ — ¢t
N dt p — b? dt
- kg/p‘ BJE= b I)-\/t-——(- hi— b — 0 )\/k Ny
+ p* —c-/‘ l
& (2= ¢? \/l“’—— lf'\/t-—_—#(.:
2 2 * {
2(p* - ) e
0 LV STy
_e [ dt + bt T dt
h ) eye—pye—c b r— b )E— e — ¢

F—c dt
'\ e"dfp — W=
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expriment les fonctions S, et S, & Uaide d’intégrales (ui ne contiennent

pas 22 cL k? sous le signe f

%
'\f

Le potentiel d'un ellipsoide homogtme a pour valeur, pour les points
exléricurs,

/ \J N \{
'\] — :_)‘L (Su + Sl.[vl]}\| + 521\’2)\2>.

It — 2 k=)

D’un antre coté, la formule générale du potenticl d’un ellipsoide
pour les points extéricurs peul s’éerire, comme nous avons vu (14
el 16),

S SWAUN o do ol

TTFNN ) o

ou "intégrale triple est étendue & tout Uellipsoide. Dans le cas actuel, ¢
est conslant et peut étre chassé du signe jfj La comparaison de

ces deux formules montre que toas les polynomes de Lamé RN N en
a’y’ 3" sont tels que

f f RM'N' da' dy' dz' = o,

sanf

ROM,N, =1,

M N, _ . ,
A deux des cing polynomes du second degre.
R,M, N, .

VI. — MoMENTS D’ INERTIE.

Désignons par A, B, G les moments d'inerlic de Pellipsoide par
apport i ses axes, ¢t considérons le cylindre infinitésimal droit dont
nous avons parlé en ¢tablissant la formule du potenticl. Sa masse dne’
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(fig. 2) a ¢té trouvée égale 4 (13)

!
dln = ommmr ‘,2 ll2 [ dO)

ou hien &

& Y WM N do

l.¢ moment d'inertic de cette masse ¢lémentaire par rapport & o cst,
en employant une expression donnée plus haut (25),

Zen,'M'N'z' dw’

2+ 22 )dm' =
(y*+3%) m\/ou
2*“—(11-—1—0-) 1 PR N\
><[ +3(,‘,2_h2)< — +.,)M,N,

3
] ¢ S ' [
+ g (= +2) MUV .
Intégrant le long de Vellipsoide (p") et remarquant que intégrale

/' /’z'(M'N'), (M'N'), deo’ cst nulle tant que (M'N'), 2(M'N'),, on

arrive a

I = = [P g [ [
+ 3(/:33112)(9:_1/‘ 2) ft'(\l’ Nl

N 3(/1;1._; kﬁ)(p':f +z)~/ j z'(M._,N;)edm'].
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Un raisonnement analogue conduirait pour dB ct dC aux expres-
sions

_(us=\/;°,2~_;‘i’9_ﬂc [ L ([ rdo
IR »Afw)(;://f~ 2>ffl’(M'.N")” do’
+ s (e +2) [ [ TN,y do

d(::\m 0di;9” 2[29'2; L f fé’dw’
+ g (507 +2) [ [ OUN o

+ o (B + ) ]fl’(x\lﬁ_,N’,_,)“’dw'].

Une nouvelle intégration par rappart & " catre les limiles ¢ et g,

donnerait A, B, C.
(es formules renferment les intégrales / [ l'do, f / L(M N dw,

—J

f / l’(M; N, )* dw’ quisont de simples fonctions de & ete. La premiére

méme se réduit & 4=, comme nous P'avons déja vu. La valeur de ces
trois intégrales peut s’obtenir en appliquant la formule qui donue A
au cas de homogénéite.

Nous avons tronve, dans le cas de Pellipsoide howogene (19'),

N ] ' N ]‘I, 3 N “I
1" OR 1{0, o_.lni ::om, R :O/I ——l/l"
Alnsi
1, o’ ap?t - bt —c? 0 ,._, - e
fA = s = (¢ ) (g2~ & ) j [t do

+ s (¢ — )( )ff/(’w N')? de’

+ gr,,—_—,-)— (g% = 4*) (—v,?-f— ~—z)f f I'(M,N,)® dm’].
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D'ailleurs la formule bien connue du moment d’inertie d'un ellip-
soide homogéne donne pour le moment d'inertie A’ de I'ellipsoide (p')

A’ 4 f 14 13 1 29’2— b2—02
S =iVt = BT = o S

o]
puis, en différentiant,

d’
\/p" bz\/,lz —c?

G2 (p— %) (§ — %)+ B(ag"t— 0 — ¢%) (2 — ") (¢ — &)
X 4w 19 )

sdA =

Les polynémes du troisiéme degré en p”* qui entrent dans ces deux
expressions de dA devant étre identiques, on est conduit & égaler les
coefficients des mémes puissances de p'2.

I’identification des termes en g'* donne de suite

(28) [ [tdw =4
Puis, en posant

CLSEOUND !y UGN,

I
L"‘E: =k b RE(RR—=T0F

on doit avoir idenliquement

F(0+ )" — LD+ )t + S22 (0 + ¢*)
(¢ 300 (5 — k) Ly (= 3 (97 = ) L,

ce (ui nécessite

%(bz -+ 62)=L, -+ Lg,
(b + )= (3N + k)L, + (3k* + h?) L,

ou bien

(b + lf"‘)== Ly + L,
3(hr+ k22— 8Nk =(3h*+ k*)L, +(3k*+ 2?) L,.

b}
Journ. de Math. (}° s /LeJ,Qne VL. — Fasc. I, 18go. 13
1y,

'
\

RN '/1

> X =




(30) ,\
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On en tire
[ = 34
J| — m ?
d'ott

(S EOnN o= S e = dny e 3

PN

-

L[ [EQUN 2 dor= 2 k(e — 1) (02 = 3,

Tel est le vésultat uuquel nous nous proposions de parveniv.
Les différences C— A, B —~ A, C — B des moments d'inertic s'oh-
ticnnent sans peine a Paide des formules dounées plus haat

4 g BRI (¢ ) LR A
R Py /

=
3

3 A= - Ik A e e e
l) .\ 3 W+ X ;)(l};,_—_ (‘2)

20— )

I (312 — h*) (b — ) / R

N /I_t/."-’(3/:3-/.4)(//’---/:,") R,
[t AT T

. .2 S 12 (02 A ad A s
GC— A\ = E.;‘ ) T /I'I-L Gl T .,l )((,’ ) '7::“.]-:‘-%-’:/:':‘—:-—:
3 d((,'“-—- I}") ‘ \ lo:-’ bc_,\ I;/.: ot

. =0
(.——- B = —'-'*r‘“ M+ /[7:

D3R~ D) (0P - lf%;_—-;»"- /f) oa R
- S by / \ ;

Pl by g

Lt

. A3 2Y (0P - 2 ) /.?- Wy Rl
- A T T T T . Tt Ll PRnp e SN L
2 - /r) J. \ P's_ - h? 2 EN

Il est important d'observer que les intégrales

o [T g Tt

e TS TR, o WY AR
\v,?/z___ /'3\/;'“’ — ! [ X \/PI')”‘ c?

-l
)

LZaNT

cutrent dans le développement du potenticl comme coefficients respee-
tifs de §, M, N,, S, M. \,.
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VII. — ELLIPSOIDE ANIME D’UN MOUVEMENT DE ROTATION
DONT LA SURFACE EST DE NIVEAU.

Imaginons une masse hétérogéne composée d'unc p«u*u(, centrale
solide, de forme quelconque, dont la constitution physique est inconnue,
complétement immergée au sein d’un fluide limité extérieurement par
un cllipsoide. Supposons que, sous l'influence d’un mouvement uni-
forme de rotation autour d'un axe de cet ellipsoide, la surface libre
soit de niveau ¢t proposons-nous de trouver les conditions d’équilibre.
V étant le potentiel attractif de l'ellipsoide,  la distance d’un point de
la surface 4 I'axe de rotation et f* la constante de I'attraction, on doit
avoir pour Lout point de la surface

. (.r)'2
fV+ — I = consl.,
r® représentant x® + y*, y?+ 3%, 2 + 32 suivant 'axe autour duquel
lourne le systéme. Il en résulte que sur la surface la fonction V doit
se réduire identiquement & une fonction linéaire de #?, y*, 5. Le po-
tentiel V, dont l'expression générale est

V == Y SMN / o °“'“"’P A

ne doil donc contenir que les fonctions SMN qui se réduisent soit a
une constante, soit & des polyndmes linéaires en z?, y2, z* sur la sur-
face. Or on sait qu'il n'y a que trois produits SMN jouissant de ces
propriétés (10) : ce sont (')

S«)MONM S,M,N,, S?.N[z‘-\rz’

(*) On peut écrire, pour plus de clarté, SMN-—- (RMN), R % réduit & une

constante sur la surface, puisque p est constant. Amsn les ploduxts de SMN el
RMN ne différent que par un facteur constant.
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dont nous avons déji parlé dans ce Chapitre (38), (19'). Ainsi
L\ R dp!
o = ¢
oy, R dp’
+SM\4“/VW e

Tous les autres produits SMN devant disparaitre dans le développe-
ment, leur coefficient est nul

" %V_mS+SMVmJnW

P Mo R dp’

. Ve Y=

ou, & cause de l'identité (15),

P XY N
/]]kmmme/jﬂwwwwf/Tﬁyi_
JJ o Vet et —a

ff R'M'N dm' = o.

Tous les polynémes R'M’N’, 4 part le¢ polynonic de degré o et les
deux polynomes du sccond degré R, M, N;, R, M, N, doivent vévifier
cetle relation.

Les trois polyndmes du premier degré sont, & un facteur constant
pres, x, ¥, 5. On a donc (10)

(32) ff/'x’(lm’::o, fff)ff(lr;t’zt), fff:’ dm' = o,

ce qui exprime que le centre de gravité sc confond avece le centre de
I'ellipsoide.
Il y a cinq polynémes du second degré. Trois de ces polynomes

doivent annuler f / R'M'N dm' : ce sont zy, 23, y5, a des Facteurs

constants prés (10),

o [ffevan=s [[fremn [ffeme
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Les axes principaux d’inertic relatifs au centre de gravité coincident
avee les axes de I'ellipsoide.

Ainsi le centre de gravité et la direction des axes principaux d’inertic
relatifs au centre de gravité restent invariables dans toutes les dispo-
sitions possibles des masses internes (').

VIIL ’

La fonction fV 4 — r‘ développée en produits MN, posséde trois

termes. Un terme constant, un terme en M, N, et un terme en M, N,.
Les cocflicients de ces deux derniers doivent étre nuls, s’il y a équi-
libre, pour tous les points de la surface, c’'est-a-dire pour p =p,. On
arrive, cn cmployant les développements qui ont été donnés (25) et
(31), aux équations suivantes

. ; ’ dy'
Jem A n ot — D a — et (50 2
8zfc, Ve — b Ve ¢ (py—h )/ R = T o
(o Pl L 05 est Paxe de v .
\co S +2) sios cst Iaxe de rotation,
= (P%M/)Q“F‘) 0 )
—f (G +2) o ’
12
2 (21 ) e
) ( yx - ._,’ oxr »

l

s — 5 3 2 o'
bﬁ/‘O-’P'\/PI - b-\/i‘l \ l )/ (»” /ﬁ_) \/

g b,\/:)“

6 — A . : .
\w' ( ‘c‘ - ian 2) si 035 est Paxe de rotation,
1

—_ ‘ 0.)2 (ici““ /‘j -+ 2\) O)’ »

s (=R o
w R -+ 2 ox »

(") Ces propriétés ne s’appliquent pas seulement a l'ellipsoide,
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en posaul.

A R dp!
e s

Lorsque les équations d'¢quilibre sont satisfaites, on peul en déduire
lavaleur de €, ct 8, en fonction de gy, b, ¢ el w el partant celle des in-
tégrales dont ces quantités dérivent. Le potentiel extéricur de Tellip-
soide ct les différences des moments d'inertie par rapport anx axes
(30)cl (31) peuvent ainsi s’exprimer & aide des données superficielles
de Iellipsoide. In vemarquant que les axes sont principaux d'inertie
par rapport au centre de gravité, on est conduit & énoncer les théo-
rémes suvants

Le potentiel ectéricur d’un ellipsoide dont la surface est de ni-
veaw sous Uinflucnce o’ un mousement de rotation uniforme de-
pend uniquement des donndes super ficielles (*).

Les différences des moments d’inertic principaux relatifs au
centre de grasité dépendent seulement des données super ficielles.

Dans un ellipsoide homogéne ou composé de couches homolocales
homogenes, ¢, == ¢, = la densité moyenne de Pellipsoide, parce qu'a

- . R, -

Fintéricur de chaque conche (197) V), = =5 > densité de la couche,
. R, . . .

Ay = g X densité de la couche {roir (21)]. 1L en résulie que les
2= TR

cquations d’équilibre ne doivent pas, dans cette hypothése, e diffé-
renles de celles qui se présentent dans la discussion de Uellipsoide de

(") Ce théoréme remarquable est général. M. Stockes I'a démontré pour une
surface quelconque (Cambridge and Dublin mathematical Journal, 1849). On
en trouvera une belle démonstration de M. Poincaré dans un important Mémoire
de¢ M. Callandreau {Sur la théorie de la figure des planéles (Annales de I’ Ob-
servatoire de Paris, L. XTX)].
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Jacobi. Ausurplus, on pourrait les transformer de maniéve & les va-
mener ila forme ordinaire, cn faisant disparaitee les quantités A% et A2,
Ce caleul se ferait aisément en partant de la somme et de la différence
des équations d’équilibre apres avoir remplace S, ¢l S, par les expres-
sions donnces plus haut (27). U faudrait, en outee, vecourir aux for-
mules (22) ct (24).

Les résultats de la discussion de Pellipsoide de Jacobi sont les sui-
vants (')

1* Laxe dirigé suivant Laxe de rotation csl le plus petit;

(.'_'(C " . . By . i “
2° e > 1, ce qui entraine gilaty
2y }"2 ~ ‘

3 "<;.—./'a<°"3/°9“"
St —— / = 0,18709..., I'ellipsoide devient de vévolution.
Uy 0

Les conditions d’équilibee de la surface ne présentent pas de diffe-
rence avee celles qui précedent stlon a,y dans le cas de Uhétérogenditd,
g, == 0y > 0, co (ui entraine

ot AR A SR, ds
/ SR ;—_ i
A S A

i

Les expressions (30) des moments d'inertie donnent alors

e l, R 3! R C—A ;)|1, [; L \
117' / = At = T e &= > 0.
g V| 3 /)'-\/‘g 2. ‘32 D [l J

(") Journal de Lioucille, t. X V1.
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CHAPITRE I1.

ELLIPSOIDE DE REVOLUTION APLATI

Soit
2 2 -~
v/ ““:y + 2-.: .
P f1—¢C

Ny . ' o
I'équation de la surface. Nous représenterons, comme plushaut, 7 par

une série
(34) 7= =NwWMN ("),

ou w' ne dépend que de ¢’, en posant (3)

1
o'V — 1

L’expression du potentiel extérieur s’obtiendrait comme pour I'ellip-
soide & trois axes. On a

' [ TN A s Y ]
(34) V=4n ZSMN [ 22

en posaut

=

>= Rf R”P’\/ P"’

On démontrerait, comme dans le cas général (15), Pidentité

@) [f RN dw= [ (1N do [ p;"—\/:"__‘f_c_

(1) Voir le § 111 de 'Introduction.
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Aux fonctions R,, M,, N,, R,, M,, N, relatives & lellipsoide & trois
axes correspondent ici (10), (11), (18),

Q

s R,—:.pﬁ—— 230.a R‘.”:Pz’
(%G) ! M‘-_—_.—[J."'— -2—3(:'-2-7 ler'y‘ﬁi
N‘_—_ ’ Ng:vf—!{

On a donné, dans les préliminaires (8),

ppr=ci(at+y0),

et, comme on a identiquement

2c?
J.\!I,N| = Pv2 - ——3—'a

Put=2o%c+ *M,N,,
on cn déduit

(37) oyt =ipt+ HMN,.
Lorsque 0*> o (29),

-

[ [N,y do = 5% o (B2 — k) (B2 — 32,
[ [Ny dor = ke (e~ 12 (e — 302),

ffl'dw': 4,

E 9

0
h?= 5+ des termes contenant en facleur b2,

ct alors

2 .
k"’=-b2— + » b.

En se reportant a ce qui a été dit relativement au passage des fonc-

Journ. de Math. (4 série), tome VI, — Fasc. 1, 18go. 14
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tions générales N & cellcs qui Jeur correspondent dans l’clhpsmdv de
révolution aplati, et tenant comptc des facteurs constants. quu ont ¢té
supprimés (1 1), on arrive sans peine &

[ JUMLN, y dor =%
(38) [ frOLN, Y do =
f Ve = 4%,

Le calcul des moments d’inertic se fait comme pour les cllipsoides &
trois axes.

-
L4
“a
N
N
el
io
SNe— 7
-

-—
}
-

b

+

-

Le cylindre infinitésimal déji considéré a pour masse (113),

dm' = -7——w~ 2 w M N dw,
o — ¢
et (37),
P f dol 2 /a9 3I2 NG AL/ N\ ’
(224 y?)dm' = S ZGO P SMON) wMN d

Le moment d'inertie dC de la courbe infiniment minee homofocale
s'en déduit par une double intégration effectuée le long de Lellip-
soide (o) (6) et (7). En représentant par 4y, le coefficient de M), N, = 1,
W' celui de M, N, w, celui de M, N} dans le développement de la den-
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sité (34), on a

rz(:=m‘f7€'_—;[ iy + & wa,ffl’(\l’N )nlw]

: P Wby, o’ A W'y dp’ ' PN
Ve B 2 0y 2 i St O 1N 2 ’
¢_/ 5 P,\/m-l_c_jc e [ HM N,y

Introduisons dans cette formule la densit¢ moyenne de la couche infi-
niment mince.

~ n “0) do
Sa massc est f dm' = = /a"
@) P \/’

(7), et son volume

A
E]

302 ne?
ndo?\pt—cf=in —P—ZC—P—(lp'.
: '/Pu —c?
La densité moyenne 7 a donc pour valeur

!
f Uwh o

(e )y wy =2 (¢ = 5 )
4 P"“*g—

Le premier lerme de G devient

ou
P
i f NPV — ¢
¢

On peut éerive la seconde intégrale entrant dans C,

APy P RI '1‘!)’ 1o’ ¢ NP\
L S xffl’(M,N,)— du'.
e t . 91\/‘312___ c?

¢

Iintégrale f f / R, M| N dm/, étenduc a tout I'ellipsoide (o'), a
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pour valeur (35)
[ N\U ’ ' ¢ H ! (la
b 4 2 / .
ff([pn M, N dm'= [ [I(MN,) dw'/‘: e
On avu (Il)quc

R M, N, ~_< LIV NP 930’>;

donc, en désignant par A’, B’, €’ les moments d’inertic de I'ellip-
soide (") par rapport & ses axcs, el par ' sa massc,

S [ RMN di =G (€= A~ B = 2 o).
P /

Il en résulte que Pintégrale dont nous nous occupons peut se mettre

sous la forme
1 12 d
“%3@(2 — A=~ J]L)(i
re__ -2
[ p 3

[SCTR)

Ainsi 'on a

A cette expression; il faut joindre I'expression d¢ la masse totale

o :
N == i,wf 7 dp*yp'? — ¢t

Supposons qu'il s’agisse d'une sphére. Alors ¢ = o,

P f b1 ’ ' '
C=§n[ n’p"’dp"‘fé[ d(2C - A' - B")
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ou bicn

C=2n f 0 dp +1(2C — A — B) :
(39) < el

@ ' '
( DlL::%‘th 0 dg'?,
L]

ot est la densité moyenne de la couche infiniment mince comprise .
entre les deux sphéres concentriques de rayon o', o' + dp'.
La premiére formule (39), qui équivaut a

o
A+B+C =§1tf 0 dg”?,
0

peut s'établic d’unc facon élémentaire. On a, en effet, pour une couche
sphérique infiniment mince quelconque..

A(A+B+ Cy=2 Y (z"*+y+3)dm’

= 20'? x masse de la couche = 87n/o" ds'.

En intégrant, on tombe sur la formule & démontrer.

ll. — ELLirsoipE DE REVOLUTION APLATI ANIME D'UN MOUVEMENT
"DE ROTATION DONT LA SURFACE EST DE NIVEAU.

Considérons une masse hétérogene en équilibre, composée dune
partic centrale quelconque recouverte entiérement par un ligquide limité
extéricurement par un cllipsoide de révolution autour de son petit
axc oz, ct tournant uniformément autour de cet axe.

\ . w? , 4 . Py
La fonction £V + — (2 + »*) doit se réduire & une constante sur

P'ellipsoide. En développant le potentiel en produit MN

V= 4-:ESM\I[ 9;9"“

¢
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on verrait, par un raisonnement semblable & celui quia éié fait au sujet
de Pellipsoide & trois axes, que le développement contient au plus trois
termes,

S,M,N,, S,M,N,, S,M,N,;

tous les autres ont un coefficient nul

/o oAb/ R/ do |
(‘_|0) !_/_:— =0
4 e P \/P t—c?

11 en résulte que le centre de gravité coincide avee le centre de Uellip-
soide, et que les axes sont principaux d’inertie relativement au centre
~de gravité ().

La fonction qui doil se réduire & une conslanle pour g =g, cst

done (37)

- Powy R de!
fan.s.,+fs,1v1,N,4ﬁ/ AL

e PVPR—0

2

plYp—e

P"‘!\' '], ! 4 2 9 52
+,f521\42N24nf Lz,é_L‘_P__+%(gp-+ ;—,,M,N,).
/o

Egalant & zéro les cocfficients de M, N, et de M, N, ct faisant p = ¢,
dans ces cocfficients, on a

P R, db!
4’¢f —otl =0,
. PVET—e
Pl R dpf
+(S.){,|[|‘Rf ll—'—,i‘:i— -
On a identiquement (35)

,ff‘/(‘;)(l{f_,M;N;)d/n’:fflf(M; N,)! fl’;l"/lipl%%

(') Pour discuter plus complétement I'équalion (40) qui équivaut, & cause de

I'identité (35), af/ R'M'N'dm'=o, il y aurait a faire usage des expres~

A

w?
af ¢

sions de R, M, N données dans le § III de I'Introduction.
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et (1)
PMON — S e,
R::NI:zN:!_;('L e )’

done
(41) [ [RMN, =SB — A) =o.

Les moments d’inertie principaux équatoriaux sont égaux.
Posons '

, f P, R
Aw
S _Je FVeE—e

N
':r“.’l\/Pl"“‘

(42)

ct remplacons (3,),, par sa valeur
2 c’) * dy’

<i'J — T~ Nz
(p“*’— 2_30_) AN Pt
P i

3
L équation d’équilibre devient

. w? Y ——:—‘a—;_ 2 2¢?
(43) sz =3¢ Voi— 62<.°. - ‘3‘)

11 suffit de poser o'* — ¢* = u* pour ramener la fonction & mtégrer &
la forme rationnelle. Les calculs faits, on a
2

2 2 2 2 203,250t .
w 5 c —c2(3pt—ac ¢
=3 4 Ve (3? )ﬂl‘C lang —feees,
anfd ¢ c? b

ct, en posant
P = (ot ) (110,
il vient

tw? 3340 2
=5 -!——T;,—«uctang .

(Vest I'équation qui se présente dans la discussion de Pellipsoide de



112 HAMY.

révolution homogene. On en tire deux valeurs de A tant que

0L —= < 0,22467

zrjo

La quantité &, quisc réduit & la densité lorsque Uellipsoide est homo-
glne, peut étre exprimée dans le cas général en fonction de la densilé

‘ ‘ C—A
moyenne D et du rapport ~5—-

On a en cffet identiquement (35)

[ f [ RN = [ [Ny [p AL
o . '*\/42»—02

On avu (1) que

R M, N ;(/L Lyt Jg)

/ f PV, N ) do’ = ( )

On a donc identliguement

2 o R do!
2C—~ A —~B~— El Jk«) '4—' <3‘E" f l—"—‘_,_l‘:‘-’ﬁ:
< 5\ 3 ) . p'\/p'2—~62

el (38)

/

et, comme B = A (41), il en résulte

Powy R d! 5 /C—A 2
o [ IR B (OSh 2o,
. F’\/P"'"“CJ 2¢ [« 2,

mais

par suite

(44) =2 (5 - 52D

w? 15(0’ C-—-A)(, 3 3+ 22

= — —ut alct'\nn/\>
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. L]
Laplatissement de la surface ayant pour valeur

—_—
Vi-R22

E=1—

C—A
I
des données superficielles. Nous ferons plus loin U'application de cctte
formule aux ellipsoides peu aplatis. '

Cherchons actuellement la valeur de la pesanteur superliciclle. 11

on voil cue le rapport peut s'exprimer en fonction sculement

. P . w? .
faut prendre la dérivée de la fonction SV 4+ —(2® + y*) suivant la
normale & la surface

d r n? @ a9 ]
&= 7 [f\ -+ 2 (.L"—i—)")— .

2

Or, pour passer du point (g, i,v), de I'ellipsoide 4 un point infiniment
voisin placé sur la normaled la surface en ce point, il faut sculement
faire varier p, de dp, et v gardant la méme valeur. On peut donc
ecrive

do d N -~
=@ A +—2—‘(.L +ry5H |

s

U3

~ »
H faudra faire g = 3, apres la dérvivation.
Orona, i causcde A =B,

W, o w? 5t A o .
:—3—34 +/J|Lbo+<7 'L—.z-——‘ ‘TtOIG’\/lOl—(, . bl)h[lN”
de plus (2)

onen lire

/o2 . 2 {
\‘ -al ¢ \-2 2 - (LD,
P — | 225 4 /,)l —
O | o -
(45) Vei—pel? ! e ,
a B 3 3 Tw g IS 5
) + (w- @~ abevel— et S LN,
' KRR o=,

Journ, de Math. ()¢ série), tome VI. — Fasc. I, 18ga. 15



L4 . o HAMY.,

ou S, et S, ont les valeurs suivantes :

s=/9m_£‘_f_:—7
%) [

PV — ¢t

Nous ne developpcrons pas cette formule qui ne présente pas grand
intérét dans le cas général. Elle sera appliquée plus loin aux ellipsoides
peu aplatis. Nous nous bornerons & faire remarquer quc, Péquation
d’équilibre de la surface donnant la valeur de ¢ en fonction de A et w,
on peut exprimer g en fonction des données superficielles. 11 en est
¢videmment de méme du potentiel extérieur (*)

(46) V =918, — indetyel — ¢*S, M, N

LIL

Les planétes sont limitées extéricurement par des cllipsoides de ve-
volution peu aplatis animés d’un faible mouvement de rotation. Kn
partant de ce fait expérimental, on peut établir, indépendamment de
toute hypothése sur leur constitution interne, quelques-unes des for-
mules auxquelles conduit la théoric de Clairaut. Dans les ap[)lo,\mm—
tions, nous considérerons, comme on le fait dans cetie théorie, w?* ol
Paplatissement € comme des quantités du premier ordre,

[équation de la surface étant

sz_‘_ ‘Y! st

son aplatissement est

(4]
i
>
|
>l
I
3
|
i
l
—‘:&I e\l«b

(') Voirla notede la page 102.
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< *e ' ) . ' . . e
Sil'on considére e comme une quantité du premier ordre, = est du
1
premier ordre, ct 'on a, au second ordre prés,

]
XN . m=ee

1/équation d’équilibre de la surface, donnée plus haut (43),

(0]

2 S 2 » do’
— A2 /o 22— 2€ g

an /e =3¢ \/Pf c <P| 3 ) <p”—— %fyo’\/;/i__c'z,
3 )

devient, c¢n ne conscrvant dans le second membre que les termes du
premier ordre,

P

w? _4 2,3 .”dP’
57:7?3_30 'o"/m Pk
w? _ 4 C,'
am f3 —TBE?’

d’ott

(18) A=

Reprenonsla formule de la pesanteur trouvée plus haut (45) et rem-
placons-y M, N, par sa valeur en fonction de p. (36)

Y ) ekl PR dS,
g= m[sw?+f3m*[g

(3 e ) (- ),

Les coordonnées rectangulaires , y, 5 d’un point de la surface et la
x2+ 2

: ro
que, le long d’un paralléle, la pesanteur est constante. La valeur de p?
tirée de I'équation qui précéde est '

qquantité @ sont lices par l’équvation

-2
aa = Il en résulte

2 +)?

A .
o i des termes contenant ¢* en facteur,

c’est-a-dire
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en désignant par § Pangle que fait le rayon de I'elipsoide ahoutissant
au point zyz de la surface avec I'équateur.
Pr - bleniv g en négligeant les termes du second
Proposons-nous d’obteniv g en néglig
ordre
e 28 =g cos*y — 2 ) est du premicr ordre; on peut done né-
! T = 3 premic re; on peut done né

gliger les termes du premicr ordre dans son coefficient ¢l y remplacer

el — ¢! par gl

il Y 1
ST

A ;

3

5}

(’S|

?lp— pav — ;

de pluscon peut faire, & cause de 'équation d’équilibre de [a surface,

A N ) w?
grfo=g
La formule
o« l o
~ ( v I ¢y
S= [ = [ (m+im)
P Pv 0 h /
denne, cn négligeant les termes du second ordre,
dSy 1 1ct
dp P

La valeur de g devient

. Jei—c ’__1“_‘- 2 _/’;ll.i
g=\/Bm| - e -G

1 i {:2 Qa1 Y2 [l
puis, remplacant o7 par 2¢ (47)s

¢ S e 5 . L
"—\/P\“l’-2 - F} ——P: E+<-2-('.OS"‘}/_1)<02‘:‘I.




THEORIE DE LA FIGURE DES PLANETES. 157

On a d’ailleurs

M:(I_1Q><[+!bﬂc gt )-—1—-*&1!12‘-'—.
\/Pf—:*’ 2 ¢} 3 g oY S

donc
fORfo 5 .,
g=1— 0 — ecos’Yy 4 (- cos*y—ijwip, |,
¢ 21 el 2 -
Posons
i, __ oo force centrifuge éqaatoriale
| 77 /O T " attraction équatoriale
A 1 . , "
(49) ' force centrifuge équatoriale

pesanteur équatoriale
+ termes du second ordre,

il vient

i

- f.)lb[H_ : cos?Y — ?(%COS"’Q}/—I)i-.

21

I3

ou bien

]

__Jonr o 3 ‘39
g=— T |+;—5?+(?——a sin 41

fan
P .
pole —f—-w' Il suffit de remplacer dans Pexpression qui précide — : par

est lattraction & I'équateur; on peut introduire attraction au

1 1 % Q. 1 .
Pl .2.11" 2 0(1—-"&).
21 py—¢ P1 P C ’
On obtient finalement.
o S} .3 5 ot
“——9}-—0'*‘_] E— L, ";‘«‘—“"‘)5'" 7,

(Zest la formule de Clairaut. L’angle ¢ se eonfond avec la latitude
dans lc cas de la spliére ot ¢ = 0. Ces deux angles différent donc entre
cux d'unc quantité du premicr ordre quand ¢ est petit. Ainsi, dansla
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formule qui préctde, on peut confondre Pangle ¢ avec la latitude ct

¢noncer ce résultat :
La pesanteur 4 la surface d’'une planéte varie proportionnellement

au sinus carré de la latitude (*).

C—~—A
IV. — VALEUR DU RAPPORT o
Ona
_ wp
= f.‘)IL
H

Introduisons la densité moyenne dans ce rapport en posant
M = inDp?yp? — ¢

Il vient, en négligeant les termes du second ordre,
w2

¢=

2

W

Remplacant Gy parsa valeur !% £¢ (48), on en déduit

D

o2

f
&N G
«m 1-G

(50)
On a vu, d'autre part, que ¢ peut s'exprimer, au moyen du rapport

C—A
: R,} (!I/I>,

e

On a done

(1) Cette formule a été établie ici sans rien supposer sur la constitution in-
terne de la planéte. Ce résultat’a été obtenu pour la premiére fois par Laplace,

mais son analyse manque de rigueur.
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)

d’ou

w3

© {-6

1
2

C—A ¢ (
I —
ct, en remplagant ¢* par 2¢p7 (47),

(51) S =30 (e—39)-

(Pest la formule & laquelle conduit la théoriede Clairaut (*).

V. — Raprort CEA

On a identiquement
C—A_ C—AN
cC T w ¢

Si Pon néglige les termes du second ordre, on peat faire abstraction

M

des termes da premier ordre dans D—g » puisque est du premier
ordre.

Circonscrivons une sphére & 'ellipsoide ( fig. 4), ct considérons la
Fig. 4.
B\

massc hétérogéne renfermée a l'intérieur (y compris P'espace vide).
Lies moments d’inertie de la sphére sont les mémes que ceux de I'ellip-

(') Voir ace sujet le premier Mémoire de M. Callandreau inséré dans le t. X1X
des Annales de U Qbservatoire de Paris.
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soide. 1)’aprés une formule donnée plus haut, on a, pour la sphére (39),

[ .
Ax v do'®
c v f L aC—A—B

e = by e ’
I o IR I
i= %' di"
A}

el iel, comme A = B (41),

o .
3 d3’?
C . 2 Jy + 2 (; —A
W T 5 e 370k
| [ 4 dp'? 3
A

Lesecond terme étant du premier ordre peut éire négligé. Pour le
méme molif, au licu de prendre le rayon équatorial pour limite supié-
vieure des inlégrales, on peut prendre le rayon polaire et éerive, en
gurdant les tevies les plus importants,

ot 7 st la demsité moyenne des maliéres comprises entre les deux
sphéres de rayons (e — €3, (1 + dt) Vot — ¢ On déduit de la

(') Cette formule conviendrait mé¢me si la surface libre de la planéle n'était

pas un cllipsoide, pourvu qa’elle foL peu différente d’une sphére, et que

2C—A—B . N . .

s fat petit. Pour Ja Terre, en particulier, on sait par fa théorie de la
1€ —A—B

précession que — st voisin de 3.
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Cette formule est semblable & celle ol conduit la théorie de Clai-
raul.

Supposons que 1’ croisse constamment de la surface au centre, mais
que la variation de cette densité n'augmente pas avec la profondeur;
en d'autres termes 6% <o, % < o (Cest ce qui aurait lieu, en par-
liculicr, si I'accroissement de la densité n’était dit qu'a la compres-
sion). -

Pour passer d'une loi de densité soumise 4 ces restrictions au cas ot
la densité croitrait proportionnellement & la profondeur, sans modi-
lier la masse totale, il faudrait augmenter la densité des parties cen-
trales au détriment de celle des couches élevées. Il est facile de voir
que le moment d'inertie C diminuerait dans cette transformation.

Soient m + plamasse d’une couche sphérique infiniment mince, ho-
mogéne, de rayon R, m’ celle d’'une autre couche de rayon R, et
R > R'. La somme decs moments d'inertie de ces couches est

H(m +p)R*+ m'R2];
si l'on transporte la masse p. dans la couche (R’), la somme devient
HmR*+ (m'+ p)R2],

expression dont la valeur est inférieure & la premiére. ‘
[1 résulte de 14 que, en supposant la densité proportionnelle & la
i C o ) '
profondeur, on obtiendra pour ST une valeur inférieure & la valeur
; — A
réelle et, pour =~ une valeur trop grande.

Posons ' = A — pt. On en déduit

1
fo W dr = — ip.

D’autre part, en désignant par 0 la densité moyenne superlicielle
el par D la densité moyenne de la planéte,

t
Wdt=D =%~ ip,
0=A—p

Journ. de Math. (4 séie), tome VI. — Fasc. 1, 18go. 16
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122
Ces équations donnent
w=4(D~=0), A=0+4D-0), A—-gp=0+3(D-0):

il en résulte

o b = D
j .,l'dts l+2'6-
Q
Ainst, Yon doit avoir
D
0—.
C—A 0
c < D (5 - ?)
142 'E

7 — ! "y — ...,___l.._._.. ],3 = 2
T 2933 YT a8 %

donc
C—A o

T < 2985
La précession donne

G—A i
o < 305,6

Si, aulieu de rapprocher les fortes densités du centre, on s’arrangeait
de facon 4 rendre la masse homogéne, on augmenterait le moment C.,

ol

ct 'on diminucrait " On trouverait

» |-G
R

C—A 3
Lot 3(emt

Pour la Terre,
C—A |

VI. — JLIMITE INFERIECRE DE LA DENSITE AU CENTRE DE LA TERRE.

Nous avons trouvé

o 1 P |
D:f Y}'dt:’::...=3/ ‘q'[:(ll
0 o
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W 1 1
/'r.'dt” f‘t,'t’dt
) 0 0
1 1
f ' di’ ['r,’l‘dt
0 ’ «/p

.

(s__

I
Wl Ut
N

m
N -6

I
v I-6
N———"

on lire de ces équations

foln’zﬁdt= 1,853, .['T,fm .

l B = 1,954
f 0" di =0,9484, / o dt
o L2

0

[.a densité moyenne »’ des matiéres comprises entre deux sphéres infi-

niment voisines correspondant au paramétre ¢ jouc ici le méme réle
) [ ~ 3 . d f

cque la densité des couches de Clairaut. Si I'on admet que 77; <o, on

peut procéder comme I'a fait M. Stieltjes pour obtenir une limite in-

févicure de la densité au centre de P'ellipsoide et 'on arrivera au méme

résultat. Ainsi, en appelant 0 la densité moyenne superficielle, n la

densité moyenne au centre, D la densité moyenne de la planéte, et A
1
' e dt
le rapport =———— ('), ona
LA /3
0

(') Bulletin astronomigue, tome 1, page 465.
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Si on adopte la valeur § = 2,5 on a, pour la Terre,

n>17,39.

VH. — PoOTENTIEL EXTERIEUR D'UNE PLANETE.

On a trouvé (46) et (36)

Celle expression peut s’écrire, cn négligeant des termes du second

ordre,
V _— _ ‘ Py I i C‘Z I,A/ a 2 :"'2 9 2 “ &'[py.
=M, ﬁ+;ﬁ‘V“ﬁ°?*§fﬂ'ﬁ

’ . .2 Ve 2 X 5 e 5 ¢ N e
ou, cn unpp]acant ¢® par 269, el 5 par 7 - (47) eL(Ho),

L I L g AN
V= : P:‘[3 2(02 3)J’
e d"}"’"}’."' 5! _
p et g sont les racines de I'équation —z= + = =1 (8), ou

it — l:!(',ll.ﬁ _*__)‘,2_'_ 32 . c‘.’) +- (;2(;‘1/.‘-‘ +‘y2> = 0.

Désignons par 7 Ia distance du point attivé au centre de la plandte,
ct par 0 Tangle que fait la droite qui joint ces deux poinls avee Paxe
de rotation OZ. 1.’¢quation devient

I — (4 c?) + G risin?l = o:
on e¢n tire, en négligeant les termes du second ordre,

0? =1+ ¢* cos?l)
ct

0s20 ersin?l + ..

-
I
~ | ~
TN
-

!
) -
‘wl‘?,

\/
’C
ua

.



THEORIE DE LA FIGURE DES PLANETES. 120

1 . . ’ .
Remplacant ¢* par 2¢p} dans -, substituant dans V et négligeant les
termes du second ordre, '

IR P 0 \
V:T[I_T;(s_ ;)(cos 0~ .;.)].
Le potenticl dépend uniquement des données superficielles (*).

——————gia ( ——

CHAPITRE I,

SUR UN THEOREME DE M. POINCARE.

1.

Considérons une masse hétérogéne composée comme il suit : 1 d une
partic centrale solide de forme et de constitution inconnues, complé-

Fig. 5.

E,

E,

/

tement plongée au sein d’un liquide Limité par un ellipsoide; 2° d’une
autre couche liquide superposée a la premiére et également limitée &

(') Voir la note de la page 102.
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Pextéricur par un cllipsoide. Si 'on fait tourner le tout d’un mouve-
ment, uniforme auwtour d’un axe ct que, sous Finfluence de ce mou-
vement de rotation, le systéme se trouve en équilibre, les ellipsoides
sont homofocaux.

Cette remarquable proposition, qui a été établie par M. Poincaré ('),
peut étre démontrée simplement lorsque les ellipsoides ont les mémes
plans de symétrie et tournent autour d'un de leurs axes (2).

Désignons par V, le potentiel de Uellipsoide E, (fig. 5) supposé¢
plein du liquide, de densité 0, qui compose la couche superficielle, pour
un point intérieur; par V, le potenticl des masses renfermées a I'inté-
rieur de l'ellipsoide E, diminué du potenticl du méme ellipsoide supposé
rempli de la mati¢re de depsité 0, pour un point extéricur.

Les deux surfaces I,, E, étant en équilibre, la {onction

V,+V,+ ﬁrﬁ,
Y
ol 1* désigne x*+ y*, y*+ 3%, 3*+ «? suivant l'axe autour duquel
s'effectue le mouvement de rotation, doit se réduire identiquement i
une constante sur ces surfaces. V,, d’aprés sa nalure, et par suite
V,+ 2
Y

est une fonction linéaire de z*, y*, z* le long de 15, et de E,. 1l en
résulte que V, doit &tre aussi une fonction lincaive de 22, y*, 3% le long
des'mémes surfaces.

Soilent
3 ] 3 n A 2
2 »> 52 z? b 3?
o T . ; + =1, — + P ; + 9 =1
et ei—b7 it e ei—by  pi—ch

les dquations de E, ct E,. On peut exprimer V, & P'aide des produils

(1) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, juin 1888,

(2) Cela revient, & cause de ce qui a éLé dit au § V1I du Chapitre I du présent
travail, & supposer que le centre de gravité de l'ellipsoide E, et les axes princi-
paux d'inertie relatifs 4 ce point coincident avec le centre et les axes de cet ellip-
soide.
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SMN qui dépendent des coordonnées elliptiques o, , v relatives & el-
lipsaide E, (14)
' V, =Y «SMN,

ot les quantités « désignent des constantes. V, devant se réduire sur 5,
¢’est-d-dire pour p=p,, & une fonction linéaire de #*, y*, 5%, le second
membre ne doit contenir que les produits

SO’ SlMl NI’ S'-’i\lﬁNﬂ’
si souvent considcrés, - ‘

V, =045, + &, 5,M;N, + “2521\‘12N2.

Vi=a i id
T, VR

+a,mM.N,f“
v p

ou bien

dp’
REVE— Gyer—o;

+°‘2R2B[2N2\/‘w 1o [a12 dp: IF )
o REVe—bive"—

. long de 'ellipsoide E,, on a

I8,
+
e

-
w0
O
Y
(2]
910

ct la quantité p doit vérifier

22 2 S
’_z+.zyb2+e 7 = 1.
v U

° P

R, M, N, et R, M, N, fonctions linéaires de x?, y*, 5* sont exprimables
lincairerent en y* et 5% au moyen de la premiére de ces relations. De
méme, les intégrales qui entrent dans V, dépendent uniquement de y*
ct 52 & cause de I'équation qui définit p, facile & déduire des préce-
dentes,

~
- >
/N
-
9 1o
l kY
S
Uy
h~J
~N
| o
it}
g
-0
N———
A1
I
s
"
N
<
»r
[
13y
LA
|
©
13
A
[
-t
——
fl
o
e
O
»
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Ainsi le long de Ii,, V, est unc fonction de y* et z* qui doit éire
linéaire par rapport & ces variables. On doit donc avoir identiquement

&V, &8, & (S, M,N,) (S, M,N,)
A = M dpy T TapyT TR TG T
a2 V‘ . dzso dz(SIM1N|) dz(Sgh'I-zNg) I
&ids = Pogran v 4T gagr TR T gy =0
a*y a:s @S, M,Ny) d? (S, M;,N,)
Iy =% aEy T aEr . TR g =

%o, &), &, N peuvent étre nuls simultanément, sans quot V, serait iden-
tiquement nul (') ces trois identités exigent, par suite,

dQSo ([2(S|B11N1) dg(SazMgNg)
diy*  d(*y d(y*)
d?*S, (S, M;N,) & (S;M,N,)
dy* dz* dy® dz? dy* dz* =o0.
ars, (S, M;N,) d*(S;M.N,)
d( :2)2 d(52)2 . d(;-))‘l

Celle équation de condition cst indépendante des constantes o,
a,, ,, cl par suite de la constitution interne de lellipsoide E,. Au licu
de caleuler le déterminant, ce qui serait long, on peut donce chercher
directement la condition pour que les trois dérivées dont il s'agit
soient nulles simultanément en supposant Ucllipsoide F, homo-
" yéne. .

La {formule de Dirichlet peat s'éerire, & un facteur constant prés (26),

uol_-f . .?,2{) . o )
e 12— )2 (2 — ¢?
V, = X (F
P VE—b01/e—¢?

(') Si V, était identiquement nul, P'ellipsoide E; agirait au dehors comme ¢'il
était rempli du liquide superficiel. Dans ces conditions, la surface E; devrait
faire partie des surfaces de nivean d’un ellipsoide homogéne, et ne pourrait étre
qu’un ellipsoide semblable a ellipsoide E,. Le théoréme serait en défaut.




THEORIE DE LA FIGURE DES PLANKETES.

Le long de E,,

par suite

I.’équation
2(__F3 ¢ -2 __F N G
»(atn - wtn) = (gla - ata) =i
qui lie g%, y* et 5? donne, par différentiation,

. b2y o222 d(e?)
— 5731+ [(pf—i-yb'z)ﬁ—}_(o’-l—cf"-i_! N = 0,

19

Z—b

02 o2 biy? . cis? ]d !
el 5 + —+ — — + I =0.
pi—cey PP [(p b} (pP—ci)? d(s*)

On tire de 14, sans difficulté,

O
e

e

o)

02 ‘-: 2
o’V 1 (P*—/)T’ e b> ,
d(},z)z Ty . [T /_3___‘_ ?,’)’2 C‘llsz
A e [y I P
[ >< N )
2V, _ 1 \eP—0b7  pi—bi/\p’—ct  pi—ci
- bVl — o} |t g !
P \/9 1\/ 1 (Pz_ b‘.)z (92_0”2
T
av, pP—ci  pi—ci
a(s2)* W= TP —cF f : ;s
9 pr—Cy — i g !
1) (¢ —cd)
Pour que ces trois dérivées soient simultanément nulles, il faut
, q '
A
o
A S

e N T .
Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. [, 18go. 17
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L’équation que vérifie p donnant alors

\ P =P
ona
b|=b2’
¢, = Cy.

Ainsi les ellipsoides sont bien homofocaux.

Si, au heu de deux liquides superposés, il y en avait un nombre
quelconque tous séparés par des ellipsoides, ces ellipsoides seraient
homofocaux. On le déduit sans peine des considérations quiprécédent.

-II., — POTENTIEL D'UNE COUCHE HROMOGENE COMPRISE
ENTRE DEUX ELLIPSOIDES HOMOFOCAVX.

Soient

¢, le paramétre de ellipsoide intérieur E (fig.6);
pa celui de E, ;
0 la densité de la couche.

En opérant comme on I'a fait pour un ellipsoide quelconque et em-

Fig. 6.

ployant le de’veloppement (19)

7 = OB R, + 0 5 M N, 0 R M N, = 0 /MY,

on trouve, pour le potentiel de la couche infiniment mince homo-
focale (E, E'),

0 dp’ v VI'N’
d \/P“ bt ,/z ___ cﬂ 2% f do’

)
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Si le point attiré (p, (%, v) est extérieur & E,, ona (5)

f l’M'N
")

s'il est intérieur 4 E,,

[ = IMN do' = 4SRMN  (p<p,).
(B

= 4= R'SMN | (p>p.)s

11 en résulte, pour le potentiel cherché, si p2p,,

_ SIM,N, = S,M,N,\ /" R,R,d
02""'4750 (So+ — 2 -+ kz_.,/ﬂ) . \/fm\/p."i-—;,'i

ot sipSpy,

0, = 4"!0 ® R,RyS, dp’ + R,M,N, [P S, R\ R, a5’
2 At p1 \/P ~b2\/9’2_02 I — k2 o R’ ¢p'2 l)2 Plz'-*Cz

1

LRMN, oS KRy
k2 — 2 " R'z ‘/Pm__ bﬂm
Nous affecterons dans la suite les fonctions R,, S,, R,, S, d'un

indice supéricur égal 4 1 quand on y fera p = ,, et égal & 2 quand on
y fera p = p,. Ainsi

. i ® do’
R, =p'—42, S, =R f &
1 4 ’ ' 1 p ].‘{'f\/p’z--— b’\/p’”—-—-cz’

. . do’
R =p?—12,  S=RY f % :
i \ ’ t 1 . R \/Pl‘.'___ bem

!

R¥ = g2 — 2, S®=RY f de
o [-{'2\/?!2__, b’\/p”-—~ c.s

de méme pour R, ct S,.
Nous poserons en outre

=Vp* (p* — b*) (p*—¢*),
u =7 (5 = 0) (i),
uI=VEI 7 = ) (e o),
« =FE—T) o)
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R\ R, dp’ _ 1y
\/P" Ber—e 37
=8 R\R, (l, '__ #S\ g — (S ) YA ”
. R NVEE ——b’\/o’l—-u_’?;. , [ = 3 R, )(H,/l,,

Ainsi l'on a, si p2 p,,

4 . S,MLN, S, ML\,
= {0 (3, BN S

hE— =)
el sip<p,,
bt RUORLS de
L ‘ [T It
= 57l 3/ TR NN
P3N, Vet ==
R}Md\ﬂ o S o _ u”sm l," .
7212 n(: 3 l’\ %) K I{“’ 2 {.ll) |

ALY W W VA U )
S R Y S e v

I1l. — KoquaTions p’EQUILIBRE.

Revenons au probléme de M. Poincar¢ ct supposons que la masse
tourne autour du plus petit axe os. Appclons ¢, le polentiel de la

Fig. 7.

s

E1

@

couche homogéne superﬁcielle ct ¢, le potenticl des masses renfermées 4
intérieur de E, (fig. 7). La fonction

! ? " 9
D)~ ¢y 4+ 7 (* +y*)
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doit se réduire & une constante sur E, et sur E,. Les développements de

¢, et de 2* + y* ne contiennent pas d’autres produits MN que

M,N,=1, M,N,, M,N,;

il doit en étre de méme pour ¢,. Ainsi, en représentant comme nous

I'avons fait jusqu'ici la densité a I'intérieur de E, par la série
3 .
'l_/z - Zu‘-),NI,N,,
ol &' dépend de p’ sculement, on a, & 'extérieur de E,,

R d¢'

oz\/»’—:ﬁ

! !
-+ S-_)_L\'I‘;N., [}T: M—_.—:;
) i ¢ \/Plz_ 02\/9’2—02

e, =, S, + S, M,N, 4.»/‘ Nz )
¢

L, cst la masse de E,, &, ct &), les coefficients de M) N ct M, N,

d

l "
Tous les autres coeflicients A’ doivent vemﬁer la relation

P %!Rld,l
. VR

ce qui ¢quivaut, comme on I'a vu, &

[f RM'N dm’ = o.
En posant '

- fi2— 2 B R df
T RGP i) Z‘ﬂf(, e A
e — R dp!
Teaw 47 / Vo't — b — ¢

k —/z- _tfp‘ Joy R, >’
$=Vei (et (9 ) ), VIR

1
k= p AL R, dof
T ina 4 \/9 Y N .4

=0,

lI

!l

ﬁ
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il vient

0, = O, S, + 2L *"“( )'“ S,M,N, + ““"( )'" S,M,N,.

Joignons & cette formule le développcment

2 2 20200 M\, R
Ty =gty \e—r T2

M,N, R, |
+ 3= (af—/cz + 2)'

En faisant successivement
P=~fa ct P= P4
dans la fonction

0+ 0+ ;}(wﬁ-y‘-’),

que nous pouvons maintenant dcvcloppcr en produits de Lamé, et ¢ga-
lant & zéro le coefficient de M, N,, on arrive aux deux équations

0S4 (n, — 0)u = o2 (M 1),

§rf \ct— A
St It 1 02 Ry
{ “’ (@2 2 _ 1 4 Z /T — QU — .
H1 <t¢ 1{"’ »RP T3 R )-l—(n 0)utS| = §n7 ( s+ >>.

En ¢galant azéro le cocfficient de M, N,, on obtiendrait deux autres
équations qui se déduisent des prc’cédcntes en y remplacant lindice
inféricur 1 par I'indice 2 et A* par &

On tire des deux équations éerites

R R
n e Ny
0— S ( —h? 2) 8§ <c”— h? + 2> w?

=3 ’
WS R [b S S (_‘- _ )] 8rf

Ry~ RP T 2u® \R{ — R,

RV Stz 1 1 1 R
st (e o) = f — s (mp — )| (7 +2)

RIS 1 [ 1 1 87:/’.
. WO SR [F(“F’ _ l—i:l—” — (HF _ ]’T‘F’)]

. S 1 1 1
La fonction de p, R‘—I - l{ » a pour dérivée & i (B—) - E)' Celte
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dérivée est négative pour p < p.. Il en résulte que les dénominateurs
de 0 et de (), — 0) sont positifs.

EUTI
] . ct— R} (e P S, 1 2\
La fonction —g ——apour dérivée 5 [—- 4 R ( aoET E) 22].
La quantit¢ entre crochets est décroissante, car sa dérivée est

(—]— + %) % (1) < o; elle est nulle pour p = =, donc elle est tou-

ct—h* u
jours positive. Il en résulte que la fonction dont nous nous occupons
est croissante. Ainsi le numérateur de 0 est positit ct par suite 0 est
posilif. Si la valeur trouvée pour 0 avait été négative, le probléme,
tel qu'il a été posé, n'clit pas ¢té possible puisque 0 représente unc
densité.
On peut mettre le numérateur de 1, — 0 sous la forme

1 St I 1 2
SR =R [ g — g (o + )|

Le premicr facteur cst égal a g5 — g7 > 0. Le second cst une fonction
de p, que nous venons de rencontrer; il est toujours négatif. On a
donc 1, — 0 < o. La discussion des deux autres équations conduirait
de méme 4 7, — 0 < 0. Ces conditions doivent nécessairement étre
vérifiées pour que I'équilibre soit possible.

Supposons 'ellipsoide I, fluide. Peut-il étre composé de couches
séparces par des ellipsoides? En vertu du théoréme de M. Poincaré, ces
surfaces seraicnt homofocales. Il en résulterait n, = n,=2¢, densité
moycnne de l'ellipsoide E, (I** Chap., § VIIL), et I'on devrait avoir
¢ < 0, en vertu de ce qui précéde.

‘n d’autres tcrmes, les fluides internes devraient étre en partie
plus légers que le fluide composant la couche superficielle ('). Cette
hypothése cst irréalisable physiquement.

(') Ce théoréme n'est pas différent de celui auquel je suis arrivé dans mon
Mémoire sur la figure des corps célestes (Annales de I’Observatoirede Paris,
t. XIX).
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Iv.
-Supposons les deux ellipsoides homofocaux de révolution autour de

I"axe de rotation ct aplatis suivant cet axe (fig. 8). Le calcul du po-

Tig. 8.

E:

tentiel de la couche homogéne comprise cntre les deux cllipsoides
homofocaux sc ferait en partant de l'identité

2 =RR,— RMN;.

On trouverait, comme pour l'ellipsoide & trois axes, si ¢ < po,

1
3

Do ==

w0 (u® — u") (S, — S, M,N,);

elst o >¢,

N

fh, =

1‘.0.‘3
(

ol

PRR,S, do’
o PVeR—2
e} Qu .
— R,M,N, [l(-{"))gi—.- S . <u"'1‘ §—"—,~— . ~'—>j}
. { /

En représentant par la série
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la densité ¢ 4 'intérieur de E,, on-a, pour le potenticl de E,,

. Pran R o
v,:SMN’[mf R dp

NJaTE o2
pye—c

L

Ces formules et la suivante

24yt =2+ SN,

wl

e A ml . ‘v E w | 1 3 _'::):)_ 2 2 N .
permetient de développer la fonction ¢, + ¢, + Y (€*+ y*) en pro-

duits MN. Cette fonction doit se réduire & unc constante le long de IS,
et lelong de E,; done, pour p =g, et p = p,, tous les cocfficients du
développement doivent étre nuls, :
On est donc conduit & poser

“E R o
j T ¢
Jo oo
pour tous les cocflicients w’, sauf pour le cocfficient w,, ce qui ¢qui-
vaul (35) &
jfj RM'N dm' = o.

IEn substituant les différents polyndémes R'M'N' du premier ¢l du
deuxiéme degré dans cette relation, on trouverait quele centre de gravité
de E, est au centre de Pellipsoide et que les axes principaux d'inerlic
relalifs au centre de gravité coincident en direction avee lesaxes de If,.

' - ' . 1 . 02 79 o
Le polyndme R, M, N, qui est égal & — (&2 — y*), donne
A =B,
en appelant A, ¢t B, les moments d’inertie principaux équatoriaux de

Pellipsoide L, .
Py, R’ dp
e
. PVeR=¢

n posant
h= i

37 1\/91 —c
Journ. de Math. (* séric), tome VI. — Fasc. I, 1890. 18
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ct égalant a zéro les coefficients de M, N, pour ¢ = p, et g = ¢,, ona
S S ' m? 3!
1) bl — = — (1) Q= 2
ORY (u( N oL R(”  Jw l{“’ + R“’) + nu S S et
S (g Q) auhg® — Y1 3¢
D (U — uV) 4+ nu" S =
ol
R, = 22— 2¢? R = s 2£ R o= 42 2c?
gy — v 3’ ’l,——‘fi 37 4|'_—iJ‘-'——:);—’
=gVt —* D= g yor — ¢ ) o g2 gt R
=g \/n“ — % ! )"‘ Ve T "’J’ ut = 9:\".‘: — 7,

Sl _ / ® ([‘,'/ S(ll) / S(lz\ [. P f/;,

T = s ) : == — o= —_ Cmm—
' » 1) = (2) N et

R, J, ]{129’\/912-0. Rl J, Rle \/o |'{‘ Je. ')"ft:,\/.a i

On tire de ces équations

(1S — 181

po

h = e e
o S S W v \| 8=/
S| e (g = i) = (= )
3 St? 1o St o\ )
et () (‘.')_.._....__‘_. (4 st E R — . 22Q(2 ) 01
,,s.>.,_.e*§9 [ gh =3 wn ~ (w0 — ) | - Aseeo—enf
e g e (ST SNy R=f
l{’,"’ Ri 2 \RH R

L dénominateur de ces expressions est négalif, paree que la fone-
tion de ¢

wy L 5 Lt
]{l '). Hl

' ' , . o2 . .
est décroissante quand ¢ <g,. La fonction & st croissante: (on le
1

montre au moyen de deux dérivations), 1L en résulte (Jue 0 est positif.
Nous poserons dans le numérvateur de 4, apres avoir effectué les in-

l(-" ratlions,

ce qui néeessile, & canse de p, > 0,4

N < .U"
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Ona .
S 9 ¢ 3cVpi—c? .
B: = r(.ucmnb\/P =~ Fr g )’
d’ot
S(?) 9 3)‘
R = 7¢ <alctam A — 27:1—2),
@) _ ¢34
R, — 3
92 )\2
u=¢? I_;, ’
9; S(2) I 1 9 [+
U — R = Z;[ ('lrc tangh — A) + - J

Le numérateur de ¢y devient

g |+) 3__3—*-:;2[1—#)\ (arctangh — )
4 ‘3 |+p‘2

l-l-[

- (arc tang . — p.)]
3+ 3 1-+ A2 1 n?
+ o <arc tangA — )( ) :

)\ T T

On peut éerive cette fonction, abstraction faite du facteur négatif
gt
4’ u? e

]

34 IS 2 3 2 A
m‘cl,ung')\\s—*_., (Hi; — ’+.">—— il J
A s |3 2

3 [i4-2 -+ p? 34pia 342, i
_|+F< T >+1+;ﬂ ER (arc tangp — ).

Sa dérivée par rapporta A est

340 (140 ey 34t 1
(,__'_)\2)2( ku Pﬁ ) [+P_2 )\3

3 Lt A Sa s S ol o 3(3+2)  3+4+pr2

MESUANEE P (1 A7) %8 1+ pE AP

o 4 1+ 14 p? (3 +22)2 34 p2 3422
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ou hien
P
I R S B STEA 3 2 2
(.+me< ER—E )+ ﬁ(.‘ﬁ - T;r)
arclangh [ 4i? 1= A2 1+ @l 3412/ 2 2]
- » [(l—l— )ﬁ)’( W T > + e <_l—l~ PR p.!‘)_’
ou

_ 7\) (1 A3 A~ A2 p2R) 4 B (14 A2 (e - 2)
)‘3!,‘:5(, + P'e)(l -+ )‘2)2
arclangi °(P~ _ 7\) 2 (1 4 p2) A (R + WP p.‘l)f) (34 A (1 403 (. }\)’
3 - 13304 2y (o + A2)?

2(u

ce (qui Guivaul &

204 p) W (24 W+ 02 03 = (3 W)+ W) (4 2)

2(},‘ - ?\) )\!':J.:j(l -+ !J.E)(I —+ )\2)?' oo
WA (4 22) (4 1) -

214 W) NI+ M p2ad) + (3 0w 0+ 0y (n+ 4 |

x ! A —arc tangd —

Cette dérvivée a le signe du crochet, Différentions le evochet par
rapport & A. On avrive, toutes réductions faites, i

Gus [ N - 12u? | M- 18u8 | W a0ou? | AT 18pb | 3% Spt . Mo Gpd | o
—10ys -+ 20 pd -+ Do b + 563 4+ 5SS A = 1hps ‘
| o8y -+ 203 + 36 -+ 36 ¢ -2 '
f —+ 12l + Su | 6w
| N
[2(0+ )R (2 A= A= 5203) b (3 4 23) P (0 03 ) (n + 2 P > o

Ainsi I'expression entre crochets est croissante. Elle est nulle pour
X = o, donc elle est toujours positive. M résulte de 1a que Ta dévivie
premiére de la fonclion donl nous nous accupons est positive, el que
cetle fonction vaen croissanl avee . p ne peut étre dépassé par 43 on
obticndra donc la plus grande valeur de la fonction en y faisant h = u.
[.c résultat dela substitution est nul. Ainsila fonction & étudier est tou-
jours négative. 11 en résulte que le numérateur de 4 est essentielle-
ment positif et que n a le signe de son dénominatenr, qui est négatif.
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La condition 1 < o équivaut a

Fran R dp!
[ SR >0,
-, __.c-i

12
Je EVF

cl, & canse de lidentite (33),
. &8 ’ . P‘ ‘!,' ¢ o
/// ]{/ ],\/I'N/ (lln’ :/ /lr(M/N/)2 dw//\ I‘ I': drc ,
| | ) - o/ gve — c*

on doil avoir
/f/ RM,N, dm'> o

) * gl 2
//f I 257 — (274 y) + 3-§~J dm' < o,

I'intégrale triple étant élendue a Pellipsoide I,
Les deux moments d'inertic A, et B, étant ¢égaux, cette inégalilé
peut s'éerire

ou (1)

A =G+ o, <o

On peut se faire une idée grossicre de la distribution de la densité &
Fintérienr de Pellipsoide E,. L’hyperboloide & une nappe, ayant pour
¢quation

2 2 3 a¢t
23 ""(-’If"‘l‘y')‘f‘T:O,
sépare lespace en deux régions. Dans celle qui contient Paxe OZ (fig. 9),

. . \ o 2¢? " . .
la fonction 23% — w*— y + 3 est positive; daus 'autre region, cette

fonction est néeative. Quand Pellipsoide est homogéne, on a
o < o] b)

fff(zz’”—a:'“——y’z—i- 2%:)dm’

= 2(A,-—-C, -+ %-.‘)I’Lq = ,—"_;c*;)ll. >o.

\
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Ainsi, dans la question qui nous occupe, les matiéres les plus denses
doivent étre placées dans la région ot ne se trouve pas Uaxe OZ, c’esi-
A-dire preés de I'équateur, sans quoi U'intégrale triple ne pourrait étre
négative.
L'inégalité
a o
Ci—A >z,

permet d’affirmer que les figures dont nous nous occupons, si clles sont
réalisables, n’existent pas dans le systéme planétaire. Désignons par

l"ig. Qe

C, et A, les moments d'inertic principaux de la couche homogene
supérieure. L’expression connue des moments d’inertic d'un cllipsoide
homogéne donne

o

C,— A, = % an,.

oy

‘n ajoutant membre & membre & I'inégalité qui préeede, on a, pour la
différence des moments d'inertie de toute la masse,

J 2

- C—A> CB—';m«, + 50,
ct, a fortiori,

C—A>%m,

ou v est Ja masse totale. Or on a trouvé, pour un cllipsoide peu aplati
dont la surface est de niveau (51),

C—A=0mipi(s—ig),
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en appelant g, le rayon ¢quatorial, e Vaplatissement de la surface et o
le rapport de la force centrifuge & la pesanteur i Iéquateur.
. G ae ¢ .
Portant celte valcur dans Pinégalité el remplagant — par 2¢, il
v

vient.

Ol

C'est cette indgalité qui est en contradiction avee ce que Fon observe
dans le systéme planétaive.

Nous déduirons un autre résultat de la condition 1 < o.

Supposons Uellipsoide E, entiérement fluide. Peut-il ¢tre compose
de couches loules séparées par des ellipsoides? En vertu du théortme
de M. Poincaré, toutes ces surfaces seraient homofocales. La quan-
Lité 7 représenterait, dans ces conditions, la densit¢ moyenne de ellip-
soide I, On voit done que I'équilibre ne pourrait exister que si la den-
sité moyenne de cet cllipsoide ¢lait négative, c’esl-a-dire si les masses
inlernes étaient en majeure partic répulsives (*).

(') Ce théoréme est plus général que celui auquel je suis arvivé dans mon Mé-
moire déja cité.



