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EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. HERMITE. 73 

Extrait, d'une Lettre à M. HERMITE; 

PAR M. F. CASPARY. 

Berlin, le 18 novembre 1887. 

Eu combinant les nouveaux résultats que vous avez eu la bonté Je 
111e communiquer le 6 septembre avec vos anciens, expliqués dans le 
tome ;>2 du Journal de Crelle, j'ai trouvé qu'il y a une liaison intime 
et intéressante entre vos recherches et celles de M. Weierstrass. Voici 
mes remarques : 

1. Soit 
. f(y) — *+· bey2 4- -+- c 

= Α,(χ - a)(y - b)(y - c) (γ - d) 

une forme du quatrième degré. En substituant 

<0 ^ = iï+t 

et eu posant 

(2) α==β'' ~4Α=Υ ■(«-*)(.-"(a-rf)' 

^ ' (a — b)y ° (α —C)Y 2' (a — d)t 

l'expression différentielle dy se transforme immédiatement dans 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, i88g. 10 
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l'expression V4(s—e1)(s—e2)(s—e3). Si l'on soumet les quantités e1, 

e2, c, à la condition 

(4 ) c, -f- e
a
 q- e

3
 — o, 

cl si l'on pose 

(5) r?ar?,+ /?,*, + e,e
2
 = - |^

a
, '«ν 

cette expression différentielle prend la forme V4s3—g2s—g3, qui est 

exactement celle que vous avez découverte (Journal de Crrllr, 
I. 52, p. 8) cl que M. Wcierstrass a introduite comme forme nor-
male. L'intégrale de celte expression est représentée par la fonction 
s = p(u), dont la découverte est due à eel illustre géomètre. 

D'après les formules (3) et (4), on a immédiatement 

B = my (a—b + a—c + a—d). 

G = my (a—b + a—c + a—d), 

et la seconde formule (a) fournit pour le facteur m la valeur 

m =— ̂  (a — b)(a — c)(a — d ). 

Donc 

(6) y = ap(u) — b(a — b)(a — c)(a — d)(a—b + a—c + a—d) 

p(u) — 12(a—b)(a—c)(a—d)(a—b + a—c + a—d) 

2. On peut donner à la substitution (1) la forme 

y = x(s—e3 + B + xe3.) 
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( lonirnc les formules (3) fournissent les valeurs suivantes 

B + xc3 = d(g+yes), g+yes = y(a-b)(e1-e3), 

oil a 

ci(b —tf)-+- d(a — b) ̂ -
(7) y = . 

(b—d) + (a—b) e1—e3 

D'après les formules (3), on trouve 

'·. - c%- y (« - c)<y~ ^), ^3= y Ο - b)(d-c) 

et eonséquemment 

(ca—e^) — (a — b)(c — d)\{a — c)(b- d). 

lin posant 

dl **3 ) · ι *j) — · ^3 " — ί ? 

la formule (7) se transforme, à cause de l'identité 

s — e3dl = sn2(Ve1 — e3u, k), 

dans la relation suivante 

(8) y = a(b—d)+d(a-b)sn2s, 
b-d + (a-b)sn2E 

qui est exactement la vôtre. En changeant e
3
 en cK et e2, 011 trouve 

(9) 

y)a(b-d)cn2E + b(a-d)sn2E 
(b-d)cn2E + (a-d)sn2E 
a {a — c) (b — d) dns; + c(n — b) (a —'· c/)sn*ç 

(α — c)(b—d)dn*$ -+- (a — b) (a—rf)sn$ 
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Si l'on désigne par ρ el q deux quantités arbitraires, de la formule 
(8) résulte 

, (a — />) (^rf4-y)sn-$ -h(b — d)(pa y) 
py + q = (a-b)sn2E + b-d 

Kn comparant cette formule avec la suivait le 

sn(E + w)sn(E-w) = I — k2sn2sn2w, 

on a, pour la détermination des quantités ρ cl q}
 les relations 

(a — l>){pd h- q) =-- h — d, 

pa-h q sn2co, 

(a — b)\{b — d) = — A2sn-co, 
d'où résultent 

sn'-ω =(c — a)'.(c — d), 

pd q = — (b — d):(b — a), 

pa + q = — (c — a)'.(c — d). 

Par conséquent, on a 

p=(a — b — r. + d):(a — b) (c — d), 
q =(bc — ad) : (a — b) ( r — d) 

et 

(10) y = a-b-c+d + a-b-c+d sn(E+w)sn(E-w). 

ce qui est votre deuxième relation. 

5. On tire inmiédialenicnl des formules (3) les relations 

(u) c,=--tA, <>
3
 — e, = — ^ B, e, —<?

a
=——Γ, 
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où j'ai pose*, pour abréger, 

A = (a — b)(c — d). 

Β =(α — c) (</ — δ), 

Γ = (b-c) (a-d). 

A cause de la relation (4) résultent des formules (n) les suivantes 

(.2) ,,= ±(Β-Γ),
 β

,= £<Γ-Α), ^=±(A-B). 

cl par conséquent les expressions (5) se transforment ainsi 

(•3) 
^=^(Α> + Β>+Γ>), 

^=7^(Β"Γ)(Γ-Α)(Α-Β). 

Si Γοη pose de plus 

(i4) (e,— e
3
)2(e

3
 — <?,)*(<?,— e2)a =g, 

on a 
ij = 11 (»' ~ 27#») = "57 Α,Β,Γ*. 

lin désignant par fj
a
 et (j

3 les deux invariants de la forme homo-
gène 

f(.y>y*)=a/! -+- 637^+ k«>y,yl+çy}, 

et en supposant que cette forme, par la substitution 

Xi = «*. *+- ya = γ«< -+-gs2, 

se transforme dans la forme homogène 

Α(4«;«
2
-#ί«ι*ΐ-#»«;)> 

on a 
(αS - βγ)4&= Àa£a, (αδ - Ργ)·ίί, = A

1
^,. 
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D'autre part, on trouve 

dy __ y\dy
x
 — y

x
dy

t
 __ go — βγ .Î,dsy — .v,ds

t 

V/OO \y/(/i7ô W4s31s2 g2s1s3-g3s1 

et l'on aura les relations introduites au commencement de celte Note, 
si l'on pose 

αδ-βγ = ν7ί, X<:/2=ri .ν, :.ν., = .ν. 

Donc ij2
=oa el O's^oa· posant de plus (,'= on lire des 

formules (i3)ct (i4) le résultat suivant 

/, \ (i-j 27 ilî L ^ 

qui se transforme si Ton introduit A : Β = — ρ, Γ : H = ρ — ι, dans l'é-
quation 

(16)^ ^il?8 — p-f- » )3 ~~ (a — P)*(up— ip(i4-?)2 ~~ 2jp2(1 — p)2 27 ':l °s' ' 

K11 posant ρ ■+- = c 4-1, on a 

pa-hî = p(l>+1), 

ρ2 - ρ r =: pe, 

p2— 2p 4- I = p(v — j), 

et à cause de ces identités la formule (16) se transforme dans la sui-
vante 

(,,) £ = ZZlà = _i ,v J/ 4e4 (\νΛ—27^4-27 a"t4' — Ο 

qui prend aussi la forme 

(18) 27^4- 27^ = 0. 
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Les formules (i5)à(i8) représentent pour ρ = A*a les différentes 

formes (le l'équation du douzième degré que vous avez bien voulu nie 
communiquer. En Géométrie les six valeurs de ρ représentent les six 
rapports anbarinoniques auxquels donnent lieu quatre points situés 
sur une ligne droite (Ghaslcs, Mobius). Il y a encore quelques rela-
lions sur lesquelles je suis tombé en étudiant vos résultats excellents ; 
cependant, pour ne pas abuser de votre indulgence, je termine. 


