JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

F. CASPARY
Extrait d’une lettre 2a M. Hermite

Journal de mathématiques pures et appliquées 4° série, tome 5 (1889), p. 73-79.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1889_4_5_73_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1889_4_5__73_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. HERMITE. 73

Extrait d'une Lettre a M. HeErwiTE;

Par M. F. CASPARY.

Berlin, le 18 novembre 1887.
lin combinant les nouveaux résultats que vous avez eu la bonté de
me communiquer le 6 septembre avec vos anciens, expliqués dans le
tome 52 du Journal de Crelle, j’ai trouvé qu'il y a une Liaison intime
ct intéressante entre vos recherches et celles de M. Weierstrass. Voici
mes remarques :

1. Soit
. .f(\y):‘“%y‘+41‘5}’3+6@y2+4@y+¢
= a(y —a)(y —b)(y — ) (y — d)

une forme du quatriéme degré. En substituant

. __as+ P

(') }’ - *{S—{-g

cten POSﬂl]t

~ —ay, —la= «d — By

(2) %=ar, 47 7 Ya—b)(a—c)(a—d)’
(3) bi—p |, =B _ di—8

(a—ec)yy — €2 (a—d)y =06y

Pexpression différentielle ;(J_'_) se transforme immédiatement dans
Y

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. 1, 188g. I0
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ds

'expression —- Si 'on soumct les quantités e,

el (et en
e,, e, a la condition

(4 eyt ey=0,

et si 'on pose

~ —_— 1 ) I )
(3) Cyy e+ ey =— 1 g, CLCy 0y == c Ty,
. ey . s .
cetle expression différenticlle prend la forme 5, S Ul es]

Vist— s —
exactement celle que vous avez découverte (Journal de Crelle,
t. 52, p. 8) et que M. Weierstrass a introduite comme forme nor-
male. L'intégrale de celte expression est représentée par fa fonction
s = p(u), dont la découverte est duce i eet illustre géométre.

D’apreés les formules (3) et (4), on a immédiatement

g —=m '_.-Ii__. + - - (I. »
=my(aZgp+ it atal

S=my( At 4
i \a—0b a-—c¢ a——:(”

ct la seconde formule (2) fournit pour le facteur m la valeur

m=-— % (a —b)(a—c)(a—d).
Done
KRR { ‘
(6) ap(u)— ]l; (a—b)(a—c)(a—d) (t—z.—{:‘b' taet r)_i[—;.l)
Y= ~ - .
p(_u)—%;(a—b)(a—e)(a—d)(a%b T L

2. On peut donner & la substitution (1) la forme

y= 21(S—ey)+ B+ 2e;
(S—e3)+ 6+ e




EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. HERMITE.

(iomme les formules (3) fournissent les valeurs suivantes

8 4+ we,=d(& +ve,), 3_'_\,0’:?(0—-1))(&—83),

b—d
on a
a(b—dy+d(a—1Db) ‘;g:f’a
s o pr—
( /) ) = e——— —

€, — €3
s — ¢y

(b—d)+(a—0b)
Dapres les formules (3), on trouve
n—e=F(a—c)(d—=b), e—e=3(a=b)(d=c)
et conséquemment
(eg—ey))i(ey—e))=(a—b)(c—d):(a—c)(b—d).
kn posant
di(ey—ey)i(e, — e,)= A3, Ve, — e;u =15,
la formule (7) se transforme, & cause de I'identité

s—edl = -2"%
! sn?(ye, — ey u, /\‘)’

dans la relation suivante

(8 __a(b—dy+d(a— b)sn*;
) T b—d +(a—b)sn}

(jui est exactement la vétre. Iin changeant e, en e, ¢t ¢,, on trouve

__a(b—d)cn®t + b(a—d)sn*§
T (b—d)ent +(a—d)sné
__a(a—c){b—d)dn'} +c(a—b)(a—d)sn¥
T~ T (@a—c)(b—d)d*E+(a — b) (a—d)snf

(9)
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Si I'on désigne par p el ¢ deux quantités arbitraires, de la formule
(8) résulte

__(a—b)(pd+q)sn*s +(b—d)(pa—+ q)
Py +q= (@ —b)sn*2 +b—d )

En comparant cette formule avee la suivante

22 on?
G+ o)t —o)= stk —sn'w

T— A*snt sne’
on a, pour la détermination des (uantités p et g, les relations

(a—by(pd+q)=b—d,
pa—+q=—snw,
(a—=0b)i(b—d)=—ksmtw,
d o résultent
sn*e =(c — a):(c — d),
pd+g=—(b—d):(b—a),
pa+q=—(c—a)i(c—d).

Par conséquent, on a

p=(a—b—c+dy:(a—0b)(c—d),
q=(be—ad):(a—D)(¢—d)
el

. ad — bc (a—b)(c—d)
(10) Y= a"b—c+d a—b-—-c+d

sn(:E +ow)sn(¥ —w).

ce qui est votre deuxi¢me relation.

3. On tire immédiatement des formules (3) les relations

RN . IS
1) e,—ey,=— - A p,—ec,=— — B o —p, = ]
( ) 2 3 !‘ b} 3 [] !‘ b 1 P] :‘ ’
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ol j"ai pos¢, pour abréger,

A=(a—b)(c—d),
B=(a—c)(d-b),
F=(b—c)(a—d).

A cause de la relation (4) vésultent des formules (11) les suivantes

Aa o Ao .
(12) 0,:;(3——[‘), e._.=E(I'-—A), = E(A-B)‘

et par conséquent les expressions (5) se transforment ainsi

‘ T\gj (A*+ B*+-T?),

&, —
237 16.27

2

Q3

(13)

(B—T)(I'—A)(A—B).
Si I'on pose de plus

(14) (ex—e3)*(ey—e ) (e, —ey)' =4,

ona
1 y fob
¢=5(81—278%)= 7 A*BT™.

kn désignant par G, et ¢, les deux invariants de la forme homo-
gene

Fry)=2yi+4%yiya+62yly+ b0y yi+ Ly,
ct cn supposant que cette forme, par la substitution
Y= s+ sy, Y2 =18, + 05y,
s¢ transforme dans la forme homogeéne
h(4s}s,— g25,83— &:53)»

(as- BY)‘Q2= h’g,, (“8 - pY)“J! = /l'g;.

ona
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)’autre part, on trouve

dy — Yadys— ydy, - ad — By Sads;— syds, ,
v/ () ‘/f(."a)’a) Vi Vists,— LaS183-— 45}

ct. 'on aura les relations introduiles au commencement de cette Note,
si l'on pose

20 — By = vh, Vi)Y =)} S 8. = 5.

Donc ¢, = g, et gy= g;. En posant de plus ¢
formules (13) et (14) le résultat suivant

) - MY Q
54, on live des

=

(13) i 2 G =2 Y
Y BT T (BT (T— AP (A—Bp 5 A T g

o~

(ui se transforme si Pon introduit A :B=— ¢, I':B =3¢ — 1, dans I'é-
(quation

G 27 43 3 6,
)/ 2 3 T . 2. - 1 Y Ry z:.'T(‘(“—p‘)‘
Hem—p+1) (2—p)P2z —1)*(t+p) 2700 —p) 27

(16

. I
En posant 3 + ; =¢+1,0na

r+r=p(v+1),

.......................

el i cause de ces identités la formule (16) se transforme dans la sui-
vante

‘ g _ 276 8
(17) be* T Gvi—age a3 aj(r—1)’

qui prend aussi la forme

(18) 4A¢° — 2760 + 2763 = 0.
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Les formules (15) 4 (18) représentent pour p = k? les différentes
formes de I'équation du douziéme degré que vous avez bien voulu me
communiquer. En GGéométrie les six valeurs de p représentent les six
rapports anharmoniques auxquels donnent lieu quatre points situés
sur une ligne droite (Chasles, Mobius). Il y a encore quelques rela-
lions sur lesquelles je suis tombé en étudiant vos résultats excellents:
cependant, pour ne pas abuser de votre indulgence, je termine.



