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GROUPES QUADRATIQUES CREMONIENS D'ORDRE FINI. 407

Recherches sur les groupes quadratiques crémoniens d’ordre
Jini. Second Mémoire : Multiplication des crémonienncs,

groupes quadratiques ; groupe directeur ;

Par M. Liov AUTONNE.

INTRODUCTION.

Dans un précédent Mémoire (Journal de Mathématigues, 1888
voir aussi Comptes rendus, 14 mars 1887), j'al étudié les propriétés
d'unc substitution quadratique crémonienne isolée. Je vais montrer
maintcnant comment de pareilles substitutions se combinent pour
former des groupes quadratiques crémoniens d’ordre fini.

Soient deux crémoniennes quadratiques

| = oz, u) _ja b%
Ui “l’t(caf‘) le dy
g | T go}(;, Z) e b’{
w Glwu)| Lo @l
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On aura par définition

Z; ?Ii(c?, 4‘)

u 9:(9,¢)
a¥ [)Il

a b } K7 (I)i(w, u)

¢ & u W ,<‘r, 2)

da+bec adb+0d )

S=¢s=
cda+dc cb+dd ,

Les entiers a”, 1", ¢”, d’<8, puisque les entiers @, b, ¢, d, @', ¥/,
¢, d<o.

Ainsi S n’est pas quadratique en général; il cst nécessaire pour cela
qu’il se sépare

« f
des @; un facteur P(x, u),

y ¢
des W, » Q(.c, u),

tels que les entiers

da+bec—ao, ab+bd—f)_
ca+dc—y, cb+dd—25]"

Cela exige des conditions particulitres fort éiroites dont l'étude
constituc les quatre premiéres Partics du présent travail.

Une discussion approfondiec me permet, dans la cinqui¢tme Partie,
d’énoncer le théoréme suivant.

Appelons 7 toute monistique, telle que

x, Lz, + 1z,
x, l,x,
l Z, Lz, +Lx,+ lx,
u, Lyu,— L1 u,
lég —lal:IU|+l1l3u~_)+(l._,’lsl—l‘l;)u;)
u, { lyu,

el p, @ et e les mémes substitutions que dans le premier Mémoire.
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TutorkMe, — On obiient un groupe quadratique crémonien G
en combinant ensemble d’une fagon quelconque les substitutions p,
w, ¢ avec des monistiques 1. Tout groupe G peul étre obtenu par ce
procédé en combinant convenablement ensemble o, w, e et L.

Appelons z,, 5., 54, 7, les quatre fonctions suivantes des x; et
des u;

LylUyy Tylly, 7'y = Zyls — Tyly, Xaly.

On aura réciproquement, cn tenant compte de

2 LU= 0,
i

les relations («, § = facteurs de proportionnalité )

‘ 0L, = 23,3, Bu = 233,
2
(0) L ax,= 23], Buy=—3 5+ 3,53,
o oo o L
4 U.J,‘:]-—-—.,'m_,-—-.y;,q,,, Bu3—- ‘le‘i.

"

Cela pos¢, soient 5}, 37, ... les transformées de 5; (j=1,2,3, 4)
par les diverses substitutions du groupe quadratique crémonicn G.
Les déplacements des 55, 5), ..., forment un groupe G’ é¢videmment
isomorphe & G. L’isomorphisme est d’ailleurs holoddrique : soit en
effet s unc substitution de G qui laisse immobile z;; s, en vertu des
relations (o), laissera immobiles ; et u; ct s = 1.

'

Or un calcul simple montre que 55, 57, . .. cst une fonction linéaire
homogtne & coefficients constants des z; ct qu'unc substitution s de G
revient entre les 55, 55, 57, ... & une substilution linéaire quatcrnaire
dc déterminant 3 o. Ainsi les substitutions p, @, ¢, [ reviennent entre
les 5; aux substitutions

3 5, -

3]

- ~ ” - -
~ - +4"2 a2y ~a

ty
)

33 3, -

13}
e

|
)

P -
~ 4 ~ 4 ~

-
P~

0
1

i

Journ, de Math. (4 séxie), tome IV. — Fasc. 1V, 1888, 53
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Ezy+ 115,

lylysy— 11,3,

50— Wb s — L5y Lz + (L — 24,05, |
A L 1,1,

(3

[A]
12

Cela revient au théoréme que voici :

Tutorime. — Le groupe G dérivé des substitutions ¢, @, e, [ est
isomorphe avec holoédrie au groupe linéaire guaternaire ' dérivé

de o',y ¢, U
Soient
Z; Yi —
§ = et P I S TJ l, Tj:Zajk‘:/w
U v; k
a;x= const. de déterminant o,
r=1,2,3, J,k=1,2,3,4

une substitution de G ct sa correspondante dans G’
Les relations (o) donnent immédiatement
ey, = 2T,T, go,= 2T,T,,
ay,= 273, Bo,=—T Ty,+ T,T,,
ayz e T‘ Tg'—“TsT_r‘, B‘)a: 2T:’

¢ty en remplacant Dyy Say B3y 54 PAT Ly Uy, LU, Ty, Ly lly, ON VOIL que s
est de la forme

€, 2T, T,

€Ly 2T

w, —T,T,—T,T,
S§S= y

u, 2T, T,

v, —T,T,+T,T,

u, 2 T?

Ti=ajxuy+ ajyr,u, + ajr, + @ oy
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On voit que les substitutions s et s’ se déduisent avec la plus grande
facilit¢ 'une de I'autre.

Soient @' et I’ deux substitutions de ('

=t Z @;;%;
i

on aura, en vertu de théories connucs,

-
S Z Sk 2 bijau

A i

a =

ba = s

L j, k=1,23,4.

La substilution ba de G pourra s’écrirc immédiatement et le pro-
bléme de la multiplication des crémoniennes est résolu.

Le groupe G’ n’cst pas le groupe quaternaire linéaire le plus gé-
néral. Soit &' unc substitution lincaire quaternaire quelconque, s son
inverse. Ce qui précéde permct de construire immédiatement une
substitution quadratique s qui opérera sur les fonctions

Lyly = 3y, LUy = By ==y Lolly= 3,
la substitution s; s'~' donnera de méme une substitution quadratique

s~'. Ainsi s sera quadratique ct birationnelle, mais pourra n’étre pas
une substitution de contact. Pour que s soit crémonienne, il faut que s

n'altére pas Péquation
2 u,'dél"' =0
i

et que s’ n'altére pasl'équation

o=1255d.23,

2%

LAY

i+ (— 55,4+ 55 )d. 25— 25id . (55,+ 5,35,)
ou simplement, aprés départ de 227,

(1) 0=23,d3,— 3, d3s+ 3,d35,— 3,d3,,
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laquelle équation s’obticnt cn remplagant, dans

2 udz;=o,
i

x; el u; par les valeurs en fonction de 3.

Si d’ailleurs ¢’ n’altére pas lequauon de contact, s cst qu'ldl'athue,
hirationnelle de contact et fait par suile partic du groupe G.

Pour que G soit d’ordre fini, il faut et il suffit que G’ soit d’ordre
fini.

Au licu de construire G, on peut construire G, groupe directeur
du groupe G, car les formules précédentes permettent de passer de ('
&4 G avee la plus grande facilité. Malhcurcusement la construction des
groupes linéaires quaternaires d’ordre fini n’a point encore ¢ié faite ct
parait présenter des difficultés énormes. Je n’ai méme pas pu résoudre
le probl¢me, en tenant compte de ce que les substitutions de (3’ n’al-
Lerent pas I'équation de contact ct que par suite G n'est pas le groupe
linc¢aire quaternaire d’ordre fini général.

Je me borne donc dans la sixi¢éme Partic & construire G’ dans des
cas particuliers.

PRrEMIER cas PARTICULIER. — G estderivé de o, @, | sans Uintercen-
tion de la dualistique c.

Alors G n'est autre chose que le groupe quadratique Cremona du
lroisicme type (Comptes rendus, 27 aotit 1883 et 3 mars 1884 ; Journal
de Mathématiques, p. 1365 1885).

SECOND cAs PARTICULIER. — Les monistiques {, qui concourent avec
¢, @, e pour former G, sont de la forme

Alors il y a pour G trois formes possibles :

I[. {{=o0. — G estdérivé de @, e ct de monisliues ayant toutes la
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forme canonique

%, Lz,
z, l,x,

)
zy Ly,

l;= racine de l'unité.
(= ne contient que des crémoniques.

II. G’ s'ohtient en combinant la substitution

By 5y Svo PusiE P

Sy 5 Sy Par Syt PaaSe
avec un groupe

<3 S <3 Sy

3, 2, 3, 3

ol les coefficients p sont choisis de facon que
P22Pii— PraPai =1
et que le groupe linéaire binaire
L puli+pat
by Paly+ Pty

soit d’ordre fini.

ITI. G’ est de la forme

Se PusitpPoes,
Sa Pa St PanS, 2 PrapPs
P2=i+] avec (Pup P2

Sy oSyt qas, lququ~q.qu..~
Si ganSyt s,

-

ou les groupes linéaires binaires

L g+ g0l
by ol + ¢,

L puli+ppeals

)

Ly Pali+ Paals

sont d’ordre fini.



414 L. AUTONNE,

TroisikMe cas parmicurLier. — G est dérivé de ¢, ¢, (, sans Uinier-
vention de .

Alors G’ est de la forme III du cas précédent et de plus g, = o (*).

PRELIMINAIRES.

PRIMORDIALES, RESEAUX ET CONIQUES GENERALES
D'UNE CREMONIENNE QUADRATIQUE.

Dans tout le présent Mémoire, je ferai un usage continuel des co-
niques du réseau ponctuel ou linéaire (voir premicr Mémoire), velatif
A une substitution crémonienne.

Je désigne, pour abréger, par le méme symbole, une courbe ct le
premicr membre de son équation. J'exprime par I'égalité des symboles
la coincidence des courbes.

Appelons P, =0, P;, =0, ... les primordiales puncto-ponctuelle,
lin¢o-ponctuelle, cte. d’'unc erémonienne s. Appelons G, Cj, ... la
conique générale du réscau RS, Rj, ..., c'est-d-dire la conique quel-
conque de ce réscau.

C;, sera représcntée en coordonnées-points z; par I'équation P, = o,
ol y; est souligné, c'est-a-dire considéré comme premier paramétre ct
non comme coordonnée (vozr premicr Mémoire). JEn coordonnces-
lignes u;, G, sera représentée par P;, = o avec y; souligné. Par suile,
G, = P; , ou P, avee y; souligné, et de méme C; = P}, ou I, avec ¢;
souligné, suivant que C; est représenté en coordonnées-poinls x; ou
coordonnces-lignes u;.

Rappelons, d’aprés le premier Mémoire, les propriétés de G, et €,
s ¢tant I'une des six canoniqucs crémonicnnes

¢He, pEw, wlp, oEw, £, =

’

On a (premicr Mémoire) la liste suivante des primordiales ct des

(') Les principaux résultats du présent Mémoire ont fait l'objet d’une Note
insérée dans les Comptes rendus le 23 mai 1885.
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coniques générales de réseaux :

C%=Ay,+ Bzl + hz,x,y, y,= o,

C =0l (4A — h*x}) — 2ha @40,0, — 23 (V] — fo,90,) = 0
Co=— .y, ¥+ Y (exy+ A) + Ly, 5, = o,

CP™ = fv,0,(exy+ A) + (2,0, + 2,0, )* = 03

OO = — 2,5, y2 + (eys + B)x} + z, 2, Y, = o,

CgEm’

CP7=— 2,2,y Y2t CT Y| + B Y a)s + Y 0.7, = o,

2L 0,05 + 40, (ex] + @y xg) — (0,2, — %,0,)* = 03

i

CP®o = fo,0,(ex + xyx,) + (0,2, 4+ 0,2,)* = 05
C,=AB — K*(z,y,— x,y,) =,
Ci = (0} — 40,0,) As — K (220, + 22, 6,) = 0;
Cr=AB—K2(x,y, + £,y,)* =0,

ﬁ? = (0": — 40, ":;)2311: + 1<2(V| Xy — 21, 03)2 =o0.
On a posé, comme dans le premier Mémoire,

A=zx}—z,x,, B=yl—y.y4
A=A —K2x}, A,=A-—-Kzi,

On reconnait, sur les douze équations précédentes, que les co-
niques C, ou G, représentées par ces équations adhérent toutes au
Jocal : yappelle ainsi I'élément (w, Q). De plus, ces douze coniques
ont les propriétés suivantes, résumces dans le Tableau ci-dessous :

5 La conique CZ La conique C}
pHo. ... ... est osculatrice & A au focal est osculatrice & 4A — A*x?= 0 au focal
whe.. ..., est osculatrice & ex}+ A = o au focal touche la conique ez} +A =0
pEw........ passe par le point w’ passe parlepoint f(fy=o0, fo=14, fa=1)
wEhe........ passe par le point w’ A touche la conique e} + w23 =o0
(S touche la conique A touche la conique ¢
T touche la conique A touche la conique A
Lo B se réduit & un point passe par o’

Poveeiinnn, se réduit & un point. est osculatrice a A au focal.
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bl

J'ai compléLé le Tableau par l'indication des coniques C¢, C5, C7, C7
en remarquant que

P, = 0,22, + 0,2, + 0y (2} — z,20,) = 0,
PY = 0,22, + 0,% + 0,230, = 0.

Lies coniques C¢ et C7 sc réduisent hien & un point, ct ne sont pas
représentables en coordonnées «; par une scule, mais bien par deux
¢quations.

Cela posé¢, une crémonicnne quelconque (crémonicue ou non) sera
¢quivalente & 'une des huit canonicques du tableau. Soient s cette cré-
monicnne; ¢ la canonique. On aura, par définition, cn désignant par «
et 8 deux linéaires monistiques ou dualistiques,

e
et ( premier Mémoire)

C=p"[C). C=p"[C,
Cr=a[C3], C'=a[C]),

puisque ¢ = ¢~*, toutes les canoniques ¢tant égales & leurs inverses.
Ces ¢galités donnent sans difficulté les propri¢tés géométriques des
coniques C, et C, relatives & une crémonienne quelcongne.

PREMIERE PARTIE.

cLASSE DE p[a] ET @w[a], a DESIGNANT UNE CONIQUE.
1. Soit @ une conique

<i?j=]!273) (‘:Zza[j.%'iwjz();
i

soient 1 ct k P’ordre ct la classc de g[a].
On sait ( Crepscu-LixpEnans, Legons sur la Géométrie, t. 11 de la
traduction Benoist, p. 209) que n<4.

Lexve. — En géncral, k = 0.
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Soit u, de coordonnées u;, une tangente & p[a].
La substitution p = o~ étant de contact, les deux coniques a ¢t

slul=2¢ [2 uiwzJ = U L,y + Uy & + Uy (X} — xyy) =0
i

doivent Ctre tangentes entre elles tout comme les deux courbes ¢|a|
et u. Le tactinvariant de @ et de g[#] doit étre nul. Cel invariant est
précisément le discriminant du déterminant de la conique

Aoglu] + A, a,

considéré comme forme binaire en A, A,. Ce déterminant

QU A+ Gy Ry Uyhy + a,, N, g hy
Uy A+ ay QU N+ gy N, — Uy A+ Ay
+ ay A, — Uy A+ ay @yyhy

=—2u) A} + A0, Q + 2X AP + (a)2],
)— ’ ’ ! U
P=a,u,+a,u+(a, —a,,)i,
Q=—a, u;—2a,,u,u,+ ha, iy + a,, U,

U=4u,u,— uj,
(@) = déterminant de la conique « ct

. _da).

P =
g da;j

l.c discriminant de la forme cubique binaire en A, A,, ¢'est-i-dire
I'équation de p[a] en coordonnées-lignes, est donc

Au) = [9(a)u} + PQJ* + (12P u + Q%) [3(2)Q ~ 4P| = o,

¢’est-a-dire contient les ¢; a la dimension six.
I1'y a lieu de rechercher les conditions pour que & <4, autrement dit
pour qu'il se détache de A(w) un facteur en #; au moins quadratique.
Je rappelle (voir premier Mémoire) :
1° Que les ¢léments fondamentaux de p adhérent & w ou & Q;

Journ. de Math. (4 sévie), tome IV, — Fasc. 1V, 188, 54
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2° Qu'a un ¢lément fondamental adhérent & ® correspondent tous
les points de la droite Q, z,= o}

3> Qu’a un élément fondamental adhérent & & correspondent les
= ¢léments adhérents & o, c’est-a-dire tous les éléments de la courbe-
point i, =o.

2. Sik=14, n=3. — Supposons, cn effet, qu'il sc détache de

[} 2 . 2 ) N R 1
A(u) = o un facteur ¢ (u) Si & (u> n'est pas décomposable, il sc dé¢-
tache de pfa] la conique dont I’équation en coordonnées-lignes est
N 2 . »

9 (u) = 0 ct n= 2, et par suite k = 2, car une coniquc est de la classe

deux. Supposons 3(2) =g, (L:) S, <z1¢>, et un au moins des deux fac-

1
teurs g, et 8, différent de u,, par exemple ¢, ( u) = ¥ 8, Appelons &

le point §,= o0, de coordonnédes ¢,;; & ne coincidera pas avec w.
Alors p[a] a parmi ses adhérents les oo adhérents de ¢, ct la conique @
a parmi ses adhérents les oo adhérents & p[2'|, ce qui est absurde, car
@ devrait se décomposer en un couple de points, I'un des deux points
devant étre &',

[1 faut ainsi que & (:c) = uj, ct A( 24) doit &tre divisible par .

Si a,,= o, a passe par w, n=3, ct aprés départ de uj il reste,
pour A(u)= o,

o=[9(a)u;+ PP+ (12l uy+¢*) [3(a)usqg — 41,
Q = u;;q = U;;<_' a“lt:;—‘ 2a|31L‘ -+ /lag:,u:,>.

Si @,37% 0, A(u) ou, ce qui revient au méme en n'éerivant pas les
puissances de u, supéricures a la deuxi¢me,

Q*[P*—(a)Q]

doit étre divisible par uj. Un calcul élémentaire montre que cela est
impossible si @,; 7 o.
Done, en toute hypotliése, a,, = o} a passe par w et n = 3.

3. Si k<4, n=2 et par suite k = 2, et a adhére a Pélément
Jfocal. — Pour que k < 4, 1l faut qu'il sépare au moins une fois le fac-
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leur u, de I'équation précédemment obtenuc
[9(a)uy+Lql*+(12Pus+ ¢")[3(a)us g — 412 ] = o,

(ui représentc p[a] en coordonnées-lignes.
(lcla exige que
Pt

soil divisible par «,, ¢'est-d-dire que
(dyu+a,u)a,

soit identiquement zéro; donc, en toute hypothése, @,, = o0; a adhére
alélément focal, n =k = 2.

4. Yiudions la classe k de @[a), et principalement les conditions
((ui rendent cette classe £4; appelons n l'ordre de w([a].

On vérifie aisément les propriétés suivantes en se reportant & I'¢lude
de o, faite dans le premier Mémoire.

© Ln général, n= 4. Pour que n = 3, il faut et il suffit que & passc
par o (et il se sépare de w[a] la branche droite Q', 2, = o), ou bicn
(que a passe par o (et il se sépare de w[a] la branche droite Q,
£, =0). Pour que n = 2, il faut et il suffit que a adhére au focal (ct
w|a] perd deux fois la branche droite Q', ¢’est-a-dire le facteur x7), ou
bien que o passe par » et par o' (et @|a] perd les deux branches
droites Q et Q' c’est-a-dire le facteur z, x,).

2° Pour qu'il se sépare de w[a], le point w, c’cst-d-dire u, =0
(ou o', c'est-d-dire u, = 0), il faut et il suffit que @ touche Q' (ou Q).
Si’on suppose que n = 4, @ ne passe ni par w, ni par ', ct alors Q'
(ou Q) qui touche déja a ne peut occuper, par rapport 4 a, aucune
position plus spéciale; il ne peut donc se séparer de @[a] le facteur ¢
(ou u3).

5. Lemue. — En général, k =6. — On verra, comme plus haut
(1), que pour avoir I'équation A[z| de w[a] en coordonnées-lignes u;,
il suffit de former le tactinvariant des deux coniques o et

13

(0] l:E u,-x,] = U LIy + U T+ Uy Ly Ly = ta[ul =0,
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c’est-a-dire le discriminant de la forme cubique binaire en A, A,, dé-
terminant de la conique

©w[u] + Aa=o.

On trouve, aprés un calcul analogue & un calcul précédent (1),

.
A(u) = [g(a)u,u;+ PQ* + (12Pu, v + Q*)[3(a)Q — 4P?| =0,
ot

P=d,u +a, u+a,u,

Q=—a,u;+ 20, uu; — ha,u,u, — ayu;

le reste comme plus haut (1). Le lemme est ainsi démontré.

E . . v 6 b

Pour que k<4, 1l faut qu'il se sépare de A<u> un facteur de ¢(«) au
moins quadratique en ;. On verra, comme plus haut, que si ¢(u) es

2

uadratique 3(u>, cette forme se décompose en deux facteurs lin¢aires

2 1 1 i . . .
8<u> =8, (u) 3, (u) : la démonstration est toute pareille & celle de 2.
Si un au moins des deux points 8, = o0 ¢t &, =0 est un point ¢’ qui
ne coincide ni avec w, ni avec o', @[a] compte parmi ses adhérenls
les 2 adhérents de & et la conique @ comple parmi ses adhérents les
» adhérents de @[d'], ce qui est absurde. On nc peut avoir ainsi que

2
3<u) = u,u,, u, s, ulu,.

Les deux derniéres hypothéses sont impossibles, car il ne peut se d¢é-
lacher de w[a] (voir 4, 2° —) plus d’une fois le facteur u, ou u,, si @
ne passe ni par w, Di par o', c’est-d-dire si n = 4.

Cela posé, il vient

6. Lemne. — Stk =4 et n =4 la conique a touche Q et Q'.

8
Si k=4, 1l se sépare de A (u) un facteur quadratique qui ne peul
étre que u,u,, en vertu de ce qui précéde; comme n = 4, par hypo-
thése, a doit toucher Q et Q'.

7. La courbe w[a] est, en général (Creescu-Lixpenany, Legons
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sur la Géométrie, traduction Benoit, t. 1I, p. 192), une biquadra-
tique ayant un point double en »’ et un point de rebroussement ¢n w
avee Q pour tangente de rebroussement. '

Si n =3, a passe par v et perd la branche droite £’ ou bien @ passe
par o’ ct perd la branche droite Q. Il reste donc une cubique ayant,
dans le premier cas, un point double en » et passant par o'; dans le
second cas, un point double en w’ et passant par .

La classe d’une cubique & point double est, en général, quatre.

c. Q. F. b,

8. Si, 2 restant égal & trois, on voulait réduire & trois la classe A,
tl faudrait que le point double de la cubique @[a] devint un point de
rchroussement.

Dans le cas ol @ passe par w, on a

a=a,«§(i3+ a2=0’

a,, a,= formes binaires en z,, z, d'ordre égal i l'indice.
Par suite, aprés départ de z,,

wla] = z,a %, + x, @, = o,

@; = a;, apres transposition x, et , (i =1, 2).
Les deux tangentes au point double w sont
i ! e ye — .
ZTy,=0 ct A, = Ay &'y+ 3L, = 0]

pour qu’elles se confondent, on doit avoir @,, = o, ct a louche Q' en w
et adhere a Uélément (w, Q).
Dans le cas ou a passe par o',
a=a,r,+ a,=0;
il vienl pour w|a], aprés départ de x,,

a,x} + z,a,= o,

a; = forme binaire en z, et 2, d’ordre égal i I'indice ({ =1, 2).
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Pour que l¢ point double ' devienne de rebroussement, il faul que
a, soit carré parfait, c’est-a-dire

2
ly— Qg Q33 =0,
et a touche Q.

9. Enfin, si I'un des deux nombres 7 ct k est deux, 'autre Pest aussi
et @ adhére au focal ou passe par w et par .

10. Nous pouvons résumer, sous forme de tableaux, lous les cas

possibles ou la classe & de @[a] ct de p[a] ne dépasse pas qualre,
n étant ordre

pla].
n. k. La conique «
R 4 passe par w
D 2 adhére au focal
et, de méme,
wlal.
n. k. La conique ¢
Govvrrrninnnnnn 4 touche Q et '
R 4 passe par w ou w'
P 3 passe par w (ou w’) et touche €' (ou L)
Deeiieae 2 adhére au focal ou passe par wet w'.

DEUXIEME PARTIL,

PRODUIT D'UNE CREMONIENNE PAR LES CANONIQUES
¢Hp, pEw, wLkp, wlw.

11. Dans cette Partie et la suivante, je vais ¢tudier les conditions
nécessaires ct suffisantes pour que le produit de deux crémonicnnes
quadratiques s et §' soit une crémonienne quadratique S. Je suppose
que s, &', S ne sont ni linéaires, ni crémoniques.

Soient o et ¢’ les canoniques de s ct de ', ct «, B, ', B des linéaires;
on aura (premier Mémoire )

s = aof, s=a'df, S =u'a'f asB.
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Les variables u; et «; figureront aux mémes dimensions dans S et
dans ¢'ma, ot 'on a posé B'a = m. Il suffira donc d’étudier ¢’ mo=ZI.

Appelons C;, Cj, ... la conique générale, c'est-a-dire I'une quel-
conque des o® coniques du réseau Rj, R, ... ponctuel ou linéaire de la
subslitution crémonienne s. On aura, puisque = est quadratique par
hypothése,

v ) - .
Cp = C;""’: o] 'I'C';"‘],

en vertu du premier Mémoire, et en exprimant I'identité des courbes
par I'égalité des symboles.

Appelons, pour abréger I'écriture, @ la conique C5” = m=*[C]] et
a la conique C;. 1l faudra que la canonique o transforme la conique «
cn une autre conique o,

s~'[a]=a0 ou g[a]l=nu, c=g".

Si I'une au moins des deux canoniques ¢ et ¢’ est & deux compo-
sanles crémoniques, nous pourrons toujours supposer que c'est ¢, sans
(quoi il suffira de considérer S—* aulieu de S, ce qui ne change pas les
limensions auxquelles entrent dans S et S—' les variables x; et u;.

Dans cette deuxiéme Partie, j'examinerai donc le cas ot la cano-
nique

s = pllp, ¢Lw, wkp ou slo.

)

12, Premier cas : o =pllp. — On a alors
PHpla|=0a,  Hgla]=p[a].

Pour avoir I’équation coordonnées-points z; de la courbe p[n], il suffit
donc d’effectuer la dualistique H sur les variables «; dans I’équation
en coordonnées-lignes u, de la courbe p[@]; pour avoir I'équation en
coordonnées-lignes de p[a], il suffit d’effectuer H sur I’équation en
coordonnées-points de p[]. Soient # et k I'ordre et la classe de ¢|ea|,
n' et k' l'ordre et la classe de p[n]; on aura, par suite,

kK =un, n' =k
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On peut avoir seulement (Tableaux du n® 410) n, n’=3 ou 2. Mais
alors &, k' = 2, et enfin n = n’ = 2. Cela exige que p[a] el p[a] soient
des coniques, et, par suite, a et a doivent adhérer au focal.

'15. Oll vériﬁe sans eine ue la COIli( ue C‘ ou C¢ ¢ étant I'unc
P I I (Y
des SIX canoniques crémoniennes

¢He, pEw, wEp, oEw, § =

adhére au focal. Nous dirons que ces six canoniques sonl lautofo-
cales.

De méme, une crémonienne non canonique s sera autofocale si G,
el C) adhérent au focal.

Unc linéaire m sera tautofocale si elle laisse fixe le focal, c’esl-
A-dire si

m[(o, Q)] = (v, Q).

En remarquant qu’une monistique tautofocale / doit laisser fixes le
point

o(x,=x,= u,=0)
el la droite

Qu,=x,= u;= o),

el se reportant & mon Mémoire sur les groupes linéaires de conlact
(Journal de Mathématiques, p. 75; 1887), on construit immédiate-
ment

&€, lye,+ l:;;L‘g
&, lyx,
| Lz, + 1z, + L,
B u, Lilyu,— L u, ‘
u,  — LlLu+ LG+ (L= ),
u, L u,
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La dualistique trés simple

€z, U,
Zy U,
= =
U, Z,
U, Ly
Uy €Ly

cst tautofocale. Soit ¢’ une seconde dualistique tautofocale; comme les
linéaires lautofocales forment un groupe évidemment, ¢’e, qui est une
linéairc monistique, sera tautofocale ct de la forme . Ainsi, toute
linéaire lautofocale sera de la forme lou el, selon qu'elle sera mo-
nistique ou dualistique.

Soil s =B unc crémoniennc tautofocale équivalente & la cano-
nique 5 : la linéaire § sera évidemment tautofocale; o sera tautofocale
si s~ est tautofocale. Tout cela vésulte évidemment de ce que

C et G adhérent & §'[(w, Q)]
CretC o [(0, Q)

Unc crémonique «pB ou awB sera laulofocale si la linéaire § est
lautofocale. D’ailleurs, p ct & pcuvent aussi étre considérées comme
tautofocales, car

C et C7

adhérent au focal. Les coniques € ct G} ne sont pas représentables en
fait cn coordonnées-points par une équation unique; aux o ¢léments
adhérents & un point p et @ font correspondre les e éléments adhérents
4 un autre point ct la primordiale linéo-ponctuelle est linéaire en «;.
Nous pouvons cxprimer ce fait en disant que C3 ou Cf, dégénére en
un couple de points dont I'un est w; G et C¢ peut donc étre considérée
comme ayant le focal parmi ses adhérents, et peut étre considérée
comme adhérente au focal. Je puis ainsi étendre aux crémoniques
Journ. de Math. (4 série), tome 1V, — Fasc. 1V, 1883. 55
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d'une fagon compléte la notion de tautofocalité définie pour les crémo-
niennes.

A4. Les résultats du n® 412, en employant les notations du n° 13,
peuvent donc s’énoncer ainsi :

Tutorime. — Pour que le produil ¢'ms soil une crémontcnne
quadratique £(¢', ¢ = canoniques, ¢ = gllg, m = linéaire), il faut

et il suffit que la linéaire m soil tautofocale; X est aussi laulo-

Jfocale.
En cffet, a = o[C5™] = C5, qui adhére au scul élément fixe
m ' [(w, Q)],
doit adhérer aussi (12) au focal; donc
(0, Q)=m"[(v, Q)] = m|(w, Q)]
ct m cst tautofocale, ainsi du reste que ¥, puisque o adhére au focal.

15. Deuxiéme cas: ¢ = pLw.

TutoriMe. — Pour que £ = a'ma soil une crémonienne quadra-
tigue, il faut et il suffit que m soit laulofocale, et alors I Iest
aussi.

Posons encore, avec les notations du n° 12,

eEwla] =, Ew[a] =3|a].
Soient 2 et R 'ordre de la classe @[a], n' et &' Pordre ct la classe

de p[a]. On aura (12)

K =n, n=k.
La condition de I'énoncé est suffisante; car, alors qu’elle est remplie,
n=k=2, puisque o adhé¢re au focal; n'= k= 2, aussi p[a] est
une conique ainsi que a, et toutes deux adhérent au focal.
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La condition cst aussi nécessaire. En cffet, # et n’ ne dépassent
pas quatre; il en est de méme de A=n’ et de A'=n. Si k'S4,
n'=hk=3 ou 2 (10, Tablecaux) et =23 ou 2. Mais, si n=23,
k = 4 = r/, résultat absurde. La scule hypothése possible est donc

n=k=n=FkK=2, pl[a] et w=[a] coniques;

o adhcre au focal, ainsi que Ep[a] = w[a], puisque la dualistique I
est tautofocale; done @ est adhérente au focal, et comme @ = C;™" ct
adhere & m~' [(w, Q)], m est tautofocale. On raisonnera sur les co-
niques C,” comme on vient de le faire sur les coniques G, et l'on
achéve la démonstration sans difficulté.

16. Troisiéme cas : ¢ =wlhp.

Tutorine. — La lindaire m doit, et cela suffit, étre tautofocale;
a'ms est aussi laulofocale.

Ona
wlsfa]l =0, Ep[a]=uw]s]

)

Soient # et k l'ordre ct la classe de p[a], #’ et &' I'ordre ct la classe
de &{n]. Ona cncore
n' =k, k= n.
On démontre, comme plus haut, que la condition de I'énoncé est
suffisante.
Puisque 42 1'= k, il vient (10, Tableaux)

n=2 ou 3=F.

Si k'=3, n’'=3 = k; ce dernier résultat est en contradiction avec
(10, Tableaux). La seule hypothése possible est donc

KF=n=n=k=2;

la démonstration s’achéve comme plus haut.
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7. Quatriéme cas: c=wEw. Ona
wlala]=0a, Ewli]=o]a].

Soicnt k ct n l'ordre et la classe de w[a], K ct ' la classe et 'ordre
de wfa].

En sc reportant aux Tableaux (10), on voit qu’on ne peut faire que
trois hypothéses, eu égard aux relations n = #', k = »’, savoir

() n=n=k=FK=4,
(IT) n=n=k=FK=3,
(1)  on=n=k=NN=2.

18. Hypothése 1. — D'aprés le Tableau (10), @ ct a doivenl

toucher Q ct Q5 comme a=C7", a= (7, on voit, en se reportanl
aux Préliminaires, que la canonique o' est o et la crémonienne X

rao

équivalente & oy de plus, m est dualistique. Soit donc /| «, y) =ola
. . . ) . » - .
primordiale lin¢o-ponctuclle de @ ; U'équation f(me |}, y) = o sera lapri-
mordiale puncto-ponctuelle de s'm et f(m]u], y) = o sera I'équation
de G5, Cest-d-dire de @. in un mot, les coeflicients des puissances
des a;, dans U'équation de @, seronl des fonclions rattonnelles quadia-
liques des y;. Comme @ touche Q(ir,= o) ¢t Q'(.y = 0), on voil cque
Iéquation de @ est

2L Ly (@ Ly Qyiry @y ) =0,

a, = forme quadraticue en y;

S I=1,2,3).
@, = » lincairc » ( 12 3)

Pour avoir encore I'équation de @|a] en coordonnées-lignes, je
forme, comme plus haut (1) ct (3), le tactinvariant i(«) de la co-
nique a avee la conique

wlu]= m[z u,wiJ = U L Ly Uil Uy X Ty = O
i

Faisant le calcul, c’est-a-dire formant le discriminant de la forme
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cubique linéaire, déterminant de la conique
Ma+N\wlu]l=o,

on trouve, aprés départ de u, u,, ce qui étail prévu,

A(u) =fa, N — bagu, N + gb6a} ayu, u, \*
» 2 2 3 3,22 0
— 210a,a, @ u, u; )+ 81a,a,u,ul + 192405 a5 Ui ul = o,
avee
A=a,u,— a,u,.

Onne peut avoir identiquement @, = o, car il se détacherait alors

‘b 4
de A (u), le facteur z, et & ne serait plus 4. De plus, A(u) contient y;

a la dimension cing. Si j’effectue sur A(u) =0, ¢quation de m[a| en
coordonnées-lignes, la dualistique E, j'oblicns I'équation de Ew[a]en
coordonnées-points x; ct, si j'cflectue encore dans cetic derniére la
substitution @ sur les a;, j'obticns 'équation de sEw[a]=n=C;
en coordonnces-points ;. Ces diverses opérations n'altérent pas la di-
mensionalaquelle entrentles y;; cetie dimensionest deux dans a, puisque
I'équation de o st aussi le premier membre de la primordiale puncto-
ponctuelle de 5 par suite, 1l doit s¢ s¢parer de A(z) un facteur ()
cubique au moins. Le facteur (i) divise tous les cocfficients de A(w)
ct, en particulicr, @ @}, coefficient de ulu. Ce cocfficient n’est pas
nul, car @, n’cst pas nul et e, n’est pas nul, puisque «; a; cst le détermi-
nant de @. Ainsi (y ) conticnt au moins une fois «, ct, pour «, = o,
tous les coefficients de A(«) élant nuls, A(w) est lui-méme nul, quels
que soient les u. A(u) est le tactinvariant de @ avee

G[UJ = u433|.1'2+ u._)w?;"i— uswzxu = 0;
par suile, la conique @, avec a, = o, c’cst-d-dire
[ , g . 2

a'=2a,2,%, +(a,z,+ ayx,)*= o,

louche w|u] quels que soient u;, cest-d-dire la conique  géné-
rale C®. Cette conique G adh¢re au focal ct passe par w'; & part cela,
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clle n’est assujettie & aucunc condition. La conique ' touche Q en un
point mobile avece les y; et Q’ en w’; il faudrait donc que @’ touchéit Q
en w; cela exige que ¢, =o0 en méme temps que @, =o, autre-
ment dit

a,=b,p, a,=b,p,  p=forme lincairc cn y;,

b,, b, = const.

On ne peut avoir d'ailleurs a, = b,p, b, = const., car @ touche-
rait Q et Q' cn deux points fizes et a = CG;™ le réscau de la crémo-
nienne ; 'm serait un réscau de coniques a deux points ct & deux tan-
gentes fixes (ce qui cst impossible, d’apres les Préliminaires ).

Il résulte de ce qui précede que (y) = p* doit diviser A(u) ou, en
n’éerivant pas les puissances de p supéricurcs au cube, doit diviser
[en remarquant que p doit diviser ag, ¢, = byp ()]

pr (20, — 3b,uy), A=—a,u,+ b,pu,.
Par suile, p? divise |

(—alul+3aibpus u,+ pr(...)!
X — (2bya,+ 3b,) us+ 20, b,pu, .
Or p? ne divise pas a} et doit diviser 2b,a, + 30, qui doil étre
identiquement zéro. Alors il faut que 4,0, = o, cest-a-dire @,y = o,

ce qui est absurde en vertu de ce qui précéde. De 1a résulte = Llypo-
these I est inadmissible.

19. Hypothése II. — Quatre hypothéscs sont possibles, si
k=K=n=n=3:

a passe par w et touche @' a passe par w el touche Q'

» » » » » w’ » Q

B
-
c\
<
-~
o)
=
€
<
=]
%

»

1
g

» 2

() U suffit d’écrire, pour le voir, que A(z) = o identiquement pour p = o.
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1l suffit de discuter les deux premicres et la quatriéme, puisque «
et a se comportent d’une fagon parcille dans la discussion.

Pour les deux premiéres hypothéses @ passe par o ct touche €,
x,= 03 donc

A =203 Ly G L+ 20,7, Ty+ Uy T
el, aprés départ de «,,
O|a] = 204,225+ Ay &+ 20,2+ @, 2, T, = 0.

Appclons élément de rebroussement (ou d'inflexion) 1'élément
formé par le point ct la tangente de rebroussement (ou d'inflexion).
Le focal est I'élément de rebroussement de la cubique w[a].

La premiére hypothése est inadmissible. En cffet, a passcrait,
comme &, par o ct toucherait Q; @[a] aurait en (w, Q) son élément
de rchroussement. Une dualistique quelconque, telle que E, trans-
forme évidemment des éléments de rchroussement en éléments d'in-
flexion : donc Ew|a] = »[a] aurait un ¢lément d'inflexion en

E[(w, Q)] = (v, Q).

Cela cst absurde, car on s’assure aisément dque la droite @i (i point
d’inflexion de w[a]) a pour ¢quation

30,52, 2a,,L,=0

cl ne peut sc confondre avee Q, x, = o, sans (ue @,, ne devienne zéro
et @ un couple de droites.

La seconde liypothése est inadmissible. La conique a passe par o
et touche Q. Alors

0= 20,,%, Ty+ 20,32, Ty+ (8, 2,4 a,, )?
et, aprés départ de ,,
wlo] =z, (a, %, + a;2,) + 227 (0,2, + 0,,2,) = 0.

Appelons ¢ la droite
l'(,(L'.—i—- u3w3= 0.
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La cubique w[a] aura («’, §) pour élément de rebroussement, ct la
cubique Ew[4] = o[a] aura E[(’, 8)] pour élément d'inflexion. La
droite E[ow’]

CLy+ X3 =0

coupera w|a] en trois points confondus.
Faisons, dans w[a], #, = — ex,; la forme binaire

Aoy T+ 20, T T+ @y, 2, T3 — 200,23,
égalée & zcro, doit représenter trois fois la ligne inflexionnelle wi
a2+ 20, =0
dc o[ a]. On a ainsi, & facteur & déterminer,
(Ao P+ 20,0 T+ ) T, Xy — 200,50 ) = (3ayet, + 2a,,1,)°.
I’identification donne
(o) &=27a,, 4al, = 3a,, a,,, hay, = — 27ea,,a,,.

Mais @ = C}™, donc les cocfficients des puissances des «; dans «
sont des fonctions rationnelles et quadratiques des y;.

Si @,, est identiquement zéro, le syst¢me (o) donne, puisque a,, ne
pent étre zéro sans que @ ne dégénére en couples de droites,

Q= @y3 =0, A= Qy,,,

ce (ui est absurde.

Si a,, cst une forme quadratique indécomposable en y;, le sys-
ttme (0) montre que @,,, @,,, @4, @ ne diflerent que par des coeffi-
cients constants, et I'équation @ = o, qui cst la primordiale puncto-
ponctuelle de ¢'m, serait de dimension zéro en y;, ce qui est absurde.

Sienfinona a,,= )\G/> p(’)», lc systéme (o) devient
AN p2=3a,, au, 47\39":-—27(3(1‘;2&,3.

Si a,, ne différe de A = a,, que par une constante-coefficient, on
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relombe sur la discussion précédente. Si
a,=ak?,  a,=Bp* («,f=-const.)
el
s pi=—27 eﬁ” }"‘ Q3

les facteurs A et . ne différent que par un coefficient conslant, ainsi
que différent aussi entre elles les fonctions a,,, @,,, @,,, @,,, ce qui est
absurde.

La quairiéme liypothése est inadmissible.

On démontrera, comme plus haut, pour la seconde hypothése, que
la droite E[w’], c'est-a-dire

CLy+ Xy = 0,
est la tangente d'inflexion de
wla] =x,(a,z,+ ay1,)*+ 227( @y, &+ Ay x,) =0,
puisque @ touche Q et passe par o',
a={0,L,+ GyLy )+ 2@y, Ly T+ 20g3 T2 Ly = 0.

On s’assure aisément que la ligne qui joint w’ au point d'inflexion
de w|a| a pour équation, en posant

o =2,y — 3a,a,,,

ax,— a3a23w3: 0.

On ne peut avoir ¢ = o, car la tangente d’inflexion ne peut passer
par w's on tire de ex,+ %, = 0, %, = e~ ' &, etalors il faut avoir l'iden-
tité

Ao (0L — @y 0y Ty )°
= 2ea,, %} + v x,(2ea,, — a}) — 20, 0,2, %, — a,r,,
qui indique que ez, + x, = o coupe &[] trois fois au point ol m|a |
est rencontré par ¢, — @, @y Ly = 0.

On ne peut avoir @,; = o identiquement, car w serail un point d'in-

flexion, tandis que w n’est pas situé sur ex, + x; = o. [.'identification

Journ. de Math. (4¢ série), tome V. — Fasc. [V, 1888, 56
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donne alors :
Aot = 2ea,,,

— 3haia, @y, = 2¢0a,,— al,

2 2
Jaaaial, =— 24, a,,
LIV 2
' —&alad, =—al.
Il vient
-3
A =a;' a,,

d’ou le systtme des deux relations distinctes seulement
(o") 0 =4a}+ 27¢ca,a,, et a4+ 06ea,=o.

Mais @ = C3™; les coefficients des puissances des z; dans a sont des
fonctions rationnelles et quadratiques des y; et

a,, a; = formes lincaires en y;,

@y, @y = formes quadratiques en y ;.

Le systeme (o) montre alors, en désignant par p unc forme linéaire
en y;, et par b, b, ¢,, ¢, des constantes, cue I'on a

9

a,=b,p, aa:I’apa ay, = ¢, p*, Qyy = Cy "

a =p£‘1(b,x,+ Dy, )2+ €, 2,3y~ €, L3} = 0.

La primordiale puncto-ponctuelle de ¢’ ne contiendrait plus y;,
ce qui est absurde. L’hypothése quatrieme est donc inadmissible.

20. Ilypothése I1l. — On a

k=k=n=n=2;
w[a] et w[a] sont des coniques. Si la linéaire m n’est pas tautofocale,
@ ne peut adhérer au focal; a ne peut y adhérer non plus, car ¢ y ad-
hérerait aussi dans ce cas en vertu de ce que Ew[a] = w[a]. Comme
w[a] et w[a] sont deux coniques, @ ct ¢ doivent passer a la fois par o
et par o', w[a] et w[a] passent aussi par w et par o’. La coniqgue
Ew[a] touche E[w]=Q, puisque w|[a] passe par w, et comme
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Ew[a] =w[n], @[a] adhérerait au focal, ce qui est absurde; il faut
ainsi que m soit tautofocal, ainsi que X.
Il ressort desn 47 4 20 la proposition :

21. Tutorkme. — Pour que la substitution crémonienne
Y=dmoEw

sott guadl atique, il faut et il sufit que f soit tautofocal Z est
aussi tautofocal.

La condition est nécessaire, en vertu de ce qui précéde. Sielle est
remplie, @ = CJ™ adhére au focal; w[a], Es[a] et enfin

- . IN]
wslwla]=0=C;
y adhérent aussi et sont des coniques. Enfin, on peut raisonner sur

3 et CF comme on vient de le faire sur C" " et C" LLa condition est
donc suffisantie.

TROISIEME PARTIE.

PRODUIT D'UNE CREMONIENNE PAR LES DEUX CANONIQUES E ET «.

-

22. Nous reportant au n° 44, on voit que, pour étudier les conditions
qui rendent crémonienne quadratique le produit s’s de deux crémo-
niennes ¢quivalentes 'une et I'autre & & ou & =, il suffit d’étudier les
produits

Y==imk, Em=, =mk ou wmzw, m = lméaire,
ou simplement les produils
L=EtmE wmé ou nms,

puisque le produit de forme £m= a pour inverse un produit de forme
mm?& el que les dimensions des variables sont les mémes dans une
crémonienne el son inverse.
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Il convient tout d’abord d’approfondir I'étude faite dans le premier
Mémoire sur les éléments fondamentaux de § et de =.

23. Les éléments fondamentaux de £ adhérent, comme on sait,
a w, Q, A ou A,
A=z} — 2,24, A=A — K2z} =o.

Lemme 1. — A un élément fondamental (v, u), & fait corres-
pondre tous les o éléments adhérents a A.

Considérons me = o0, en désignant, d’'une facon générale, par P;,,,,
P

io» P3sy - .. = 0 les primordiales puncto-ponctuelle, linéo-ponctuelle,
puncto-linéaire, etc., d’'une crémonienne s. On a (premier Mémoire)

DS, = f(z, )= AB — K*Rt = o,
R=2,y,— 2y,

L’¢lément (y, ¢) = £[(z, u)] est, en général, comme on sait, I'¢lé-
ment autre que le focal, adhérent aux deux coniques

f(®m y)=o0 et zdx,‘gj—n%‘c—’/)’—) =0

avec

Zuidx,-———o.
i

Si (x, u)=(w,u), la conique f (%, y)=o0 s'évanouit ct la co-
nique
' g O
z dx'?ﬁ'—{ =0

BdA = o,

se réduit &

puisque z,= Z, = 0. Comme u3Q par hypothése, dAso0 ct
B =0 =y} — y,y, = o. Parsuite, & un élément (v, ) correspondent
tous les oo éléments adhérents & A. €. Q. F. D.
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Lewmme [L. — A un élément fondamental (z,Q) & fait corres-
pondre tous les éléments en nombre oo adhérents a la conique ;.

Reprenons les deux coniques précédentes
AB —K?R*=o,
dA.B—2K*RdR =0

Euidx,-:zw,-dui—:_ o.

avee

Si(z,u) =(z, Q), v, =z, = u; =dr,=o, et alors les deux co-
niques se réduisent &

x(B—Ky;)=o, 2, dz,(B—-K*y}) =o.

[’¢lément (y, ¢) est donc 'un quelconque des o éléments adhérents
a A C. Q. F. D,

Lenue UL — A4 un élément fondamental (x, u) adhérent ¢ A,
£ fait correspondre les = éléments adhérents & la droite .

Nos deux coniques précédentes
AB—K2R*=0 et dAB—-2K2RdR=0o
sc réduisent, puisque A =dA = o, &
R*=o, RdR =o;
(¥, ) est 'un quelconque des oo éléments adhérents & la droite wz.
R=xz,y,—x y,=o. C. Q. F. D.
Levye 1V, — A un élément fondamental (x, u) adhérent a Ay,

£ fait correspondie les » éléments adhérents au point de coordon-
nées x,, 0, 2z, de Q.
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Considérons la conique

Py, =B, - K*R*=F(z,¢)=0o,

pt—
B'=0? — 40,0, B=uz,0,+ 27,0,.

L’élément (y, ¢) sera I'élément autre que le focal adhérent & la fois
aux deux coniques

(1) F(z,0)=B X —K*%*=o0
et
(2) F(z +dx,0) =BdA;— 2K*WdR = o,

2 u; dx; = z z;du; = o.

Si (7, u) adhére & A, Ay=dN;= o, les coniques (1) el (2) sc ré-
duisent & :

Ni=o0 et RdR =o.
¢; satisfait seulement a
= L0+ 22,03 = 0]

(y, ) est I'un quelconque des o éléments adhérents au point de coor-
données

situé sur Q.

24. Passonsal'étude des éléments fondamentaux de = quiadhérent,
comme on sait, & w, Q, Aet A=A — K*z] =o.

LemMe 1. — A un élément fondamental (w, u) ou (x, Q), © fail
correspondre tous les oo éléments adhérents respectivement @ A
oua ..

Ce lemme se démontre comme les lemmes I et Il dun° 23.

Lemne 1. — A un élément fondamental (x, u) adhérent a A,
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m fait correspondre tous les o éléments adhérents & la drotte issue
de w, qui @ pour coordonnées x,, x, et o,

Soit la conique

Sz, y)= P:fp =AB — K*R?*= o,
R=zy +x,5.

I.'élément (y, ¢) doit adhé¢rer & la fois &
S(@y)=o0 ei [flz+dry)=o,

c’est-a-dire
(1) AB—-KR*=0 et dAB—2K*RdR = o.

Si(z, v) adhére & A, on a

A=dA=o;
les dcux coniques (1) ont en commun la droite
R=zy +zy.=o. ¢. Q. E. D.

Lemye 1L — A un élément fondamental (x, u) adhérent a A,
n fail correspondre tous les w éléments adhérents au point silué
sur Q qui a pour coordonnées x,,0 et — 2x,.

(lonsidérons la conique

F(z, ) = P%, =B A+ K*R* =0,

B'= o} — 40,0, B=2x,, —2z,0,
[.’élément (y, ¢) adhére aux deux coniques
(1) F(z,0)=0 et V(z+dx, 0)=no.

Si (=, u) adhére & A, A= dAr= o, les deux coniques (1) ont cn
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commun le point
R=x, — 22,0,=0,

situé sur Q et de coordonnées z,, o et — 2,. C. Q. F. D.
Nous pouvons aborder maintenant ’étude des produits

EmE, =m&, wmm.

25. Lenue. — Soit a une conique, l'ordre el la classe des
courbes £[a] et w[a] sont huit,

Cherchons, par exemple, I'équation de E[a] en coordonnées

points z;, en posant
a—= Z Za,-jacixij = 0.
o

Si le point 5 de coordonnées z; est sur &[a], ¢’est qu'il a un adheé-
rent commun avec §[ a]; donc les coniques [ z] et @ onl un adhérent
commun, c'est-d-dire sont tangentes; I'équation de §[a] en coordon-
nées-points 5; est donc le tactinvariant des deux coniques @ et

Els]=PE, = A(2)B(2) — K2 (0.3, — 2,3,)* = o;

de ce tactinvariant A(z) pourra se sépaver, d’ailleurs, un cerlain
nombre de fois le facteur B(z); car, si B = o, £[5] est une droite double,
tangente & une courbe quelconque et, en particulier, & a. Le lactinva-
riant cherché estle discriminant de la forme cubique binaire en 2, 2,
déterminant de la conique

ME|s| +Ma=o.

On trouve, en faisantle calcul, que le tactinvariant A(s) est d’ordre
huit en z; aprés départ du facteur B?, ce qui était prévu. L'ordre de
£[ @] est donc huit.

Cherchons I'équation de &[a] en coordonnées-lignes w;. On voit,
comme plus haut, qu’il faut chercher le tactinvariant des deux co-
niques @ et (voir n°® 23, lemme IV)

E[w] =B (w) Ae(z) — KR = P,Ep= o,



GROUPES QUADRATIQUES CREMONIENS D'ORDRE FINI. G441
ot ~
B =, w, + 22,,.

Il pourra encore sc séparer du résultat le facteur
B'(w)=w} — 4w,w,

unc ou plusicurs fois, car, si B'= o, §[w] se réduit & unc droite double
ct est tangente & @, comme & toute autre courbe du plan. Nous cher-
cherons encore le discriminant &(ev) de la forme binaire cubique en 2,,
A, déterminant de la conique

NE[w]+Aha=o,

et nous lrouverons par un calcul aisé que, apres départ prévu du fac-
teur B'2, les w, figurent dans 8(¢) 4 la dimension huit.

Raisonnant de méme fagon que pour %, sur la carionique =, on ache-
vera la démonstration dn lemme.

26. Supposons que la conique a n’adlhére pas au focal ct que
I'ordre ou la classe de &[] soient moindres que huit; cela exige qu'il
se sépare de &[ @] des courhes ¢, ¢’y ¢”,. ... Je dis que ces courbes ne
peuvent étre que les coniques A ou Ay, des droites issucs de @ ou des
points situés sur Q.

Prenons, par exemple, la courbe ¢, (y, ¢) un de ses o adhérents;
I'élément E[(y, ¢)] ne peut occuper sur a qu'un nombre fini de posi-
tions, tandis que (y, ¢) parcourt toute la courbe ¢. Si, en cffet,
E[(y, )] occupe sur la conique @ un nombre oo de positions, il par-
court toute la conique a, qui est indécomposable. Soit (x, ) un adh¢-
rent de a3 tandis que (w, ©) parcourt a, §[(x, ©)] devrait parcourir &
la fois la courbe ¢ ct aussi la courbe restante de E[a] aprts séparation
de la courbe c. Cela est absurde, puisque &[(, u)] est unique.

Ainsi aux o ¢léments adhérents d ¢, ¢, ¢/, ..., § fait correspondre
un nombre fini d’éléments adhérents & a. Soit (x, u) un de ces élé-
ments en nombre fini; £ fait correspondre & (x, ) un nombre == d’él¢-
ments, adhérents & ¢, ou ¢, ou ¢’, ...; (x, 1) sera donc un élément
fondamental de £, c'est-d-dire (23) :

Un élément (w, u), et il sc sépare de §[a] la conique A (23,

e

Journ. de Math. (4 série), tome IV. — Fasc. 1V, 1888, 27
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lemme I); il ne peut se séparer A?, car la conique @ ne peut passer
qu'une fois par w, et n’y touche pas Q, par hypothése;

Un élément (z, Q), ctil se sépare de &[a] la conique Ay, sans qu'il
puisse se s¢parer Aj (23, lemme IT), car a ne peut toucher Q qu'une
fois;

Un élément adhérent & A, ctil sc sépare de &[a] unc droite o issuc
de w (23, lemme III); il ne peut se séparer de £[ a] plus de deux pa-
reilles droiles, car deux coniques ne peuvent avoir plus de deux adhé-
rents communs, sans coincider, tandis que @ et A nc coincident pas;

Un ¢lément adhérent & Ay, ct il se sépare de & [«] un point p situd
sur Q (23, lemme IV); il ne peut se séparer de E[a] plus de deux pa-
reils points, car les deux coniques a et & ne sauraient avoir plus de
decux adhérents communs sans coincider.

On voit ainsi que les courbes ¢, ¢, ¢’ ne peuvent étre que A, Ay,
des droites issues de w, des points situés sur Q.

27. Raisonnant sur = comme on vient de le faire sur £, ct faisant
usage des lemmes du n® 24, on s’assurc aisément des propriéiés sui-
vantes :

Il peut sc séparer de « [a] :

La conique A, si @ passc par w;

La conique A, si @ louche Q;.

Une ou deux droites issues de w, si @ louche unc ou deux fois Aj

Un ou deux points situés sur Q, si @ touche une ou deux fois X .

28. TukoriMe. — Sila conique a w’adhére pas au focal, 5[ a ne
peut étre une conique.

Soit A(:SL) =oecl 8(&) = o les ¢quations (26) de %[ @] en coordon-
nées-lignes et coordonnées-points. Comme @ nc peut & la fois Loucher
Q et passer par w, il ne peut sc séparer au plus de A (37) que le factcur
quadratique A, ou X, et deux facteurs linéaires en z,, %, si @ touche
deux fois A;&[a] est ainsi d’ordre quatre au moins et n'est pas une
conique.

On démontrera d'une facon identique le théoréme analogue pour =.
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29. Tukorkme. — Pour que le produit
tEmt, Em=, =m%t ou =m=m=
soit quadratique, il faul et il suffit que m soit taulofocale.
Appclons X la substitution, quadralique par hypothése,

L=Etmk Emzm, wmf ou TR,
¢l posons i
a=C" ou Gy,

La canonique &, ou = suivant le cas, doit transformer a en la co-
nique C3'; cela exige (28) que @ adhére au focal; mais @ adhére a
m~'[(w, Q)] et m doit &tre tautofocale.

Il faut montrer maintenant que £ et = transforment une conique

adhérente au focal en une conique possédant la méme propriélé.
Soit

0= Q= 2y Ty &y + @ T} + 20, T, Ly + Usy L]

une pareille conique.
IFormons (26) lc tactinvariant de @ ct de la conique

Ci=A(x)B(z) - K*(wy3,—2,5.)'= 0.

Ces deux coniques, qui se touchent déja au focal, doivent se toucher
en un autre point encore.

ILa forme quadratique binaire cn z,, z,

20, G\ + 20,,2,%, + Ay X,
— — K2z 4+ 03 5, K22, 2, — K253 48
B (B—Kz)ai+235,35,K2x 2, — K3l

donne, égalée & zéro, le produit des deux droites qui joignent w aux
y GEIEE LI, e

deux points d’intersection de a et de C:. Cette forme doit étre carré
. . . » .P

parfail ct son discriminant nul; cela exige
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¢quation de dimension 4 cn 5;; mais, pour B =o, (1) cst identique-
ment zéro,

w0

Cha2 2.2 a _a_n,
4K a:”z‘»g'—-_/]K[‘a:”/o';v.’

aprés départ du facteur quadratique B, (r) représentc unc coniquc
adhérente au focal.
L.a démonstration pour = est la méme que pour &.

QUATRIEME PARTIE.

PRODUITS DE CREMONIENNES ET DE CRI:IMON[QUES‘

30. Je vais étudier le produit d'unc crémonienne par une crémo-
nique, au point de vue des dimensions avec lesquelles les variables
figurent dans ce produit. Il suffira d'ailleurs (11) d’étudier & ce point
de vue les trois produits

Z=oml, omw, omp,
m = lincaire,

==, & pHp, pLw, wEp ou wle.

Lemue. — Le produit em{ ne peut étre quadratique, c’est-d-dire
contenir les variables a des dimensions au plus égales & deux.

Posons en effet @ = C3". La courbe {[e] scra C7**; & ne peut étre
linéaire, car
om = X{

el unc crémonienne serait équivalente & unc crémonique; X ne peut
élre unc crémonique, car la crémoniennc gm serait 4 deux compo-
santes crémoniques, dont 'une serait ¢, ce qui est absurde (premier
Mémoire). I est ainsi forcément une crémonicnne ct {[a] une co-
nique. Cela est possible seulement si @ passe par deux des trois points
fondamentaux o, o', w” de {, ct o est I'une des deux canoniques pEw
el wEo (Préliminaires); comme les trois points w, o', »” jouent dans {
le méme réle, je puis, sans restreindre la généralité, supposer que «
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passe par , y ayant une tangente fixe, et par o’. L’équation de a
scra

o=a=Prr=a,z,(k .z + k) + a2 + 20,2, %,

a;, a,,, a,, = formes quadratiques en y;,

. k,, k,= const.
Il viendra

{a]= ayz,(kyx, + k,x,) + @, 2,2+ a2, 2, = C;.

{[@] passe par les deux points fixes w et o',  est donc équivalente
4 l'une des deux canoniques pEw et sEw et {[a] doit avoir en w ou
en o’ unc tangente fixe, ce qui n’est pas.

Le lemme est ainsi démontré.

81. Lewue. — Pour que le produit £=omw soil quadratique,
il faut et il suffit que m soit tautofocale.

I n’est pas linéaire, car la crémonique Zwm~" serait identique & la
crémonienne ¢. X cst donc crémonienne ou crémonique; dans 'un et
Pautre cas la courbe générale de 'un au moins des deux réseaux R et
RY est une conique mdecomposable Supposons, par exemple, conique
indécomposable :

A=CF;
a=C3", d’olt w[a]=&A.

posons

Si m n’est pas tautofocale, @ n'adhére pas au focal; w[a] = A peuat
étre unc conique seulement si @ passe par o et par o'; cela exige que
¢ = Ew ou wEw ct @ a en o une tangente fixe. Alors

)
o=a=C"=P=12a,(k x, + kyxy)x, + @,z + 20,,2,1,,
@y, @y, @, = formes quadratiques en y;,

. k,, k,= const.
Il vient

ola]l= A = 2a,x,(k,x,+ ky2;) + a,, 2,2, + 20,,%,,.
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A = C; passe par les deux points fixes w ct ', ce qui exige que X
soit ¢quivalente & I'une des irois canoniques @, ¢Ew ou wEow et X
doil avoir cn o ou en ®’ une tangente fixe; ccla n’est pas.

Il estabsurde ainsi de supposer 72 non tautofocale; si au conlraire m
est tautofocale, @ adhére au focal et X jouit de la méme propriété et
est une conique.

Le lemme est démontré.

32. Pour que lc produil E=omp soil quadratique, il faut et il
suffit que m soit tautofocale.

Conservons les notations précédentes (31); X = s [a| ct ne pourra
¢tre une conique que si @ adhére au focal, et la démonstration s'achtve
comme pour le lemme précédent.

33. liludions maintenant, au point de vue des dimensions avece les-
quelles entrent les variables, le produil de deux crémoniques. Il suf-
fira encore (11) d’¢tudier les produits

Y =ami, GImw, oI,

m = lincaire, c={ p ou m.

Si m est monistique, il faul et il suffit, pour que I soit quadralique,
que om ait avee ¢, p ou @ suivant le cas deux points fondamentaux
communs. Cela résulte de mes recherches sur les groupes quadratiues
Cremona (Journal de Mathématiques, 1885).

Si m est dualistique, la conique C7” touchera les trois droites

mt[w], m™ [0]), m'[w"], sl 6 =2
adhérera a m='[(w, Q)] ct touchera la droite
m~'[o'], si 6= o}
adhérera & m~' [(®, Q)] et n’aura aucun point ¢t aucunc langente fixes
autres que m~'[w] et m~'[Q].

Il résulte de 1 que om{ n'est jamais quadralique si m est dualis-
tique; dans le méme cas cm@ et omp ne peuvent étre quadratiques
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rquc si m cst tautofocale. Il est évident aussi que, pour 7 dualistique,

a#¢(.

35. 1l est aussi bien ais¢ de voir & quelles conditions le produit de
deux ¢rémonienncs est crémonique quadratique.
Il suffira (11) d’¢tudier & quelles conditions on a

(o) ¢'mo=r,

¢’y ¢ = unc des six canoniques crémoniennes, © = crémonique quadra-
lique.
De (o) on tire

’

TN = TG,

posons T = a, B, ¢, B = linéaires, 7, = 3 ou @ ou (.
Le produil 7¢ ¢tant une crémonienne ¢’m, 5, #{ (lemme du n° 30)
ct B est tautofocale (lemme des n* 31 ct 32).

C;7 adhére au focal et G5™ adhére a 'élément m~'[(w, Q)], donc

m' (v, Q)= (w, Q)
et m est tautofocale, donc :

Lesue. — Pour que le produit ’'ms soit une crémonique qua-
dratique, m dott élre tautofocale.

3%. Il est inutile d’examiner le produit d’'une crémonique par une
crémonicnne. En effet, la discussion sc rameéne (11)  celle du produit

Tms,

7={, ¢, @, ¢ = une des six crémoniennes canoniques.
Or
(tmo) ' =om 'z

et on est ramend aux n% 30 & 33; m doit &tre tautofocale, 7 .
Enfin il cst facile de se rendre compte de ce qui se passe quand le

produit d’une substitution quadratique crémonienne ou crémonique

par une autre substitution quadratique crémonienne ou crémonique
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est linéaire. Se reportant au n° 14, on voit qu'il suffit de voir ce qui se
passe quand le produit ¢’ m ¢ est linéaire et = A.

', o = une des six canoniques crémoniennes ou des trois canoniques
crémonicques

z, Py @,

m = linéaire.
On voit que ¢’ est équivalent & o5 A ct m sont tautofocales.

CINQUIEME PARTIE.

CONSTRUCTION DES GROUPES QUADRATIQUES CREMOI\'IENS;
GROUPE DIRECTEUR.

35. Nous sommes actuellement, aprés unc discussion un peu méti-
culeuse 4 cause du grand nombre de cas & examiner, en possession de
toutes les propositions nécessaires pour procéder & la construction
d’un groupe quadratique crémonien G, dérivé de erémoniennes

a b

xz; ?i(:c, u) ‘ a b 1
u; \p,(i, ZIL) e d]

a, b, ¢, di2,

el pouvanl contenir par suite :

. . . . O ] . . 0 [ )
(I) des linéaires monistiques : ou dualistiques 1 2,
0 1 1 o)
(IT) des crémoniques
2 0 2 1) o 2 ‘( (1 2
) ) ou ; )
2 1) 2 o 1 o2 Lo o
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36. Si G manque de crémonicennes ct de crémoniques, il est I'un
des groupes linéaires de contact, construits par moi ailleurs (Journal
de Mathématiques, 1887).

Supposons G dépourvu de crémoniennes et soit ¢ une crémonique

de G.

D
= b,
= @, ou g; B = lincaires.

On peut, en transformant au hesoin par « toutes les substilutions
de G, supposcr loujours { = <A, puisque

e 'ta =<Ba =7\

Soit maintenant ¢ = a'<' 3’ une crémonique de G, distincle ou non
de ¢; si f' est dualistique, clle doit ¢tre tautofocale (33) pour que
¢ ¢ soit quadratique. I! suffit de se reporter & la construction dans le
premier Mémoire des crémoniennes & deux composantes erémonigques
pour voir (ue

Bz

sl une crémonienne équivalente &

oz, oEBw, mEp ou ok

or G est dépourvu de crémoniennes par hypothése, et B ne peut étre
dualistique.

It résulte de la que W, o/, B/, ... sont monistiques. Une lincaire
de G est aussi monistique, car on aurait, dans le cas contraire, dans G,
la substitution

o5 B,
et 'L est dualistique. .

Les substitutions de G sont donc toutes de la forme «33, ol «,
% = monistiques; = =1, g, ® ou {; en d'autres termes, G est I'un des
groupes quadratiques Cremona déji construits par moi aillears.

37. Si G cst pourvu de crémoniennes, soit (56) sh Pune d'elles,
ol X == lin¢aire, ¢ = unc des six canoniques crémoniennes.

Journ. de Math. ()¢ série), tome IV, — Fasc. IV, 1888. 58
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Lenye 1. — La lincaire \ est taulofocale.

Cela est évident, si (¢))*= Ao cst crémoniennc ou crémonique,
cn vertu des deuxiéme et troisieme Partics ct de (33 et 34). Suppo-
sons (o))? linéaire ct ¢gal & A. On aura

shoh = A ot oh=AA"‘'c=1X.

C,” adheére au focal, puisque =g\, ct, par suite, A~' = tautofo-
M ) . —_ p

cale. C7 adhtre au focal, puisque X = AA~"'5 : done A est tautofocale.

A est aussi tautofocale.

Lenue 1. — Toute lindaire de (x est tautofocale.

Soicent oA la crémonicnne de G considérée plus haut; L une lincaire
de G. La crémonienne sAL figurera dans G, et AL doit ¢tre tautofo-
cale comme A, ce qui exige que I soit tautofocale.

Tusorkne. — Toule substitution de G doit étre de la forme
s=as0,

ol o el B désignent des linéaires taulofocales, ¢t ¢ lunc des huit
substilutions canonigues

[l
1

EANY

@, ¢ pHp pEw, wEkp, wlw,

b=
-

ou la substitution unitd.

Le théoréme est ¢vident si s est lincaire. Il est ¢videnl aussi, on
verta de ce qui précede, si le produit soA et s~ gk est crémoniennc ou
_crémonique. Sile produit soA est unc lincaire .\, on aura

soh = A = ad'Bol,
o'B=a'AN's.
Raisonnant comme pour le lemme précédent, on voit que § cst tauto-

focale, ainsi que la linéaire =' AXA~*. Comme A ct A sont tautofocales
en vertu des deux lemmes précédents, o est aussi tautofocale.
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1l est ¢vident d'ailleurs (30) qu’aucunc crémonique de G ne peut
¢tre équivalente & la canonique ¢. C. Q. K. D.

Comme les six canoniques crémonienncs s’obtliennent (premier Mé-
moire ) en combinant p ct o avec les tautofocales H, E, e, k, k', comme
unc tautofocale dualistique est le produit par e d’'unc monistique de la
forme { (13), on peut formuler ainsi le théoréme précédent :

38. TueoriMe. — On obtient une substitution quelcongue de G
en combinant convenablement ensemble les substitutions ¢, &, ¢ avec
des monistiques 1 de la forme

x, Lo+ Lz,
Ty Lz,
l Z, L, +lz,+ l,x,
o, Llyu,— 0 u,
u, —bilju +1Lu+ (L1 — ),
u, lilyu,
09. Posons

’.‘ = wﬂ u:z - t’L‘; u:;,

avee la relation hien connue

-
2‘ u;x; = o,
i

lacuelle indique que I'élément (o, @) est principal.
Des relations (o) on tire (e, 8, y = facteurs de proportionnalité)
les deux systemes d’¢quations

VS =%, Uy,

VS =T Uy,
(1) o

V53 =Ty,

V3= Ly Uy
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cl
\ ox, = 23,3, Bu = 23,3,
" -2 - - - -
(l) ¢ V.-’L‘._,: 2‘0,', u2:—':d|ﬂ2+~"sl‘,
4 e = ‘ 2
L 0Ly = Sy Sy F3S3 13“3: 255

(les équations permettent de passer sans ambiguité aucune de I'élé-
menl principal (z, ) au point 3, de coordonnées 3;(j =1, 2, 3,4)
de I'espace, el réciproquement. On peut appeler s point affixe de U'élé-
menl (z, w).

40. Un caleul simple montre que Pon a

::l -l'l .Z'l 3]
R T | 2 Sy
. | __ . Sa| Tty H2wguy o 5+ 2:!,
e ] Vs Tally <
= C o —_r 5,
Al T3] — 4 ! — ' — 8,
f[s,_‘ T Wt | T orauy, T
. i 2 ALgtly ~h

Lia substitution p équivaut entre les quatre variables 55, en vertu des
cgalités précédentes, a la subslitution lindaire quateraaire

=!3 5. 3. 3. —3 93 435, 3 —".‘

‘»J l ~ | ~9 ~3 ~ 4 ~ =ty -9 ~3 ~4 .
On verra, de la méme facon, que les substitutions @, ¢, [ reviennent
entre les quatre variables 5; aux substitutions linc¢aires

- - [ -
~y = ~ ~a

’ :'-' :3 ;2 :l
& = , = )
Sy T Si TS
3, I, < <
R ! -
;| l|u|+/{l;|*°'i
/, 3, 1213:._)_ {3 l;;-ﬁ

5, —lils — Lz, s+ (L — 2l )z,
I Lz,
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41. Tout groupe G dérivé de p, @, ¢, L cst ¢videmment isomorphe
au groupe G, dérivé de la méme fagon, des linéaires quaternaires 3',
o', ¢/, I'. L'isomorphisme est d’ailleurs holoédrique; car, si une substi-
lution s de G’ laisse immobile un point quelconque 5 de T'espace, la
substitution s de G laisse immobile, en vertu des relations (2) du n® 39,
un ¢lément principal quelconque (z, «) du planct s =1.

Soit, d’ailleurs, unc substitution s’ de G/,

Ll —1 -
<~ Za;jdj
i

a;; = conslantes de déterminant £ o. Il vient

l -'z T, |=5= (6] =1,23,4),

¢ S| '_I‘_Il 2 Uy Qs+ @yl = @ Tally ¢ ‘2 ,
3, T, A1 Ly Uy~ By Ty lly + €y31') + Ty X3 Uy T

L&
I

.1
-

' Ay Ty Uzt .. 423

- *

3] T, anzju;+... [ul]
: ==y — )

(o

. T,  ayxiuy+... s r
= s I ]
BN U, auzuy+... Lally

en vertu du systéme (1) du n® 39.
Si je posc donc

“

Ti=a; @, uy+ apayu, + apr, + e, u,,

on voit que s’ a pour correspondante, dans le groupe quadratique ere-
monicn G, la substitution

N
£ 2T,T,
Ly 2T |
L4 REEZ bl g L4 bl
xr, —T,T,—-T,T,
§= N
u, 2T, T,
u, -T,T,+T,T,
AR
u, 2T

sfe] T, sfm] T, sfrl T

3
sfaa] T T sl T TS s[ages] T
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ct il suffit de résoudre le systéme par rapport aux s[x;] et s[ ;] pour
apercevolr la forme de s.

42. Soit s' une linéaire quaternaire quelconque & déterminant 7 o
le procédé précédent donne toujours naissance, appliqué sur s, & une
substitution s quadratique par rapport aux deux sérics de variables z,
el u;, mais s, qui est forcément birationnelle (car il suffit, pour avoir
s~*, d'opérer surs™~* au licu d'opérer surs'), peut n'éire pas de contact.

lin cffct, s, si clle est de contact, n’altére pas I'équation

2 u;da;=o,
i

¢'est-d-dire, ¢n tenant compte du systéme (2) du n® 39, I'équation

‘ ‘ 25,5, d.(25,5,) +(— 5,5+ 535,)d.(25})
(o) < +azid.(— 55— 5,5,)
=z,d3, —35,d5,+ 5,ds, — 3,d35,= o,

2

apres départ du facteur 227, La linéaire quaternaire s ne doit doue pas
changer I'équation (o). Celte condition de contact est d’ailleurs la
seule & laquelle soit astreinte §'; car, si elle est remplie, s, qui esl d¢ji
(quadratique ct birationnelle, devient de conlact, c’csl-a-dire crémo-
niennc.

Les substitutions g, ®, ¢, [ sont de conlact, donc ¢, ', ¢’, I’ salis-
font i la condition de contact, ce dout on s’assure facilement. lin
combinant ¢, w’, ¢/, I’ d’'unc facon quelconque, on irouve unc
linéaire s satisfaisant & la condition de contact, ct s fait partic du
groupe G dérivé de p, @, e, [. On peut done compléter ainsi I'énonce
dun® 38.

TutoriMe. — On obtient un groupe quadratique crémonien G en
combinant d’une fagon quelconque les substitutions p, , e, [.

43. Pour que G soit d’ordre fini, il faut ct il suffit évidemment
que G’ soit d’ordre fini. Je suis ainsi ramené a.la construction des
groupes linéaires quaternaires d'ordre fini, dont toutes les substitu-
tions satisfont & la condition de contact.
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G’ est le groupe direcieur de G. Nous supposons dorénavant G
d’ordre fini, puisque G l'est par hypothése. Les substitutions de G/
seront les directrices de celles de G. '

SIXIEME PARTIE.

ETUDE DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS DU GROUPE DIRECTEUR.

44. La construction, dans le cas géncral, du groupe directeur ',
relatif & un groupe quadratique crémonien d’ordre fini G, présente les
difficultés les plus grandes. L’énumération des groupes linéaires (ua-
ternaires d’ordre fini n’a pas encore été faite. M. Jordan (Journal de
Crelle, v. LXXXIV, et Mémoire couronné par I'’Académie de Naples,
t880), aprés avoir posé les principes de la méthode, ne s’est pas en-
gag¢ dans unc interminable discussion arithmétique, ot les hypothéses
& cxaminer successivement se présentaient par milliers. Dans le cas
particulier, qui nous intéresse scul, I'équation de contact allége consi-
dérablement la discussion qui, néanmoins, reste encore trop fastidicuse
pour que je 'aborde, au moins & présent. Je me bornerai & construire G/
dans quelques cas particuliers.

Si nous posons, pour abréger,

(5ds3);j=5ds; — 5;ds; (yj=1,2,3,4),
I"équation de contact (42) peut s'éerire
6 =(5d3),,— (5d3)y,=o.

Une substitution uadratique birationnelle de la forme

S =

x, =2T,T, l

[voir (41)] scra crémonienne si sa directrice s' multiplic & par un
factcur constant (42).

Au licu de construire G, nous pouvons construire le groupe ' G,
{ ¢tanl une crémonienne uadratique, puisque cela revient & trans-
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lormer par la substitution ¢ tout le plan des ¢léments (x, u), c'esl-
a-dire & cffectucr dans ce plan un changement de coordonnées curvi-
lignes, lequel n'altére pas les propriétés du groupe (v. Done, il est
licite de transformer le groupe linéaire quaternaire G' par une
lincaire qualernaire quelconque U, laquelle a son déterminant % o
el mulliplie & par un facteur constan!.

Passons maintenant & la discussion des cas particulicrs.

45. G est dérivé de o',a', I'. — Les subslitutions de G sont des sul-
stitutions Cremona, et G se réduit & un groupe quadratique Cremona
du troisieme type (Comples rendus des séances de U Académic des
Sciences, 27 aolit 1883 et 3 mars 1884 ; Journal de Mathématiques,
p- 4365 1885).

46. On a, dans loules les monistiques 1, les constantes 1, el 1]

nulles (40).

[Les monistiques [ de cette nature forment ¢videmment un groupe.
Une substitution quelconque de G’ est, ainsi qu'on s’cn assare sur le
champ, de la forme

S Qs+ ans,

S R CTEr
N =

5 bz +bys

Zo a5y byyzg I

0Ll

S) €Sy e Sy

Sy Cy Sy Sy
= .

5 dyz+d,s,

3, dyy 3, +dy3,

Appelons Ale couple de variables 3, et z,, et, de méme, u le couple 3,
3,. Appelons 2, §, ... les binaires

soient @ le déterminant de «, U celui de 8, ele.



GROUPES QUADRATIQUES CREMONIENS D'ORDRE FINI. 457

Les substitutions s' et ¢’ s'écriront symboliquement

[P B e
s Blel e oA
et 'on vérifiera sans peine que, si I'on a
. l?x a[A] ) Aoy [A]
S = -y .5": ) ceey
p Blul A
l,:ll 7'[9]\ l,:_{l Tile] |
woom e sl

il vient les relations

. | A e[} oy ’ A vl
$, 8 = ’ 6= )
wo BBl o Siy[e]
(0> P - A U'—‘[)\l ’ l'..g___' A 8.-‘[y'] ‘,
wo Bl B A
po | M 1Ble . _‘ A B3]
S = ’ z S t—' )
po Sa[}] koY eylp]

o étant le produit de la substitution binaire «, par la binaire «, ctc.
De ces relations résultent immédiatement les trois corollaires :

Cororratre [. — Les substitutions de la forme s, contenues
- dans G', forment un groupe S contenu dans G' et permulable a ses
substitutions.

Cororratre II. — G’ résulte de la combinaison de S avec une
seule substitution t,, de la forme t, et contient le double des sub-
stitutions s’ de S'.

Cororratre III. — Pour que G soit d’ordre fini, il faut et il
suffit que S’ le soit, dest-a-dire qu'il faut et il suffit que chacun des
groupes binaires A, dérivés des o et B, dérivés des B8, soit d’ordre
fina.

Journ. de Math. (4 série), tome IV. — Fasc. [V, 1888. 59
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Les relations (o) indiquent aussi que, si

Aoy[e]
e S

on a entre les groupes A et B
8-'Bd = A, v-'Ay=B.
47. Les substitutions s’ et 2’ changent respectivement & (44) en
a(5dz),— b(zdz),, et c¢(5ds),,— d(zds),,;
d’ou, puisque & ne change pas (44),
a=>b, c=d,

a étant lc déterminant de o, .. ..
On peut supposer, sans restreindre la généralité, que les détermi-
nants ab de s’ et cd de ¢’ sont égaux & I'unité; donc

W

a2= I)“":I:c"":d

et enfin
a=b=c=d= I,
car, si b = a = — 1 par exemple, il suffirait de multiplier s’ par la sub-
stitution
(i*=1) | 50 3 3, 5, €3, I35 13, 13, |

Réciproquement on voit sans peine quc louie linéaire qualernatre
de la forme s’

avec ay="b,=1

S,zl A o2
b Bolw]

0
est la directrice d’une quadratique crémonienne s,.
Les groupes binaires A et B ne difféerent, comme on vient de le
voir, que par le choix des variables, puisque

0'Bé=A et y'Ay=B.
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[l nous est licite (44) de transformer G’ par la substitution | ci-
dessus, dont nous choisirons les coefficients de facon 4 faire coincider

o 'Aa, et B;'Bj,

avec un méme groupe I, convenablement choisi parmi les groupes li-
néaires bhinaires d’ordre fini. .
Aprés cette transformation, G’ résultera de la combinaison du

groupe s, ' S's, = ¥ avec la substitution

AT
s'(,"l'osozl L] .
ko A[A]
Le groupe X' dérivé de
‘ A al}]
b blp]

sera isomorphe 4 chacun des groupes

P a[)\]

U W

) [}

)

lx )
w blu]

el se composera des II* substitutions (II étant Pordre )

l)x a[A]
¢ blu]

obtenues en combinant chacune des substitutions a de P avec chacunc
des substitutions b aussi de P.

I’ est permutable & 57" ¢, s’ et par suite P est permutable 4 T et 4 A.
L transformation de I par T équivaut entre les substitutions de I’ &
une certaine substitution & ; si @ =1, I" sera échangeable i toutes
les substitutions de P.

Supposons que P n’est pas un faisceau et qu'il est le plus général
possible, c¢’est-d-dire n’est contenu dans aucun autre groupe d’ordre fini.
Alors I = 15 le groupe dérivé de T et de P est d’ordre fini et coincide
avec P, puisque P est général : donc I est contenu dans P. Le raison-

)
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nement est le méme pour A. Ainsi la substitution
; l A AR ‘
Tl T[]

figurera dans X’ et la substitution

'
=T,

=gt
So tusoﬁco_l

Aop
u%‘

se combinera & ¥’ pour former G'; il suffira méme de combiner @,

avec le groupe
b A afl] ,
R
Si P est un faisceau, les substitutions de ¥’ seront de la forme

¢ =

A a[7\]'~ 5, a's,
e Blp]

- Y
5, bz,

@, b=racines de I'unité,

B . "

et celles de G’ non contenues dans ¥/, de la forme

11 a,y[p] |
v B30 |

avec

a, o b, o
U..=< __1>a Biz( | _|>; T, 8=1 ou (O I)'
o a o b 1 o
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est la directrice de la monistique

z, abz,

L=|% %

zy bu,
De plus, comme on a
3, 3 3, 3y
, SS9 S , Sy 3y
= et e = )
33 s 5y — 5
3, 3, 3, 5,

on voit que toute substitution de Gr s'obtient en combinant des monis-
tiques L avec la dualistique e et la canonique w.
“n résumé, il vient :

Tutoreme. — Si G est dérivé des substitutions p, @, ¢ et

Zy Lz,
l 33'2 l2x2

xy Lx,+lx,

on a constamment I'= o et G ne contient pas de crémoniennes, mais
seulement des crémoniques, dérivées de @, e, L; ou bien G a pour
groupe directeur un groupe G’ obtenu en combinant

z g z g s = = =
Ay A9 ~ g L ~g 2 24 ~9

avec un groupe
5y Pusit+Piass

Sy ParSit ParSy

L
e

13
£
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le groupe linéaire binaire

5y Pl Pias, .

Sy Pay Byt P2l
clant d’ordre fini.

48. Si G' ne contenait pas de substitution déplacant les couples A
et w, G’ serait formé de substitutions
LA afA]
l b Bly

ou les binaires « et 8 formeraient des groupes A et B d’ordre fini.

49. G’ est dérivé de p', ¢’ et I'. On voit sur-le-champ que toule
substitution de G’ est de la forme
%y Qg8+ Qa5+ A4y 3,y
8 A2y By Ao 5y + Ay, 5
By @y By A3p By Qg3 5y + Ay 5,
5, a5,
G’ est donc isomorphe au groupe linéaire lermaire (7, dérive des

substitutions
Bi A5t Q5+ a3,

Ty Gy 3t A5+ Ay Sy |

5y A5,

Lemme. — G’ est holoédriquement isomorphe a G”.
Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Soit

3, 3,
Z, 5,
3, bz, 4+byz,4+ bz, + b, 3,

3, 3,
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une substitution de G’ qui correspond & la substitution unité de G";
o’ transforme & en

(5dz),s—0,(5d3z),— b,(3dz)y — by(2d5);,;
comme & ne doit pas changer, on a

b,=0b,=o, by=1;
mais alors

Z| zl zi z!
! 22 -2 rm 52 52
¢ = y Gr = 3
3, 3,4+ b, 3, 5, 53+ mb,s,
:.‘ 54 :'ﬁ' a0y
' doit étre d’ordre fini : donc b, = o0, ¢'=1. C. Q.F.D.

Pour que G soit d’ordre fini, il faut et il suffit par suite que G” soit
d’ordre fini. Ainsi G” ne différe que par le choix des variables de I'un
des groupes de M. Jordan (voir P'énumération, Journal de I’Ecole
Polytechnique, LI¢ Cahier, p. 134). D'ailleurs G” multiplie simple-

ment par un facteur la variable z,; par suite, G” appartient au premier
type.

50. Lemue. Dans une substitution
=g Pii3 it Piasa+ Pii5
Sa P25t PraSat Pay 3y

’

PO/ NE-Th il PR ull? PO ol PO
Pai=y

on peut, qucls que soient les coefficients p, déierminer les coeffi-
ctents ¢, de facon que & w'altére pas Uéquation de contact

8 =(5dzs),,—(5d3);,,=o.

kAl

&' change G en

P Pus

29 24

(zds),;,\ * ‘—l—(zdz),4
Par Paa

— q.pss(5d3)y — @opis(5d3)s, — 93P (3d3),y,.

‘—{—-(zdz)“

Pie pnl
P22 pm
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Il suffit donc de faire

4 Psa=Pyi1Pas — PiaPars
QoPis=PioPos— PysiPaz
93Pss= P11 P2a— PraPay-

Ce systeme définit ¢,, ¢,, ¢,, car p,,o.

A’ cst la directrice d'une crémonienne quadratique . Il est licite
de transformer G par &, c'est-3-dire G’ par &'. Il est possible alors de
disposer des cocfficients p dans &' de fagon a ramencr G”, groupe
linéaire ternaire d’ordre fini et du premier type, & sa forme habi-
tuclle

Alors G’ est de la forme

Ly 3]
e Py
& R
ook
Q 8
S S
(5] =
3 [3]

(31

s 03 +bys,+ b5, + l;,iz&

~

<4 Qys5,
Les substitutions de G’ changent & en

(@)@ — a5 ay,)(5d3),,

— @, 0, (3d3),—a,b,(zds),, —a,,0,(5dz)y.;5

donc b, = b, = o, et nous sommes ramenés i un cas déja étudic (46 a

49).



