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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA DOUBLE RÉFRACTION. Q5>7 

Sur les équations les plus générales de la double réfraction 

compatibles avec la surface de l'onde de Fresnel; 

PAR M. MAURICE LÉVY, 

Membre de l'Institul. 

FORME DES ÉQUATIONS DE LA DOUBLE RÉFRACTION. 

1. Quelque iclce que Ton se fasse de la lumière polarisée dans un 
plan, qu'on la regarde comme l'effet d'un dérangement élastique ou 
diélectrique ou magnétique, qu'elle résulte de vibrations rectilignes ou 
de rotations moyennes (vortices) ou de toute autre cause, ce qui est 
eerLain, comme l'a déjà observé Maxwell, c'est que cette cause est me-
surable par une grandeur qui est de la nature d'un vecteur. Nous 
appellerons ce vecteur le vecteur lumineux. Ce peut être une vibration 
ou une force, l'axe d'un vortex ou celui d'un moment magnétique, ou 
toute autre chose, et il s'agit, sans idée préconçue sur sa nature, d'en 
chercher l'expression la plus générale compatible avec la surface de 
l'onde. 

2. Désignons par a?, γ, ζ les coordonnées d'un point du milieu qui 
produit la lumière et, à l'instant t, par w, p, w les composantes du 
vecteur lumineux en ce point, en sorte que u) P, PP sont trois fonctions 
inconnues des quatre variables indépendantes x,y, -, t. 

Quelque théorie que l'on adopte, la continuité supposée du milieu 
Joum, de Math, (.P série), tome IV. — FJISC. III, 1888.34 
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où se produit la lumière conduira toujours à un système d'équations 
aux différences partielles auquel devront satisfaire ces fonctions. 

Le fait de l'interférence de la lumière montre que ces équations 
doivent être linéaires; et, si l'on fait d'abord abstraction de la dis-
persion et de la polarisation rotatoire, ces équations doivent être homo-
gènes. Elles ne peuvent pas être du premier ordre, et parce qu'elles 
ne vérifieraient pas les lois expérimentales, et parce qu'elles doivent 
nécessairement contenir des forces accélératrices. On doit donc les 
regarder comme du second ordre. 

D'ailleurs, toute onde plane paraît se propager avec la même vitesse 
dans les deux sens opposés qu'on peut attribuer à sa normale. 

Ceci exige que les équations différentielles qui régissent w, p, w ne 
renferment que des dérivées d'ordre pair par rapport au temps, et, 
comme elles sont du second ordre, il n'y peut entrer, relativement au 
temps, que les trois dérivées 

' W D'p=d?' D',v=d?-

Ces dérivées y entrent, d'ailleurs, nécessairement toutes les trois, 
puisque rien ne distingue les quantités u, P, PP; si donc l'une d'elles 
manquait, elles devraient manquer toutes les trois, ce qui est impos-
sible. Nous pouvons donc supposer les équations diflércnticllcs ré-
solues par rapport à ces trois dérivées, et les écrire ainsi : 

D fu — Au + HP G 'w 

D2p = Η'Μ-ΗΒΡ -t-FW, 

D2p = Η'Μ-ΗΒΡ -t-FW, 

A, 13, C; F, G, H; F, G', H' étant trois fonctions symboliques ho-
mogènes et du second degré des trois symboles de dérivation D

x
, 

DyD»· 
Les coefficients qui entrent dans ces équations peuvent, s'il s'agit de 

la propagation d'une onde lumineuse à travers un cristal, être des 
constantes ou des fonctions périodiques à courtes périodes de a?, χ, ζ. 
Mais, dans ce dernier cas, comme l'ont montré Cauchy, et depuis plus 
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complètement MM. Sarrau et Potier, les valeurs moyennes que l'on 
cherche pour &, p, w obéissent toujours à un système d'équations dif-
férentielles à coefficients constants. 

Equations aux vitesses et aux vecteurs des ondes planes. 

3. A présent, si 
f, m, η 

désignent les cosinus directeurs de la normale à une onde plane, en 
sorte crue 

/- H- M- -H Η- — Ι, 

cl que ω soit sa vitesse de propagation, on sait que, pour obtenir 
l'équation qui fournit cette vitesse, il suffit : 

i° De remplacer, dans les équations ci-dessus, les symboles 

respectivement par 
D„ D„ D„ D, 

/, m, η, — ω, 

ce qui fournit trois équations homogènes et linéaires en w, P, ces 
équations déterminent la direction du vecteur; 

2° D'égaler à zéro le déterminant de ces équations. 
Ainsi la direction du vecteur est fournie par les équations 

(A — ω2)« + Η(^ + G-'w = o, 
H'u 4- (Β — ω2)ρ 4- Ρφ = ο, 

H'u 4- (Β — ω2)ρ 4- Ρφ = ο, 

où A, B, C; F, G, H; F', G', H'sont, à présent, neuf fonctions homo-
gènes et du second degré, à coefficients constants, des trois cosinus /, 
m, n. 

Et, si l'on pose 
A - <o2 H G' 

(2) AH' Β-ω2 F, 

G F' C — ω2 
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l'équation aux vitesses des ondes planes dans la direction caractérisée 
par les cosinus /, η est 

{ibis) A = o, 

équation du troisième degré en or, qui montre qu'il se produit trois 
ondes en avant se propageant, en général, avec des vitesses différentes; 
et trois ondes on arrière se propageant respectivement avec les mêmes 
vitesses, et qu'il est par conséquent inutile d'envisager clans la discussion 
de l'équation. 

Conditions générales de compatibilité avec la surface 
de l'onde de Fresnel. 

■ί. Ce qui précède est vrai, quels que soient les axes de coor-
données; si l'on fait coïncider ces axes avec les axes d'élasticité d'un 
cristal à deux axes optiques, qu'on désigne par a, />, c les inverses de 
ses indices principaux de réfraction que je suppose essentiellement dif-
férents ('), et qu'on pose 

ô = (b- — ω2) (c2 — ω2) l-
-h (c2 — <*>-) (a- — ω2) m- -h {a- — to2) ( b~ — ω-)ri~. 

l'équation aux vitesses des ondes planes de Fresnel est 

(3 bis) o = o, 

équation du second degré en ω2 qui fournit les vitesses des deux seules 
ondes produisant des rayons lumineux. 

(') i\ous supposons ici que a, b, c sont essentiellement différents. Nous cher-
chons, en effet, les lois applicables à tous les cristaux, celles applicables aux 
cristaux à un axe (a~b) ou aux corps isotropes (a — b ~c) devant être des 
conséquences de ces lois générales. Mais, des équations qui ne conviendraient 
qu'aux cristaux à un axe ou aux corps isotropes sans être comprises comme cas 
particuliers dans les équations générales relatives aux cristaux à deux axes ne 
pourraient pas représenter des lois naturelles. Elles seraient comme des solutions 
singulières n'ayant ici aucun intérêt. 
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La troisième onde, celle qui répond à la troisième racine de i'équa-
lion en ω2, sera appelée, d'après Gaucliy, Voncle obscure. 

Les neuf fonctions A, 13, C; F, G, H; F', G', H' renferment 54 coef-
ficients indéterminés. Le problème posé, envisagé dans toute sa géné-
ralité, consisterait à considérer ces 54 coefficients comme autant do 
fonctions inconnues des trois paramètres a2, ô2, c3, et à déterminer les 
expressions les plus générales possible de ces fonctions, pour lesquelles 
l'équation du troisième degré A = o comprend les deux racines de 
l'équation o = o, et cela quels que soient /, m, n, sous la seule réserve 

/- -h m2 -+- η- = i, 

ou, ce qui revient au même, les expressions les plus générales des 
cinquante-quatre fonctions inconnues pour lesquelles le polynôme A du 
troisième degré en ω2 est divisible par celui du second degré S, et cela 
quels que soient /, m, η, sous la seule réserve indiquée. 

Car, si l'équation Δ = ο renferme les deuxracincs de l'équation ο = ο, 
la surface de l'onde correspondant à la première de ces équations se 
décomposera en deux parties : l'une formée par la surface de Frcsnel. 
l'autre répondant à l'onde obscure. 

THÉORÈME L. — Pour que les équations différentielles (I) soient 
compatibles avec la surface de l'oncle de Fresncl, il est nécessaire 
que le polynôme homogène du sixième degré en /, m)

 n, 

A H G' 

H' Β F 

G F' C 

où /, m, η sont regardés comme des grandeurs entièrement arbi-
traires , soit exactement divisible par le trinôme l'- H- m- -t- n-. 

En effet, nous avons dit que le polynôme A du troisième degré en ω2 

doit être divisible par celui du second S, quels que soient l, m, /2, sous 
la réserve /2 H- m* -h w2 = ι. 

Pour faire disparaître cette réserve, remplaçons, dans Δ, ω2 par son 
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égal ω2(/- Η- m2
 Η- η2). Alors, ce déterminant devient homogène en l, 

m, n, et les trois racines ω2 de l'équation 

Δ = ο 

ne dépendent plus que des rapports l: m: n. 
Posons, pour abréger, 

ω'2 = ω2(l2 -f- m2 4- η2), 

et appelons Δ' ce que devient Δ, si l'on y remplace ω2 par ω'2, de sorte 
que 

-h (c2 — <*>-) (a- — ω2) m- -h {a- — to2) ( b~ — ω-)ri~. 

ω'2 = ω2(l2 -f- m2 4- η2), 

ω'2 = ω2(l2 -f- m2 4- η2), 

A présent, si nous multiplions δ par l'J -h m2 4- n'\ il se trouve que 
le produit ne renferme plus que ω'2. En posant 

S' = S(/24-/tt24-rt2), 
on a 

ω'« _ [(fi« H- c2) ι* 4- (ca 4- a2) m2
 4- (a

2
 4- b*)n21 ω'2 

4- (b2c2l2 4- c2arm2 4- o2b2n2)(l2 4- m2 4- n2), 

et les deux racines ω'2 de l'équation δ = o, écrite sous la forme ο = ο, 
ne dépendent aussi que des rapports l: m: n. 

Comme ces rapports sont entièrement arbitraires, il faut que Δ' soit 
exactement divisible par δ', quelles que soient les grandeurs /, m, n 
considérées comme des variables absolument indépendantes. 

Ceci exige que le terme indépendant de ω2 dans Δ' soit divisible par 
le terme analogme dans δ', et, par suite, qu'il soit divisible par 

/2 4- m2 4- n2. 

Remarque. — Il faut que le déterminant désigné au théorème I soit 
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aussi divisible par 

4- (b2c2l2 4- c2arm2 4- o2b2n2)(l2 4- m2 4- n2), 

quels que soient /, m, n. 

THÉORÈME II. — Si tes équations (I) sont compatibles avec la sur-
face de l'onde de Fresnel, le carré de la vitesse de l'onde obscure, 
dont la normale est définie par les cosinus l, m, η, est fourni par 
l'expression 

(4) ω* = A + Β 4- C — (à2 -f- c2) - (c2 a-) m2 - (α2 + δ>2. 

En effet, l'équation Δ'= ο doit, d'après ce qui précède, comprendre 
les deux racines de δ' = ο, quels que soient l, m, n, sans avoir égard 
à la relation 

/- 4- m2 -h n~ — i. 

Or la somme des trois racines ω'2 de Δ' est 

A -+- Β 4- C 
L2 H- m2 4- Λ2 

La somme des deux racines de δ' = ο est 

4- (b2c2l2 4- c2arm2 4- o2b2n2)(l2 4- m2 4- n2), 

Par suite, la troisième racine de Δ est la différence de ces deux ex-
pressions; d'où, pour cette troisième racine, la valeur 

ω'2 = A -H Β -+- C — (b- 4- c2) Γ- - (c2 4- α2) m2 - (a2 -h b*)n2 

= ω2(/2 4- m2 4- n2). 

Cette expression de ω2 ne renferme, comme cela doit être, que les 
rapports l: m: n. Elle est vraie, que /, m, n soient égaux ou simple-
ment proportionnels aux cosinus directeurs de la normale au plan de 
l'onde. 
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Dans la première hypothèse, l'expression de ω2 est celle annoncée 
dans le théorème que nous voulions établir. 

COROLLAIRE. — La surface de l'onde obscure est toujours du 
second degré. 

On appelle surface d'une onde l'enveloppe du plan mobile 

Ix 4- my 4- nz ~ ω 
ou 

Ir 4- m2 4- /i2 = I, 

et où ω est la vitesse de l'onde. 
Si cette vitesse est donnée par l'expression ci-dessus, on voit de suite 

que l'enveloppe cherchée est une surface du second degré. 

THÉORÈME III. — Pour que les équations (i) soient compatibles 
avec la surface de l'onde de Frcsnel, il faut cl il suffit que les 
neuf fonctions homogènes et du second degré en /, , 

A, B, C; F, G, H; F, G', IT 

satisfassent aux deux équations suivantes : 

FF' -+- GG' -+- Hli' 
= A13 + BC + CA - (A -+- Β -+- C) 

Χ [(δ2-h c2) t~ 4- (<r -+- (a- 4- 62) j 

4- |(ôs 4- c-) l- 4- (c~ 4- a2) ni--h {a- H- b'1) //'-j-

(5)— (b~c~ l" 4~ c*à1nir-\- a-b-n-){l- 4- m - 4- /r), 

FGH 4- FG'IT 

= AFF4- BGG' 4- CHIT - ABC 

4-1A H- B 4- C — (b- 4- C2) /2 — (c- 4- a-) m~ — (a14- b-) rr | 
X {b-c-l- 4- caa-m-■+■ a~b-η-) (/2 4- m2 -H /r ). 

En effet, pour avoir toutes les conditions cherchées, il faut el il 
suffit d'exprimer que Δ' est identique au produit 

O'[A 4- B 4- C — (b- 4- c-) l — (c- 4- à1) m2 — (a- 4- b-)/r\. 
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Los coefficients de ω'β et de ω" étant déjà les mêmes dans les deux . 
expressions, leur identité n'exige que deux équations de condition qui 
sont précisément celles indiquées. 

Remarque. — La première (5), qui a lieu entre les polynômes 
homogènes du quatrième degré, fournit entre les 54 coefficients qui 
entrent dans les équations 

J x β = ι5 conditions. 

La seconde, qui a lieu entre des polynômes du sixième degré, 
fournit 

7 x - = 28 conditions, 

soit en tout 43 conditions. La solution la plus générale comporterait, 
d'après cela, 1 J constantes arbitraires. Mais, les équations de con-
dition n'étant pas linéaires, on voit que le problème peut comporter 
beaucoup de solutions ayant chacune des arbitraires. 

Applications aux équations symétriques. 

5. On sait que, au point de vue optique, les cristaux, même ceux 
qui n'appartiennent pas au système terbinaire, se comportent comme 
s'ils possédaient trois plans de symétrie, et toutes les théories mathé-
matiques de la double réfraction proposées jusqu'ici ont conduit à des 
équations différentielles symétriques par rapport à ces plans. Quoique, 
comme nous le verrons plus loin, la symétrie dans les équations diffé-
rentielles ne soit pas, si l'on se place au point de vue purement mathé-
matique, une conséquence toujours nécessaire de la symétrie des phéno-
mènes optiques, la recherche des équations symétriques les plus 
générales possibles offre évidemment un intérêt tout particulier et fera 
l'objet principal de ces recherches. Il est naturel, en effet, d'admettre 
que le vecteur, quelle qu'en soit la nature, cause d'un phénomène 
symétrique par rapporta trois plans, doit lui-même être symétrique 
par rapport à ces plans. 

Dans cette hypothèse, les 54 coefficients qui entrent dans les équa-
Journ. de Math. (!\* série), tome IV. — Fasc. III, 1888. 3o 
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tions générales se réduisent à i5. En effet, les équations devant rester 
inaltérées, si Ton change de signes simultanément, soit u et x, soit ν 
et y, soit w et 3, sont nécessairement delà forme suivante : 

dt* Λ dxl Ά dy* dz* ^ ' ôxdy ^ dxdz 

dt* Λ dxl Ά dy* dz* ^ ' ôxdy ^ dxdz 

dt* Λ dxl Ά dy* dz* ^ ' ôxdy ^ dxdz 

Oil a, b, C ; f, g, h; f, g', h'; α, β, γ; a', β', -γ' sont les quinze coeffi-
cients à déterminer en fonction de α2, &2, c2. 

Le déterminant Δ, si l'on y remplace, comme il a été dit plus haut, to2 

par ω2(72 -+- m2 -f- /ia), devient 

(a — ω2)/2-f (h — ω2 )m2 + (g'— ω2)/ζ2 γ/;>ζ β'//ζ 

(6 bis) A'=y'ml (h' — ω2)/2-f- (b — ω2)/??2 -h (f — ω2) if α/η/ι 

βζζ/ OL nm (g — ω2)/2 -f-(f' — ω2)/??2 -t-(c — ω2)rr 

Par suite, les neuf fonctions A, B, C, F, G, H, F', G', H' deviennent 
ici 

A = a/2 -h h/»2 -+- g'A", 

B = hΊ--+~ bm2 -4- f/z2, 

C = g/2 H- {'m2-h en-, 
F = a 11111, F —vJmn, 

G — β/ζ/, (Ι'=β'/ί/, 

H = γ //?z, H' = γ' //?z. 

La vitesse de la troisième onde est donnée, en vertu du théorème I, 
par 

ω2 = (a -h h' H- g — b~ — c2) l2 + (h -4- b -l· f — ca — «2)m2 

-+■ (g' H- f -h c — a2 — />2)/r. 

Il suffirait de porter les expressions (7) dans (5) pour obtenir les 
relations cherchées entre les quinze coefficients. 
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Mais la discussion se simplifie beaucoup en procédant dans un ordre 
un peu différent. 

Premières conditions à remplir. 

(216 solutions possibles.) 

6. Pour que le polynôme Δ' (6 bis) soit divisible par S' et, par 
suite, par 

e =(&a-û)a)(ca—ω*)Ζ* 
-H (c2 — ω2) (ci2 — toa)jwa H- (a2 — to2) (h2 — ω2), 

il faut d'abord que le coefficient de /° dans le dividende, c'est-à-dire 

(a — M=)(h'— ω2) (g-ω*), 

soil divisible par le coefficient de Ρ dans le diviseur, c'est-à-dire par 

(b3~ ar)(c2-co2). 

Ceci ne peut avoir lieu que de six manières, à savoir pour les va-
leurs 

g = b'\ h' = c2 

g=c2, h'=b2 a' arbitraire, 

a = b2, g=c2 

a = c2, g=b2 h' arbitraire, 

a = b2, h'=c2 

a = c2, h = b2 g arbitraire. 

Si l'on exprime de même que le coefficient de ma dansA' est divisible 
par 

(c2 — ω2) (a3 — OJ-)
7 
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on obtient six paires d'équations analogues, à savoir 

h = c2, î= a2 

h = a2, î= f2 b arbitraire, 

h = a2, î= f2 

b= a2, h= c2 f' arbitraire, 

h = c2, f= a2 b arbitraire, 

b = a2, f= c2 h arbitraire, 

et enfin, si l'on exprime que le coefficient de ne est divisible par 

(a2 — ω2) (ύ® — ω2), 

on obtient de même les six systèmes de valeurs 

f = a-, g' = l>' 
f =b-, g = «2 cv c arbitraire, 

C = à\ î=b2 

f =b-, g = «2 cv g' arbitraire, 

C = a2, g! —b1 

f =b-, g = «2 cv f arbitraire 

On satisfera à la triple condition de la divisibilité des coefficients de 
/®, m®, /i® dans le dividende respectivement par ceux de ir, m2, //2 dans 
le diviseur, en prenant simultanément l'un quelconque des six systèmes 
de valeurs (8) avec l'un de ceux de (8') et l'un de ceux de (8" ), ce qui 
fournit 63 =216 solutions. 

THÉORÈME IV. — Les deux cent seize solutions se divise ni en 
vingt-sept groupes, dont chacun fournit une seule expression, pour 
la vitesse de l'onde obscure. 
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Chacune des deux cent seize solutions détermine six des neuf con-
stantes 

a, b, c; f, g, h; f', g', h', 

et laisse les trois autres entièrement arbitraires. 
Les trois coefficients restant arbitraires sont nécessairement groupés 

ainsi : un de ceux a, h', g indiqués comme arbitraires dans (8); un 
de ceux b, f', h indiqués comme arbitraires dans (8'), et enfin un de 
ceux indiqués comme arbitraires dans (8"). 

Si l'on écrit 
a, b:, g, 
b, b, f', 

g', c, 

il y a vingt-sept groupes de trois lettres prises chacune dans l'une des 
lignes horizontales. Ce sont les vingt-sept groupes composés chacun 
de huit solutions comprenant les mêmes trois arbitraires. 

Si, par exemple, on laisse a, b, c arbitraires, on peut combiner de 
huit manières les deux premières lignes d'équations fournies respecti-
vement par (8), (8'), (8"); et de même pour chaque groupe donné 
d'arbitraires. Mais quelle que soit celle des huit solutions qu'on choisit 
dans un groupe, il se trouve que l'équation (7 bis) fournit la même 
vitesse pour la troisième onde. Si on laisse a, b, C arbitraires, quelle 
que soit celle des huit solutions correspondantes que l'on adopte, on 
trouve 

ω- = a/- + bw2+ C n'J 

ct généralement, si a,, ou, a, sont les trois coefficients laissés arbitraires 
(a, étant a, h', ou g; ou étant b, f', ou h; «

3
 étant c, g', ouf), la vi-

tesse cle la troisième onde sera 

ω- = α, l~ 4- ou m2 -ι- oc3 η3. 

11 n'y a donc que vingt-sept expressions distinctes possibles pour 
cette vitesse, chaque expression convenant à huit solutions. 
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Six seulement des deux cent seize solutions précédentes, 
physiquement admissibles. 

7. Au point de vue purement analytique, les deux cent seize solu-
tions dont il vient d'être parlé seraient loutes admissibles. Il n'en est 
pas de même au point de vue physique. Rien, en effet, ne distingue 

les trois indices de réfraction A du cristal. Par suite, les équa-

tions différentielles doivent présenter une composition symétrique par 
rapport aux trois plans coordonnés. À ce point de vue, les quinze 
coefficients se divisent en cinq groupes, à savoir : 

(V') a, b, c; 

(20) f, g, h; 

(>) f', g', h'; 

<A°) œ> β. γ; 
('3") α'ι β', τ'· 

Dans chaque groupe on passe d'un coefficient aux deux autres par 
une permutation tournante des axes, et comme rien ne dislingue les 
trois axes, le premier coefficient de chaque groupe étant une certaine 
fonction de a2, b2, c2, les deux «autres s'en déduisent par des permuta-
tions de ces lettres. 

De là résulte que, dès que l'on a choisi une des six solutions du 
premier de l'un des trois groupes d'équations de condition écrites 
plus haut, la solution correspondante à adopter dans chacun des deux 
autres groupes s'ensuit, de sorte qu'au point de vue physique les 
63 solutions trouvées se réduisent à six, savoir : 

Solution A. 

î=zf' = a* 

g —g' — b2 a, b, c arbitraires. 

h = h' — c2 
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Solution B. 

f= h' = b2 

g= f' = c2 a, b, c arbitraires. 
h= g' = a2 

Solution c. 

a= f = b2 

b= g = c2 f', g', h' arbitraires. 

c= h = a 

Solution D. 
a= h = ca 

b = f — a'2 f', g', h' arbitraires. 

c = g— b2 

Solution E. 

a = f — c2 

b = g — a2 f, g, h arbitraires. 
c = h —b2 

Solution F. 

a = g —b2 

b = h — c2 f, g, h arbitraires. 

c = f' — a2 

La vitesse de l'onde obscure, d'après (7 bis), est, à savoir 

Solutions A. et 11. 

co2— a/2 + bw2-l- en'2. 

Solutions A. et 11. 
co2— a/2 + bw2-l- en'2. 

Solutions E. et F. 

co2— a/2 + bw2-l- en'2. 
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Conditions restant à remplir. 

8. Les conditions précédentes déterminent six des quinze coeffi-
cients entrant dans Les équations différentielles (6) qu'il s'agit de con-
stituer. 

Les neuf autres, à savoir 

a,Ρ, Ρ', i, 

et les trois restés arbitraires dans les expressions (9) doivent encore 
satisfaire aux conditions (5). 

Ces conditions, en appelant ω2 la vitesse de la troisième oncle el 
en vertu de (7 bis), peuvent s'écrire 

OLOL'M- n2 4- ββ'/r L2 4- γγ'/2M2 

AB + BC + CA 

— ω2 [(δ2 -h c2)l2 + (c2 -ha-) m2 4-(a24- lr)ir [ 

— ω2 [(δ2 -h c2)l2 + (c2 -ha-) m2 4-(a24- lr)ir [ 

(αβγ4- α'β'γ') l2m2n2 

Aaa' m2 n2 4- Βββ' η212 4- Ογγ' /2 /n2 — Λ13( 1 
Aaa' m2 n2 4- Βββ' η212 4- Ογγ' /2 /n2 — Λ13( 1 

il reste, dans ces équations, à remplacer A, B, C et ω2 par leurs 
valeurs (7), (9) et (10). Ces valeurs changent avec les solutions. 

Solution A. 

(Elle fournit 2 χ oo5 manières d'obtenir la surface de l'onde de Fresnel.) 

9. Les équations (7) et (9) donnent 

A = a l2 4- c2 m2 4- b2 η-, 

B = c2^4- bws + esH5, 
C = b2114- a2 m2 4- c η2. 
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Et, en ayant égard à la première expression (10) de ω2, on voit 
de suite que dans la première des équations (ι ι ) les termes de l\ m\ 
nk disparaissent d'eux-mêmes et que le coefficient de m2n2 dans le 
second membre se réduit à 

(b — a2)(c — a2), 

d'où Ton déduit la première des équations suivantes, les autres étant 
symétriques, 

aa' = (b — a2)( c — a1), 
p£!' = <c-è2)(a-&2), 

p£!' = <c-è2)(a-&2), 

comme nécessaires et suffisantes pour satisfaire à l'équation (ι i). 
Si l'on porte ces valeurs et celles de A, B, G, ω2 dans l'équation (12), 

on vérifie de suite que les termes en Ie et l*m2 se détruisent et que, 
par suite, il en est de même, par symétrie, de tous les autres, sauf 
celui en l2m2n2. Le coefficient de ce dernier devient, après quelques 
réductions et groupements de termes, 

(a - b2) (b - c2) (c - a2) +■ (a - c2) (b - a2) (c - b2 ). 

Donc l'équation (12) est satisfaite par la seule condition 

οφγ -+- α'β'γ' 

= (a — b2)(b — c2)(c — a2)H-(a — c2) (b — a9)(c - b2). 

Nous avons ainsi satisfait à toutes les conditions du problème, et la 
solution A : : 

i° Détermine entièrement six des quinze coefficients qui entrent 
dans les équations différentielles, à savoir 

f= f' =a2, 
g = g '=b2, 

h = h' = c2 ; 
Journ. de Math. (4

E série), tome IV. — Fasc. ILL, 1888. D6 
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2° Laisse entièrement arbitraires trois autres coefficients, à savoir 

a, b, c; 
3° Etablit entre les six coefficients restants α, β, γ; a', β', γ' quatre 

relations, à savoir, celles (i3) et (i4)· Ces quatre équations permet-
tent d'exprimer les six coefficients dont il s'agit en fonction de deux 
constantes arbitraires, de sorte que cette première solution comporte 
en tout cinq constantes arbitraires. Il y a plus, on peut satisfaire aux 
équations (i3) et (ifi) de deux manières. En effet, les équations (i3) 
donnent 

αβγ Χ α'β'γ' 
= (a — Ζ>2) (b - c2)(c — a-) χ (a - c2) (b - cr) (c - &a). 

Cette équation combinée avec l'équation ( 14) donne les deux solutions 

α'βY = (a- c2)(b — a-)(c — 0') 
αβγ = (a — 62)(b — c2) (c — b'-) 

ou 
κ'β'γ' = (a — — c~) (° — a2)· 

αβγ = (a — 62)(b — c2) (c — b'-) 

D'ailleurs, si λ, p., ν sont trois constantes arbitraires, on tire de (i5) 
et(i3) 

α=μ(ο5-<ι2), «'= - (b cr), 

α=μ(ο5-<ι2), «'= - (b cr), 

α=μ(ο5-<ι2), «'= - (b cr), 

de (iG) et (i3), 

f!=t(c-&2), p'=Ç(a-4«), 

(17bis)f!=t(c-&2), p'=Ç(a-4«), 

f!=t(c-&2), p'=Ç(a-4«), 
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La solution A se dédouble ainsi d'après les valeurs (17) et (17 bis) 
des six constantes α, β, γ; a', β', γ'. 

Les valeurs de f, g, h, f', g', h' sont communes aux deux solutions, 
et celles a, b, c restent arbitraires dans l'une et l'autre. Nous désigne-
rons par A, et A

2
 les deux solutions résultant respectivement des va-

leurs (17) et (17 bis), et alors les équations différentielles cherchées 
deviennent définitivement: 

Solution A,. 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

Solution À2. 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

ÏÏF-c dF' + ° ψ' +α W + 'Wà^ 'dydz' 

D'après l'expression (10) de la vitesse de la troisième onde, on voit 
donc que sur, les cinq constantes arbitraires a, b, c; λ : p. : ν entrant 
dans les deux solutions obtenues, celles a, b, c servent à caractériser 
ta troisième onde. Elles sont nulles si Ton suppose la vitesse de cette 
onde nulle ; les deux solutions deviennent alors identiques. 

Cette troisième onde n'a jamais été observée. Il 11e s'ensuit pas 
toutefois qu'on puisse d'emblée faire a = b = c =0; si a, b, c sont 
négatifs, la valeur (20) de,ω est imaginaire et la troisième onde 
n'existe pas. 

Quant aux deux rapports λ : p. : v, ils influent évidemment sur la di-
rection du vecteur lumineux (vibration lumineuse dans la théorie or-
dinaire) et montre qa'il n'y a pas que des vibrations situées dans le 
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pian de polarisation ou perpendiculaires à ce plan qui fournissent 
la surface de l'onde de Fresnel, mais des infinités d'autres direc-
tions. 

Nous reviendrons plus loin, d'une façon spéciale, sur la direction du 
vecteur, sur laquelle il peut se faire qu'influent non seulement les con-
stantes λ, (A, v, mais aussi celles a, b, c. Les premières n'influent pas 
sur la vitesse de l'onde obscure; d'ailleurs aucune des cinq n'influe sur 
la vitesse des ondes lumineuses : c'est par cette condition qu'elles sont 
obtenues; mais il arrive parfois que toutes les cinq influent sur la di-
rection des vecteurs. 

Solution B. 
(Elle fournit aussi 2 x00s manières d'arriver à la surface de l'onde de Fresnel.) 

■10. L es équations (9) déterminent les mêmes coefficients f, g, h; 
f', g', h' que dans les solutions précédentes, mais par des valeurs dif-
férentes, à savoir 

f' = g = c-, 

gf' = h = a-, 

h' = g = b-, 

Les équations (j) donnent par suite 

A = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 

(21)B = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 

C = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 

En portant ces valeurs et celle de ω2 donnée par la première (ro) 
dans (11), on reconnaît que, pour y satisfaire, il faut et il suffit quo 

B = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 
B = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 

B = bra2 -+- b2( λ2 H- /2), 

En portant ces valeurs et celles ci-dessus dans (12), on reconnaît de 
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même que, pour la satisfaire, il faut et il suffit que 

αβγ -h α'β'γ' = (a — S2)(b — c2,)(c — a2) 
4- (a — c2)(b — a2)(c — b2), 

et de là on tirera, comme précédemment, λ, μ, v étant trois constantes 
arbitraires, soit 

(5 = ï(a-c2), |3'=f(c-a2), 

(24)(5 = ï(a-c2), |3'=f(c-a2), 

(5 = ï(a-c2), |3'=f(c-a2), 

011 

a=^(b~« 

(25)β = ;,0 - «2)> P'=^(a-«2). 

a=^(b~« 

On arrive ainsi à deux solutions B, que nous appellerons les solu-
tions B, et B

2
, et qui, comme les solutions A, et A2, comportent cha-

cune cinq constantes arbitraires. 

Solution B,. 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 

Solution B2. 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 

^ =0 ^ + c" +-«P ) + ; (a -c ■ ) 373Ï + ; (b -c ' ) 5Γ«)7 
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La troisième onde a, comme dans la solution précédente, la vitesse 

ω- = a/2 4- bm2 4- en2 ; 

mais ici les deux solutions restent distinctes, même si l'on suppose la 
vitesse de la troisième onde nulle. 

Solution C. 

(Elle comprend 2 χ co2 manières d'arriver à la surface de l'onde.) 

11. La solution C laisse indéterminées les constantes f', g', h' et 
détermine, par les formules (9), les six constantes 

a = f— b% 
b =g — c% 

c =h— a% 

Si Γ011 porte ces valeurs dans les expressions (17), on aura 

A = b2 /2 4- cr m2 4- g' n2, 

B = h'/2 4- c2m2 4-b2 n2 

C = c2/2 4- f'm2 4-a*n2. 

D'ailleurs, en vertu de (10), 

<o2=:h7a4-fm24- gV. 

Portant ces valeurs dans (11), on reconnaît que le second membre 
devient identiquement nul, pourvu que 

p?'=(g'-»2)(h'-n 

(29)p?'=(g'-»2)(h'-n 
p?'=(g'-»2)(h'-n 

Si l'on porte ces valeurs dans le second membre de (12), on recon-
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naît que les termes en m\ η4 sont nuls. Celui en lA m2 se réduit à 

(c2-^)(f-c2)(h'-c2), 

qui ne peut être nul que pour f'= c2 ou h' = c2. La première de ces 
valeurs entraîne, par symétrie, g' = a2, f' = b- ; mais ces valeurs de f 
g', h', jointes à celles (28) de f, g, h, montrent que la solution ainsi 
obtenue rentrerait, comme cas particulier, dans celle B. 

Reste, pour satisfaire à l'équation ci-dessus, la première cles équa-
tions suivantes, les autres en étant déduites par symétrie, 

(3o) h'= c2, f' = a2, g'=b2. 

Par suite, les équations (29) deviennent 

( 3 ί ) αα' = ββ' = γγ' = ο. 

Moyennant les valeurs (3o) et (31), tous les termes du second 
membre de (12) disparaissent, sauf celui en l2m2n2, et l'on trouve 
définitivement que cette équation est aussi satisfaite, pourvu que 

(32) αβγ -h α'β'γ' = (a2 — c2)(b- - a2)(c2— b2). 

Les équations (3i) et (32) donnent, en désignant toujours par λ, α, 
ν trois constantes arbitraires, l'une des deux solutions suivantes : 

β = β = γ = o, 

β'=^(δ!-α2), 

β'=^(δ!-α2), 

β'=^(δ!-α2), 

OU 

α'= β' = γ'= 0, 

Τ = §(«'- c2). 

Τ = §(«'- c2). 

Τ = §(«'- c2). 
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Avec les valeurs (28), (3o), (33), (33 bis), la solution G, se dé-
doublant comme les précédentes, fournit, pour les équations différen-
tielles (6), les deux systèmes suivants : 

Solution Clt 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

Solution Ce. 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

qui, au lieu de renfermer chacune cinq constantes arbitraires, comme 
les solutions A,, Aa, B„ IL, n'en renferment que deux, à savoir les 
rapports λ : μι : v. 

La vitesse de la troisième onde devient, à cause de (3o), 

(36) ω2— c2l2-4- a2 m2 H- b2η2. 

Solution D. 

(Elle comprend 2 X oo2 manières d'arriver à la surface de l'onde.) 

12. Sil 'on opère exactement de la même manière sur les valeurs (9) 
relatives à la solution D, on trouve de même deux solutions à deux 
constantes arbitraires, à savoir : 

Solution ]),. 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 

dt1 dx1 dy1 ds1 |J4 dy dx 
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Solution D,-. 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

Les coefficients f', g', h' qui entrent dans l'équation de la vitesse de 
la troisième onde prennent des valeurs déterminées, en sorte que le 
carré de cette vitesse est 

ω2= ù'P + c'm' + a'n*. 

Solutions Ε et F. 

(Elles ne donnent rien de nouveau.) 

15. Les valeurs trouvées par f', g', h' dans les solutions Cet Dsont 
respectivement celles que donnent les équations (9) pour les solutions 
F et Ε. Il en résulte que celles-ci fourniraient pour f, g, h les mêmes 
valeurs que celles-là et conduiraient, par suite, aux mêmes équations 
différentielles. Ainsi les solutions Ε et F coïncident nécessairement 
avec celles C cl D. 

Exclusion des solutions C,, C2; D1? D». 

14. Les solutions C,, C.,; D,, IX elles-mêmes sont physiquement 
inadmissibles. En effet, clans la première des équations différentielles, 
(34) par exemple [solution C), il n'y a pas de raison pour que le terme 

en manque plutôt que celui ils devraient manquer l'un et 

l'autre ou y être tous deux. 
De même, il n'est pas admissible que, dans cette équation, le coeffi-

cient clc ne soit pas une fonction symétrique des deux quantités b-

et c~. 

Journ. de Math. (p série), tome IV. — Fasc. HI, 18S8. 31]) 
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L'expression 
ω2 = c2^2-f- <z2m24- b-ri-

de la vitesse de la troisième onde est également inadmissible, comme 
dissymétriquement constituée. 

On conçoit que les coefficients qui expriment cette vitesse restent 
arbitraires comme dans les solutions A,, A,; Β,, B

2
 ; mais, s'ils sont dé-

termines en fonction de a2, b2, c2, il faut que celui de l* soit symé-
trique en b2 et c2 ; celui de m2 en c2, a2 ; celui de nr en a2, b2. C'est ce 
qui n'a pas lieu. 

Les mêmes motifs de rejet existent à l'égard des solutions C
2

, D, 
et D2. 

Solutions définitives. 

15. 11 ne reste, en définitive, comme physiquement admissibles, que 
les quatre solutions A,, Àâ; Bn

 B
2
 fournissant ensemble l\ χ =c5 ma-

nières différentes d'obtenir la surface de l'onde, puisque chacune d'elles 
comporte les cinq constantes arbitraires a, b, c; λ, JJL, V. 

Les vitesses des trois ondes ont les mêmes valeurs dans toutes ces 
solutions. Cela est évident pour les deux ondes de Frcsnel, puisque les 
équations ont été établies par cette condition; mais la troisième onde 
se trouve avoir aussi, dans toutes ces solutions, l'expression 

(3<)) ω2 = a /2 4- b m1 4- c ri-. 

Deux quelconques des [\ X co5 solutions peuvent donc différer : 
i° Soit par les valeurs de a, b, c, c'est-à-dire par la vitesse de pro-

pagation de l'onde invisible; 
20 Par les rapports λ : μ. : v, c'est-à-dire par la direction du vecteur 

lumineux (vibration lumineuse dans la théorie ordinaire), c'est-à-dire 
par des choses sur lesquelles l'observation n'a eu jusqu'ici aucune 
prise. 

La surface de l'onde obscure, c'est-à-dire l'enveloppe du plan 

(ào) lx -+- my -l- nz = ω, 
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ou ω est donne par l'équation (29) et où 

(40 l2 + m2 -4- η* = 1, 

ω2 = a/2 4- h m2 -4 en2, 

est, comme il est aise de le reconnaître, la surface du second degré 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

i° Si l'on prend les trois constantes a, b, C positives, la surface de 
l'onde obscure est un ellipsoïde, et les vibrations obscures pourront se 
propager clans toutes les directions. 

20 Si une ou deux de ces constantes sont négatives, la surface de 
l'onde est un hyperboloïde à une ou deux nappes, et les vibrations 
obscures ne pourront se propager que dans les directions situées à 
l'extérieur ou à l'intérieur du cône asymptote. 

3° Si a, b, c sont négatifs, la surface sera imaginaire et les vibra-
lions obscures ne pourront se propager dans aucuîic direction. Il en 
est de même en particulier si a, b, c sont supposés nuls. 

On appelle, comme on sait, rayon répondant à une onde plane la 
droite qui va du centre de la surface de l'onde au point de contact avec 
l'onde plane. Ici, on vérifie facilement que les équations du rayon rela-
tif à l'onde obscure sont 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

Onde lumineuse. Rappel de quelques formules. 

16. Pour avoir la surface de l'onde lumineuse, il faut prendre l'en-
veloppe du plan (40) en supposant que ω satisfasse à l'équation (7) de 
Frcsncl 8—0, c'est-à-dire 

3¥=a-{àf + ôï)+b ô* + ?<«'- **)3^5' 

On retrouvera ainsi, par des méthodes données dans tous les 
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Traités, la surface de Frcsncl 

(45) fl,__ 0« rl'__ bi H" /t2_ (,i = h 

OÙ 

(46) r^x'+y'+z*. 

Les équations bien connues du rayon lumineux, répondant à une 
onde dont la vitesse de propagation est ω, sont 

χ — Ζω — ψ —,-—-—Î » 

(47) χ — Ζω — ψ —,-—-—Î » 

χ — Ζω — ψ —,-—-—Î » 

ΟΙΙ 

(47 bis) ψ = ω(ω2 —/·2). 

A chacune des deux racines de l'équation (44) répond ainsi un 
rayon. 

Les cosinus de direction de la projection du rayon lumineux sur le 
plan de l'onde sont proportionnels aux trois quantités 

(47ter) χ — Ζω — ψ —,-—-—Î » 

Les cosinus de direction d'une droite perpendiculaire au rayon et 
située dans le plan de l'onde sont proportionnels à 

(48) χ — Ζω — ψ —,-—-—Î » 

La normale au plan de l'onde et les deux directions définies par 
(47 1er) et (48) forment un système d'axes rectangulaires, comme on 
le vérifie aisément. 
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Nous ajouterons la formule suivante : 

^ ) (α2-ω2)2 ^ (&2-ω2)2 ^ (c2-u>2)* ~ ω2(/·2-ω5) 

Plans de polarisation {de Fresnel). Plan de polarisation radial. 
Plan normal. 

17. On sait que Fresnel appelle plan de polarisation le plan mené 
par la normale à Fonde perpendiculairement à celui qui projette le 
rayon lumineux sur le plan de l'onde. 

C'est donc le plan mené par la norm aie à l'onde et la direction (48). 
Nous appellerons ce plan le plan cle polarisation de Fresnel ou 

simplement le plan de polarisation, et nous appellerons plan de pola-
risation radial le plan mené par le rayon lumineux perpendiculai-
rement à celui qui projette ce rayon sur le plan de l'onde, c'est-à-dire 
le plan défini par les directions (47) et (48). 

Les cosinus de direction de la normale à ce plan sont proportion-
nels à 

^ ) (α2-ω2)2 ^ (&2-ω2)2 ^ (c2-u>2)* ~ ω2(/·2-ω5) 

comme 011 le vérifie aisément à l'aide des expressions précédentes et 
de l'équation aux vitesses des ondes (44)· 

Nous appellerons plan normal(jp\im de normalisation de M. Cornu) 
le plan perpendiculaire aux deux plans de polarisation, c'est-à-dire le 
plan déterminé par le rayon lumineux et la normale à l'onde. 

Nous rappellerons que : 
i° Selon Fresnel, la vibration lumineuse est perpendiculaire à son 

plan de polarisation. Elle coïncide donc avec la projection (47 tor) du 
rayon lumineux sur le plan de l'onde. 

20 Selon Mac Cullagh, Ncwmann, Lamé (Caucliy dans partie cle 
ses Mémoires), M. Massicu et généralement dans toutes les théories 
ou l'on regarde l'éther comme un milieu élastique homogène ethétéro-
trope, la vibration est dans le plan de l'onde, mais à angle droit sur 
celle de Fresnel, c'est-à-dire suivant la direction (48), intersection des 
deux plans de polarisation. 
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3° Selon Maxwell (Théorie électromagnétique) et selon M. Sarrau 
qui fait la théorie élastique en supposant l'éther isotrope, mais pério-
diquement hétérogène, la vibration est perpendiculaire au plan de po-
larisation radial, au lieu de l'être au plan de polarisation de Frcsnel, 
c'est-à-dire qu'elle a la direction (48 ter). 

Cette direction est, en général, très voisine de celle de Frcsnel, les 
trois indices de réfraction des cristaux étant, en général, peu diffé-
rents. 

M. Boussinesq arrive approximativement au même résultat en re-
gardant l'éther comme homogène et isotrope, la matière pondérable 
étant censée participer au mouvement qui détermine la lumière. 

Vecteur principal; vecteurs dérivés. 

18. On obtient, comme nous l'avons dit en commençant, des gran-
deurs w, p, w proportionnelles aux cosinus de direction du vecteur ré-
pondant à une onde plane qui se propage avec une vitesse ω, dans la 
direction définie par les cosinus /, m, n, en remplaçant dans les équa-
tions différentielles les symboles 

ûx*' dy-' ôz*' Ot-

(a)rcspecLivemcnt par 
ûx*' dy-' ôz*' Ot-

D'ailleurs, si, dans les équations différentielles (18) et (19) du n° 7 
et celles (26) et (27) du n° 9, répondant respectivement aux quatre 
solutions A,, Aa, Β,, B.,, on pose 

(49) « = £υ, ? = »=qw, 

les coefficients λ, JA, y disparaîtront. 
Nous appelons le vecteur auxiliaire, dont les projections sur les axes 

de coordonnées sont U, Y, W, le vecteur principal, et ceux dont les 
projections sont M, Ρ, Φ pour diverses valeurs des constantes arbi-
traires λ, p., v, les vecleurs dérivés du vecteur principal. 
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Il suffit d'ailleurs d'étudier, pour chaque onde, la direction du vec-
teur principal; car, à chaque direction de ce vecteur répond, pour 
tout système de valeurs des constantes λ, μ, ν, une direction corres-
pondante de vecteur dérivée. Si l'on considère la surface du second 
degrc 

Λ#2 -H μ/y2 H- vs2 = const., 

il suffit, par le centre de cette surface, de mener une parallèle au vec-
teur principal jusqu'à son intersection avec cette surface, et le vecteur 
dérivé sera normal à la surface au point ainsi obtenu. 

Ceci posé, remplaçons dans les équations différentielles U, Y, W par 
les expressions (49)· 

lin posant, pour simplifier, 

dx dy dz " ' 

dx dy dz " ' 

on aura, pour les équations différentielles relatives au vecteur prin-
cipal : 

Solution A,. 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 

Solution À,. 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 

d/2 d/ a dz \d~ dy ) C dx ^dy dx)' 
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Solution Bp 

W = %-Ρ (*>*-$)· 

(53)W = %-Ρ (*>*-$)· 

W = %-Ρ (*>*-$)· 

Solution Bo. 

W = %-Ρ (*>*-$)· 

W = %-Ρ (*>*-$)· 

W = %-Ρ (*>*-$)· 

Et, si l'on failles substitutions (a) du § 18 pour obtenir la direction 
du vecteur lumineux, il viendra d'abord 

Θ = /U ■+- m V -h 7/W, 
Ψ = aiU + bwY + c/AV; 

puis, en posant encore 

( 5G) Ρ = η V - wW, Q = / W - η U, Il = m U - / V : 

Solution A,. 

ω- U — /Ψ 4- c~ m 11 — b· nQ, 
oj2V = ηιψ 4- a- u Ρ — ca/R, 

oj2V = ηιψ 4- a- u Ρ — ca/R, 

Solution Ao. 

OJ2 U — a/θ 4- e2 mil — b-η Q, 
oj2V = ηιψ 4- a- u Ρ — ca/R, 

oj2V = ηιψ 4- a- u Ρ — ca/R, 
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Solution B,. 

(ω2 — a!)U =1 (Ψ-α2Θ), 
(ω2-δ2)Υ =m(¥-i20), 

(ω2-δ2)Υ =m(¥-i20), 

Solution B2. 

(ω2 — α2) U =1 [a0 — (a2/U + b'mX + c2\V)], 
(ω2 - δ2)V = m[b0 - (a'lU -+- 62mV + c2W)|, 

(ω2 - δ2)V = m[b0 - (a'lU -+- 62mV + c2W)|, 

Nous allons à present rechercher les directions possibles du vecteur 
dans chaque solution, en commençant par cette dernière. 

Remarque. — Pour les ondes parallèles aux plans, deux des trois 
composantes U, Y, W sont toujours nulles, c'est-à-dire que le vecteur 
principal est toujours dans le plan de l'onde. Il en résulte que, pour ces 
trois espèces d'onde, tous les vecteurs dérivés coïncident avec le vecteur 
principal. 

Solution Bo. 
(Elle comprend les équations de Fresnel et celle de Maxwell-Sarrau 

comme cas particuliers.) 

49. Si l'on ajoute les équations (Go) multipliées par /, m, n, il 
vient 

Θ (ω- — Al~ — bm~ — C/î2) = o. 

Nous retrouvons ainsi l'expression 

ω2= a/2 4- bra2 -h cn2 

de la vitesse de l'onde obscure. 
Laissant de côté cette onde, on satisfait encore à l'équation ci-

dessus par 
Θ = l\J -f- raV -i- rcW = o, 

qui prouve que le vecteur principal est dans le plan de l'onde. 
Journ. de Math. (4e série), tome IV. — Faso. ILL, 188S. 38 
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Faisant donc Θ = ο dans les équations (60), on en tire 

(Ci) —j- = _I_ = J!L-
=

-(a'lU + b*m\ + c2n\V), 
ω2 — a2 ω2— b*· ω4 — C:i 

et de là on conclut 

ω2— a2 + ω2 — 62 + ω2— c2 ~ ' 

OU 

ω2— a2 + ω2 — 62 + ω2— c2 ~ ' 

ce qui vérifie que nous reproduisons comme cela doit être l'équation 
de la vitesse des ondes. 

D'ailleurs, les équations (61) montrent que le vecteur principal est 
la projection du rayon lumineux sur le plan de l'onde, ce qui est con-
forme à l'hypothèse de Fresncl. 

Si l'on supprime l'onde obscure, le système reproduit donc complè-
tement les résultats de la théorie de Fresnel. Ainsi les équations diffé-
rentielles reproduisant exactement les résultats de Fresnel sont celles 
(27) du § 9, particularisées ainsi : 

a = b = c = ο, λ = p. = ν. 

Mais les équations (27) renferment une quintuple infinité d'autres 
solutions pour lesquelles le vecteur n'est ni dans le plan de l'onde, ni 
dans le plan de polarisation, ni dans un plan perpendiculaire. Les co-
sinus de direction sont proportionnels à 

ω2— a2 + ω2 — 62 + ω2— c2 ~ ' 

λ, u, v étant des constantes arbitraires. 

PROBLÈME. 

20. Parmi les directions en nombre illimité du vecteur que donne 
chacune de nos solutions, il en est qui méritent un examen particulier. 
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En effet, le phénomène lumineux est symétrique par rapport au plan 
que (17) nous avons appelé normal> c'est-à-dire celui qui contient à la 
fois la normale au plan de l'onde et le rayon lumineux. Il n'y a donc 
pas de raison pour que le vecteur, quelle qu'en soit la nature, cause de 
ce phénomène, soit, relativement à ce plan, dans une position plutôt 
que dans la position symétrique. Il doit, par suite, être ou normal à 
ce plan ou dans ce plan. La première direction est unique : c'est 
celle (17) de Newmann, Mac Cullagh, Gauchy, Lamé; celle qu'on 
obtient en regardant l'éther contenu dans un cristal comme élastique, 
homogène et héterotrope. 

La seconde peut être quelconque dans le plan normal. Il n'y a pas 
de raison, en effet, pour qu'elle soit (17) normale au plan de polarisa-
tion, suivant les hypothèses de Fresnei, plutôt qu'au plan de polarisation 
radial, suivant les hypothèses de M. Sarrau et celles résultant de la 
théorie électromagnétique de Maxwell, ou pour qu'elle occupe une 
autre position quelconque, cette position étant une fonction des direc-
tions de la normale au plan de l'onde et du rayon. Cette fonction, a 
priori, inconnue, nos équations doivent nécessairement en donner 
l'expression la plus générale. Les constantes arbitraires qui peuvent y 
entrer n'ont à satisfaire qu'à line seule condition : c'est que, dans les 
milieux isotropes où le rayon lumineux et la normale au plan de l'onde 
coïncident, le vecteur doit être perpendiculaire àleur direction commune. 

Ainsi, pour chacune de nos solutions, il y a intérêt à poser ce pro-
blème : peut-elle fournir un vecteur ou perpendiculaire au plan normal 
ou situé dans ce plan? 

Il est facile de voir que la solution B2 ne peut pas, pour une onde 
quelconque, fournir de vecteur de la première de ces deux espèces; 
car le vecteur principal qu'elle donne est toujours (19) dans le plan 
normal. Or, pour les ondes parallèles aux plans principaux, les vec-
teurs dérivés coïncident suivant la remarque de la fin du § 18 avec le 
vecteur principal, quelles que soient les constantes λ, [A, V. On ne peut 
donc pas disposer de ces constantes de façon à obtenir la direction du 
vecteur dont il s'agit pour des ondes parallèles aux plans coordonnés. 

La solution B2 fournit, au contraire, au moins un vecteur situé dans 
le plan normal, à savoir son vecteur principal. Il s'agit de savoir si elle 
en peut fournir d'autres. 
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Pour qu'un vecteur ayant pour composantes M, P, w soit dans un 
même plan avec la normale à l'onde dont les cosinus directeurs sont 

/, m, n, 

et la projection du rayon lumineux sur le plan de l'onde dont les cosinus 
directeurs sont (17) proportionnels à 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

il faut cl il suffit que le déterminant 

IL Ρ W 

l m η 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

soit nul, ou que 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

ou comme 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

ou simplement, à cause de (Gi), 

ω2—α2' ω2—b·9 ω5—c2' 

Ainsi, nous arrivons à cette proposition remarquable ψ? il existe une 
infinité de solutions autres que celles de Fresnel, pour lesquelles le 
vecteur (vibration ou autre) est dans un plan perpendiculaire au 
plan de polarisation. 

En désignant par h et k deux constantes arbitraires dont le rapport 
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seul interviendra, on tire de l'équation (62) 

| = h 4- ka2, 

| = h 4- ka2, 

| = h 4- ka2, 

et, par suite, les équations différentielles les plus générales fournies par 
la solution B2, et satisfaisant à la condition de donner un vecteur situé 
dans le plan normal, sont 

^=a2A
s
u + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

^=a2Asu + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

^=a2Asu + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

En posant 

^=a2Asu + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

^=a2Asu + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

La direction du vecteur est donnée, à l'aide des équations (60), par 

^=a2Asu + (/i + /ca2)jL(a0-ô')> 

Le cosinus de l'angle qu'elle fait avec la normale au plan de l'onde, 
ou le sinus de son inclinaison sur ce plan, a pour expression 

R [θ + +(à + kU1)·—^ + (h+kc*)-}}-^. 
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en posant, pour abréger, 

Κ — \/(
h
 +

 ka2
Y~ (α*-1

ω5
)2 + (Λ + kb-y -+-(h -{- kc*)-

 (c2

_
w2)

*' 

En écrivant partout 
h -t- Α:ω2 — /τω2 

au lieu de ayant égard à l'équation aux vitesses des ondes 

(«2 — ω2)2 ( 62 — ω2)2 (c2—ω2)2 ~ w2(r2 — w2)' 

et à la formule (48 bis), 

(«2 — ω2)2 ( 62 — ω2)2 (c2—ω2)2 ~ w2(r2 — w2)' 

/· étant le rayon vecteur de la surface de l'onde de Fresnel coïncidant 
avec le rayon lumineux, on a 

(«2 — ω2)2 ( 62 — ω2)2 (c2—ω2)2 ~ w2(r2 — w2)' 

et pour le sinus de l'inclinaison du vecteur sur le plan de l'onde, 

(«2 — ω2)2 ( 62 — ω2)2 (c2—ω2)2 ~ w2(r2 — w2)' 

Dans le cas des milieux isotropes, on a 

ω2 = r2, 

qui montre que, alors, la vibration est transversale, quel que soit le 
rapport klh. Donc la solution obtenue satisfait à toutes les conditions 
de symétrie qu'il est permis de poser a priori, en sorte que rien, a 

priori, n'empêche de donner au rapport | une valeur absolument arbi-
traire. 
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Discussion du problème précédent. 
(La solution Ba comprend aussi les équations Maxwell-Sarrau.) 

21. Pour ^ = 20 ou k = o, la vibration est dans le plan de Tonde; 

on retrouve la direction de Fresnel. 

Au contraire, pour ~ = o, le cosinus de l'inclinaison du vecteur sur 

la normale à l'onde est 
-v/r2 — ω-. 

Mais, si l'on abaisse du centre de la surface de l'onde une perpendi-
culaire sur un plan tangent parallèle au plan de l'onde et que l'on con-
sidère le triangle rectangle ayant pour sommets les extrémités de cette 
perpendiculaire et le point de contact, le rayon r de la surface de L'onde 
sera l'hypoténuse de ce triangle rectangle, dont les côtés de l'angle 
droit sont ω et — ω2, ce qui montre que, dans ce cas, le vecteur est 
normal au plan de la polarisation radial. 

C'est la direction qu'ont trouvée, par des voies absolument diffé-
rentes, Maxwell et M. Sarrau. 

On obtiendra les équations Maxwell-Sarrau en faisant, dans (63) 
et (6/t), 

h = ι, k = — ι, a = b = c = o. 

Mais nos équations donnent encore le même vecteur lumineux en y 
laissant a, b, C arbitraires, pourvu qu'on fasse h = o, k = ι. Il y a 
donc α>3 solutions donnant une vibration lumineuse normale au plan 
de polarisation radial. 

Leurs équations sont 

^ = ^--|(b0-0')], 

^ = ^--|(b0-0')], 

^ = ^--|(b0-0')], 
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OÙ 

£=ô>(A,v-&), 

£=ô>(A,v-&), 

Celles de Maxwell-Sarrau sont 

£=ô>(A,v-&), 

£=ô>(A,v-&), 

£=ô>(A,v-&), 

Suite de la discussion. 

(Possibilité <le vibrations lumineuses longitudinales.) 

22. Si le rapport j varie de -+- oc à 0, le vecteur varie depuis la 

direction normale au plan de polarisation de Fresnel (17) jusqu'à 
celle de la normale au plan de polarisation radial. Dans la plupart des 
cristaux, cette variation est très faible, le rayon lumineux restant tou-
jours très voisin de la normale au plan de l'onde. 

La vitesse, tant que j est positif, reste donc toujours quasi transver-

sale au rayon lumineux. 

Mais, si | est négatif et qu'on pose 

k~~ ω05 

l'expression (65 bis) du sinus de l'inclinaison du vecteur sur le plan de 
l'onde devient 

VX— 2ω2ω24-/·2ω2 4 /, , (ω8 —ω*)4 
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Donc, si Ton suppose au rapport arbitraire ^ une valeur négative 

comparable au carré de la vitesse de la lumière, le sinus dont il s'agit 
peut devenir égal à l'unité pour l'onde particulière qui se propagerait 
avec la vitesse ω0, et serait très voisin de l'unité pour d'autres ondes. 
Ainsi : 

IL est possible de satisfaire à toutes les lois générales de la propa-
gation de la lumière par des vibrations longitudinales pour une 
onde, et quasi longitudinales pour certaines ondes ('). 

Solution Bt. 

(Elle contient aussi les équations Maxwell-Sarrau comme cas particulier.) 

25. Les équations (53) donnent, pour les composantes U, V, W du 
vecteur principal, les expressions 

(ω2 —a2)U =1 (ψ —α'Θ), 
((o'-b')V =η»(ψ-6'θ), 

((o'-b')V =η»(ψ-6'θ), 

où 0 et Ψ ont les valeurs (55). 
On lire de là, à cause de 

/U -+- m Y H- m W = Θ, 

Θ = + -g-n + 

Θ = + -g-n + 

(') Nous ne prétendons pas, bien entendu, qu'une telle direction soit dans les 
probabilités; mais, jusqu'à plus ample informé à fournir par l'expérience, elle ne 
peut pas être réputée impossible. 

Journ. cle Math. [If série), tome IV. — Faso. Ill, 1888. 39 
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ou, en multipliant le premier membre par l2 4- ra2 -t- n2 

/n ■> ITI»\ / /2 , m2 η2 \ 

qui se décompose en 

/n ■> ITI»\ / /2 , m2 η2 \ 

/n ■> ITI»\ / /2 , m2 η2 \ 

La première est bien l'équation de Fresnel, qui se trouve ainsi vé-
rifiée . 

La seconde se rapporte à l'onde obscure. 
Si l'on porte la valeur de ω2 qu'elle fournit dans les équations (66), 

celles-ci se réduisent à 
/n ■> ITI»\ / /2 , m2 η2 \ 

qui prouvent que le vecteur, se rapportant à l'onde obscure, est ici 
normal à cette onde. 

Ces valeurs de U, V, W donnent d'ailleurs 

ω2 = î· — a/2 -+- bm2 4- cri2, 

qui est bien la valeur précédemment trouvée pour la vitesse de l'onde 
obscure. 

THÉORÈME. — Le vecteur principal relatif à la solution 13, est tou-
jours dans le plan qui projette le rayon lumineux sur le plan de 
l'onde. Si la vitesse de l'onde obscure est nulle, elle est perpendi-
culaire au rayon lumineux et fournit à nouveau les équations 
Maxwell-Sarrau. 

Ce dernier point est évident; car, si l'on fait a = b = c = o, les 
équations (53) reviennent à celles de Maxwell-Sarrau, qui viennent 
d'être trouvées. 
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Mais je dis que toujours le vecteur donné par (66) est dans le plan 
indiqué; car la condition (61 bis), soit 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

est évidemment remplie, quels que soient Ψ et Θ. 

24. PROBLÈME. — Cette solution fournit-elle des vecteurs autres 
que son vecteur principal situé dans le plan normal? 

Peut-elle fournir des vecteurs perpendiculaires à ce plan? 

La dernière question se résout par la négative, comme au para-
graphe précédent, pour la solution B

2
. 

Occupons-nous de la première. 
Soient 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

les composantes d'un vecteur dérivé supposé situé dans le plan indi-
qué, de sorte que l'on ait 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

ou, à cause des valeurs de U, Y, W, 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

On lire de là 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

G étant une même constante pour toutes les directions d'ondes. 
Mais des équations (69) et à cause de 

ψ = a/U + bmY + cnW, 
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on tire cette autre valeur de ^ (τ 

U(à2-c2) V ( c2 — α2 ) W(a2-^) 

qui doit ctre identique à l'équation aux vitesses des ondes. 
Ceci exige que C = o, puisque l'équation aux vitesses des ondes doit 

se réduire au second degré. 
Puis on doit avoir 

aa2 = b£2= ce2 = σ, 

en désignant par σ la valeur commune des trois membres. 
D'ailleurs la condition C = ο donne 

ï ~ 7?+k> 

ï ~ 7?+k> 

ï ~ 7?+k> 

Portant ces valeurs de a, b, c, λ, ρ, ν dans la solution B,, elle donne 

w = a2A> u + (h + ka>) é (I- ®')' 

dt2=A»V +(ΐ'+ι^)^(1-ί'ή, 

w = ci^w+(/l+kc'î s (y - ®')> · 
où 

w = ci^w+(/l+kc'î s (y - ®')> · 

w = ci^w+(/l+kc'î s (y - ®')> · 
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Mais on voit aisément que ces équations, où Ψ* est égal, au facteur σ 
près, à la valeur Θ' donnée par les équations (64), rentrent dans la 
solution (63), précédemment obtenue. 

Ainsi, en résumé : 
i° La solution B,, comme celle B

2
, ne peut pas donner de vecteur 

perpendiculaire au plan normal. 
2° Elle fournit deux systèmes de vecteurs situés dans ce plan. 
L'un d'eux est compris dans le système analogue fourni par la solu-

tion Β, ; l'autre est nouveau. Il est obtenu en faisant λ = μ = ν dans 
les équations différentielles de la solution B, et comprend donc les 
trois constantes arbitraires a, b, c. 

Cherchons le sinus de l'inclinaison de son vecteur sur le plan de 
l'onde; en désignant par φ cet angle, on a 

r \/U2 + V24-\V2 

ou 

r \/U2 + V24-\V2 

Mais des équations (69), en mettant partout Ψ — ω2 Θ -t- ω2 Θ à la 
place de Ψ et ayant égard à ce que 

r \/U2 + V24-\V2 

r \/U2 + V24-\V2 

on tire 

r \/U2 + V24-\V2 

ψ , 
D'ailleurs ~ est égal au second membre de (69 bis). 

On voit donc qu'ici la direction de la vibration dépend de a, b, c, 
c'est-à-dire qu'elle est liée à l'existence ou à la non-existence de l'onde 
obscure. 
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Il est clair que, en disposant convenablement a, b, c pour une onde 
ψ 

donnée, le rapport - peut prendre toutes les valeurs. Il en résulte que 

cette solution peut fournir aussi des vecteurs de toute inclinaison. 
i° Si l'on suppose la vitesse de l'onde obscure nulle, soit a=b = c=o, 

on aura Ψ = ο, d'où 

— — co ou Θ = ο, sincp = ο. 

ce qui prouve que le vecteur est perpendiculaire au rayon lumineux. 
Cela était aisé à prévoir. Dans ce cas, en effet, la solution coïncide 
avec les équations Maxwell-Sarrau. 

2° Si l'on suppose a = — a2, b = — ù2, c = — c2, ce qui supprime 
aussi la troisième onde, en en rendant la vitesse imaginaire, on a 

— — co ou Θ = ο, sincp = ο. 

Le vecteur coïncide avec la vibration de Fresnel. 
Les équations différentielles correspondantes, c'est-à-dire celles ob-

tenues en faisant dans la solution B
4 

λ = μ = v, a = — α", b = —ù-, c = — c-, 
sont 

/ \ d2U ο Λ ττ de\ d ( odU , J2daV , adsW\ 

et les deux symétriques. Elles diffèrent de celles précédemment obte-

nues pour la solution de Fresnel par les termes — a- ~ et ses ana-

logues ; mais, comme le vecteur est transversal, on a ici Θ = ο, de sorte 
que le résultat, au point de vue des vecteurs lumineux, est le même 
que si les termes contenant Θ n'existaient pas. 

3® Si l'on fait a = b = c = ω2, ω
0
 étant une vitesse arbitraire, on 
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aura 
γι H- (m'— aiS)8 M,<r,'_Mi) 

d'où 

γι H- (m'— aiS)8 M,<r,'_Mi) 

Si donc on prend ω
0
 égal à la vitesse d'une onde particulière, pour 

cette onde, on aura 
sin φ = i; 

les vibrations seront longitudinales et, pour les ondes voisines, elles 
seront quasi longitudinales. 

Solution A2. 
(Elle comprend les équations de Lamé.) 

25. Les équations (52) donnent, pour la direction du vecteur, les 
équations 

co2U = a/Θ c2m(mU ~ /V) — b2n (/W — ftU), 
ω2Y =bm0 + a2/i(«V — mW) — c2/ (mU-IV), 

ω2Y =bm0 + a2/i(«V — mW) — c2/ (mU-IV), 

En les ajoutant après les avoir multipliées par /, w, /*, on obtient, à 
cause de Θ = /U H-mV-f- «W, 

(ω2 — a/- — bm2 — crc2)0 = o, 
d'où 

ω2 = a/2 H- bm2 + C n2 

pour la vitesse de L'onde obscure, comme cela doit être. 
Pour les ondes visibles, on a 

Θ = ο, 

qui montre que le vecteur est dans le plan de l'onde. 
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Si Γοη ajoute les deux dernières (71) multipliées respectivement 
par ne t — m et qu'on pose, pour abréger, 

η\ — WÎW = P, 
ΓW -nU = Q, 

ΓW -nU = Q, 

il vient, à cause de Θ = ο, 

(α2—ω2)Ρ = l(a"lV -+- b2mQ -f- c2nR), 

(b2 — <*>2)Q = /?z(a2£P 4- b2mÇ> -+■ c2«R), 

(b2 — <*>2)Q = /?z(a2£P 4- b2mÇ> -+■ c2«R), 

d'où l'on déduit, comme pour les équations (60), que le vecteur, 
dont les composantes sont P, Q, R, est dirigé suivant la projection 
du rayon lumineux sur le plan de l'onde. Par suite, le vecteur prin-
cipal, dont les composa,nies sont U, Y, ΛΥ, est situe dans le plan 
de l'onde dans une direction perpendiculaire à la précédente, 
c'est-à-dire qu'il est dans le plan de l'onde et dans le plan de pola-
risation. 

Si l'on fait a=b=c=o dans les équations (02), on a précisément 
celles de Lamé; mais celles (52) donnent la même direction des vec-
teurs, quels que soient a, b, c. 

Il est évident, d'après cela, qu'aucun des vecteurs dérives de la so-
lution A2

 ne peut avoir cette même direction, quelle que soit l'onde 
considérée, et qu'aucun ne peut non plus être constamment perpendi-
culaire à cette direction, c'est-à-dire situé dans le plan normal, parce 
qu'aucun vecteur dérivé, d'après la construction du § 18, ne peut avoir 
constamment la même direction que le vecteur principal dont il pro-
vient, ni lui être constamment perpendiculaire. 
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Solution Àt. 

26. Les équations (5i) donnent, pour le vecteur principal, les 
équations 

ω2 U = ΙΨ 4- c3mR — Ù2/ÎQ, 

ω2 Y =/?ιΨ + α2βΡ — c2/R, 

ω2 Y =/?ιΨ + α2βΡ — c2/R, 

où 

Ψ = a/U -h b/rcV 4- cnW 

el L>, Q, R sont définis par les expressions (57). 
On ν satisfait par 

ω2 Y =/?ιΨ + α2βΡ — c2/R, 

ω3 = a/2 4- bm2 4- cλ2, 

qui donnent La vitesse de propagation et le vecteur de l'onde obscure. 
Si Ton ajoute les deux dernières multipliées respectivement par η 

cl — w, 011 retrouve les équations (73), qui prouvent que le vecteur, 
dont Les composantes sont P, Q, R, est encore dirigé suivant la pro-
jection du rayon lumineux sur le plan de l'onde. Par suite, le vecteur 
principal est situé clans le plan de polarisation, mais il n'est plus dans 
le plan de l'onde, comme dans la solution précédente, à moins que 
a = b = c = o, d'où ψ = ο; mais alors la solution B, rentre dans 
celle LE. 

Existe-t-il des vibrations dérivées qui remplissent cette dernière 
condition, quelle que soit l'onde? Il est facile de vérifier que non. 11 
faudrait en effet, pour cela, que l'on eût 

lu 4- ?nv 4- nw = 0 
ou 

*U-t--V-+--W = o; 

Journ. de Math, (p série), tome IV. — Fasc, HI,iSSS. 4n 
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d'où, à cause de (7-1)5 

(x
 +

 7
 +

 τ)
ψ + c

*
 te

(î ~ s)
11 

H-a-mn(^- — V h- b2nl(^~ — ÇjQ = o. 

Pour m = n = o, il faut que ψ = ο ; de mcrnc pour m = ο el η = ο. 
II faut, par suite, que Ψ soit nul, c'est-à-dire que l'onde obscure dis-
paraisse, et alors l'équation ne peut être satisfaite que pour λ = u. = v, 
ce qui rentre dans la solution précédente. 

Existc-t-il des vibrations dérivées de la solution A, situées dans le 
plan normal? Il est aisé de voir aussi que non; car, pour une onde 
parallèle à l'un des plans coordonnés, tous les vecteurs dérivés coïn-
cident avec le vecteur principal. Or ce dernier est perpendiculaire au 
plan normal et non dans ce plan. 

Equations non sytntilriqucs. 

27. 1 -.es coefficients des équations différentielles qui définissent —-> 

T-r» sont des fonctions des inverses a2, b2, c2 des trois indices de 

réfraction du cristal que l'on considère. 
Si certains de ces coefficients restent arbitraires, on doit les regarder 

comme des fonctions arbitraires de α2, Z>2, c~. 
Comme rien ne distingue les quantités a2, b2, c2, deux des équations 

différentielles doivent se déduire de la troisième par une double per-
mutation du groupe de lettres w, χ, a2\ c, y, b2 et w, s, c2, de sorte 
que le déterminant Δ soit symétrique en α2, £2, c2. 

Or, si le cristal que l'on considère admet un seul plan de symétrie, 
si on le prend pour plan des a?, y, les équations ne devront pas changer 
si l'on change simultanément w et ζ en — w et — s; mais alors, d'après 
ce qui vient d'être dit relativement à leur composition, elles ne chan-
geront pas non plus si l'on change simultanément les signes de u et χ 
ou cle 0 et y, c'est-à-dire que les équations auront nécessairement la 
forme (9) et feront, par suite, nécessairement partie des solutions qui 
précèdent. 
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Or tous les cristaux ont au moins un plan de symétrie, sauf ceux du 
système asymétrique. Les solutions qui précèdent doivent donc être 
considérées comme les plus générales physiquement admissibles pour 
tous les cristaux, sauf peut-cire ceux de ce dernier système. 

Pour celui-ci, même si tous les phénomènes observés subsistent 
symétriques, par rapport à trois plans, il ne s'ensuit pas nécessairement 
que les équations clilTcrcntielles doivent être elles-mêmes symétriques. 
En effet, la surface de Fonde ne dépend que du déterminant des équa-
tions qui définissent «, p, et il suffit que ce déterminant se décom-
pose en deux facteurs dont l'un soit le premier membre de l'équation 
aux vitesses des ondes de Fresnel pour que deux des trois ondes repro-
duisent la surface de l'onde. 

L'équation de la troisième onde peut donc contenir des puissances 
impaires de /, m

y
 n\ du moins il n'y a pas, a priori, de raison pour 

qu'il n'en soit pas ainsi, ce qui exigera que les équations différentielles 
ne soient plus de la forme symétrique (9). 

Il y a plus : même si la troisième onde ne contient que des puissances 
paires en /, m, /1, les équations différentielles peuvent, malgré cela, 11c 
pas être de la forme indiquée. C'est ce qu'il est aisé de comprendre. 

Etant donné un système d'équations différentielles fournissant la 
surface de l'onde de Fresnel, si l'on y remplace u, p, tv par des fonc-
tions linéaires quelconques de ces trois quantités, on obtiendra un nou-
veau système d'équations différentielles qui la fournira aussi; car le 
déterminant du nouveau système ne différera que par un facteur con-
stant du déterminant de l'ancien. 

Or, si celui-ci restait invariable par les changements de sens de l'un 
quelconque des axes de coordonnées, ce qui est le caractère des équa-
tions (9), le nouveau système ne remplirait plus cette condition. Nous 
pourrons donc, des quatre solutions que nous avons trouvées en par-
tant des équations (9), déduire des équations n'ayant plus cette forme 
symétrique etn'en reproduisant pas moins tous les phénomènes observés. 

Posons 

Ε = \u π- Ί!ν h- λ"φ, 
V = ρ, u -f- ρ/ ρ H- u/'m, 

V = ρ, u -f- ρ/ ρ H- u/'m, 
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d'où Ton déduit 
u = +-λ;γ-κλ';Λ¥, 

ρ =|AIU + |A',V+ (X",W, 

ρ =|AIU + |A',V+ (X",W, 

où, en appelant D, le déterminant, 

λ λ' λ" 

(77)V- ρ' ιχ", 
ν V ν" 

on a 

γ 1 tfD 

par suite 

de' ' < d*a + 1 W ' 

Prenons, par exemple, les équations (54) de la solution 13
2

. 
Elle donne 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 

d'où 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 

IP = *ψ +b'{3? + 3Fj + <b-'r)&iï +(b-a-)jyjl·' 
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ou, en remplaçant U, Y, W par leurs valeurs en «, P, w, 

^ = +(λ
1
λ» + λ>4· + λ>

β
»)^ 

+ (λ, λα2 + λ, b |Α + λ, c2 ν) gp 

+ (λ, α2 λ -+- λ, y (λ + λ" cv) ^5' 

+ [λ;^-α2)λ + λ,(
Λ
-δ2)μ]^ 

+ [λ·,(ο-6')μ + λ'
1
(ΐ-

β
»)ν]|^ 

+ [
V
|(b

_
e

.)X
 +

 X
|(
,_J.

)|x]
_||_ 

+ (λ,αλ'+ λ, ύ-μ + λ| csv) 

+ (λ,αλ'+ λ, ύ-μ + λ| csv) 

+ (λ, α2λ'+ λ, V |λ'+ λ", cv') g 

+ [X;(b-e»)V + X,(a-i>']^ 

+ LV,(c-&2)(x + X',(b-c2)v2]^ 

+ [λ',(b — α·)Χ' + — £>2)[Α'] 

+ (λ, a λ" + λ, ύ-ρ." + λ" c2v") gjy 

+ (λ, α·~Κ" + λ, bp. Η- Χ[ c2v") gp 

+ (λ, α2λ" + λ', &2ρ" + λ", cv") ̂  ϋ.ζ 

+ [λ'^-«2)λ"+λ,(α-42)[Α')^ 

+ 1
λ

", ( c - &2 ) [Α" + λ, (b - C2 )V"] ̂  

+ [X',(b-a
2)V + X

1
(a-&2)

Î
A'']|^. 
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On obtiendra respectivement en remplaçant dans le second 

membre de l'équation ci-dessus λ,, λ'1} λ" respectivement par μ, u.'
t
, μ", 

et en les remplaçant par ν,, ν\, ν",. 

Et Ton déduirait de même des solutions B2, A3, A, de nouvelles 
solutions renfermant chacune douze constantes arbitraires, à savoir 

a, b, c, 
λ, μ, ν; V, μ', ν'; λ", μ", ν", 

dont les neuf dernières n'entrent que pour leurs rapports à l'une d'elles. 
Si l'on fait 

V= μ' = v'= λ"= μ" = V"= O, 

on retombe sur les solutions précédentes ne changeant pas par le 
changement de sens de l'un quelconque des axes. 

28. Résumé. — En résumé : 
i° Si l'on écarte les cristaux asymétriques, pour tous les autres, les 

équations différentielles les plus générales, physiquement admissibles, 
du vecteur lumineux (vibration ou autre), fournissant la surface de 
l'onde de Frcsncl, forment quatre solutions A

<
, A

2
, L>,, B, représentées 

par les équations (18) et (19) du n° 7, (26) et (27) du n° 0. 
20 Chacune de ces solutions comporte cinq constantes arbitraires, à 

savoir : a, b, c et les rapports λ ; μ : v. 
3° Les Lrois premières définissent la vitesse de l'onde obscure, qui 

est la même dans les quatre solutions et donnée par l'équation 

ω2 = a/- H-b/ft2-+- c/2-, 

pour l'onde dont la normale a les cosinus de direction /, m
y
 n. 

Les trois autres influent sur la direction du vecteur. 
4" Il n'est nullement nécessaire pour obtenir la surface de l'onde de 

supposer des vibrations ou plus généralement le vecteur lumineux, soit 
dans le plan de polarisation, soit dans un plan perpendiculaire. 

En donnant aux constantes λ, μ, ν toutes les valeurs, on obtient des 
vibrations de toute inclinaison sur ce plan, et même des vibrations 
pouvant, pour certaines ondes particulières, être longitudinales. 
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5° Nous appelons vecteur ρriricipalftune solution celui qu'on ob-
tient en supposant λ = μ. = ν, et vecteurs dérivés tous les autres. 

Les équations différentielles qui donnent les composantes U, V, W 
du vecteur principal sont celles (5i), (5s), (53) et (54) du n° 18. 

La direction de ce vecteur pour une onde plane donnée est définie 
par les équations (57), (58), (59) et (60) du même numéro. 

Les vecteurs dérivés s'en déduisent par les équations. 

λκ=υ, JJLP = Y, VW = W. 

G° Parmi tous les vecteurs possibles, les plus intéressants sont : 
(a). Celui qui est à la fois dans le plan de polarisation et dans le 

plan de Tonde, c'est-à-dire perpendiculaire au plan normal; 
(b). Ceux qui sont situés dans ce dernier plan. 
Lu effet, à cause de la symétrie du phénomène lumineux relative-

ment à ce plan, ces vecteurs paraissent seuls pouvoir se produire. 
ψ Le système d'équations le plus général possible fournissant la 

direction (a) s'obtient en faisant dans les équations (19) λ = V, CC 

qui donne le vecteur principal de la solution À
2

. Sa direction est, par 
suite, définie par les équations (58). La solution renferme donc les 
trois constantes arbitraires a, b, c. 

Si l'on y fait a = b = c = o, ce qui supprime l'onde obscure, ces 
équations coïncident avec celles de Lamé et reproduisent ainsi sa 
théorie, obtenue aussi avec quelques variantes, par d'autres auteurs, 
par Caucliy, dans certains de ses Mémoires, par Mac Cullagh, Ncw-
inann et aussi par M. Massieu. 

C'est la direction à laquelle on arrive quand on suppose l'éthcr 
placé dans un cristal, homogène et hétéro trope. 

8° Pour les directions (b) qui sont en nombre illimité, il existe deux 
solutions : l'une s'obtient en faisant, dans les équations de la solu-
tion 13 0, 

y = h H- /fur, 

y = h H- /fur, 

y = h H- /fur, 
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/4, k étant deux constantes arbitraires; de sorte que cette solution com-
porte quatre constantes arbitraires a, b, c et le rapport h : a. On ob-
tient ainsi les équations (63), (64) et (65). 

L'inclinaison du vecteur est donnée par l'équation (65 bis). 
Cet angle peut prendre toutes les valeurs, même celles de 90° pour 

certaines ondes particulières, si l'on dispose convenablement le rap-

port
7(

. 

9" Si l'on prend /1 = 0, h — r, le vecteur est perpendiculaire au 
plan de polarisation, c'est-à-dire coïncide avec la projection du rayon 
lumineux sur le plan de Tonde. C'est la direction de Frcsncl. 

Si, en outre, on fait a = b = c = o, les équations obtenues repro-
duisent toute la théorie de Frcsncl. 

io° Si l'on fait, au contraire, h = 0, /1 = 1, le vecteur est perpen-
diculaire au rayon lumineux suivant les résultats de MM. Maxwell-
Sarrau et de M. Boussinesq. 

Si l'on fait en outre a = b = c =0, on aura les équations mêmes 

dues à ces savants. 
1 Γ' La seconde des solutions fournissant un vecteur situé dans le 

plan normal, vecteur pouvant aussi, comme le précédent, prendre 
toutes les directions, nièinc la direction longitudinale pour certaines 
ondes, sans cesser de reproduire la surface de l'onde, est fournie par 
les équations de la solution B,, où l'on fait λ = {/. = ν ou, si Ton vcuL, 
les équations (53) et (5q) du n° 18, en sorte qu'elle comporte trois 
constantes arbitraires a, b, c. 

j 20 De toutes les solutions obtenues, la plus probable parait devoir 
être comprise dans les équations (63), (64) et (65), pour lesquelles le 
vecteur est dans le plan normal. C'est ce que nous nous réservons de 
montrer en appliquant ces diverses solutions à la réflexion cristalline 
et éliminant celles qui ne satisferont pas aux lois les mieux établies de 
ce phénomène. 


