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EQUATIONS GENERALES DE LA DOUBLE REFRACTION. 257

Sur les équations les plus générales de la dowble réfraction

compatibles avee la surface de Uonde de Fresnel;

Par M. Miurice LEVY,

Membre de I'Tnstitut.

FORME DES KQUATIONS DE LA DOUBLE REFRACTION,

1. Quelque idée que I'on se fasse de la lumiére polarisée dans un
plan, qu'on la regarde comme l'effet d'un dérangement élastique ou
diélectrique ou magnéticue, qu’clle résulle de vibrations rectilignes ou
de rolations moyennes (vortices) ou de toute autre cause, ce qui est
certain, comme I’a déja observé Maxwell, c’est que cette cause est me-
surable par unc grandeur qui est de la nature d'un vecteur. Nous
appellerons ce veeteurle vecteur lumineus. Ce peut étre une vibration
ou une force, I'axe d'un vortex ou celui d'un moment magnétique, ou
toute autre chose, et il s’agit, sans idée préconguc sur sa nature, d'en

chercher Pexpression la plus générale compatible avee la surface de
I'onde.

2. Désignons par x, y, 5 les coordonnées d'un point du milieu qui
produit la lumiére ct, & linstant ¢, par u, ¢, @ les composantes du
vecteur lumineux en ce point, en sorle que u, ¢, w sont trois fonctions
inconnues des quatre variables indépendantes , y, 3, 1.

Quelque théoric que Yon adopte, la contimuité supposée du milieu
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258 MAURICE LEVY.

oti se produit la lumiére conduira toujours & un systéme d’équations
aux différences particlles auquel devront satisfaire ces fonctions,

Le fait de interférence de la lumi¢re montre que ces équations
doivent étre linéaires; et, si l'on fait d’abord abstraction de la dis~
persion et de la polarisation rotatoire, ces équations doivent étre homo-
génes. Elles ne peuvent pas étre du premier ordre, et parce qu’elles
ne vérifieraient pas les lois expérimentales, et parce qu’elles doivent
nécessairement contenir des forces accélératrices. On doit donc les
regarder comme du second ordre.

D’ailleurs, toute onde plane parait sc propager avec la méme vitesse
dans les dcux sens opposés qu’on peut attribuer & sa normale.

Ceci exige que les ¢quations différentielles qui régissent u, ¢, w ne
renferment que des dérivées d’ordre pair par rapporl au temps, e,
comme clles sont du second ordre, il n’y peut entrer, relativement au
lemps, que les trois dérivées

° (’2 14 9 dz(’ 2 02“)
- —_— —— P SR D-‘ . .
D,u o ’ Dt 0‘2, i

Ces dérivées y cntrent, d'ailleurs, nécessairenient toutes les trois,
puisque ricn ne distingue les quantités u, o, w; si done l'unce d'elles
manquait, elles devraicnt manquer Loutes les Lrois, cc qui est impos-
sible. Nous pouvons donc supposer les équations différenticlles ré-
solues par rapport & ces trois dérivéces, ct les éerire ainsi :

Diu=Au+Hp + Gw
(1) D}o =H'u+ Bo + Fe,
Diw=Gu + F'¢v+ Cw,

A,B,C; F,G,H; I, G/, H' étant trois fonctions symboliques ho-
mogénes et du second degré des trois symboles de dérivation D,
D,, D,. ‘

Les coefficients qui entrent dans ces ¢quations peuvent, s'il s’agit de
la propagation d'une ondc lumineuse & travers un cristal, éire des
constantes ou des fonctions périodiques a courtes périodes de x, y, s.
Mais, dans ce dernier cas, comme I'ont montré Cauchy, et depuis plus
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complétement MM. Sarrau et Poticr, les valeurs moyennes que I'on
cherche pour «, v, w obéissent toujours & un systéme d’équations dif-
férenticlles & eoefficients constants.

Equations aux vitesses et aux vecteurs des ondes planes.

3. A présent, si
l, m, n

désignent les cosinus directeurs de la normale & une onde plane, en
sorle que
P+mr4+nt=r,

cl que w soit sa vitesse de propagation, on sait que, pour obtenir
I’équation qui fournit cette vitesse, il suffit :
1° De remplacer, dans les équations ci-dessus, les symboles

D, D, D, D,
respectivement par
[, m, n, —uw,

ce qui fournit trois équations homogénes et lincéaires en u, ¢, &w; ces
¢quations déterminent la direction du vecteur;
0 1haoalap & A A 3 e ! :
< (¢ .
2° D’égaler & zéro le déterminant de ces équations
Ainsi la direction du vecteur est fournic par les équations
‘ (A—o*)u+ Ho+ Gw=o,
(t bis) Ny + (B —w?)e+ Fw =o,
Gu+Tv+ (C—o)w=o,
ou A, B, C; I, G, H; I, G, H' sont, & présent, neuf fonctions homo-
aénes et du second degré, & coefficients constants, des trois cosinus /,
m, n.
Et, si I’on pose -
A—o? H G’
(2) A= H B—-ow® I
G K C— o
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I'équation aux vitesses des ondes planes dans la direction caractérisée
par les cosinus /, m, n cst

(2 bis) A=o,

¢quation du troisicme degré en w?, qui montre qu'il se produil Lrois
ondes en avant sc propageant, en général, avee des vitesses différentes;
el trois ondes ¢n arriére se propageant respectivement avee les mémes
vilesses, ct qu'il est par conséquent inutile d’envisager dans la discussion
de I'équation.

Conditions générales de compatibilité avec la surjace
de Ponde de Fresnel.

4. Ce qui précede est vrai, quels que soient les axes de coor-
donncées; si Pon fait coincider ces axes avee les axes d'¢lasticite d'un
cristal & deux axes opliques, qu’on désigne par a, b, ¢ les inverses de
ses indices principaux de réfraction que je suppose essenticllement dif-
férents ('), el qu’on pose

5= (1 o) (- o)

(3) | + (¢t — ) (a* — 0*)m*+ (& — w?) (b* — w*)n?,

I"équation aux vitesses des ondes plancs de Fresnel est

Oy

(3 bis)

:0,

¢quation du second degré en o* qui fournit les vitesses des deax seules
ondes produisant des rayons lumincux.,

(*) Nous supposons ici que @, b, ¢ sont essentiellement diflérents. Nous cher-
chons, en eflet, les lois applicables & tous les cristaux, celles applicables aux
cristaux d un axe (@ = &) ou aux corps isolropes (@ =0 =c) devanl étre des
conséquences de ces lois générales. Mais, des équations qui ne conviendraient
qu'aux cristaux & un axe ou aux corps isotropes sans étre comprises comme cas
particuliers dans les équations générales relalives aux crislaux a deux axes ne
pourraient pas représenter des lois nalurelles. Elles seraient comme des solutions
singuliéres n'ayant ici aucun inlérél.
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La troisitme onde, cclle qui répond 4 la troisiéme racine de I'équa-
lion en w?, scra appelée, d'apres Cauchy, londe obscure.

Les neuf fonctions A, B, C; F, G, H; I, G/, H’ renferment 54 coel-
ficients indéterminés. Le probléme posé, envisagé dans toute sa géné-
ralité, consisterait & considérer ces 54 cocfficients comme autant de
fonctions inconnues des trois paraméetres a®, b*, ¢?, ct & déterminer les
expressions les plus générales possible de ces fonctions, pour lesquelles
Péquation du troisitme degré A=o comprend les deux racines de -
I'équation = o, ct cela quels que soient 4, m, n, sous la scule réserve

P4+ m*+ n*=1,

ou, ce qui revient au méme, les expressions les plus générales des
cinquante-quatre fonctions inconnues pour lescuelles le polynome A du
wroisiéme degré en w? est divisible par celui du second degré 2, et cela
quels que soient {, m, n, sous la seule réserve indiquée.

Car, sil'équation A= orenferme les deuxracines de I'équation 8 =o,
la surface de 'onde correspondant & la premitére de ces équations se
décomposera en deux partics : Pune formée par la surface de Fresnel.
I'autre répondant & 'onde obscure.

Tutoriye L. — Pour que les équations différentielles (1) sotent
compatibles avec la. surface de londe de Fresnel, il est nécessaire
gue le polynéme homogéne du sixiéme degré en [, m, n,

A H ;;',
H B F|
G K C

ol l, m, n sont regardés comme des grandeurs entiérement arbi-
raires, soit exactement divisible par le trindme I* + m?* + n®.

in cffet, nous avons dit que le polyndme A du troisieme degré en w®
doit étre divisible par celui du sccond 8, quels que soient I, m, n, sous
la réscrve 4+ m? + n*=1.

Pour faire disparaitre cctte réserve, remplacons, dans A, w* par son
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égal 0*(&! + m?*+ n?). Alors, ce déterminant devient homogéne en /,
m, n, et les trois racines w? de I'équation

A=o

ne dépendent plus que des rapports 2: m: n.
Posons, pour abréger,

0= *({*+ m*+ n?),

et appelons A’ ce que devient 4, si 'on y remplace w® par '3, de sorte
que
A-w? H G’

(3) A= H B-w® F

A présent, si nous multiplions & par [* + m?+ n?, il sc trouve que
le produit ne renferme plus que »'?. En posant

¢ = 8(I*+m*+ n?),
on a

(3”) 8,_—_ mlﬁ___ [(b2+02)l3+(09+a2) m.’+ (a2+b2)n2| w"—’

+ (b2l + c*a*m® + a* b n*) (I* -+ m* + n?),
et les deux racines '* de I'équation 8 = o, écrite sous la forme ¢’ = o,
ne dépendent aussi que des rapports /: m : n.

Comme ces rapports sont entiérement arbitraires, il faut que A’ soit
exactement divisible par &', quelles que soient les grandeurs /, m, n
considérées comme des variables absolument indépendantes.

Ceci exige que le terme indépendant de w* dans A’ soit divisible par
le terme analogue dans &', et, par suite, qu'il soit divisible par

P+ n® + nd.

Remarque. — 1l faut que le déterminant désigné au théoréme I soil
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aussi divisible par
b*c*l* + c*a*m?® + a*b*n?,

cuels que soient I, m, n.

Tutorime 1I. — Si les équations (1) sont compatibles avec la sur-
face de Uonde de Fresnel, le carré de la vitesse de I’onde obscure,

dont la normale est définie par les cosinus I, m, n, est fourni par
Pexpression

(4) W*=A+B+C—(0*+ ) I*— (e + a*)m* — (a* + b*)n.

En cffet, 'équation A" = o doit, d’aprés ce qui précéde, comprendre

les deux racines de &' = o, quels que soient [/, m, n, sans avoir é¢gard
a la velation

P4+-mP4 nt=1.
Or la somme des trols racines w'® de A’ est

A+B+C
(- m?4-n?

La somme des deux racines de ¢’ = o est

(%4 c?) P+ (c*+ a®) m* + (a®+ B?) nt
B+ m*+ n?

Par suite, la troisiéme racine de A est la différence de ces deux ex-
pressions; d’otl, pour cette troisiéme racine, la valeur

w?=A+B+C—(0*+c?)P—(c*+a*)m® — (a*+ b*)n?
= w(L+ m?+ n?).

Cetle expression de w* ne renferme, comme cela doit étre, cue les
rapports /: m : n. Elle est vraie, que /, m, n soient égaux ou simple-

ment proportionnels aux cosinus directeurs de la normale au plan de
I'onde.
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Dans la premitre hypothése, I'expression de w? est celle annoncce
dans le théoréme que nous voulions établir.

CororLame. — La surface de Uonde obscure est loujours du
second degré.

On appelle surface d'une onde 'enveloppe du plan mobile

le+my+ns=uw
ou
P+m?+nt=1,

el ol o est la vitesse de 'onde.
Si cette vitesse est donnée par 'expression ci-dessus, on voit de suite
ue enveloppe cherchée est une surface du sccond degré.

Tueéorine III. — Powr que les équations (1) soient compatibles
avec la surface de Uonde de Fresnel, il faut et il suffit que les
neuf fonctions homogénes et du second degré en |, m, n,

A,B,C; F,G,H; I,G,H
satisfassent auz deux équations suivanles :

i FF'+ GG+ HIU
=AB+BC+CA -~ (A+B+C)
X [(0*+ ) P+ (¢ +a?)m* + (a* + 0%)]
+ |(&* + )+ (¢ + a®) m*+ (a* + b*) n*|?
(5) — (Dl ctarm+ a* i) (B4 m* + n?),
FGH + I"G'HY
= AFF + BGG' + CHH — ABC
+[A+B+C— (D*+ )P~ (¢t +a®)m* — (a*+ b*)n?]
X (0Pl +cta*m® + a0 n®) (B + m® + n?).

En effet, pour avoir toutes les conditions cherchées, il faut ct il
suffit d’exprimer que A’ est identique au produit

V[A+B+C—(BP+e)l— (e +a)m*— (a'+ 1) ]
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Les coefficients de o' et de ' étant déja les mémes dans les deux
cxpressions, leur identit¢ n'exige que deux équations de condition «ui
sont précisément celles indiquées.

Remarque. — La premiére (5), qui a lieu entre les polyndmes
homogénes du quatriéme degré, fournit entre les 5/ coefficients qui
entrent dans les équations

~

3x6

= 15 condilions.

La scconde, qui a lien entre des polyndémes du sixiéme degrt,
fournit

% 8 .
Z_;_- = 28 conditions,

soit en lout 43 conditions. La solution la plus générale comporterait,
d’apres cela, 11 constantes arbitraires. Mais, les équations de con-
dition n’¢lant pas linéaires, on voit que le probléme peut comporter
beaucoup de solutions ayant chacunc des arbitraires.

Applications aux équations symeétriques.

5. On sait que, au point de vue optique, les cristaux, méme ceux
(ui n’appartiennent pas au systéme terbinaire, se comportent comme
s'lls possédaient trois plans de symétrie, et toutes les théories mathé-
maliques de la double réfraction proposées jusqu'ici ont conduit a des
¢quations différentielles symétriques par rapport a ces plans. Quoique,
comme nous l¢ verrons plus loin, la symétrie dans les équations diff¢-
rentielles ne soit pas, si I'on sc place au point de vue purement math¢-
malique, unc conséquence toujours nécessaire de la symétrie des phéno-
ménes optiques, la recherche des équations symétriques les plus
générales possibles offrc évidemment un intérét tout particulier et fera
I'objet principal de ces recherches. Il est naturel, en effet, d’admettre
que le vecteur, quelle qu'en soit la nature, cause d’un phénoméne
symétrique par rapport a trois plans, doit lui-méme étre symétrique
par rapport & ces plans.

Dans cette hypothése, les 54 coefficients qui entrent dans les équa-

Journ. de Math. (§¢ série), tome IV. — Fasc. III, 1888 345
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tions générales se réduisent a 15. En effet, les équations devant rester
inaltérées, si 'on change de signes simultanément, soit » et z, soit ¢
et y, soit et 3, sont nécessairement de la forme suivante :

C e 0w ?u ,tu , 0%
F gy Py +8 e Y gyt

ox? dy* ds? ;)5/_0:‘

P 0*a- 9w 2w

, 0u v

-I'-C——:—;—F@ 350z + 2 p-—()j/.,

\ , 20 2 2. 2, 2
(6) "——,‘—*:h’g——‘r%-bf’i +f ?-L+*( Ou +czf"——“~,
\ 03

a9?

ota,b,c;f, g, h;f, g, h;a b, v, 8, sont les quinze cocffi-
cients a déterminer en fonction de a?, 42, c®.

Le délerminant A, si 'on y remplace, commeila ¢té dit plus haut, ©*
par w*([* + m® + n'), devient
(a— )P+ —)m+(g —o)n® yim fln
Yml (h'—o0)P+(b—w)m*+(f—o*)* amn

; Bl dnm (g — )P+ (f—w)m*+(c—w?)n?

(6Dis) A=

i

Par suite, les neuf fonctions A, B, C, IV, G, H, I, ', H’ deviennent

ici
A=al* +hm*+ g'n?
B=h02-+bm®+1fa?
C=gl +f'm*+cn?
(7)

F =amn, F'=oa'mn,
G = fnl, G'=f'nl,
H=~yim, H =y'im.

La vitesse de la troisiéme onde est donnée, en vertu du théoréme 1,
par

(- bis) o=(a+h+g—-b~c)l+h +b+f —c*—a*)m?
s
7 +(g+f +c¢c—a*—b)n'.
[l suffirait de porter les expressions (7) dans (5) pour oblenir les

relations cherchées entre les quinze coefficients.
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Mais la discussion se simplifie beaucoup en procédant dans un ordre
un peu différent.

Premiéres conditions @ remplir.
(216 solutions possibles.)

6. Pour que le polynéme A’ (6 bis) soit divisible par &' et, par
stile, par

¢ =(0*— w*)(c*— w?) [
+ (= o) (@ — 0t)m*+(a* — ) (b — w*),

il faut d’abord que le coefficient de #* dans le dividende, c'est-a-dire
(a— o) (0 — v?) (g — ),
soit divisible par le coefficient de /* dans le diviseur, c¢’est-a-dire par
(b* — w*)(c* — w?).

Ceci ne peut avoir lieu que de six maniéres, & savoir pour les va-
leurs

g =10 h'=¢* o
. o % a’ arbitraire,
g = c?, h'= 0 )

p a="0% g=c .
(8) ( X ., | b arbitraire,
a=«c, g P l)“
a=¥b h' 2

; g arbitraire.

Sil'on exprime de méme que le coefficient de 7:* dans A’ est divisible
par ,
(¢t = u?) (@ = %),
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on ohtient six paires d’équations analogues, i savoir
b arbitraire,

(8 ( _ ¢ £ arbitraire,

h arbitraire,

et enfin, si 'on exprime que le coefficient de n® est divisible par

(aﬁ—* wz)(bz__wz)’

on obtient de méme les six systémes de valeurs

f=a?, g = b* ‘ ..
‘ c arhitraire,

f=10, g=a

c=a’ f=10° ) P
(8 . g arbilraire,

C = 2, f = G ‘

c=a’ "= 07 ) .

’ & ‘ f arbitraire.
c = b?, g =a’ ’

On satisfera & la triple condition de la divisibilit¢ des coefficients de
[%, m®, n® dans le dividende respectivement par ccux de *, m?, 72* dans
le diviseur, en prenant simultanément 'un quelconque des six systémes
de valeurs (8) avec I'un de ceux de (8') et I'un de ceux de (8”), ce qui
fournit 6* = 216 solutions.

Tukorime 1V. — Les deur cent seise solutions se divisent cn
vingl-sept groupes, dont chacun fournit une seule expression pour
la vitesse de Uonde obscure.
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Chacune des deux cent seize solutions détermine six des neuf con-
stanles

a, b, ¢; f, g, h; f, g, h,

et laisse les trois autres entiérement arbitraires.

Les trois coefficients restant arbitraires sont nécessairement groupeés
ainsi : un de ceux a, h’', g indiqués comme arbitraires dans (8); un
de ccux b, £, h indiqués comme arbitraires dans (8), et enfin un de
ceux indiqués comme arbitraires dans (8").

Si I'on écrit

a, h, g,
h, b, f,
g, £, ¢

il y a vingt-sept groupes de trois lettres prises chacunc dans I'unc des
lignes horizonlales. Ce sont les vingl-sept groupes composés chacun
de huil solutions comprenant les mémes trois arbitraires.

Si, par exemple, on laisse a, b, ¢ arbitraires, on peut combiner de
huit maniéres les deux premicres lignes d'équations fournies respecti-
vement par (8), (8'),(8"); et de méme pour chaque groupe donné
d’arbitraires. Mais quelle que soit celle des huit solutions qu’on choisit
dans un groupe, il se trouve que I'équation (7 bis) fournit la méme
vitesse pour la troisi¢tme onde. Si on laisse a, b, ¢ arbitraires, quelle
que soit celle des huit solutions correspondantes que 1'on adopte, on
trouve

w*=al+bm*+ cn*

ct généralement, sia,, ., 2, sont les trois coefficients laissés arbitraires
(a, étant a, I, ou g; 2, étant b, f', ou h; «; étant ¢, g', ou £), la vi-
tesse de la Lroisiéme onde sera

f=a, P oy,mP 4 aynt,

Il n'y a donc que vingt-sept expressions distinctes possibles pour
cette vilesse, chaque cxpression convenant & huit solutions.
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Six seulement des dewx cent seize solutions précedentes,
physiquement admdissibles.

7. Au point de vue purement analylique, les deux cent seize solu-
lions dont il vient d’étre parlé scraient toutes admissibles. 1l n’en est
pas de méme au point de vue physique. Rien, en cffet, ne distingue

. . v . i 1 i
les trois indices de réfraction 5 55
at’ b ¢?

tions différentielles doivenl présenter une composition symétrique par
rapport aux trois plans coordonnés. A cc point de vue, les quinze
coefficients ‘s¢ divisenl en cing groupes, a savoir :

du cristal. Par suile, les équa-

(1) a, b, c;
(2°) f, g h;
(3°) £, g, W
(4°) o By
(5°) o) B, v

Dans chaque groupe on passe d’un coeflicicnt aux deux autres par
une permutation tournante des axes, ¢l comme rien ne distingue les
trois axes, le premier coefficient de chaque groupe ¢tant unc certaine
fonclion dec a2, b*, ¢, les deux autres s’en déduisent par des permuta-
tions de ces lettres.

De 1a résulte que, dés que I'on a choisi une des six solutions du
premier de l'un des trois groupes d’équations de condition ¢erites
plus haut, la solution correspondante & adoptier dans chacun des deux
aulres groupes s’ensuit, de sorte qu'au point de vue physique les
6" solutions trouvées se réduisent & six, savoir :

Solution A.
. f=f=a
g=g =&} a, b, ¢ arbitraires.
lh=h'=¢*
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! Solution B.

f=h'=1? ’
g=1=¢*} a, b, ¢ arbitraires.
h=g=a

Solution C.
a= =10
b=g=¢ z £, g’, h' arbitraires.
c=h=ga

Solution D.

(9) = "_c‘. i
b= f=a?) {f', g’, h' arbitraires.
c=g=1"0

Solution E.
a={f=¢ )
b=g'=a*; f, g, h arbitraires.
c=h'=10"]
Solution F.
a=g'=10%)
|i b=h'=¢* ) f, g, h arbitraires.
le=f'=a?

La vitesse de I'onde obscure, d’aprés (7 bis), est, & savoir :

I Solutions A et B,
wl=al*+hm*-cn.
Solutions G et D.
(1o) :
w*=h'B+f'm?+ g n.
Solutions E el T.

L ot=gl+hm?+ £,
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Conditions restant & remplir.

8. Les conditions précédentes déterminent six des quinze cocffi-
cients entrant dans les équations différenticiles (6) qu’il s’agit de con-
stituer.

Les neuf autres, a savoir

’

o B ovi o B Y,
et les trois restés arbitraires dans les expressions (g) doivent encore
satisfaire aux conditions (5).
Ces conditions, en appelant w? la vitesse de Ja troisieme onde el
en vertude (7 bis), peuvent s'éerire

112 2 ‘22 12 0002
&m m*nt+ BB'n t+ vy m

] S AB+ BC+ CA
() ={ — 0 [(D*+ )+ (c*+a*)m® +(a®+ 0*)n*|
( ( — (02l + cta*m?® + a* D n®) (I + m* + n?),
(afy+ «'B'y) Emn®
(12) | Aaa'm®n®+ BRE n* I+ Cyy'tm* — ABC

| oGPt at mi 4 a? b2 1) (I + mP+ 1),
Il reste, dans ces équations, & remplacer A, B, C et o* par lewrs

valeurs (7), (9) et (10). Ces valeurs changent avee les solutions.

Solution A,
(Elle fournit 2 > co® maniéres d’obtenir la surface de l'onde de Fresnel.)

9. Les équations (7) et (9) donnent
A= al+ c¢*m*+ b*n?,

B=cl'+ bm®+ a*n?,
C=b0Pl+a*m*+cnd.
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Et, en ayant égard 4 la premiére expression (10) de w?, on voit
de suite que dans la premiére des équations (11) les termes de ', m",

n* disparaissent d’eux-mémes et que le cocfficient de m*n* dans le
second membre se réduit &

(b—a?)(c — a?),

d’ot I'on déduit la premiére des équations suivantes, les autres étant -
symétriques,
s a' =(b —a*) (e — a*),

(13) P =(c—0%)(a—10%),
L =)o)
comme nécessaires et suffisantes pour satisfaire a I'équation (11).

Si I'on porte ces valeurs et celles de A, B, G, »? dans Iéquation (12),
on vérifie de suite que les termes c¢n /* et I*m? se détruisent et que,
par suite, il en est de méme, par symétrie, de tous les autres, sauf
cclui en I* m® n®. Le coefficient de ce dernier devient, aprés quelques
réductions et groupements de termes,

(a—b)(b—c)(c—a’)+(a—c)(b—a*)(c—b*).
Donc I'équation (12) est satisfaite par la seule condition

ofy + o'y

1m0 ) e— )+ )b — ) e — 1)

Nous avons ainsi satisfait & toutes les conditions du probléme, ct la
solution A : '

1° Détermine enti¢rement six des quinze coefficients qui entrent
dans les équations différentielles, 4 savoir

f=f=a?
g=g=1"0,
h=h=¢*

Journ. de Math. (4* série), tome IV, — Fasc. IIT, 1888, 36
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2° Laisse enli¢rement arbitraires Lrois autres coefficients, & savoir
a, b, c;

3° Ftablit entre les six coefficients restants a, 8, v; o/, §’, Y quatre
relations, 4 savoir, celles (13) et (14). Ces quatre ¢quations permet-
tent d’exprimer les six cocfficients dont il s’agit en fonction de deux
constanles arbilraires, de sorle que celle premicére solution comporte
en toul cing constantes arbitraires. Il 'y a plus, on peut satisfaire aux
¢quations (13) et (14) de deux maniéres. En effet, les équations (13)
donnent

2dy < @By

=(a—=0)(b—c*)(e—a*)x(a—c*)(b—a*)(c—1?).

Celte équation combinée avee I'équation (14) donne les deux solutions

By =(a—c)(b—a)(c—b)

(15) afy =(a —0*)(b— c)(c— 0?)

ou

(10)

g wfy=(a—0)(b—c*)(c—a’)

afy =(a —¢*)(b—a*)(c - 07),

Drailleurs, si &, ¢, v sont trois conslantes arbitraires, on tire de (15)
et (13)

) o , A, R
a:l—L(c-—a-), a:;(b—-a-),

(x7) B=Lt@-1), F=f-n)

y=3 (=) Y=} @-)

de (16) et (13),
a=1(b—a), «=](c—a)
(17 bis) p=L(c—t7), PB=5(a—0,

y=3iGa-a), y=i(h-o).
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La solution A se dédouble ainsi d’aprés les valeurs (17) et (17 bis)
des six constantes a, 3, v3 o', B, Y-

Les valcurs dc f, g, h, ', g, h’ sont communes aux deux solutions,
et cclles a, b, ¢ restent arbitraires dans 'unc et 'autre. Nous désigne-
rons par A, ct A, les deux solutions résultant respectivement des va-
leurs (17) et (17 bis), et alors les équations différenticlles cherchées
deviennent définitivement:

Solution A,.

%i‘gza%*‘ gya+boou 7 (b - )d()v +4 e~ gpa
\ %:c’g—}-’r—b 3—):2 + a? g ( c-)digx+£(c——aﬁ)
| d;;v—~b° s (3)7“’ + cg‘,v—!- E(a—-bﬂ) 0‘123;+%(b—a‘-’) il
Solution A,.
%—;1 ag;‘:-l—c”%—': b?d“ %(a—c‘-‘)%A—;(a—-b’)—‘&i,
(10) | Gr =05 + b 5 + a2 G+ (b — ) S+ 2 (b—a?) 5
?‘i;‘-.f‘= VoG e m ) g (e —a)

Dapres l'expression (10) de la vitesse de la troisiéme onde, on voit
donc que sur, les cing constantes arbitraires a, b, ¢; A ;v entrant
dans les deux solutions obtenucs, celles a, b, ¢ servent & caractériser
la troisitme onde. Elles sont nulles si 'on suppose la vitesse de cette
onde nulle; les deux solutions deviennent alors identiques.

Cetle troisitme onde n’a jamais été observée. Il ne s'ensuit pas
toutcfois qu’on puisse d’emblée faire a=h =c=o; si a, b, ¢ sont
négatifs, la valeur (20) de.w est imaginaire et la troisiéme onde
n’existe pas.

Quant aux deux rapports A : i :v, ils influent évidemment sur la di-
rection du vecteur lumineux (vibration lumineuse dans la théorie or-
dinaire) et montre qu’il i’y @ pas que des vibrations situées dans le

02w

9w
dy 03’

030y

dxr0ds°

ds dy
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plan de polarisation. ou perpendiculaires & ce plan qui fournissent
la surface de Ponde de Fresnel, mais des infinités d’autres direc-
tions.

Nous reviendrons plus loin, d’une fagon spéciale, sur la direction du
vecteur, sur laquelle il peut se fairc qu'influent non sculement les con-
stantes A, (1, v, mais aussi celles a, b, ¢. Les premi¢res n'influent pas
sur la vitesse de 'onde obscure; d'ailleurs aucune des cing n’influe sur
la vitesse des ondes lumineuses : ¢'est par cette condition qu’elles sont

obtenues; mais il arrive parfois que toutes les cing influent sur la di-
rection des vecteurs. ‘

Solution B.
(Elle fournit aussi 2 ) oo maniéres d’arriver a la surface de I'onde de Fresnel.)

10. Les équations (g) déterminent les mémes cocfficients £, g, h;
f', g, I’ que dans les solutions précédentes, mais par des valeurs dif-
férentes, & savoir

2]
=<

l

c

!
’

(L]

Il

=
ll
Il
S Q

g
h

?
?

(20)

e . el
ge =
i

Les équalions (7) donnent par suite

sA= al’ + a*(m*+ n?),
B=bm*+ 0*( 2*+ [*),

C= cn®+ c*( I+m?).

(21)

“Ln portant ces valeurs ct celle de w? donnée par la premicre (to)
dans (11), on reconnait que, pour y salisfaire, il faut et il suffit que

§ or' =(a — b*)(b — a*),
B =(b—c*)(c —0b?),
( w=(c—a’)(a -c).

Lin portant ces valeurs ct celles ci-dessus dans (12), on reconnait de
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méme que, pour la satisfaire, il faut et il suffit que
(23) apy+ By = (a— ) (b— c?)(c—a?)
+ (a—c*)(b —a*)(c —b?),

et de la on tirera, comme précédemment, A, i, v étant trois constantes
arbitraires, soit
/

a:é(c—lﬁ), o =2(b—c),
(24) b= %(a —-c), p= l’)\{(c —a?),
y=jh-a), y=1(a—0)

ou

a=i(b—e), a= 2(e —b2),
(23) @:%}(c—az), @'_—-—*{(a—& )

1= 3@, Y=l

On arrive ainsi & deux solutions B, que nous appellerons les solu-
tions B, et B,, et qui, comme les solutions A, et A,, comportent cha-~
cune cing constantes arbitraires.

Solution B,.

Pu ___Pu 2 deu ’u v o 0%¢ B v
aﬁ—am“‘(o oe) y (b—a) ooy T3~ ) 5oge
9*v d

w | %
(2()) ng_—‘b——

or 03 dx

Solution B,.

2p de PRw v Pu
o:2+o7> ( b>()y()z+1( %) 59

?w ()%v o [B®w  O%w P Nu X gy e
=CH55 +¢C (5-——}- >+- (a—c?)5—= +;(b-—c-)d—:—@-

0*u — d*u o (07w Ju\ | ) ® 2y 0P
oe a()z“’ a(dy > 7\( b>dx()y 7\(8,-—(,)01()27

d%*v

I

_ W o 020 | Q% v v 2()u

(27) d?“boy +b(09+0 >+ (b — )0y0_+—(b >()yt).z
Pw _Fw (P w o — g NPu A

()t2—0052+6(5a; ) (C )d dox ' v( b)d ()y‘
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La troisitme onde a, comme dans la solution précédente, la vitesse
w?!= al’+bm?+ cn?;
mais ici les deux solutions restent distinctes, méme si I'on suppose la
vitesse de la troisieme onde nulle.
Solution C.

(Elle comprend 2 x «? maniéres d’arriver & la surface de I"onde.)

11. La solution C laissc indéterminées les constantes f', g’, h' ct
détermine, par les formules (9), les six constantes

a=1Ff =10,
(28) b=g=c¢c?,
¢ =h =a"

Si I'on porte ces valeurs dans les expressions (17), on aura

A=00r+a*m*+ g'n®,
B=h'{?+ c2m?® + b*n?,

C=cl+{f'm?* +a*n’.
D’ailleurs, en vertu de (10),
o*=hl~+1m*+ g'n®

Portant ces valeurs dans (11), on reconnait que le second membre
devient identiquement nul, pourva que

ac'=('—a*)(g' — a*),
(29) py'=(g—b)('— b,
W=(R—e) (' —e)

Si I'on porte ces valeurs dans le second membre de (12), on recon-
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nait que les termes en I*, m*, n* sont nuls. Celui cn I* m? se réduit &

(ct— b*)(f'—c*)(h'— ¢?),

qui ne peut étre nul que pour f'= ¢* ou h’= ¢*. La premitre de ces
valeurs entraine, par symétric, g’ = a?, f' = b*; mais ces valeurs de f',
g’, I’, jointes a celles (28) de £, g, h, montrent que la solution ainsi
obtenuc rentrerait, comme cas particulier, dans cclle B.

Reste, pour satisfaire & I'équation ci-dessus, la premiére des équa-
tions suivantes, les autres en étant déduites par symétrie,

(50) h':Cg, f’:a"', g':bg.
Par suite, les équations (29) deviennent
(31) ol = B =77 = o.

Moyennant les valeurs (30) ct (31), tous les termes du sccond
membre de (12) disparaissent, sauf celui en 2m?n?, et I'on trouve
définitivement que cette équation est aussi satisfaite, pourvu ue

(32) ey By =(a - ) (B - @) (e~ 1),

Les équations (31) ct (32) donnent, en désignant toujours par A, u,
v trois constantes arbitraires, 'une des deux solutions suivantes :

g_:p-——-v——-

o= %(a”—cﬂ),

33 { v
( ) pl:: 3\(b2_‘ ai’),
SEHGEID!
ou
r ar= B’—‘“"=O,
Mora e
o = E(b — a*),
(33 bis) {
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Avee les valeurs (28), (30), (33), (33 bis), la solution C, se dé-
doublant comme les précédentes, fournit, pour les équations différen-
tielles (6), les deux systémes suivants :

Solution C,.
2
ru b0u+ ()u+b20u %(bg a,)

iz =V ozt oy ()x()"
. gt c? d*v g 0%0 P Ao Pu
(“34> { atﬁ = ()x2 +c () 3 —+ b2 d,ﬂ + = (c \)d‘}/ dx
d”w d’w 0 d w 2() w p. 2 )

Solution C,.
d?u Pu *u d v 9%v
=Y g b’ T( a— c?)

& = T gt oz dy’
ar ?v o d% c? dre 9 0 V(D — Pw
(33) w09 te ay? + U (Jz2 "(b )()yd’

P?w 0% v » 020 J2w QPu
o7 = 9 “'?)?’*‘2032+ (2 S rrre

qui, au lieu de renfermer chacune cinq constantes arbitraircs, comme
les solutions A,, A,, B,, B,, n’en renferment que deux, & savoir les

rapports A:k:v.
La vitesse de la troisiéme onde devient, & cause de (30),
(36) w?=c**+ a*m?+ 0*n®

Solution D.
(Elle comprend 2 X «? maniéres d’arriver a la surface de 'onde.)

12. SiTon opére exactement de la méme maniére sur les valeurs ()
relatives & la solution D, on trouve de méme deux solutions a deux
constantes arbitraires, & savoir :

Solution 1.

J*u 2 [P Qu 0% v, o, 9y OPev
o = (mﬂ)‘ﬁ)* o F3(@ =)

o o020 0w 2 Aope 2y 074
(37) (Wa (5 + 5% )+ 05 + 2 (B =) i

20 2 2 2 2 (s
d_.f. b2<0_‘f+g-.‘;>+czd_f‘_j+.&(cz_a2)____o‘ .
X v

I

I
8

Il

9t 9y 0=y
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Solution D,

0u o [0*u | Q'u 2 0% . 2y v
- C<0x2+—2-)+a—+'7(0 —a)"“"—-—

042 dy 0s? dz dy’
e 5 (0 e 2 0% v, ay O'W
(38) (W—a ('(')7;'1—()“) +b dw’+1 a -—1))0)’0;’
Pw g, 0% QP o 02w 2 2 tu
W—l’<”?+5§>‘*‘ Ty 2 - Sk rra

Les coefficients £', g', h' qqui entrent dans 1'équation de la vitesse de
la troisitme onde prennent des valeurs déterminées, en sorte que le
carr¢ de celte vitesse est

0= 0L+ c*m*+ a*n’.

Solutions E. et F.
(Elles ne donmnent rien de nouveau.)

15. Lesvaleurs trouvées par f', g’, h’ dansles solutions C et D sont
respectivement celles que donnent les équations (9) pour les solutions
I' el K. Il en résulle que celles-ci fourniraient pour f, g, h les mémes
valeurs que celles-li et conduiraient, par suite, aux mémes équations
différentictlies. Ainsi les solutions E et I coincident nécessairement
avee celles G et D.

Exclusion des solutions C;, Cy; Dy, D,.

14. Les solutions C,, C,; D, D, elles-mémes sont physiquement
inadmissibles. En cffet, dans la prcmiére des équations différentielles,
(3%) par exemple (solution G), il v’ y a paq de raison pour que le terme

2

Jx 0
'autre ou y étre tous deux.

De mémc, il n’est pas admissible que, dans cette équation, le coeffi-

en ———— mangque plutdt que celui 2% 37 0 ; ils devraient manquer 'un ct

cient dc e soit pas une fonction symétrique des deux quantités b?
el ¢,

Joura. de Math. (4 séric), tome [V, — fasc. IIf, 1888, 37
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L’expression
0)2 — 0212"{" a2m2+ b'.’n2

de la vitesse de la troisitme onde est également inadmissible, comme
dissyméltriquement constituée.

On congoit que les coefficients qui expriment cette vilesse restent
arbitraires comme dans les solutions A,, A,; B,, B, ; mais, s'ils sont dé-
terminés en fonction de a?, b2 ¢?, il faut que cclui de [* soit symé-
trique en 02 et ¢?; celui de m?® cn ¢2, a?; celui de n® en a2, b*. Clest ce
qui n’a pas licu. ,

Les mémes motifs de rejet existent & I'égard des solulions C,, D,
et D,.

Solutions définitives.

15. llncreste, en définitive, comme physiquement admissibles, que
les quatre solutions A, A,; B,, B, fournissant ensemble 4 x =® ma~
ni¢res différentes d’'oblenir la surface del'onde, puisque chacune d'elles
comportc les cing constantes arbitraires a, b, ¢; A, w, v.

Les vilesses des trois ondes ont les mémes valeurs dans loules ces
solutions. Cela est évident pour les deux ondes de Fresnel, puisque les
¢quations ont éL¢ établics par cette condilion; mais la troisiéme onde
s¢ Lrouvc avoir aussi, dans Loules ces solutions, I'expression

(39) w*=all+bm*+ cn®.

Deux quelconques des 4 X< «o* solulions peuvent donc diflérer :

1° Soil par les valeurs de a, b, ¢, c'est-d-dire par la vilesse de pro-
pagation del'onde invisible;

20 Par les rapports A : v, ¢’est-i-dire par la direction du vecteur
lumineux (vibration lumincuse dans la théorie ordinaire), c’cst-i-dire
par des choses sur lesquelles I'observation n’a cu jusqu’ici aucunc
prise.

La surface de Ponde obscure, c’esl-d-dire Penveloppe du plan

(40) lx +~my + ns = o,
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oll w est donné par I'équation (29) et olt

(41) P+mi+ni=1,

w*=al+hbm?*+cn?,

est, comme il est ais¢ de le reconnaitre, la surface du second degré

2

3]

1 g
(.|2) a+b+

o)

1° Sil'on prend les trois constantes a, b, ¢ positives, la surface de
I’onde ohscure est un ellipsoide, ct les vibrations obscures pourront se
propager dans toutes les directions.

2° Si une ou deux de ces constantes sont négatives, la surface de
onde est un hyperboloide & une ou deux nappes, et les vibrations
obscures ne pourront se propager que dans les directions situées &
Pextéricur ou & U'intérieur du cone asymptote.

3> Sia, b, ¢ sont négatifs, la surface sera imaginaire et les vibra-
lions obscures ne pourront se propager dans aucuhe direction. 1l en
cst de méme en particulier si a, b, ¢ sont supposés nuls.

On appelle, comme on sait, rayon répondant & une onde plane la
droile qui va du centre de la surface de I'onde au point de contact avec

Pondeplane. Ici, on vérifie facilement que les équations du rayon rela-
tif & 'onde obscure sont

(’|3) A SR

Onde lumineuse. Rappel de quelques formules.

16. Pour avoir la surface de I'onde lumineuse, il faut prendre l'en-

veloppe du plan (40) en supposant que  satisfasse a I'équation (7) de
Iresnel ¢ = o, c'est-a-dire

2 2 2
(!I_/l) oI — a2 -+ m 5 s,n > = 0.

On retrouvera ainsi, par des méthodes données dans tous les
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Traités, la surface de I'resnel

ayg ')/2 =2
([‘5) ) -+ R + ol [,
ol
(46) rr=g+ yr+ 3%

Les équations bien connues du rayon lumincux, répondant & une
onde dont la vitesse de propagation cst w, sont

z= lw— 4);;—_4—5,,
(47) y=mo— ‘Pb%w_’
s=nw—1{ ﬁ,
ol
(47 bis) b= o= 1),

A chacune des deux racines de 1'équation (44) répond ainsi un
rayon.

Les cosinus de dircction de la projection du rayon lumineux sur le
plan de 'onde sont proportionnels aux trois quantitcs

{ mn n
A . .
(47 ler ) e Pt ot

Les cosinus de dircction d'une droite perpendiculaire au rayon ct
siluée dans le plan de 'onde sont proportionnels &

c2— [ a?— c? — @t
/ . .
(48> { ? n ”n

w?—a? w?— b? w? — 2

La normale au plan de I'onde ct les deux directions définics par
(47 ter) et (48) forment un systéme d’axes rectangulaires, comme on
le vérifie aisément.
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Nous ajouterons la formule suivante::

. & m? n? 1
(48 bls) (a®— w?)? + (= w’)‘ﬁ + (P —wi) wa(,.z___wa)'

Plans de polarisation (de Fresnel). Plan de polarisation radial.
Plan normal.

17. On sait que Fresnel appelle plan de polarisation le plan mené
par la normale & 'onde perpendiculairement & celui qui projette le
rayon lumincux sur le plan de I'onde.

C’est donc le plan mené parlanormale & 'onde et la direction (48).

Nous appellerons ce plan le plan de polarisation de Fresnel ou
simplement le plan de polarisation, et nous appellerons plan de pole-
risation radial le plan mené¢ par le rayon lumineux perpendiculai-
rement & celui qui projette ce rayon sur le plan de I'onde, c’est-a-dire
le plan défini par les dircctions (47) et (48).

Les cosinus de direction de la normale & ce plan sont proportion-
nels &

2/ 2 2
(48 lcr) .a , b*m cin

wi—a’ o= 0 wi—c’
comme on le vérific aisément 4 P'aide des expressions précédentes et
de équation aux vitesses des ondes (44).

Nous appellerons plan normal(plan de normalisation de M. Cornu)
le plan perpendiculaire aux deux plans de polarisation, ¢'est-a-dire le
plan déterminé par le rayon lumineux et Ja normale & Ponde.

Nous rappellerons que :

t° Selon IFresnel, la vibration lumineuse est perpendiculaire & son
plan de polarisation. Elle coincide donc avec la projection (47 ter) du
rayon lumineux sur le plan de l'onde.

2° Sclon Mac Cullagh, Newmann, Lamé (Cauchy dans partic de
ses Mémoires), M. Massicu et généralement dans toutes les théories
ot 'on regarde I'éther comme un milicu élastique homogene et hétéro-
trope, la vibration est dans le plan de V'onde, mais & angle droit sur
celle de Fresnel, ¢’est-d-dire suivant la direction (48), intersection des
deux plans de polarisation.
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3° Selon Maxwell (Théorie électromagnétique) et selon M. Sarrau
qui fait la théorie ¢lastique en supposant I'éther isotrope, mais pério-
diquement hétérogéne, la vibration est perpendiculaire au plan de po-
larisation radial, au lieu de I'éire au plan de polarisation de Fresnel,
c’est-a-dirc qu’clle a la direction (48 ter).

Cette direction cst, en général, trés voisine de celle de Fresnel, les
trois indices de réfraction des cristaux étant, en général, peu diffe-
rents.

M. Boussinesq arrive approximativement au méme résultat en re-
gardant I'éther comme homogéne ct isotrope, la mati¢re pondérable
étant censée participer au mouvement qui déterminc la lumiére.

Vecteur principal; vecteurs dérivés.

18. On obticnt, comme nous I'avons dit en commencant, des gran-
deurs u, ¢, w proportionnelles aux cosinus de direction du vecteur ré-
pondant & une onde plane qui sc propage avec unc vilesse o, dans la
direction définic par les cosinus /, m, n, en remplagant dans les équa-
tions diff¢renticlles les symboles

0> d? 0? 0*
oz’ 9y 9 i

() respeclivement par
AR P PR

D’ailleurs, si, dans les équations différenticlles (18) et (19) du n° 7
et celles (26) et (27) du n® 9, répondant respectivement aux cuatre
solutions A, A,, B, B,, on pose

(49) UZ;:U, V:-"LV, (v:%\\/"

les coeflicients A, p., v disparaitront.

Nous appelons le vecteur auxiliaire, dont les projections sur les axcs
de coordonnées sont U, V, W, le vecteur principal, ct ceux dont les
projeclions sont z, ¢, sv pour diverses valeurs des constantes arbi-
traires A, @, v, des vecleurs dérivés du vecteur principal.
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11 suffit d’ailleurs d’étudier, pour chaque onde, la direction du vec-
teur principal; car, & chaque direction de ce vecteur répond, pour
tout systtme de valeurs des constantes A, &, v, une direction corres-
pondante de vecteur dérivée. Si I'on considére la surface du second
degre

Az* + wy? + vz® = const.,

il suffit, par le centre de cette surface, de mener unc paralléle au vec-
teur principal jusqu'a son interscelion avec cette surface, et le vecteur
dérive sera normal a la surface au point ainsi obtenu.

Ceci posé, remplacons dans les équations diflérentielles U, V, W par
les expressions (49).

In posant, pour simplifier,

U 9V, W _ g

. ‘ =t oyt =9
(50) | oU IW

hd oY o _

(a()x—i-bdy—t-c 5 =¥

on aura, pour les équations différentielles relatives au vecteur prin-
cipal :
Solution A,.

(PU_ w0 (U OV a0 (OW U
s ¢ T oz Jdy ~— 0 o“ dr ~ 93)

Gy (ZV_ 0V el Q-Qy)* 9 (dU ﬂ)
' a¢ T Jy 05 \ ds dy ¢ 0z \dy oz )’
PW _ 0¥ e 9 (OW _JUN .0 0V OWY

0 T 0s dx \ dx ():> dy (()~ (),}’)

Solution A,.

PU_ Q% (Y g (2N 00y

T 25 dy \dy od=z ds\ox ~ 0s)

; PV _ 00 L9 oUW\ L9 U v
G (=g (F-5) "y &)
W _ Ry 9 (N _00) 0 (N o)

2 7 Y os oz \ dx 03 a()y 03 dy
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Solution B,.

(PU_ (a0 ),

2 0 dx
v aw 2 78
PW _ 0y O

SE=g e (A._,W-— -o_>

Solution B,.

0*U a0 ()U v . OW
I aa‘z-i—aAU w(a e F D2 }’ C—‘)-;j))

., BV _ 09 LU, 2 OW
(54) {Sp=Db3 +0AV - y at % 4 b y+ 04)

W P i 20U | 2, 0W | 0W
= °«75+CA=W’"(T;<“ 3—54—1; T —{):—)

Lit, si 'on fait les substitutions (@) du § 18 pour obtenir la direction
du vecteur lumineux, il viendra d’abord
‘ 0= U+ mV +nW,

(59) | ' =alU+bmV +cn'W;

puis, en posant encore
(56) P=nV-mW, Q=/N\V-nU, R=mU—-1[V:
Solution A,.
C U = (W +cermR — 02nQ,
(57) S o'V =mW + a*ul — /R,
W= nW+ 0?{Q —a*m.

Soluiion A,.
" 0 =al® 4 FmR—0b*n(Q,
(38) 'V =m0+ anl — R,
0*W=c¢n0 + 0*l1Q —a*mP.
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Solution B,.

‘ (w*—a®*)U =1 (¥ —a®0),

(59) (2= )V =m(¥ - 50),
' w?—c2)YW=n (¥ — c*0).

Solution B,.
(w?*—a*)U =1 [a0 — (a®lU + b*mV + 2 W),
(60) <« (0*=0*)V =m[bO — (a®IU + b2mV + 2 W)],
(02— ) W=n[cO - (a*lU+ mV + c”"VV)].

Nous allons & présent rechercher les directions possibles du vecteuar
dans chaque solution, en commencant par cette dernicre.

Remarque. — Pour les ondes paralléles aux plans, deux des trois
composantes U, V, W sont toujours nulles, c’est-a-dire que le vecteur
principal est toujours dans le plandel'onde. I1 en résulte que, pour ces
trois espéces d'onde, Lous les vecteurs dérivés coincident avec le vecteur
principal.

Solution B,.

(Elle comprend les équations de Fresnel et celle de Maxwell-Sarrau
comme cas particuliers.)

19. Si T'on ajoute les équations (60) multipliées par /, m, a, il
vienl
O(w*— all—bm*—cn?) =o.

Nous retrouvons ainsi 'expression
w*=al*+bm’+ cn®

de la vitesse de 'onde obscure.
Laissant de coté cette onde, on satisfait encore a l'équation ci-

dessus par
@:ZU-i—mV—I-nW:o,

qui prouve que le vecteur principal est dans le plan de I'onde.
Journ. de Math. (4¢ série), tome IV. — Fasc. III, 1888. 38
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Faisant donc © = o dans les équations (6o), on en tire

(61) U A w

T m n

2

0l — a? wi— b? w? — ¢3

=— (alU + 02mV + c2n'W),

et de 14 on conclut

al? b*m? cin?
—ad T ok T !
ou
2 m? n?
w? — @ w— 0 Wi R

ce qui vérifie que nous reproduisons comme cela doit &tre I'équation
de la vitesse des ondes.

D’ailleurs, les équations (61) montrent que le vecteur principal est
la projection du rayon lumineux sur le plan de I'onde, ce qui est con-
forme & I’hypotheése de Fresncl.

Sil'on supprime I'onde obscure, le systéme reproduit done complé-
tement les résultats de la théorie de Fresnel. Ainsi les équations diffé-
rentielles reproduisant cxactement les résultats de Fresnel sont celles
(27) du § 9, particularisces ainsi :

a=b=c=o, 7\’—:‘0':‘/.

Mais les équations (27) renferment une quintuple infinité d'autres
solutions pour lesquelles le vecteur n’est ni dans le plan de Ponde, ni
dans le plan de polarisation, ni dans un plan perpendiculaire. Les co-
sinus de direction sont proportionnels &

2, u, v ¢tant des constantes arbitraires.

PROBLEME.

20. Parmi les directions en nombre illimité du vecteur que donne
chacune de nos solutions, il en est qui méritent un examen particulier.
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Ln effet, le phénoméne lumineux cst symétrique par rapport au plan
que (17) nous avons appelé normal, c’est-a-dire celui qui contient & la
fois la normale au plan de I'onde et le rayon lumineux. Il n’y a donc
pas de raison pour que le vecteur, quelle qu’en soit la nature, cause de
ce phénoméne, soit, relativement & ce plan, dans une position plutdt
que dans la position symétrique. I1 doit, par suite, étre ou normal a
ce plan ou dans cc plan. La premiére direction est unique : c’est
celle (17) de Newmann, Mac Cullagh, Cauchy, Lamé; celle qu'on
obtient en regardant I'éther contenu dans un cristal comme élastique,
homogéne et hétérotrope.

La seconde peut étre quelconque dans le plan normal. Il n'y a pas
de raison, en cffet, pour qu’elle soit (47) normale au plan de polarisa-
lion, suivant les hypothéses de Fresnel, plutdt qu’au plan de polarisation
radial, suivant les hypothéses de M. Sarrau et celles résultant de la
théoric électromagnétique de Maxwell, ou pour qu’elle occupe une
aulre position quelconque, cette position étant une fonction des direc-
tions de la normale au plan de I'onde et du rayon. Cette fonction, «
priori inconnue, nos équations doivent nécessairement en donner
'expression la plus générale. Les constantes arbitraires qui peuvent y
entrer n'ont A satisfaire qu’d une seule condition : ¢’est que, dans les
milicux isotropes ou le rayon lumineux et la normale au plan de 'onde
coincident, levecleurdoit étre perpendiculaire aleurdirection commune.

Ainsi, pour chacune de nos solutions, il y a intérét & poser ce pro-
bléme : peut-clle fournir un vecteur ou perpendiculaire au plan normal
ou situé dans ce plan?

Il est facile de voir que la solution B, ne peut pas, pour unc onde
quelconque, fournir de vecteur de la premiére de ces deux espéces;
car le vecteur principal qu'elle donne est toujours (19) dans le plan
normal. Or, pour les ondes paralléles aux plans principaux, les vec-
teurs dérivés coincident suivant la remarque de la fin du § 48 avece le
vecteur principal, quelles que soientles constantes A, ., v. On ne peut
donc pas disposer de ces constantes de fagon & obtenir la direction du
vecteur dont il s’agit pour des ondes paralléles aux plans coordonnés.

La solution B, fournit, au contraire, au moins un vecteur situé dans
le plan normal, & savoir son vecteur principal. Il s’agit de savoir si elle
en peut fournir d’autres. ‘
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Pour qu'un vecteur ayant pour composantes u, ¢, @ soit dans un
méme plan avec la normale 4 'onde dont les cosinus directeurs sont
l, m, n,
et la projection durayon lumincux surle plan de 'onde dont les cosinus

dirccteurs sont (17) proportionnels &

{ m n
b r b b
wli—a?2" w—0 w—c?

il faut ct il suffit que le déterminant

u ¢ w
l m n
4 m n

soit nul, ou que

2 __ p2 2 A2 2 2
(Glbis) u (b c)+c(c a)+‘1»(a /)): :
{ e n
w?— a? w?— [? w?— ¢?
ol comme
U \'/ W
U= -=-> P—= — W= —)
A (% v
(02— c*)U (c*—a®)V (a*— )W
=0,
) l m_ S
‘w?—a? w?— {? w?— ¢?

ou simplement, & cause de (61),

> b2 — ¢2 ! — a2 a?— h*
(()2> X -+ -+ = Q,

Ainsi, nous arrivons & cette proposition remarquable qu’zl existe une
infinité de solutions autres que celles de Fresnel, pour lesquelies le
vecleur (vibration ou autre) est dans un plan perpendiculaire au
plan de polarisation.

En désignant par /& et & deux constantes arbitraires dont le rapport
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seul interviendra, on tire de I'équation (62)

3 =lb+kaz,
1 =/L+Ifb2,
*

= =h-—i—/fc°,

et, par suite, les équations différentielles les plus générales fournics par
la solution B,, et satisfaisant & la condition de donner un vecteur situ¢
dans le plan normal, sont

Ot =abyu+ (h+kat) 2 (a0 - 0),

(63) m,_b2Av+(h+kb")0 (b0—0),

0¥ = A+ (h+ke') & (c O — @),

IEn posant

1 du 1 Oy L ow
‘ o= Fvkaidz T it i dy YT
(64) | . \
g @ V¥ o ow
h+ka* dz ~ h+kb* dy = h+ ke® 0s

La direction du vecteur est donnée, a I'aide des équations (60), par

(65) 7 —= 9 = "
[ 2 - 1)2
(h+ka )a2—w2 (h+ kb )b2-m"

n .
(h+ kc?) P

Le cosinus de l'angle qu’elle fait avec la normale au plan de l'onde,
ou le sinus de son inclinaison sur cc plan, a pour cxpression

~+—(k—i—kb)bz ; + (b +ke?) 5—

a‘

[(h +ka?)
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en posant, pour abréger,

R= /(o ke ot o (o R e+ (o K

(b2 2)2

En écrivant partout
I + kw?— ko?

au lieu de 4, ayant égard & I'équation aux vitesses des ondes

n m? n?
a*— w? DP—wt  cr—uw?

=0

ct & la formule (48 bis),

& + m? + n® _ !
(a?= w?)? (0F = w?)t (=) (,)2(,.2__(,,2)’

r étant le rayon vecteur de la surface de 'onde de Fresnel coincidant
avec le rayon lumineux, on a

R= \/lz"’-i— 2/1/:(»2—/{21'2(»‘-’,

w'A(,u&_ wz)

et pour le sinus de I'inclinaison du vecteur sur le plan de I'onde,

(6:)’ bz's) E /\(o\/r —w?
' R™ VA2 2 hikw? +/\212m-

Dans le cas des milicux isotropes, on a
wi= 7‘2,

qui montre que, alors, la vibration est transversale, quel que soit le
vapport k /. Donc la solution obtenue satisfait & toutes les conditions
de symétrie qu'il est permis de poser a priori, en sorte que rien, a
priort, n'empéche de donner au rapport % une valeur ahsolument arbi-
traire.
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Discussion du probléme précédent.
(La solution By comprend aussi les équations Maxwell-Sarrau.)

21. Pour l/; = ou k = o, la vibration cst dans le plan de I'onde;
on retrouve la direction de Fresnel.

. h . o qe .
Au contraire, pour = o, le cosinus de I'inclinaison du vecteur sur

la normale 4 I'onde est

N )

Mais, si I'on abaisse du centre de la surface de I'onde une perpendi-
culaire sur un plan tangent paralléle au plan de I'onde et que I'on con-
sidere le triangle rectangle ayant pour sommetsles extrémités de cette
perpendiculaire etle point de contact, le rayon 7 de la surface de l'onde
sera 'hypoténuse de ce triangle rectangle, dont les cdtés de Pangle
droit sont © ct y/r* — w?, ce qui montre que, dans ce cas, le vecteur est
normal au plan de la polarisation radial.

C'est la direction qu'ont trouvée, par des voics absolument difté-
rentes, Maxwell et M. Sarrau.

On obtiendra les équations Maxwell-Sarrau en faisant, dans (63)
et (64),

h=r, k=—1, a=b=c=o.

Mais nos équations donnent encore le méme vecteur lumineux en y
laissant a, b, ¢ arbitraires, pourvu qu'on fasse A=o,k=1.1ly a
donc »® solutions donnant une vibration lumineuse normale au plan
de polarisation radial.

Leurs équations sont

02 of J ~N
P [au— £ (a0 - 0),
»o _ o, ) N
(66) 5 =0 [ae — - (p0—0)],
20— elaw— L (co—0)),




[
QO
[
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=]
=

1 du 1 dv 1 dw
O =Gmtryten

O = ou av dw

(67).

=0 oyt

Celles de Maxwell-Sarrau sont

(2Y —ar(Au— @),
(68) {20 = 28,0 — @),
% = c*(A,w—0").

Suite de la discussion.
(Possibilité de vibrations lumineuses Jongitudinales.)

. / . . . .
22. Sile rapportf varic de + o> & 0, le vectcur varie depuis la

direction normale au plan de polarisation de Fresnel (17) jusqu'a
celle de la normale au plan de polarisation radial. Dans la plupart des
cristaux, cctte variation est trés faible, le rayon lumineux restant tou-
jours tres voisin de la normale au plan de onde.

: / . . ,
La vitesse, tant que 7l est positif, reste donc toujours quasi transver-

sale au rayon lumincux.

oL Lo
Mais, si ,—: est négatif et qu'on posc
h o
T O

I'expression (65 bis) dusinus de I'inclinaison du vecteur sur le plan de
'onde devient

(65 ter) Vit o

Vi —2wielf el
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. ) . h ] .
Donc, si I'on suppose au rapport arbitraire - une valeur négative

comparable au carré de la vitesse de la lumiére, le sinus dont il s’agit
peut devenir égal & I'unité pour I'onde particuliére qui se propagerait
avec la vitesse w,, et serait trés voisin de 1'unité pour d’autres ondes.
Ainsi :

1l est possible de satisfaire & toutes les lois généreales de la propa-
gation de la lumiére par des vibrations longiiudinales pour une
onde, et quasi longitudinales pour certaines ondes (V).

Solution B,.

(Elle contient aussi les équations Maxwell-Sarrau comme cas particulier.)

25. Les équations (53 ) donnent, pour les composantes U, V, W du
vecteur principal, les expressions

|

(0*—a*)U =1 (¥ —a'0),
I
(o

(6g) =)V =m(¥ —10),
*— ) W=n (¥ —¢*0),

ot @ et W ont les valeurs (55).
On tire de 4, & causede

IU+mV+mW =0,

(') Nous ne prétendons pas, bien entendu, qu’une telle direction soit dans les
probabilités; mais, jusqu’a plus ample informé a fournir par I'expérience, elle ne
peut pas étre réputée impossible.

Journ. de Math. (4¢ strie), tome IV. — Fasc. III, 1888. 39
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ou, en multipliant le premier membre par I* + m* + a?,

9 {? m? n?
(@(.0"—-— IF) (w’— a? =+ wi— D2 + w? — cz)’

qui se décompose en

{2 m? n*
w2 — g2 + w?— b2 -+ w?— ¢ - 07
W= v
e

La premiére est bien 1'équation de Fresnel, qui se trouve ainsi vé-
rifide.

La seconde sc rapporte i 'onde obscure.

Sil'on porte la valeur de w? qu’elle fournit dans les équations (66),
celles—ci se réduisent &
vV W

= -

= e— ==

U
t m. n
qui prouvent que le vecteur, se rapportant a 'onde obscure, est ici
normal & cetic onde.

Ces valeurs de U, V, W donnent d’ailleurs

W

=g =al+bm’+cn?

2

w

qui est bien la valeur précédemment trouvée pour la vitesse de 'onde
obscure.

Tutorine. — Le vecteur principal relatif ¢ la solution B, est tou-
Jours dans le plan qui projette le rayon lumincux sur le plan de
Uonde. Si la vitesse de Uondc obscure est nulle, elle est perpendi-
culaire au rayon lumineux et fournit a nouveau les équalions
Maawell-Sarrau.

Ce dernier point est évident; car, si 'on fait a =b =c¢ = o, les
équations (53) reviennent & celles de Maxwell-Sarrau, qui viennent
d’étre trouvées.
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Mais je dis que toujours le vecteur donné¢ par (66 ) est dans le plan
indiqué; car la condition (61 bis), soit '

U(lﬁl——c*) " V(c?—a?) 4+ W(a2— b?)
m n
w?— a? wl— )2 w?—c?

’

est évidemment remplie, quels que soient W et @.

4. Prosrive. — Cette solution fournit-elle des vecieurs autres
que son vecteur principal situé dans le plan normal?
Peut-elle fournir des vecteurs perpendiculaires @ ce plan?

La dernitre question se résout par la négative, comme au para-
graphe précédent, pour la solution B,.
Occupons-nous de la premicére.
Soient
U A4 W
U= — = —> W = —
2 i ¢
les composantes d’un vecteur dérivé supposé situé dans le plan indi-
qué, de sorte que I'on ait

L'(b-l—c-) + V(c2— a?) -+ W(a*— b?) —0
2 m "

3 4 — Vs
w?— q? g o w?—c?

ou, & cause des valeurs de U, V, W,

(r—ao) (=) | (¥—Be)(¢—a) (¥—cO)(a—b) _

2 | v

On tire de 1a

- a2 (b —¢? b2(ct— a2 2 (a2 b2
N Gt W Gt o W Gt )
L'} 3 n v —C
e b — ¢? ct— a? at— b I
— + -+

A B v

C étant une méme constante pour toutes les directions d’ondes.
Mais des équations (69) et a cause de

¥=alU+bmV+cnW,
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. v
on tire cette autre valeur de s

aa*lt b b2n? ccim?
Wt | wl— Dt ' ol gt s
alt - b m? ent ~ !
—at wi— Dt w? — c?

(69 bis)

@la

—1
(1)2

qui doit étre identique & I'équation aux vitesses des ondes.
Ceci exige que C = o, puisque 1’équation aux vitesses des ondes doit
se réduire au sccond degré.
Puis on doit avoir
aa*=Dbb*=cc*=g,

en désignant par ¢ la valeur commune des trois membres.
D’ailleurs la condition C = o donne

h

1
‘X—?-i‘]f,
I (
(—;—-7)—2—%]{,
-I-——Lf,—i-k.
Y} [

Portant ces valeurs de a, b, ¢, A, i, v dans la solution B, elle donne

P4 = arAu+ (h+ ka) 2 (ai - @'),

- 2 0 v 20V
F =00 4+ (h kb 7 (27 - b-@),

o
a . d /W
0% = cthw+ (h+ke*) 2 (r —9'),~
ou
azg—l—t- be.d_g- c?gf
0 = ox n oy + 0z
— h+ ka® N+ kb2 h—+ ke

ou dv dw >
oz dy 0z
) Ll .
V=0 h 4+ ka? + h + kb + h + kc?
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Mais on voit aisément que ces équations, ou ¥" est égal, au facteur o
prés, & la valeur @ donnée par les équations (64), rentrent dans la
solution (63 ), précédemment obtenue.

Ainsi, en résumé :

1° La solution B,, comme celle By, ne peut pas donner de vecteur
perpendiculaire au plan normal.

2° Elle fournit deux systémes de vecteurs situés dans ce plan.

L'un d’eux est compris dans le systéme analogue fourni par la solu-
tion B, ; I'autre est nouveau. Il est obtenu en faisant A = . =v dans
les équations différentielles de la solution B, et comprend donc les
trols constantes arbitraires a, b, c.

Cherchons le sinus de l'inclinaison de son vecteur sur le plan de
I'onde; en désignant par ¢ cet angle, on a

» _WU+mV+a2W
M= Vo viewe
ou
sin "“-——e—-—-—-
LRV

Mais des équations (69), en mettant partout ¥' — 0?0 + 0?0 a la
place de ¥ et ayant égard & ce que

&2 + m? + nt
o — a2 0! — 2 e =0,
I m? n? 1
(0 — &) -+ (0= b%) + (ST=c) — wz(,.s_wz)’
on tire
sing = !
(P v

D’ailleurs g est égal au second membre de (69 bis).

On voit donc qu'ici la direction de la vibration dépend de a, b, ¢,
cest-a-dire qu’elle est liée a I'existence ou & la non-existence de l'onde
obscure.
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Il est clair que, en disposant convenablement a, b, ¢ pour une onde
. ¥ :
donnée, le rapport 5 peut prendre toutes les valeurs. Il en résulte que

cette solution peut fournir aussi des vecteurs de toute inclinaison.
1° Sil'on suppose la vitesse de 'onde obscure nulle, soita=b=c=o,
on aura ¥ = o, d’ou

1 V=t

—— = ’
w? r
I+ 5

ce qui prouve que le vecteur est perpendiculaire au rayon lumincux.
Cela était aisé & prévoir. Dans ce cas, cn effet, la solution coincide
avee les équations Maxwell-Sarrau.

2° Si I'on suppose a = — a?, b = — 0%, ¢ = — ¢*, cc qui supprime
aussi la troisitme onde, en cn rendant la vitesse imaginaire, on a

sin<p =

i 0 i
Z = — y —
5 =® ou =o0, sing=o.

Le vecteur coincide avec la vibration de Fresnel.
Les équations différentielles correspondantes, ¢’est-a-dire celles ob-
tenues en faisant dans la solution B,

A=p=yv, a=—a? b =— b7, c=—c*

FU 0\ 0 (.U L,V | . 0W

et les deux symétriques. Elles différent de celles précédemment obte-

. 08
nues pour la solution de Fresnel par les termes — a5~ ct ses ana-

logues; mais, comme le vecteur est transversal, on a ici ® = o, de sorte
que le résultat, au point de vue des vecteurs lumineux, est le méme
que si les termes contenant @ n’existaient pas.

3° Sil'on fait a =b = ¢ = ], w, étant une vitesse arbitraire, on
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aura
‘U__ 2,
7= Yoo
d'ot
1

\/1+(w2—wg)zm

Si donc on prend w, égal & la vitesse d'une onde particuli¢re, pour
cette onde, on aura

sing =

sing = 13

les vibrations seront longitudinales et, pour les ondes voisines, elles
seront quast longitudinales.

Solution A,.
(Elle comprend les équations de Lamé.)

25. Les équations (52) donnent, pour la direction du vecteur, les
équations
U =al® +~cm(mU—~IV) —bn(IW —rU),
(71) { w2V =bmO+a*n(nV —mW) —c*l (mU— V),
0*W=cn® + 02l (IW —nU) —a*m(aV — mW).

LEn les ajoutant aprés les avoir multipliées par {, m, n, on obtient, a
causcde @ =IU +~mV + W,

(0*—alf—bm*—cn®)8 =o,
d’ou
w*=al+bm?+cn?

pour la vitesse de l'onde obscure, comme cela doit étre.
Pour les ondes visibles, on a

0 =o,

(ui montre que le vecteur est dans le plan de l'onde.
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Si T'on ajoute les deux derniéres (71) multipliées respectivement
par n et — m et qu'on pose, pour abréger,

nV —mW=P,
(72) IW —-nU =Q,
| mU—-1IV =R,

il vient, & cause de @ = o,

(a*— )P = U(a*lP + ¥®*mQ + c*nlt),
(73) (0* — 0*)Q =m(a*lP + ®mQ + c*nR),
(2 —w)R = n(a*lP +8PmQ + c2nR),

d’ot Ton déduit, comme pour les équalions (60), que le vecteur,
dont les composantes sont P, Q, R, est dirigé suivant la projection
du rayon lumincux sur le plan de I'onde. Par suite, le vecteur prin-
cipal, dont les composantes soni U, V, W, est situé dans le plan
de Ponde dans une direction perpendiculaire & la précédente,
c'est-d-dire qu'il est dans le plan de londe et dans e plan de pola-
risation.

Silon fait a=b=c=o dans les équations (52), on a précisément
celles de Lamé; mais celles (52) donnent la méme direction des vec-
teurs, quels que soient a, b, c.

I1 est évident, d’aprés cela, qu’aucun des vecteurs dcérivés de la so-
lution A, ne peut avoir cetiec méme direction, quelle que soit I'onde
considérée, et qu'aucun ne peut non plus étre constamment perpendi-
culaire & cette direction, c'est-a-dire situé dans le plan normal, parce
qu'aucun vecteur dérivé, d’aprés la construction du § 18, ne peul avoir
constamment la méme direction que le vecteur principal dont il pro-
vient, ni lui étre constamment perpendiculaire.
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Solution A,.

26. Les équations (51) donnent, pour le vecteur principal, les
Gequations

‘ w!U = W+ c2mR - 0nQ,
(1) w?V =mW¥ +a*nP — IR,
1 W= nW+02Q —a*mP,

ot
T =3/U+bmV+caW

et P, (), R sont définis par les expressions (57).
On y satisfait par

: U_ VvV _ W

T~ m— 2’

w*=alt+bm?+ ca?,

qui donunent la vitesse de propagation et le veeteur de I'onde obscure.

Si Fon ajoute les deux dernitres multipliées respectivement par 7
¢l — i, on retrouve les équations (73), qui prouvent que le vecteur,
dont les composantes sont P, Q, R, est encore dirigé suivant la pro-
jection du rayon lumineux sur le plan de l'onde. Par suite, le vecteur
principal est situé dans le plan de polarisation, mais il n’est plus dans
le plan de 'onde, comme dans la solution précédente, & moins que
a=b=c=o0, dot ¥=o0; mais alors la solution B, rentrc dans
celle B,.

LExiste-t-il des vibrations ddérivées qui remplissent cette derniére
condition, quelle que soit 'onde? 1 est facile de vérifier que non. 11
faudrait en effet, pour cela, que I'on et

lu+~me+nw=o0
oHu

)\ T
ZU-;—’-:;‘V +2W=o;

Journ. de Math. (4* série), tome 1V, — Fasc, 11T, 1888, 40
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d’ou, & cause de (74),

2 2 e
(5+2+ 2w+ c‘-'lrn(l — _‘)n
\ ® Y PR

—i-(ﬁmn("—J — %) P+ bglll(& — ;i> Q=o.

Ky

Pour m =n = o, il faut que ¥ = o; de méme pour m=ocl n=o.
Il faut, par suite, que ¥ soit nul, c'est-i-dire que I'onde obscure dis-
paraisse, ct alors I'équation ne peut étre satisfaite que pour A = w=v,
ce qui rentre dans la solution précédente.

Existe-t-1l des vibrations dérivées de la solution A, situcées dans le
plan normal? Il est ais¢ de voir aussi que nonj; car, pour unc onde
parallele & I'un des plans coordonnés, tous les vecteurs dérivés coin-
cident avee le vecteur principal. Or ce dernicr est perpendiculaire au
plan normal ct non dans ce plan.

Equations non symetriques.
27. Lcs coclficients des ¢quations difTérenticlles qui définissent %{1,
%l—‘—, %—2; sont des fonclions des inverses a®, 0%, ¢* des trois indices de
réfraction du cristal que I'on considére.

Si certains de ces cocfficients restent arbitraires, on doit les regarder
comime des fonctions arbitraires de a®, 0%, ¢*.

Comme rien ne distinguc les quantités a?, 4%, ¢*, deux des équations
différentielles doivent se déduire de la Lroisi¢tme par une double per-
mutation du groupe de letires u, =, a*; o, y, b* el w, 5, ¢*, de sorle
que le déterminant A soit symétrique cn a?, 0%, ¢*.

Or, si le cristal que I'on considére admet un scul plan de symétrie,
si on le prend pour plan des z, y, les équations ne devront pas changer
si I'on change simultanément w ct 5 en — w ¢l — 535 mais alors, d'aprés
ce qui vient d'étre dit relativement & leur composilion, clles ne chan-
geront pas non plus si l'on change simultanément les signes de et x
ou de ¢ el y, c'est-d-dire que les équations auront nécessairement la
forme (g) ct feront, par suile, nécessairement partic des solutions qui
précédent.
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Or tous les cristaux ont au moins un plan de symétrie, sauf ceux du
systeme asymétrique. Les solutions qui précédent doivent done étre
considérées comme les plus géndrales physiquement admissibles pour
tous les cristaux, sauf peut-ttre ceux de ce dernier systéme.

Pour cclui-ci, méme si tous les phénoménes observés subsistent
symétricues, par rapport & trois plans, il ne s’ensuit pas nécessaircment
que les ¢quations différentielles doivent étre clles-mémes symétricques.
En cffet, la surface de 'onde ne dépend que du déterminant des équa—
tions qui définissent u, v, w, et il suffit que ce déterminant se décom-
posc en decux facteurs dont 'un soit le premicy membre de I'équation
aux vilesses des ondes de Fresnel pour que deux des trois ondes repro-
duisent la surface de I'onde.

['équation de la troisitme onde peut donc contenir des puissances
impaires de /, m, n; du moins il n’y a pas, a priori, de raison pour
(qu’il n’en soit pas ainsi, ce qui exigera que les ¢quations différenticlles
ne soienl plus de la forme symétricue (g).

Il y a plus : méme si la troisitme onde ne contient que des puissances
paires en [, m, n, les équations différentielles peuvent, malgré ccla, ne
pas étre de la forme indiquée. Clest ce qu'il est aisé de comprendre.

Flant donné un systtme d’équations différentielles fournissant la
surface de Ponde de Iresnel, si 'on y remplace «, ¢, @ par des fonc-
tions lincaires quelconques de ces trois quantités, on obliendra un nou-
veau systeme d’équations différenticlles qui la fournira aussi; ear le
déterminant du nouveau systéme ne différera que par un facteur con-
stant du déterminant de P'ancien.

Ov, si cclui-ci restait invariable par les changements de sens de 'un
(quelconque des axes de coordonnées, ce qui est le caractére des équa-
tions (), le nouveau systéme ne remplirait plus cette condition. Nous
pourrons done, des uatre solutions que nous avons trouvées en par-
lant des équations (q), déduire des équations n’ayant plus cetle forme

symétricue etn’cnreproduisant pas moins tous les phénoménes observeés.
Posons

s U =Au+No+Nw,
(75° ' ( V =uvu+ o+ uw,

W=vu +vo +vy;
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d’ott 'on déduit
‘ u=0MU+NV+UNW,

(76) 0 =mU+p, V+ W,
w=vU+vV +v|W,

ol1, en appelant D, le déterminant,

) AN N
(772) wopow
V vl v//
on a
1 dD . i D
(78) 7\"‘—".]3-(7):) )\‘-—":]-—)0-——,; ...;
par suite
du *U , 0%V P A\
% = Mg TN gE TN e

Prenons, par exemple, les équations (54) de la solution B,.

Elle donne
U __ o0 (92U 02U gy BV w
e R G =) R CR P C R CE T
9V PV (VY oy OFW w U
(79) 5—2 =b“0‘7"_, +b<;z -+ .L)>+(b C> +(b-a)0——d—,
PW_ PW | L PW W W 00U .
G —C—‘);—z'ﬁ-C(—(m‘+—a}T>+(c—a)——0;()x+< b)() ‘).)
d’ott
’0.2U gU 9 2U d
W: 7\.8,-()—/‘55- —{—7\461“ (-0_)’3_ 0;2>+)\ (b 02)—-4—)\.‘ (C (62>
T A A .
B0y +NBEY X (G T ) A @) o e b‘)o e
()\V v o f[O°W W 9 \V ; W
XS e (?4--57)-;-1 (8= grps + N (b= ) 2T,
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ou, en remplacant U, V, W par leurs valeurs en u, v, w
) bJ ) AR ) )

O = (M ha N bt X, ver)
+ (MA@ + N, b+ N ev) j_Ji

+ (M@ X D+ X ev)
+[X(b—a)h 4+ (@ = b)u] T

K (0 — D) (b — )]

[N (b — @)k + A (a— b?)n] -2

Jz dx

, ' 1.9 a d?¢
+ (N aN + N, D+ Xietv) T
F{Na N+ N by + N ch?) %7”

(80 + (M@ N+ N0+ 7\”,0\;’)%;-:
I

’ o ’ N, ()2 g
+ [N, (b—a*)N+2A,(a— )y (7;—(‘)}

[N (e = B X, (b — )]

(b — @) (a — 0| o

(N aN X D2 X ety) O

. Qw
)5

+(MEN+ X, D Kev) 2

(N @W+ Vo + N e

’ 2 v 2 ” )2“)
+[¥(b— @)V N (a— 1)) £

" 2 ” 'y aN.# 0w
+[)\a(c - b~) o +)‘|(b_ C.)V ]ﬁi

[ (b — a)¥ N G B
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. . 2 ¢
On obtiendra respectivement %5‘;, en remplacant dans le second

membre de I'équation ci-dessus X, X, X, respectivement par ., u’, 1,
0w ’ "
ct - n les remplagant par vy, v,, v,.

Et Ton déduirait de méme des solutions B,, A,, A, de nouvelles
solutions renfermant chacune douze constantes arbitraires, a savoir

a, b, ¢

Aowyovy N, @, VN, W, Y

dont les ncuf derniéres n'entrent que pour leurs rapports dI'une d’clles.
St l'on fait

N=p=vV=N=p'=v=o,

on rciombe sur les solutions précédentes ne changeant pas par le
changement de sens de I'un uelconque des axes.

28. Résumé. — Enrésumé:

1° Sil'on écarte les cristaux asymétriques, pour tous les autres, les
¢quations différenticlles les plus générales, phiysiquement admissibles,
du vecteur lumineux (vibration ou autre), fournissant la surface de
I'onde de Fresnel, forment quatre solutions Ay, A,, B,, B, représentées
par les ¢quations (18) et (1g9) dun® 7, (26) et (27) dun® 9.

2* Chacune de ces solutions comporte cinq constantes arbitraires, i
savoir : a, b, ¢ ct les rapports A ;5 v.

3° Les trois premicres définissent la vilesse de 'onde obscure, «ui
cst la méme dans les quatre solulions ct donnée par I'équation

w?=al*+bm?*+ cnr?,

pour I'onde dont la normale a les cosinus de direclion £, me, .

Les trois autres influent sur la direction du vecteur.

4" Tl n’cst nullement nécessaire pour obtenir la surface de 'onde de
supposcr des vibrations ou plus généralement le vecleur lumineux, soit
dans le plan de polarisation, soit dansun plan perpendiculaire.

En donnant aux constantes A, i, v toutes les valeurs, on obtient des
vibrations de toute inclinaison sur ce plan, et méme des vibralions
pouvant, pour certaines ondes particulieres, ¢ire longitudinales.
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5° Nous appelons vecteur principal d'une solution celui qu’on ob-
tient cn supposant A = w = v, ct vecteurs dérivés tous les autres.

Les équations différenticlles qui donnent les composantes U, V, W
du vecteur principal sont celles (51), (52), (53) et (54) dun® I8.

La dircction de ce vecteur pour une onde plane donncée est définie
par les équations (57), (58), (59) et (6o) du méme numéro.

Les vecleurs dérivés s’en déduisent par les équations.

Au=T, wo =1V, vow = W,

6° Parmi tous les vecteurs possibles, les plus intéressants sont :

(a). Celui qui cst & la fois dans le plan de polarisation et dans le
plan de I'onde, c’est-d-dire perpendiculaire au plan normal;

(D). Ceux qui sont situ¢s dans ce dernier plan.

In eflet, & cause de la symétric du phénoméne lumincux relative-
menl & ce plan, ces vecteurs paraissent seuls pouvoir sc produire.

7* Le systeme d’¢quations le plus général possible fournissant la
direction («) s'oblicnt en faisant dans les équations (19) A =u =y, ce
(ui donne le vecleur principal de la solution A,. Sa dircclion est, par
suile, définie par les équations (58). La solution renferme donc les
trois constanles arbitraires a, b, ¢.

Sil'on y fait a =b = ¢ =o, ce qui supprime l'onde obscure, ces
dquations coincident avee celles de Lamé et reproduisent ainsi sa
théorie, oblenue aussi avee quelques variantes, par d’autres auteurs,
par Cauchy, dans certains de ses Mémoires, par Mac Cullagh, New-
mann ct aussi par M. Massicu.

Cest la direction & laquelle on arrive quand on suppose 1'éther
plac¢ dans un cristal, homogene ct hétérotrope.

8¢ Pour les directions (b) qui sont en nombreillimité, il existe deux
solutions : I'unc s'oblient cn faisant, dams les équations de la solu-

tion B,,
1

Y= h + ka?,

L=h+ kb2,

&

I §
™ =h + ]fC",
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I, k ¢lant deux constantes arbitraires; de sorte que cette solution com-
porte quatre constantes arbitraires a, b, ¢ et le rapport £ : a. On ob-
lient ainsi les équations (63), (64) et (65).

L'inclinaison du vecteur est donnée par I'¢quation (65 bis).

Cet angle peut prendre toutes les valeurs, méme celles de go® pour
certaines ondes particulitres, si 'on dispose convenablement le rap-
port K

h

9" Si Pon prend &k =o0,h =1, le vecteur est perpendiculaire au
plan de polarisation, c¢’est-a-dire coincide avee la projection du rayon
lamincux sur le plan de 'onde. Clest la direction de Fresncl.

Si, en oulre, on fait a=h = ¢ = o, les ¢quations obtenues repro-
duisent toute la théorie de Fresnel.

10* Si l'on fait, au contraire, A = o, k =1, lc vecleur cst perpen-
diculaire au rayon lumincux suivant les résultats de MM. Maxwell-
Sarrau et de M. Boussinesq.

Si U'on fait cn outre 8 = b = ¢ =o, on aura les ¢quations mémes
dues i ces savants.

11* La scconde des solutions fournissant un vecteur silu¢ dans le
plan normal, vecteur pouvant aussi, comme le précédent, prendre
loutes les directions, méme la direction longitudinale pour certaines
ondes, sans cesser de reproduire la surface de l'onde, ¢st fournie par
les ¢quations de la solution B,, ot 'on fait A = w = vou, si l'on veul,
les équations (53) et (39) du n° 48, en sovte quclle comporte Lrois
conslantes arbitraires a, b, c.

12° De toutes les solutions obtenues, la plus probable parait devoir
étre comprise dans les équations (63), (64) et (65), pour lesquelles le
veeleur est dans le plan normal. Clest ce que nous nous réservons de
montrer cn appliquant ces diverses solutions a la réflexion cristalline
ct éliminant celles qui ne satisferont pas aux lois les mieux ¢tablies de
cc phénomdéne.

B e, = .



