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PROPAGATION DU MOUVEMENT DANS UN FLUIDE INDEFINI. 153

Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide
indéfini  (seconde Partie);

Pz H. HUGONIOT ().

1. Dans la premiére Partie de ce Mémoire, j'ai étudié la propaga-
tion du mouvement dans un fluide indéfini en partant des équations
de I'Hydrodynamique sous la forme qui leur a ¢té donnée par Euler.
Ces équations sont du premier ordre : c’est pourquoi on leur donne
presque toujours la préférence sur celles qui ont été établies par La-
grange dans la Mécanique analytique, et qui sont du second ordre.

Les équations d’Euler préscntent cependant un grave inconvénient :
elles ne permettent en aucune fagon de suivre la molécule fluide dans
son mouvement, de sorte que, si 'on excepte les cas de régime per-
manent, leur intégration ne pourrait donner, sur la nature du mouve-
ment, que des renseignements insuffisants.

En admettant que, dans le fluide considéré, il existait, entre la pres-
sion et la densité, une relation de la forme ¢ = F(p), on a trouvé,
dans la premiére Partie de ce travail, pour expression analytique de la

(') Ge Mémoire posthume, retrouvé dans les papiers laissés par M, Hugoniot,
et dont lapremiére Partie a été insérée dans le Volume précédent (t. III, p. 477),
nous a été communiqué par M. Liouville. M. Léauté a bien voulu nous signaler
I'erreur que nous avions commise en lui attribuant cette communication.
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vitessc de propagation, la formule

dn 1
dt = J, _\/]'——‘,/(p)’

ott N désigne la projection de la vitesse du fluide sur la normale & la
surface de 'onde. :

Mais il a été nécessaire de supposer que la fonction F(p) était la
méme pour tous les points du fluide, de sorte que 'on n’a pu traiter
que le cas particulier ol le fluide est homogéne & linstant initial.
Quand il en est autrement, la fonction F dépend des coordonnées ini-
tiales; mais clle n’est pas déterminée pour chaque systéme de valeurs
de x, y, 3, de sorte que, I'équation p = F(p) ne pouvant étre jointe
aux quatrc premiéres équations de I'Hydrodynamique, le nombre des
fonctions inconnues se trouve supérieur & celui des équations.

Les équations de Lagrange font disparaitre cette resiriction; elles
permettent ainsi de généraliscr les résultats obtenus dans la premiére
Partie du Mémoire; enfin elles conduisent & envisager d’une maniére
nouvelle le phénoméne de la propagation du mouvement.

2. Je vais d’abord démontrer les équations de Lagrange en em-
ployant une méthode plus directe que celle dont leur autcur a fait
usage.

Soient

, ¥, & les coordonnées initiales d'une molécule du fluide;
D la densité initiale qui est fonction de x, y, z;

u, v, w les coordonnées dela molécule 4 I'instant ¢;

¢ la pression et p la densité & cet instant.

1l s’agit de déterminer les cinq fonctions inconnues #, v, w, p et p
dew,y, z et t.

On obtient une premiére équation, dite équation de continuiié, en
exprimant que la densité d'un élément de masse est en raison inverse
de son volume. '

Considérons le parallélépipéde élémentaire dont les arétes sont, 4
U'instant initial, représentées par dx, dy, dz : le sommet ayant pour coor-
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données initiales x, y, z est venu, 4 l'instant ¢, au point u, ¢, w; les trois
sommets contigus ont alors pour coordonnées

du dv dw
u+(-);dx, o+ - dr, Wit — - dx,
+ ? dy, + % Lo wr (9)‘;" dy,

u- -i—g-lfdz, 0+ d—‘:dz, w + 2 dg

D’aprés un théoréme bien connu sur la déformation d’un systeme de
points, I'élément de volume qui affectait, & I'instant initial, la forme
d’un parallélépipéde constitue encore un parallé¢lépipéde & 'instant ¢.
Son volume, primitivement égal i dx, dy, dz, est & I'instant ¢ repré-
sent¢é par
oz ox ox
dedyds| 32 5 5 |=tdndyds,
du o o
0z 0z 0s

en rcpresenhml par 0 le déterminant. Exprimant que la densité est en
raison inverse du volume, on a

(1)

=l

O
l

ce qui constitue I'équation de continuité.

5. La conductibilité du fluide pour la chaleur est regardée comme
négligeable; on suppose en outre que la vitesse d'une molécule ne subit
jamais de variations brusques. Dans ces conditions, chaque ¢lément de
volume se détend en satisfaisany & la loi adiabatique, et il existe, entre
sa pression et sa densité, une relation de la forme

(2) e =F(p),

la fonction I pouvant d’ailleurs varier avec , y, z. Les équations (1)



156 HUGONIOT.

et(2), jointes aux trois équations du mouvement que 'on va déter-
miner plus loin, définissent les cinq fonctions inconnues p, p, u, ¢, w.

4. Lorsqu’a I'instant ¢ on passe du point dont les coordonnées sont
u, ¢, w au point dont les coordonnées sont u —+ du, v + do, w + dw,
les quantités z, y, z éprouvent des accroissements dx, dy, dz, liés aux
précédents par les équations

du du du
du = .()_,qc-'dx+ b} dy+_()—z ds,

Jav

-0—5d5,

ov ov
dv—;;dw+§} ly ~+

__ 0w ow ow 4

Le déterminant des seconds membres est précisément 0, de sorte
(ue, en résolvant par rapport & dz, dy, dz, on a

d0 7]

L]

edﬁ—du()oll'-i‘doo()‘,-f-d“’@,
ox oz ¢ or

. a0 00 00
('3) {Od‘y—du_(j;t—i—dv._dc-’ +d‘v-—a;’)
= 0~ J—

oy 9y dy
0dz =dud—g + dvo ﬂ-—r—dw _5)_0_,
I dv ow

0;)—— ()-d—: 05

5 > ()a

formules dont on trouvera plus loin 'application.

5. Considérons, 4 l'instant ¢, le parallélépipéde élémentaire ayant
son sommet au point %, v, w et dont les arétes sont égales & du, do, dw :

. du dv
sa masse est pdu dodw, et les composantes de sa vitesse sont = =
ow
o

Désignant par X, Y et Z les composantes de la force extérieure, rap-
portée & l'unité de masse, 'équation du mouvement, projeté sur I'axe
des x, est

pdudodw( — %;) + (p—p)dedw =0,
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p désignant la pression au point %, ¢, w et p’ ce que devient cette pres-
sion quand, ¢ et w conservant la méme valeur,  augmente de du. Les
variations correspondantes de «, y, 5 sont, d’aprés (3),

de=1% qu,
T E o
dx
On a donc

p= p+<

100
dy
d0 ap N
0z 3o oy Jdu
ox dy

dp A
0 5=

dd

ds

0w
J3

> ;

9

0
du.

|

S| -

{

-~

d

iy

du

On voit qu’on obtient les trois ¢quations du mouvement sous la

forme
[ [(u ap 00
P(W~X> T3 <d.z' du
P Pt
ox
v 1 /dp 90
4 P(?t—* - Y> + 6'<0x ) Sy
oz
0w op 09
P(W —Z> R <0—x L ow
P i
ox

(5)

tions (4) respectivement par -

dp 40
dy , ou
0+ bR
0/) d0
dy 0v
0~ T
ap 9
dy , 0w -
oy

[/
5

dp 08

o
()u) =0,
9%

a\'

oz

J

<E> ”
0z

d

L Op 00 N\
03

On peut aussi écrire ces équations de la maniére suivante :

15
165
15

du
oz

_X)

a%e
(e
0u d%*v
— IE

0u a*¢
- X) (0t°

_ Y>
_ Y)

oJv
oz
Q
oy
@
03

Y
(52

0w
o

0%

2)
2)

_z>

(Z;_)
ox
@
dy
oap
93

o
07] +
ow
OyJ -

div
5‘] +

:0’

=0,

= 0.

La premiére équation (5) s'obtient en multipliant les trois équa-

du

v
> 0z

Journ. de Math. (4° série), tome IV. — Fasc. II, 1888.

21

dw .
et — ajoutant et remarquant
oz
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(fue
du 00 dv 08 ow @9
9z Tou "9z o0 T 9z dw-—O’

5% 52 99

du 0% de 00 dw 09

0z ~9u T ow o0 "o w0

0@ ()J; 00)’
du 00 2‘;_@_+ﬂ‘f aa
9z y0u " 0z J0v 9w [ dw = *
03 ds 0z

ct de méme pour les deux autres.

6. Les équations

D
e=F(p), p=7%

permettent de ramener les équations (5) & un systéme de trois ¢qua-
tions aux dérivées partielles du second ordre ne renfermant plus que
trois fonctions inconnues.

On a en cffet

_— e, —— T s —— ——

D’ailleurs
a0 d0 J%u d0  JQu a  Cu
0z = Jou 0t T J0u 9z dy T S 0u 0w oz
oz oy Js

20 9% . A + KA
o T [0 dwoy T [0 9w
dx dy e

00w 98 ow N Pw
dgc_vm + odnv oz dy + 0(—?2’ 0z 05
oz 0y ds

Il suffirait de substituer ces valeurs dans la premiére des équa-
tions (5) et d'y remplacer p par sa valeur en fonction de 0, puis d’o-
pérer de la méme maniére sur les deux autres équations (5).

7. Je renvoie & la premiére Partie du Mémoire pour la définition de
la vitesse de propagation d'un mouvement dans un autre. Si S repré-
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sente la surface de I'onde & P'instant ¢, c’est-a-dire la surface qui, 4 cet
instant ¢, sépare les deux mouvements compatibles, et si S, représente
la surface de 'onde & l'instant ¢ + d¢, on méne la normale au point
x, ¥, 5 de la surface S et 'on désigne par dn la portion de cette nor-

male comprise entre S et S,. Le rapport %ﬁt est la vitesse de propaga~
lion. ‘

Mais la surface S peut étre ici envisagée de deux manieéres diffé-
rentes, soit commele licu de positions initiales des points simultanément
atteints par les deux mouvements, soit comme le lieu de leurs positions
actuelles. Dans le premier cas, 'équation de cette surface est une rela-
tion entre les coordonnées initiales , y, z, dans le deuxiéme cas entre
les coordonnées u, o, w. Il est clair que I'expression de la vitesse de
propagation nc peut étre la méme dans les deux cas.

Pour éviter toute confusion, je continueraia représenter par S la sur-
face de Ponde, lieu des positions initiales des points atteints simultané-
ment par les deux mouvements et je désignerai par S’ la surface de
onde, lieu de leurs positions a I'instant 2. La vitesse de propagatiou

. dn . . sy -
relative & S scra —- et la vitesse dc propagation relative & 8 sera dési-

, dn’ . . .
gnée par —- - Je calculerai d’abord la premitre de ces vitesses.

8. Les équations du mouvement étant supposées réduites, par la
méthode du n°® 6, 4 un systéme de trois équations aux dérivées par-
ticlles du second ordre renfermant trois fonctions inconnues, u, ¢, v,
soient u,, 0,, Wy, ty, ¥y, w, deux systémes d'intégrales de ces équations
veprésentant des mouvements compatibles. On suppose essentiellement
que la continuité n’est pas troublée, de sorte que, tout le long de Ia
surface de I'onde, les vitesses qui correspondent aux deux systémes
("intégrales sont les mémes. Posant donc

u, — uy="U, p,—9,=V, w, —w, =W,
on a, le long de la surfacc de 'onde, les équations

U=o, V =o, W =o,

U _ N W
a a9 e "
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Soient A, w, v les cosinus directeurs de la normale au point «, y, =

de la surface S; on a
Ao
90 — oU — 90’
dz  Jdy 0z

QD

Différentiant d'ailleurs I'équation U = o le long de la normale, on

lrouve

daU dn [y U oU U

ou, & cause des équations précédentes,

oU 1 dn oU .
% T YA T

Puisque %%J = o, tout le long de la surface de I'onde, il faut qu'il en
soit de méme de %— On démontrerait de méme que toutes les déri-

vées particlles de U, V, W sont nulles sur la surface de I'onde; de
sorte qu’on a les douze équations

29:0 ﬂ:0 @zo -‘Ez(y
ot ! ox ! dy ! 0z !
QY——__:O .‘ﬂ—_—o -d—Yazo Q-Y—:O'
at ! ox ’ dy ! 0s ?
oW oW oW _ oW

— =0 —_— = —_ =
72 B i N s B
. ¢quations précédentes, on en déduit d’autres qui doiven
9. Des ¢quations précédentes, déduit d’autres qui d t
étre satisfaites aussi en tous les points de la surface de 'onde. Je me
hornerai & écrire celles qui concernent la fonction U. On a d’abord

N ey
U — ¢l — ol
0z? dx oy 0z J3

I

U T U T U’
oz dy ay? dy ds

Ao

v
0 - ®0 T 20’
da 0z dy 0z 0z*
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PU |, dn(y O U LU
o dzot Thya TV d:)

#U _ dn(y 2U 9*U P?UN

dzot * dt ( oz THozay TV oz dz) =%
U dn(y 9 #U 92U

dy ot %(ldady_i—["'d] TV 0}'0>_O
#U  dn/y ?U Ny 91U

dz ot 7(7‘”0- “ayas TV 7)?)"‘0'

Des quatre derniéres on tire

*U _ (dr\* (U U 0°U
o ~\@) \Gar T g T 37 )

cl I'on peut maintenant exprimer les dérivées secondes de U en fonc-
lion d’'une seule d'entre elles, ce qui donne

»#U _ nd*U 0*U

| <

FU - U _ w U

dzdy — X 0z  Owdz X dx*  dyds N dz*
U _p U U _ v 0
9yt )2 0z’ dz7 — A ga?’
U _ 1 (duN* QU
08 T a2 \dt) 927

Il existe évidemment des relations analogues pour Vet W.

10. Considérant la premiére des équations du mouvement, mise sous
la forme

d0%u Ju %y dv Rw dw 0[]
O(p >[<m2— )m“"(bﬁ‘Y)Ez*(W"Z)&E] 9z’

ou 'on peut supposer g% remplacé par son développement du n° 6, et

substituant successivement les deux systémes d’intégrales u,,¢,,w,3 u,,
¢y, Wy, puis faisant la différence, il reste, puisque les dérivées premiéres
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sont égales, de sorte qu'on peut continuer & les écrire sans indice,

, du *U  ‘dv 0*°V  dw *W
OFY( )('a;'o—ﬁ*%‘aﬁ*‘%w)
0 U + 08 0°U 0 0°U
du 9z du dx dy d% dz ds
oz ay 9z
0 0*V 0 oV N 9V

0

Y O RN TR T AN TR YT
ox dy d3
LW N BW B AW

dw 0zt T Jaw dwdy © Jdw 0205
3z oy 3

0
et, en remplagant toutes les dérivées secondes par leurs valcurs en
0*U 9*V *W
ok 0.132’ Ja? =1

dn du 0*U de gtV dv 0*'W
SOF(p) (% 7)o ot o)

U 99 d0 a9
- (-55"‘_()\ 0da+ T +Vv du>

fonction de il vient

6 v ] 09 il
(6) + 35 <l + -+ )

—

L ov ov v
9% iz 955 dy 95: 0z

2 h
+¢3___}’:’ A g0 +u of +v N\,
ox o@f ‘ ()";" df)_‘._"

ox dy Js

Les deux autres équations du mouvement conduisent & des équations
toutes semblables; les seconds membres sont identiques & celui de
I'é quatlon (6), de sorte quc I'on peut égaler les premiers membres; on
oblicnt ainsi

du U ov 'V dw W gu PU _dv 'V . dw 9 W
dz 0z ' 0z 02" ' 0z 0a* _ dy 02° ' Jy da® T dy 0a"
) =

@

du 9*U o+ (_3_(: ﬂ dwv 2W
__ 03 dx* ' 03 Jz? + 05 01}
= : s
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v v
ozt . oz?
Jo 20 AN — . 00 09 00
BT Y T VY TN TN
dx dy 03 oz dy 03
W
. 0x?
—, 00 D) 00
xdﬂt:-*-[iddw—kvd()w
oz dy 05

Les équations précédentes, combinées avec I'équation (6), per-
mecttent d’en ¢liminer les dérivées secondes. Remarquant que la paren-
thése du premier membre devient A0 quand on remplace les dérivées
sccondes par les quantités proportionnelles, on obtient finalement

dn\* __ _ 1
@) = FFp)

00
[ <7\ 9 du
Jox

a0
+<7\00V—+—gx

a6 g0 \ 2
o)
dy 95/
do ey 90 \ 2
T T T
oz oy 03
a0 a0 \ 2
aw 09—(2_*_\‘00“))]'
ox ay 0z

L]
+ <7\ ddw—i— m

ClestI'expression cherchée de la vitesse de propagation. Elle dépend,

du du
)

comme on voit, des dérivées —, 5>
oz dy

normale.

.., ainsi que la direction de la

41. On arrive & des résultats bien différents en calculant la va-

o dn! . . . \
leur —- de la vitesse de propagalion qui se rapporte i la surface de

onde &', lieu des positions actuclles des points atteints & la fois par les

deux mouvements.

Les douze équations du n°® 8 sont satisfaites surla surface de 'onde &'.

1 T , . U
Considérant, en particulier, I'équation -5~
dx

= o, et désignant par \', ',
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V' les cosinus directeurs de la normale en un point de la surface S,
ona

(7) Ndu + p do +Vvdw=o,

du, dp, dw désignant les variations des coordonnées quand on se dé-
place infiniment peu sur la surface.

D’autre part, quand u, ¢, w augmentent de du, de, dw, les coor-
données z, y, z subissent des variations données par les ¢quations (3)

du n° 4. Exprimant que l'équation %}- = o continue & avoir lieu quand

on passe du point considéré sur la surface S au point infiniment voisin,

ona
0°U a0 d0 a0
ErD duodu—f—dvddv +dw—oﬂf>
0z or ox
0*U 20 J0 a0
(8) + ooy W —gu 5y +dw =
0—— 0 — 0 —
oy oy oy
—i——d;y— du—dg——i—dv—di}f —l—dwi =o0
dz 03 du R dw
05 0% 25

L’équation (8) doit é&ire identique & P'équation (7); les cocfficients
de du, do, dw sont donc proportionnels; ainsi

)\I
0 U __ 0 FU & &0
50w 0z® " 9u gz dy [ du 0w o
dx dy ds

’

>

20 ozu+ 000U L 0 o2U
dg‘i ox? 0% dx dy d(_)g dx ds
ox dy 0s

yI

N U NPT g U
gw 9zF T ow oz dy dw dx ds
00— 0—0—;

dx 037
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ou, a cause des relations du n® 9,

Iy . Y
00 06 o6~ oo 00 20
YT A TN A TR
ox: dy dz Oz dy . 03
V'
= o8 u a6 T 08
d.dw dd_&_v ddw

oz dy 9z
Posant, pour abréger,

A a6 28 a8

o + @ N +v T = A,
ox oy ~ 0s
~ a0 a0 a9
Adﬂ"}-pdd" +vd-d—v—B)
oz y Js
~ 08 a0 08
Addw—f—p.dow—kvdg‘—v = G,
ox dy 0z
les relations précédentes deviennent
x/ . l‘,.I . V’
ATB T

12. Si lon considére équation %ltl = o0, qui est satisfaite en

165

un

point delasurface S, il est visible que cette équation est encore satisfaite
(quand u augmente de X' dr’, v de p' dn’ et w de v'dn’, et qu'en méme

temps ¢ augmente de di. On a donc, en tenant compte des relations
dun° 4,

(Q’_g cﬁz_’ , / 00 02U Jd0 22U 20 0*U
! Jae? + dt A du dxdt+ @ 0y0t+ Jdu 0s 9t

d—d—.i dy 033

2 h 2 . e 2
_{__H,(dﬂ ()U+.00 0U+d ()U>v
0

9 dz ot jdv dydt T ;0v 03¢
oz dy ds

Iz oy 9%

Journ. de Math. (4 série), lome 1V. — Fasc. [I, 1888. 22

./ 8 U M #U N PUNT D
+"<ddwdxdzfdowayoc+ a_‘go:az>]—°'

)
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Mais
Ak
AU — U — 90U
dz ot dy ot dz ot

et équation précédente peut s’écrire

dzU 1 dn ’ I7al
Odt* ldt(lA—t—p.B+v()
On trouverait de méme

2
GOU 1 dn'

dwa T (VA+ By C)o’p"""’

2
et 'élimination de 5— donne
d9*U dn’ , , 2? U
000 = 1 ( )(M+u.n+v(‘) .
D’autre part, on a trouvé aun® 9

0*U 1 dn)" 92U
= =ula@) 7

La comparaison de ces équations donne

()

dn) .
dt) T (VA B0

Mais on a
N A i _Eﬁ_i’_]}.__‘/.‘__)A’f\v—‘}-f)./B-I—‘l’C‘
ATBTC™ VAI+ B+ O T AT T OB T T AT IR

d’ot 'on déduit

(WA +wWB+vC)*=A*+ B2+ (2,
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Done
o (41
dn'\* dt
de ] T A+ Br (2

Or on a lrouvé au n° 10

‘dn\? 1 . "
(Q’Z) = G’F’(p_)(A + B+ (f),

et 'on obtient finalement, pour la vitesse de propagation,

dn’ 1 dp
—_— = —_— = —_
i ==\ it ==V
valeur identique & celle qui a été obtenue dans la premiére Partie du

Mémoire, quand on rapportait la vitesse de propagation au fluide lui-
méme ct non i des coordonnées fixes.

= e i o i— e —



