JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

G.-H. HALPHEN
Sur le mouvement d’un solide dans un liquide

Journal de mathématiques pures et appliquées 4° série, tome 4 (1888), p. 5-81.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1888 4_4 5 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1888_4_4__5_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur le mouvement d’un solide dans un liguide ;

Par M. G.-H. HALPHEN.

Tous les géométres connaissent la belle application qui, dans I'Ou-
vrage de Sir William Thomson et Tait, a été faite du principe de Ha-
milton au probléme du mouvement d'un solide dans un liquide indéfini,
et le systéme de six équations différentielles donné par M. Kirchhoff
pour la solution de ce probléme. En supposant qu'aucune force accélé-
ratrice n'agisse sur le corps solide et sur le liquide ou il est plongé,
M. Kirchhoff en a déduit un cas, celui par exemple ou le solide est
homogéne et de révolution, dans lequel les équations différentielles con-
duisent & des quadratures elliptiques, et ce cas a regu depuis une cer-
taine extension, comme on peut voir dans un Mémoire de Clebsch. Par
'emploi des fonctions elliptiques, il existe donc un cas ol ce beau pro-
bléme est susceptible d’une solution compléte, ol tous les éléments du
mouvement peuvent étre exprimés en fonction explicite du temps (').

(*) Un autre cas, signalé par Clebsch, donne lieu aussi & une solution com-
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Clest cette application des fonctions elliptiques que j'ai en vue
d’exposer dans le présent Mémoire, application bien propre & marquer,
vu la complication du probléme, les services que I'on doit attendre de
'emploi, de plus en plus propagé, des fonctions elliptiques.

L’attention a été appelée récemment (') sur un admirable théoréme
trouvé par Jacobi et d'aprés lequel le mouvement d'un corps grave de
révolution, suspendu par un point de son axe, se décompose en deux
mouvements @ la Poinsot. C'est dans les formules elliptiques repré-
sentant le mouvement du corps grave que Jacobi a su lire cette décom-
position merveilleuse, et certes il est difficile de ne pas admirer la
perspicacité dont a fait preuve, dans cette occasion, le célébre géometre.

En étudiant I’analyse de Jacobi, j'ai été conduit & lui trouver une
extension inattendue; les formules qui représentent le mouvement
d'un solide dans un liquide font apparaitre aussi une décomposition
analogue. J'exposerai ici ce résultat aprés avoir donné les formules du
mouvement. Mais, pour pouvoir me suivre jusque-la, il faut que le
lecteur connaisse la représentation elliptique des mouvements a la
Poinsot et la composition de ces mouvements. De la 'obligation d’expo-
ser cette théorie dans des paragraphes séparés par ol je commencerai
ce Mémoire, avant d’entamer le probléme du mouvement d’un solide
dans un liquide. Je réduirai d’ailleurs ces préliminaires 4 leurs parties
essentielles pour le but que je poursuis.

I. — SurR UNE REPRESENTATION ELLIPTIQUE DES COSINUS DES NEUF
AXGLES QUE FONT ENTRE ELLES LES ARETES DE DEUX TRIEDRES TRI-
RECTANGLES.

Soit z un argument elliptique quelconque. La fonction (pu — ¢,)
est, comme on sait, un carré parfait, c'est-d-dire le carré d’une fonction
uniforme (la notation e, désigne, rappelons-le, la valeur de la fonc-

pléte au moyen des fonctions hyperelliptiques. Cette solution a été développée
par M. H. Weber dans les Mathematische Annalen, t. XIV, p. 173.

(1) Par M. Darboux et par moi~-méme dans les Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, t. G, p. 1063, et t. CI, p. 11; 1885, (Voir aussi Cours de Méca-
nigue de M. Despeyrous, avec des Notes par M. Darhoux, t. 11, p. 537.)
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tion p pour une demi-période quelconque wg, en sorte que e,= Pw,).

—e .
&£ " 7% est aussi

Si V'on prend donc deux arguments et v, la fonction £
Py —eq

un carré parfait P2,

D'autre part, la fonction 1 — P?=E. "% 5t décomposable en
:p P — €y

deux facteurs uniformes, différents de 1 == P. Soient Q, R ces deux
facteurs; ils donnent licu & I’égalité P2 + QR =1, et les trois fonctions
P, Q, R peuvent servir & représenter trois quantités liées par une rela-
tion quadratique. Elles peuvent donc servir & représenter les cosinus
des angles qu’une droite fait avec trois axes rectangulaires.
Composons ces trois facteurs, affectons Q et R de coefficients arbi-
traires C et (]—3, qui ne troublent pas la relation quadratique, puis, pour
la symétrie, changeons ¢ en (¢ — w,), et nous aurons les expressions
suivantes pour les trois cosinus d'une droite @ avec trois axes x, y, 5,

— 20—

COSAzZ = d(u (!)a) 9 ( ¢ wu). e-nu(y.'.u_wa),
sudye

G(u+v—uwy)duy

(1) cosax + tcosay = G PP

Ny~ ,

1 (1 — 9+ wg)Jug eTalr——t0,).

cosax — LCosay = C Tu5s

En employant les fonctions & & indices et la notation

1
(2) U,=cw,e ”n“w’,

on peut encore écrire ainsi ces formules

g Cqlt Tg¢
7712 Calt Sgy
cosaz = Ul “us
. 2 Ot +v)
0 = — o ———————
(3) { cosax + icosay CU. % >
. 1 p70 Gulu—y¢
cosax — i cosay = CU&—%?F_VJ'
~

Prenons mainlenant des formules toutes semblables pour exprimer
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les cosinus des angles que fait une seconde droite b avec les mémes
axes, en conservant les mémes quantités C, , v, et changeant seule-
ment l'indice & Ainsi

coshz = J(#—us)I(v—wp) M-y
sudy

. _ %(e4p—wp)dug Melr-ri-to)
(4) cosbxz + icosby = C TR g+t

I o‘(u — ¢ 4 wg) o‘wg Nplv-u=-wy)

cosbx — icosby = T

Les deuzx droites a et b sont rectangulaires.

Pour le prouver, faisons usage de la formule de décomposition en
éléments simples relative & une fonction doublement périodique de
deuxiéme espéce ayant un seul pdle, mais double. Je ne renvoic pas le
lecteur, pour la connaissance de cette formule, soit & tel Mémoire de
M. Hermite, inventeur de ces décompositions, soit & un Ouvrage sur
les fonctions elliptiques. Pour retrouver, sans aucun secours, les for-
mules de ce genre, il suffit d’en connaitre le principe.

Une fonction doublement périodique F(u) de deuxiéme espéce,
avec un seul infini mais double, a pour expression générale, u dési-

gnant 'argument variable, et un coefficient constant arbitraire étant
omis,

F(u)—- d(u——a;)’c:;(u—-—ag) pu,

L'élément simple correspondant, & résidu unité, est le suivant

g(u—ay—a,)
—_— N1 = ppu
(I)(u) G(a +a,)Tu M

et la décomposition donne la formule
7.5 da F(u)=-¥'(u)+(p —La,—La,) V(u).
Soient d’abord

@ =0y G=wp p=Lwa+log=1.+
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et désignons par ¥(u) ce que devient ainsi ®(#), sauf un facteur
constant,

(%) ¥(u)= ————“d(u—:;— “B) gineng,

Nous aurons

d(wy+ wg) o (u— wy) 8{u — wp) R |17
(6) e 0 90— 08) gingeng — P (),

Soient, en second lieu,

a, =9 — g, @y = W — ¥, P = TNa— B3
1'é1ément simple ®(u) est alors
O(u)=— gle—wg+up) ~ngne

d{wg—wg)Tu

ct il ne differe de ¥(z) que par un facteur constant, car on a effecti-
vement

®(u) =— o (wa+ wg) +w3) ¥(a).

La formule de décomposition ci-dessus donne donc
& (wg =+ wp) d(ee— 0 +wg)d(u-+ v — uwy) o

(7) | 3(r—wa)3(v—wp) o*u
= — V() +[{(0 — wp) — L (0 — wa) + ng—na] ¥ ().

Echangeons les indices « et B, ajoutons membre & membre la der-
ni¢re ¢galité et celle que nous obtenons par cet échange, puis rempla-
cons ¥’ (u) par son expression (6). Il vient ainsi

1 . _ B s
d(v-—w“)d(v—-mp)l.d(u 9+wp)d(u+0 (Da)e’fl glt

-+ o‘(u — 0+ 0) (U + ¢ — wg) M|

+ (1 — ©q) (U — wy) e = o

ow dwp
Journ, de Math, (4* série), tome IV. — Fasc, I, 1888. 2
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D’aprés les égalités (1, 4), cecirevient a

(cosbx — i cosby) (cosax + icosay)
+(cosbx + icosby) (cosax — i cosay)+ 2cosazcoshz =o

ou bien
cosbx cosax + cosby cosay + cosaz cosbz = o.

Ainsi est prouvée la perpendicularité des deux droites a et b.

Comme il y a trois demi-périodes distinctes, nous pouvons prendre
une troisiéme droite ¢ en définissant les cosinus des angles qu’elle fait
avec les axes , y, z par des formules toutes pareilles, ot seulement
on mettra la troisiéme demi-période w,. Cette droite ¢ sera perpendi-
culaire aux droites a et b. Donc les cosinus des neuf angles que les
aréles d’un triédre irirectangle a, b, c font avec les arétes d’un autre
iriedre trirectangle x,y, z peuvent étre représentés par les for-
mules suipantes ot C, u, ¢ sont arbitraires et w,, ©g, w, sont lrois
demi-périodes distinctes (c¢’est-a-dire dont les différences deux a deux
ne sont pas des périodes), savoir les formules (1) et celles qu’on en
déduit en changeant a ct a enbet B ou en cety (V).

Chacune des six droites @, b, ¢ et x, ¥, z estici affectée d'un sens,
considéré comme positif. Elles forment, si I'on veut, deux systémes
d’axes rectangulaires. En faisant correspondre entre cux ces axes deux
a deux, a avec z, b avec y, cavec z, on peut rencontrer deux cas : ou
bien les deux systémes sont congruents, c’est-a-dire qu'on peut trans-
porter I'un d’eux de telle sorte que les axes correspondants coincident
en position et en sens, ou bien ils sont incongruenis. La distinction
des deux cas se fait par la quantité

(8 cosaz cosby — cosaycosbx
) coscz

]

qui est ¢gale & + 1 dans lc premier cas, & — 1 dans le second.

() Les quantités C, w, ¢ sont complezes; dans chacune d'elles cependant il
1’y a qu'une seule arbitraire. Pour abréger, je ne place pas ici 'étude des condi-
tions sous lesquelles les formules (1) fournissent des angles réels, étude qui con-
duit a la conclusion que je viens de dire. La nature des quantlles G, u, v appa-
raitra plus loin, d’une autre maniére.
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Examinons quel est € dans le mode de représentation ci-dessus. A
cet effet, aprés avoir, dans larelation (7), échangé o et 8, comme précé-
demment, retranchons les deux égalités membre & membre, au lieu de
les ajouter. Cest alors le terme ¥ (#) qui disparait au second membre,
ct le terme suivant qui se conserve. Transformons d’abord la quantité
entre crochets : ¢'est une fonction doublement périodique de ¢ expri-
mons-la en produit de facteurs, ce qui est aisé, ses racines étant évi-
dentes. Nous avons ainsi

C(v—wg)— C(v — ©) +1Mp— N

__ O(wg—wg) GpI(¢—wg—wp)

T Gugdug I(0—wy) (v — wg)
O(wg+wp) Fvo(9¥—wy—wp)
dug Jug  d(¥ — wg) I (v — wp)

_— e—?'ngw“

De 14 résulte, d’apreés (1, 4),

G(u — wg—wg) &(¥ — wy— wp)
sucy

S cosax cosby — cosay cosbxz

—_— -:- a3 Mg, em“-q—ng)(u-w-m«—mp)'

(9

1 CoutB Ut Ty BV
' — I g, T2 a+fU S BP
Feer “U“*'ﬁ dudy

A}

Les trois demi-périodes w,, wg, w, étant distinctes, la fonction &',
reproduit ',. De méme U} 4 reproduit == U} le signe dépend du choix
de ces demi-périodes, qu’on peut altérer en y ajoutant & volonté des
périodes entiéres. Pour fixer les idées, je supposerai désormais la
somme des irois demi-périodes nulle. Alors U, g reproduit Uj. Le
second membre (g) reproduit alors coscz, multiplié par le facteur

£ = — e,
14

On sait que l'exposant de e, dans cette formule, est toujours un mul-

tiple impair de == Soit donc
2 .

Nawg — Npwe=(2k + 1) %‘;
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le caractére de congruence des axes est défini par 'égalité

¢ =(__ I)k-u'

II. — Sur LA DECOMPOSITION D’UNE SOMME EN PRODUIT.

Parmi les égalités qui ont lieu entrc les neuf cosinus, prenons
celle-ci

2 (cosaz + icosay) (cosax — icosay)= 2,

a

ou le signe sommatoire indique qu’on devra successivement rem-
placer a par a, b et c.

Remplagons les quantités cosax == { cosay et les similaires par leurs
cxpressions (1), et nous aurons

Zc‘(u +0—0)d(u—ro+n)d?e e =125y,
W

ot le signe sommatoire indique que w devra étre successivement rem-

placé par les trois demi-périodes w,, wg, ®y, cn méme temps que n par

Ny Ny Ny )
En mettant ¢ et ¢, au lieu de ¢ 4+ u et ¢ — u, on peut encore écrire

(Io) Zd(v—m)d(p‘_ u))cmwe'ﬂ(vw,-m):_zdg V-{;v, o ()-;pl,
w

cas particulier d'une formule plus générale, que nous allons établir.
Prenons la fonction

Slu—v o(u—
(1) o(u, 9, w)= (uo’ﬁu(d_z-v“-)-)- w()uo‘w 2

qui différe seulement par les notations et par un facteur constant de la
fonction doublement périodique de seconde espéce F(u), envisagée
plus haut, o 'on suppose p = o.
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L’¢lément simple s’écrit ici

. S(u—v)
(I)(u)_— ducgy
et 'on a

(1ra) oy, 0,w)=— 0(z)—[{(v — )+ (w] D(u).

Si, dans cette formule, on multiplie les deux membres par cette.
fonction de 'argument ¢

f(v)y=c(v—w)etv,
on pourra écrire le résultat sous la forme
(11d) S0 (0, w)=—f(0) ¥ (u) = f'(9) O(u).

Soit A la somme (10) et soit aussi S la somme obtenue en prenant
successivement pour w les trois demi-périodes et multipliant chacune

des fonctions ¢(, ¢, ) par le terme correspondant de la somme A;
on aura

S = 2 ?(v —w)d (v, — )% e+ o (u, v, w).

Dans cette somme, chaque multiplicateur de ¢ a la forme supposéc
ci-dessus pour f, sauf un facteur constant. On a done, d’apreés (11 ),

S =— AP (u)— 2 (u).

Si maintenant 'on met, au lieu de A, le second membre (10), il
vient

S =207 Ll gt LN 0 () + (VIR + T IS 0(u),

ou bien, d’aprés (11 @),

14 % P—¢ @ —
S=—2¢" _'; L g 'cp(u,v, ——2—‘)

2
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Remettant enfin, pour S et pour ¢, les formes de définition et chas-
sant les dénominateurs, j'obtiens la formule cherchée

Ec‘(u— u))c‘(u — p+o)) c‘(()‘ - (.0) T NP+, -2w)
[

O+ L, e—p P40 P — 0

=—2¢ e g (y - e (u— ),
2 2 2 2

dont I'aspect est plus symétrique si I'on écrit u, ¢, @, au lieu de u,

O— U0,

Y (u—0)(v— ) (w — w)dw erursv-20
(12) g

Uutot+w
=2||d—————;
2

le produit, au second membre, est composé avec les quatre facteurs
obtenus par les diverses combinaisons des signes ==

ITII. — CoMPOSITION DES TRIEDRES TRIRECTANGLES.

Soient trois systémes d’axes rectangulaires a, b, ¢; @y, ¥, 503 Z,,
¥1, Z,. On donne les cosinus des angles que font les axes a, b, ¢ avec z,,
Yo, B, et avec x,, ¥y, 5, et I'on demande les cosinus des angles que
font entre eux les axes x,, y,, 5, et x,, ¥,, %,. C'est ce probléme que,
pour abréger, j'appelle probléme de la composition des triédres trirec-
tangles, probléme résolu par des formules élémentaires de Géométric
analytique, mais qu'il s’agit de résoudre explicitement au moyen de la
représentation elliptique précédente. On suppose les cosinus exprimés
par les formules ci-dessus au moyen des mémes fonctions elliptiques
dans les deux cas, mais avec des quantités C,, u,, ¢, pour les axes x,,
Yoy o, €t des quantités différentes C,, u,, ¢, pour les axes z,, y,, z,.

Pour résoudre le probléme, je chercherai les expressions elliptiques
des quantités suivantes :

(13) cos z,x, + 1C0s83,Y,, COSZ, &y + LCOSZ, Yy, COS3, Z,.
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Les conjuguées des deux premiéres se déduisent par deux relations
évidentes, savoir :

(cosz, 2, + 1 c0sz,y, ) (COSZ,, — [ COSZ,Y,)
(14) = (083, %, + L COSZ,Y, ) (COSZ, Ty — L COSZ,Y,)
=1— 05’3, 3,

et les autres cosinus s’obtiennent, sans aucune ambiguité, quand on
sait si les deux systémes d’axes sont congruents ou incongruents. Pour
ce but, on a, en effet, I’équation suivante, qui se conclut des relations
analogues & la relation (8), et qui équivaut & quatre équations dis-
tinctes, quand on donne 4 7 et 4 j séparément les valeurs

L':::*:\/—l, J=i —1I,

COSTy T, + LCOST, Y, + J COSY, &, + I COSY, Y,

. (coszyx +1cosz,y,) (COS 5y 2y + J COS 51 ¥0)
elf — €055¢5;

La quantité ¢ est = 1, suivant que les axes x,, y,, 3, et 2,, ¥, 3,
sont congruents ou non. Mais ici ces deux systémes d’axes présentent
un méme caractére de congruence ou d’incongruence par rapport & &,
b, c; ils sont donc congruents entre eux, et ¢ devra étre pris égal
a4,

On voit donc que les trois quantités (13) déterminent sans ambi-
guité les positions respectives des deux systémes d’axes, moyennant
la connaissance du caractére figuré par le signe de ¢, lequel est ici le
signe plus.

D’aprés une formule élémentaire de Géométrie analytique, on a

COSZ, &, = 1COS 3, Y, = 2 cosaz,(cosax, = icosay,).

[

D’aprés les formules (1), nous aurons, en prenant le signe plus,

COS 3%, + [ COSZ, Y,
G

= W——s‘uo:rvodu,o'vi Z o"(uo— 0.))6’(90 —_ (D)G'(u, + v, — w)dw e"l(v(.+-u'+v‘+u‘—2w).
w
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Par conséquent, d’aprés la formule de sommation (12),

. 2C, Uy~ 932 w0
0SZ, X l S = —— _ = .
(15) cosz,x, + icossz,y, TuF o duidv, I I ¢ A

Semblablement, cn prenant le signe moins,

N _ . _ 2 Uy— ¢ 1wy 0o,
(16) coszyx, — LCOsZ, Y, = ST | I ¢ .

De méme, cosz,x, == i c0s3,y, s'expriment par des formules toutes
semblables : il suffit d’¢changer les indices o et 1. On remarquera que
I'on retrouve, par cet échange, les huit mémes facteurs, mais groupés
différemment, ce qui constitue, d’aprés la double égalité (14), une
scule et méme expression pour 1 — cos®z,3, = sin*z, z,, savoir :

sin®zy3, = — 4 c_,uoi' uE oy
' (O’uodvodu‘o‘vi)zl I 2

Pour parvenir & I'expression de cosz, z,, transformons d’abord cette
derniére formule au moyen de la relation fondamentale

d(u+v)o(u—v)
(17) gty =PV — pu.
Posant

uo",[‘ lt, : uo‘_‘ ll’ ’

—— = 0
p—— @ P ,

"Q'!‘ (’1 — (’0— V1 _— ’
2 Q’ P—— =P

nous pouvons écrire

sin® 5,5, = — 4= B)((:__S))e((;:%l))(z“ —#),
g (B @B B b — ) (x— B) (= B) (¢ — )
COS2Aoz| - % (a—“’)a(ﬁ—ﬁ')’ .

En tenant compte de l'identité

(2= a)B—=Pf)=(a—P) (¢ =) — (2= B)(«—B),
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on voit que le numérateur de cos?z, 5, est le carré de
(a—B)(@— @)+ (2 —F)(«=B)

in extrayant la racine carrée, il reste seulement & fixer le signe, qui
cst enti¢rement déterminé, puisque 'on pourrait obtenir aussi ce méme
cosinus par la formule

CO83¢5, = 2 COSQA 3, COSAZ,.

a

Le signe se détermine immédiatement si 'on observe que les deux
axes 3, et z, coincident quand on a u,= u,, v,=v¢,. En ce cas,
ct ' sont infinis, ct cosz, 3, doit se réduire & + 1. On a  donc

. (a=P)(a' =)+ (2— ) (¢ —B)
(18) C0S3,3, = =) (3—F)

Par ces formules (15), (16), (18), le probléme de la composition
des triédres trirectangles est résolu.

Voici quelques formules intéressantes ou utiles qui se rattachent aux
précédentes. A cause de I'identité

(x—B)(«'—B') _ (a—B')(—B)
(A=) (B—B8) — (a—a)(p—F) 1

on a
IR ot MGt O
(t0) I - C083,3, = 2 =BT
: e (=B
085S = 2 ) (=8

Par le moyen de la relation fondamentale (17), on transforme ces
expressions en produits de fonctions &, par exemple,

2 U 7P ol N ol P i
|+coszoz,=————,-—“ g—=— A,
Cuydv,du,3v, 2

) ’
le produit H comprenant seulement les quatre facteurs ot le nombre

Journ. de Math. (4° série), Tome IV. — Fasc. I, 1888, 3
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des signes moins est impair. L'expression de 1 — cosz,z, comprend,
au contraire, les quatre facteurs ot le nombre des signes moins est
pair.

Voici encore, pour cosz, 5, une autre forme qui se rencontrera dans
'application que nous avons en vue.

Pour un instant, posons

@ = pa, o = pa, B = pb, B=pb,
d’ol résulte

(20) (a—p')(a—p) a+b’)o‘(a—-b')d(a+b)d(a—b)
—d)(B=F)  Sa+a)da—a) s+ a(b—10)

Envisag‘eons a part les facteurs

dg(a'+ b)g(a'—b)
de+a')d(a—a')

comme composant une fonclion de o', qui est doublement périodique
ct que nous décomposons en éléments simples. Nous avons ainsi

3(a'+b)3(a' — b)
d(a+a')3(a—a')
= e=b3@+b) vy 4 gy +l(a—a)—U(a+b) — L(a— b))

gaa

Echangeons o' et &, puis divisons les deux égalités membre a
membre ; nous obtenons
dla+U)s(a—b')d(a'+ b)d(a' —b)
da+a')s(a—a')I(b+0)s(b—10")
_Ya+d)+la—a)—ta+h)—ta—1d)
T fa+b)+Cla—b)—Cla+b)—L(a—b)

D’aprés I'égalité (20) et I'expression (19) de 1 + c0sz,3,, nous ob-
U uy pykv
tenons, en mettant pour a, &', b, b’ leurs valeurs =——, =——,

2
y+ Uy py =
2Cu0+2§u1—2C i '2

Etuo-l—-u, (99— ¢1) Ecuo+u1_(vo+v,)

2

(21) 083,33, =
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Cette expression est dissymétrique relativement aux arguments
et o, tandis que les précédentes étaient, au contraire, symétriques. Elle
est ici sous la forme que nous rencontrerons naturellement dans notre
application, ou les arguments u et ¢ joueront des roles trés différents.

IV. — MouveMenTs Ao LA Poinsor.

Si I'on écrit 'expression de coscz sous la forme suivante

g (u + wy) 3 (v 4+ wy)
su gy

CoSC3 = e

on voit que la fonction (5) ¥ () différe de ce cosinus par un facteur
indépendant de z. De méme aussi les facteurs du premier membre,
dans la relation (6), différent de cosaz et de cosbz par des facteurs
indépendants de z. En considérant ces trois cosinus comme des fonc-
lions de u, on trouve donc qu'ils satisfont a trois équations différen-
tielles déduites de la relation (6) par permutation des indices. Ainsi,
cette relation (6) donne immédiatement

2
370 3 (wa + wp) e~ Mg VN0 cosa 3 cosb s
Fwy Cwp (¢ — g) &(v — wg)
_ ae e+ dcoscs ,
d( ¢~ (I)Y) du

ce qui se réduit simplement &

(22) 1 dcoscs v 3 (v — wy— wp) 0 (wy+ wg) e~ M Nat%
cosascosbs du G(¢¥ — wg) (¥ —wg) Fwy Tug )

Comme on a d’ailleurs

I(watwp) _ _ e,
s(wa— wp) ’

on voit que le second membre (22) peut s’écrire

G938 (¢ — wy— wp) I (wy— wp) '

— €M% %
F(¥ —wg) I(¢ — wp) Swy Sug
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Clest, au premier facteur prés, une fonction doublement périodique
de v, dont les pbles sont en évidence, avec les résidus =1, avec des
racines mises ¢galement en évidence, et dont la décomposition en élé-
ments simples est immédiate. Quant & I'exponentielle, ona vu plus haut
qu'elle est égale & i¢, ¢ étant le caractére de congruence des axes. Ainsi
le second membre (22) peut s’écrire ainsi

ie[C(v—a,) —{(v— wg‘) + G, — Cwg].

Par le théoréme d’addition des fonctions ¢, on a

o J 1
(=) =lo+lu= s om0 =5 5o —a

En employant pareille formule avec I'indice § au lieu de «, on peut
écrire le second membre (22) sous la forme

2 \pv—éa pv—eg

i=p'v

Soient désignées par P, Q, R les trois quantités telles que spe—e)

) €
—P=g o =l - we) — Lo+l

on a, comme on voit, les trois équations différentielles

dcoscs
- = (P - Q) cosazcosbs,

(23) : dc;zaz = (Q — R)cosbazcoscz,

dcosbz

due

= (R — P)cosczcosaz,

satisfaites par les trois fonctions envisagées. Pour ces équations, on a
immédiatement deux intégrales : 'une est la somme des carrés des
trois cosinus, 'autre la somme des produits P cos?az. On retrouve
aisément ces deux intégrales au moyen des expressions des carrés des
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cosinus, si on les écrit ainsi

(pu — ¢a) (P9 —€a)

2w
C08%a% = ea—ep) (ca—2y)

En effet, 2 cos?a s est le coefficient de % dans le développement de la
fonction
(pu—B)(pr—8)
(§—en) (E—ep) (E—ey)

effectud suivant les puissances ascendantes de §; et, de méme,

2P cos®az

est aussi le coefficient de % dans le développement analogue de la fonc-
tion
ep'y pu—%§ .
20 (§—eq)(t—ep)(§—ey)

Le premier de ces coefficients est l'unité, l'autre est zéro. Ainsi,
l'on a
cos®’as + cos?bz + cos?cz =1,

(24) Pcos?az + Qcos?bz + Rcos?cz = o.

Généralisant un peu la conception du mouvement donné par Poinsot
comme image de celui d’'un corps solide qui n'est soumis & aucune
force, on a été conduit a envisager le mouvement dans lequel une sur-
face du second degré, fixée en son centre, roule sans glisser sur un de
ses plans tangents, avec ume vitesse de rotation proportionnelle, &
chaque instant, & la longueur du rayon vecteur qui va du centre au
point de contact. '

Pour le but que je poursuis, il est plus commode de considérer la
surface comme fixe et le plan tangent comme mobile. J'appelle donc
mouvement & la Poinsot celui d'un plan qui roule sans glisser sur une
surface du second degré, en restant a une distance constante du centre
de cette surface, avec une vitesse de rotation définie, comme je viens
de le dire.
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Les axes @, b, ¢ de la surface sont alors supposés fixes, et I'on envi-
sage trois axes rectangulaires mobiles z, v, z, liés au plan, ayant leur
origine au centre, et dont le dernier z est perpendiculaire & ce plan.

Je vais emprunter aux ¢léments de la Cinématique la proposition
survante :

Par rapport aux axes reclangulaires fixes a, b, ¢, sotent p, q, r
les composantes d’une rotation instantanée autour d’unec droite
passant a Uorigine. Soient a, b, ¢ les coordonnédes d’un point de la
figure mobile, et t le temps. On a

> da db de
(25) 3}':'9‘—7'1‘7 2 — o pr, m:pb—-qa.

Les sens de rotation sont supposés, dans ces équations, positifs quand,
autour de I'axc ¢, la rotation positive de go® fait appliquerle c6té positif
dc ¢ sur le coté positif de &, etc. ; ce sont les conventions usuclles.

Dans un mouvement & la Poinsot, soient @', &', ¢’ les coordonnées du
point ou le plan roulant touche la surface; soient a?, 6%, c* les carrés
des axes (positifs ou négatifs). La normale z au plan roulant fait, avec
les axes, des angles dont les cosinus sont

+ ! !

ha hb -~ he
cosaz=—» cosbz=—> coscz=—>
a b c?

astreints & la condition, qui exprime le contact,
(26) a® cos’az + b?cos?bz + c? cos*cz = Al
La rotation instantanée a, par définition, ses composantes p, g, pro-

o . ) { . . .
portionnelles & ', &', ¢'; soit — le coefficicnt de proportion. Envisa-

geons le point dont les coordonnées sont les trois cosinus; on aura,
d’aprés les formules (25) de rotation,

dcosas N 1 2 2
(27) —— =g c0scs—17 cosbz = El'z(b —¢*)cosbzcoscz,

avec les deux analogues obtenues par permutation circulaire de a, b, c.

.
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Que Von suppose les différences P — Q, Q — R, R — P propor-
tionnelles aux différences a? — b2, b* —¢?, ¢® — a?, et du proportionnel
A dt; alors, les équations telles que ces derniéres (27) coincident avec

les équations (23). En outre, la comparaison de la relation (24) avec
celle-ci, déduite de (26),

(28) (a*— h*)cos’az + (b* — h?)cos*bz + (¢ — h*)cos’cs = o,

conduit & poser, en désignant par i un coefficient arbitraire d’homo-
généité, '

du _p

(29) a = n
' 2= phP = — PV
. w 2 pr—ey

‘ 2 2 —_ &b Py

(30) b —hr=phQ=— o=z’
¢t — = hR=—EH—h~——Plv .
\ * 2l py—ey

Ainsi, en supposant I'argument z variable et proportionnel au temps,
'argument ¢ constant, les formules (1) nous donnent la représentation
d’un mouvement & la Poinsot. Il reste & trouver la quantité C, qui est,
dans les formules (1), tout a fait arbitraire, et qui, dans l¢ mouvement
A la Poinsot, doit étre entierement déterminée. Nous 1'obtiendrons en
cenvisageant le mouvement des axes x et y, réglé, comme celui de
'axe 5, par des ¢quations telles que

[ dcosaxr ' . b
T = qcoscx-— I'cosox,

(31) :
dcosay
—F = =g coscy —rcosby.

Posons, pour abréger,

A = cosax + Lcosay,

g = COSAT — L COSAY,
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et de méme W, ¥, €, €, désigneront les quantités analogues, b et ¢
remplacant @. Nous déduisons de (31)

d&l‘) df“l‘)
eﬁso 'a—t‘ - e/qv 7’?9 = q(a}‘so@ b v%eo) bt r(,)\-xo‘&\ bt v‘n"ﬁ)o)-

Mais on a (8)
g€ — Sy = — 21£€08b3,

Jog Wb — Uyl == + 21ECOSCZ,

4 b? b ¢ c?
q:;—mcos 3, r=;'z'—'n—,;COSCZ,
il reste donc, d’aprés (26),
(lojl) dc)l-)o — Zl'é 2 9 q 2
doo g7 — d—gt =— — (b cos?bz + ¢* cos’ ¢ z)

2izh at o,
=— 1— 55 cos’az).
n [
Divisant aux deux membres par dbg= 1 — cos’«z et introduisant
du au licu de dt, suivant la relation (29), nous aurons

2

a
., 1— —cos?as

1 dz-,l‘) 1 do}ho — leh ’ﬂ
& du Qg du T g 1—coslasz

2ich 'I a*— h?* costas
h? 1—cos?as

En remplacant a* — A? par son expression (30) et cos®az par

pu—‘ea

(32) cos?az = S —e =’

on obtient

a*— Nt cos’az __ ep  plo pu—ea
h* 1—costazs T 2ih pv—eq pu—p(r— wg)

La décomposition en éléments simples, par rapport a «, donne

SR SRl (g ) Y(uto—0)
+ Lo+ {(0— 20,)].
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Mais on a d’abord
L(v—20,)=Cv—2m,

et, par le théoréme d'addition des demi-périodes,

pPlv—wy)—ey _ pr—ea,

P (¢ —wq) p'e
Il reste done

at— N  cosas
h* 1 —costaz

=— ;—ll.j; ['C(u — 94 OJG)"' ‘é(u + P ""(”a)‘*' 200 — 27]“]7
] dﬂl» I d«.:lnn
ode T N, du
a2izh

=—— +{{u+0— 0,)—{(u — o+ w,) — 200+ 27,
Comme A et A, nc sont autres (ue cosax == icosay, le premier
membre de cctte derniére égalité nous cst fourni aussi, d'aprés (1),
sous la forme

2
A du g du G

g—g+'((u+v—-w,,)—(,(u—v+wa)+27]m.

La comparaison des decux égalités nous donne

Par conséquent, C est une exponenticlle du premicr degré en u, ol
le scul coefficient de u est bien déterminé,

T-"-CV

ich
- g
C=ke ( ) ;
k est une constante arbitraire, dont le choix est subordonné & celui des
axes rectangulaires «, y, paralléles au plan roulant, et qu'on peut
prendre arbitrairement dans une des positions de la figure.

En conclusion, les formules (1) ot I'on suppose ¢ constant, « variant
Journ. de Math. (4° série) tome IV, — Fasc. I, 1888. 4
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proportionnellement au temps, et C unc exponentielle du premier
degré en u, C = ke, représcntent un mouvement 2 la Poinsot. La
distance A du plan roulant au centre est donnée par la formule

ho=— l.—*:(?\-l—'ﬁv),

et les carrés des axes par les formules (30); g est une conslante arbi-
traire d’homogénéité, le signe de la quantité € = = rindique si les deux
systémes d’axes z, Y, scla, b, ¢ sont congrucnts ou non congrucnts.

Pour micux fairc apparaiire 'homogénéité, il faut considérer comme

donné %, au lieu de ., ct écrire alors

h 1 du N L
-,-; = t; (7\+C ), ;72 —4;7 (va—-—]l(, y
al—hr 1 p? pe
. n? ~_——.2-11_‘2(.)\_'_4)Jw—'
(33) b2 A 2
LA lﬂ;(x + (o) L
n? 2 n? Jw—— e
ct— 2 1w pe
n? _;n_—-< +C>JW—(’

11 convient maintenant de discuter cctte représentation des mouve-
ments a la Poinsot, pour s’assurer de sa généralité.

En premier licu, comment doit étre choisi I'argument constant ¢? 11
est clair que les trois racines e, sont réelles, en d’aulres termes, (que
les fonctions elliptiques sont a discriminant positif. En outre, Parbi-
traire (. est choisie réelle par convention. Il en résulte d’abord (33)
que A + v doil étre purcment imaginaire et, par conséquent, p'e esl
purement imaginaire et poréel, Ceci peut avoir licu de deux maniéres :
po peut étre compris entre e, et e, ou inféricur & e;. Mais ce dernier
cas est impossible; car alors les trois quantités a* — A2, b* — h2, ¢* — Ji?
auraient un méme signe (33 ) ct, d'aprés (28), les trois cosinus de a3,
bz, c3 ne seraient pas réels. Ainsi po est entre ¢, et e,, c¢'cst-d-dire
que o, diminué d’un multiple impair de la demi-période réelle, est
purement imaginaire.

Avant d’examiner l'argument variable «, considérons le produit
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V = U; U3 U3, qui va intervenir. D’aprés la définition (2) de U,, cette
(uantité se reproduit multipliée par == 1 ou = ¢ quand on modifie la
demi-période w, par l'addition d'unc période 2&. Effectivement ce
changement a pour effet de la multiplier par

— TP,

Supposons 24 = 2 f,+ 2 g wg, f ct g élant des nombres enliers.
Alors le facteur par lequel se multiplie Uj est (—1). Si, en méme
temps, wg n'est pas altéré, wy doit étre modifi¢ pour que la somme des
trois demi-périodes reste nulle, ct Uy se reproduit, de méme, multipli¢
par (— 1)+, Le produit V est donc multipli¢ par (— 1), Il est &
remarquer que la quantité n, 0 — ngw, se reproduit aussi multipliée par
(—1)/. On aurait un résultat analogue si l'on altérait wg sans chan-
ger w,, ct encore sil'on altérait & la fois ces deux demi-périodes. Il est
donc prouvé que les altérations des demi-périodes ont pour cffet de
multiplier V et ¢ par un méme facteur =+ 1.

On peut aussi changer entre elles les demi-périodes; I'échange de
deux d’entre eclles change le signe de ¢, sans altérer V, mais change
aussi le signe du produit des différences (e, —eg)(eg— ey)(ey— e,).
Ce dernier n’est pas altéré quand on altére les demi-périodes elles-
mémes. Il en résulte donc que tous les changements des demi-périodes
laissent inaltéré le produit eV (e,— eg)(eg— ey) (ey— €4). On sait
(que ce produit est égal & — ¢ quand on prend pour w, la demi-période
réelle et pour wgla demi-période purement imaginaire. Ona donc dans
tous les cas

(34) SHSHIEES o :

(ea—eg) (ep—ey) (ey— €u)

Examinons maintenant Pargument uz. Par I'expression (32) de
cos®a z, nous voyons que pu est réel. Multipliant entre elles les expres-

sions des trois cosinus de az, bz, ¢z, et observant 'égalité (34), nous
trouvons

(35) (ea— ep)(ep— ey)(ey— €,)cosaz cosbzcoscs = — Z‘p’u J-),Tv,

et nous en concluons que p’# est réel. Par conséquent, pu est supé-



28 HALPHEN.

_rieur & e,, ou compris entre ¢, et ¢,. Mais, dansle premier cas, les trois
(uantités pu — e, seraient positives, tandis que p(¢ — w,)—e, est
une quantité négative. Donc un des cosinus de a3, bz, ¢ serait imagi-
naire (32). Donc enfin pu est entre ¢, et e,; 'argument u, diminué
d’un multiple impair de la demi-période purement imaginaire, est
réel. .

Cela étant, on vérifiera sans peine (ue les cosinus sont bien tous réels
et, en valeur absolue, inférieurs & I'unité; les formules représentent
bien un mouvement a la Poinsot.

En ce qui concerne la généralité des formules, on doit établir inver-
sement qu’'on peut déterminer les fonctions elliptiques ct les arguments
quand on donne les éléments géométriques du mouvement, c’est-d-dire
la surface du second degré, la distance /4, la constante n.

Tout d’abord, en multipliant deux & deux les relations (33) membre
& membre, nous avons trois égalités, telles que celle-ci :

(a2 — 1) (b2 — h?) _ <&>z plz'p
n*h? - n) 4(py—eq)(pv—ep)

Comme on a

(36) pro=A4(pv—e)(po—e.)(pe —ey),
il s’ensuit

. w2 (@@= ) (b— A
(37) (ﬁ\) (eY - J)V) - YE )

d’ot, en tenant compte de ce que la somme e,~+ ¢z + ¢, est nulle,

3
( , (@—0) (b*— ?)
: - nht V)

N\ 1 [(@—A%) (P =A%) (e2—1N*) (a?— I?)
‘(7;) Oy= [ nh? + nth?

(38)

et de méme pour ¢,, ez par permutation des lettres. Voici donc déter-

minées les fonctions elliptiques a employer, I'arbitraire :—: étant choisie
a volonté.
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Multipliant, membre & membre, les trois égalités (33), on conclut
encore, & cause de la relation (36),

(22— R (D= A2 (=A%) e (p\*p'o
(39) s A3 “a\n) [
!
Par la relation (37) cst déterminé po, par cette derniére El—‘) ; largu-

ment ¢ est déterminé entiérement, & des multiples prés des périodes.
D’aprés 'égalité (37), on a

2 2 — )2 2. ph2
() amep— et

n2h2

ct, par conséquent, suivant (39),

‘ (&) Ceamcp) (eg—ex) (e = )

. _(@— R ($— 1) (P B) (&= B?) (B — ) (¢ — a?)
(" ) _ ndh3 : nd h3

_ (a*——b*)(bz—c?)(c?-—a‘l)g " 3Pl‘,.

- nhd a\n) ¢

Examinons maintenant comment 'argument variable u est déter-
miné par les éléments géométriques variables du mouvement.
D’apres (40), I'égalité (35) donne celle~ci

() @@= —ay

ndhd

e\,
cosaz COSI)Z COSC3Z = 5 71« J) 122

d'autre part, Uexpression (32) de cos?az fournit maintenant pour p «
la formule

(i) () (ampuy= CmIE= g

nh?

Ainsi que I'argument constant ¢, 'argument variable u est déter-
miné entiérement, sauf des multiples des périodes.

Il y a cependant encore une observation 4 faire au sujet de la déter-
mination des arguments z et ¢. On voit aisément qu’en les déterminant
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comme il vient d’étre dit, on assure la concordance des trois cosinus de
az, bz, cz avec les expressions clliptiques, au signe prés seulement. 1
convient donc de revenir encore sur cc sujet pour assurer la concor-
dance compléte.

D’aprés la formule (41), il suffit d’assurer cette concordance pour
deux de ces cosinus; elle aura lieu, en mé&me temps pour le troisiéme.

Supposons deux périodes quelconques 2 &, 2@'; changeons « ct v en
u +2®, v+ 2@, Par ce changement, cosas et cosbz sc reproduisent
respectivement multipliés par

M0 ~20,G+7) o @2glB+d)—2ug(+E)
Soient, ¢ des périodes prés ( f et g étant des nombres entiers),
& + O'=fw, + gwg.

LLes deux facteurs par lesquels se multiplient cosa s et cosd s peuvent
se représenter par (— r)¥ et (—1)/. On peut done disposer de la pa-
rité des entiers f et g de maniére & donner des signes ad libilum aux
expressions des deux cosinus. Donc, en résumé, L’accord complet des
formules avec un mouvement a la Poinsot entiérement défini cxige
que la somme des arguments u et v soit déterminée a une double
période prés.

Ce dernier fait s'explique fort naturellement par une circonstance du
mouvement. Pour I'axe z, cc mouvement est périodique; sa période,
relativement & l'argument u, n’est pas la période réelle 2w, mais le

double 4. La période de temps est 4o ('—:

Pour la parfaite intelligence dec I'application ¢ne j'ai en vue, il im-
porte de bien préciser, en résumant, la détermination des éléments
elliptiques au moyen des données géométriques ou des données numé-
riques qui en tiennent lieu.

Je suppose donnes :

1° Deux systémes d’axes rectangulaires (de méme origine) a, b, ¢
AR a\* [(b\?* [c\? o .

2° Trois nombres (;) ’ (5) ; (—) » positifs ou négatifs.

n
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Je considére un ellipsoide ou hyperboloide dont les axes de symétric
coincident avec les axes de coordonnées a, b, ¢, ct aient leurs carrés
proportionnels aux trois nombres donnés. Soient a?, b%, ¢* ces trois
carrés obtenus en multipliant les trois nombres par un nombre positif
arbitraire n?.

J'envisage les plans tangents perpendiculaires & 'axe z; soit 4 la
distance du centre a I'un ou l'autre de ces plans. Je considére encore

J/ . . . , ’
le nombre - obtenu en divisant cette distance parlaracine carrée-de n®,

avec un signe arbilraire, et je prends ce nombre :—i, positif ou négati,
pour unc donnéc complémentaire.

Ceci posé, un mouvement & la Poinsot est entierement déterminé
avec unc position de la figure mobile, comme il suit :

1° Les trois formules

cosa3 = ,ia—‘:’» cosbz:%lzl, CoSCZ = ’—Z‘;L'

déterminent @', b’y ¢’ en fonction des données ct des éléments choisis
pour construire la figure. Ce sont les coordonnées du point de contact
du plan roulant dans une de ses positions. On a donc une position de
la figure mobhile.

2¢ Ces mémes formules, étant écrites ainsi

n\* h a
cosal = |- - —> ooy
a an

' . . Y a b
déterminent, en fonction des données, les composantes i de la

rotation instantanée pour la position ci-dessus de la figure mobile.
Lc mouvement est donc bien déterminé, sans aucune ambiguité.
Pour représenter ce mouvement au moyen des formules elliptiques,
on cmploicra des fonctions elliptiques & discriminant positif. La déter-
mination de ces fonctions elliptiques comporte, en premier lieu, I'in-
troduction d'une constante arbitraire d’homogénéité, réelle et dénotée

s . ) ' .
par - Les trois racines e,, e,, ¢, sont alors données par les trois for-

mules telles que la formule (38). Comme on doit avoir ¢, >e¢,>e,,
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les indices a, @, y reproduisent 1, 2, 3 dans un ordre qui n'a rien d’ar-
hitraire. Les demi-périodes w,, wg, w, sont alors déterminées a des pé-
riodes prés. On peut achever de les déterminer ad libitum, mais ce
choix doit cependant étre fait de telle sorte que la quantité € ait le signe
qui lui est assigné par les données : elle doit étre positive ou néga-
tive, suivant que les deux systémes d’axes sont congruents ou non.

I’argument elliptique constant ¢ est déterminé & des périodes pres

par les formules (37) et (39), en sorte que les quantités ( “)2 Pe,

n

AR . . '
(i—l) p’v peuvent étre envisagées comme des données.

L’argument elliptique variable diminué d’un multiple impair de la
période purement imaginaire est dans le rapport ’—p: avecle temps. Mais,

avec les données que j'ai prises, il faut le préciser davantage ct dire la
valeur de cet argument pour la position donnée de la figure mobile. A
cet cffet, on doit prendre les formules (42) et (41) qui déterminent pu

‘ ; #)? B\ - Aben
et p'u, et par lesquelles on voit que <-,-l> puect <;> P’ peuvent &ire

envisagés comme des données. Par Ii, l'argument «, qui correspond &
la position donnée de la figure mobile, est déterminé & des périodes
prés. Toutefois, si 'on prend arbitrairement I'une quelconque des dé-
terminations de « et de ¢, les formules reproduiront les cosinus de a 5,
bz, cz en valeur absolue seulement. Pour qu’elles reproduisent ces
cosinus eux-mémes, il faudra ajouter & u + ¢ une période déterminée,
sauf des multiples de doubles périodes.

Telle est, en résumé, la maniére de représenter par les formules
clliptiques un mouvement & la Poinsot géométriquement donng.

V. — Sur LA CONCORDANCE DE DEUX MOUVEMENTS A LA P’OINSOT.

Considérons deux mouvements a la Poinsot, qui donnent licu aux
mémes fonctions elliptiques, ¢’est-a-dire & des fonctions ayant un méme
mmvariant absolu.

Nous distinguerons ces deux mouvements par les indices o et 1; I'in-
dice o affectera les lettres relatives & I'un, l'indice 1 les lettres corres-
pondantes et relatives a I'autre mouvement.
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Comme les deux constantes d’homogénéité ., i, sont ad libitum,
on peut supposer que les quantités e,, e,, ¢, sont les mémes dans les
formules relatives 4 'un ou l'autre des mouvements. Gréice aux arbi-
traires p, (%, on peut donc exprimer la condition de coincidence des
invariants en disant que les trois différences, telles que

(ag—h3) (b3 —13)  (ai h’)(b’—h’)
pihd pihd

sont égales entre elles.

Supposons maintenant les deux mouvements isochrones, c'est-a-dire
ayant une méme période de temps. Il faudra alors que les deux rap-

ports = to il‘ soient égaux entre eux, cn valeur absolue. On pourra dés
0

lors remplacer w, ) par n, n} dans les différences Precedefltes.

Deux mouvemenis ¢ la Poinsot, au méme invariant et isochrones
seront dils concordants. La condition de concordance s’exprime, on
le voit, par la double égalité des trois différences, telles que

. 2 R2) (b2 —N}) (a2 — A%) (b2 —h})
y (aq 0J\% o)\ 1)\9) 1),
(43) nEh3 nTA?

Considérant ainsi deux mouvements concordants, il nous faut
trouver les relations qui existent entre les positions des deux figures
mobiles, prises en un méme instant quelconque. Dans la solution de
cette question, il entre unc constante arbitraire nouvelle; on peut sup-
poser, en effet, que l'une des figures occupe une quelconque de ses
positions en un instant initial, ol lautre figure occupe une position
déterminée. Cette supposition faite, la correspondance entre les posi-
tions des deux figures sera complétement établie.

Les deux figures mobiles sont les deux systémes d’axes x,, y,, 3, et
&, ¥y, 3. Je ferai intervenir dans la notation un seul systéme d’axes
fixes @, b, ¢, comme si les deux surfaces du second degré avaient
les mémes plans de symétrie. C’ est, au reste, la supposmon méme que
j’aurai & faire plus loin.

Les différenticlles des arwuments variables du,, du, étant ecrales i

U.
n" de, P“ dt sont ¢gales entre elles, en valcur absolue; u, == u, est une
0

5

.

Journ. de Math. (}° série), tome 1V, — Fasc. 1, 1888,
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constante. Il est indifférent de supposer constante la somme ou la diffé-
rence, attendu que les formules (1) restent inaltérées par le change-
ment des u, ¢, Cen — u, — ¢, — C. Je supposerai la somme constante,
et poserai

Ll P QP
(44) ny ong 7
Uy+ U= 9.

La relation entre les éléments elliptiques variables des deux mouve-
ments est ainsi trouvée, Cest al'addition des arguments qu'il faut main-
tenant demander les relations entre les ¢léments géomdtrigues.

Pour ce but, on devra considérer les quantités suivantes :

2pu, = — 3-,2;’—1132 (a2 — b} (a2 —c?) cos*az,,
vpu=— g-;,:?,j-fZ(af— by)(a} — c) cos*az,,

— TP U= ;;/—t—g (a; — b3) (b} — c})(c;— a}) cosaz, cosh s, coses,,

©pu,= X;_/F; (a; — b)) (b} —¢c}) (¢} — a?) cosaz, cosbs, coscs,.

Ces quantités ont effectivement la signification elliptique que la no-
tation leur attribue, comme on voit par les formules (41, 42 et 44).

Pour deux mouvements concordants, il existe deux constantes 1% po,
7% p’e, donnant licu aux deux relations

(46) Wpluy+2p'y =':3p’u,+'t3p'v,
epu,—1tpy eEpu—tipe

3 01 3l o\ 2

/ 2 9 s __I_'t,puo—i—'tp( .

(47) VPPpU,+ T PU+T pv__<2 Rpu—pr

Ces deux relations ne sont pas indépendantes; les deux constantes

7t po, 7° p'one sont pas toutes deux arbilraires. Cette circonstance, on

va le voir, constitue un avantage, et nous allons, pour préciser entié-
rement, envisager encore d’autres relations.

Considérons I'angle que font entre eux les deux axes mobiles z,, ,.



MOUVEMENT D’UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 35

Son cosinus est donné par la formule (21). En y mettant ¢ au lieu de
u, + u,, j'obtiens

pp o
28, -+ 2§u,~—2§ ——;’———-l’

O s P E(vg— ) V"_*:(V-—i—(ﬁ).
I

(48) €085y 3, =

Par le théoréme d’addition des fonctions {, on a

! (N
1P l—pu,
2 puy—pu;

("/l.()) Cuo+'Cu,—-Co=_

Le second membre peut étre exprimé par le moyen des quan-
tites (45), comme il suit. Posons (42)

(al—bi)(ai—ch)
ntht

| A = (a3= ) (@3- cd)

cos?az,—
(50) ? nylg °

cos*as,
=2 (pu,— pu,),

cn ohservant que cette quantité variable A ne change pas par le chan-
gement des lettres a, b, ¢ puis,

2__ h2 2 __ 2 2 ___ A2
N:l[(“o by) (b5 —c3) (€} “")cosazocosbzocosczo

A ndhi
L la—b) (B—c}) (ci—a})
. nik
1 Tp’uo—-;p’u,
T2 puy—piuy

cosa sz, cosbz, coscz.l]

Désignons encore par A et B les deux constantes

A=’C[2C vt(s;o—v,) _ ZC vi‘(v;,+v1)]’
| B:T[EC‘H;—;:—V' — 2Co]-
L égalité (49) nous fournit la relation

(52) A(cosaz,cosas, + cosbz,cosbz, + coscz,coscz,) + 2N + B =o.

“n différentiant, nous allons avoir une nouvelle relation contenant
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la seule constante A. Pour faire cette différentiation, on a d’abord (44)

d dtu dt A
E(C“""C“o):’f(j,;f - E%") =1(PUs— pu)=—7;

d’oti résulte, d’aprés (49),

dN
-ZZ =A.

D’autre part, suivant (27),

dcosas, __ (bi—c})
= n,ohz»--cosb“ocosc‘.o,

La relation (52) donne donc, par différentiation,
[ bi—c?
A Y (5532 cosbz, coses, cosas
nh? 0 0 |
[Jae ]

2__ o2

bt — ¢t
172
nihl

(53)

+ cosbhz, coscz,cosazo)-i- 2A =o.

Apres avoir établi ces formules, envisageons la question imporlanle
de déterminer les positions correspondantes des deux figures mobiles
dans deux mouvements concordants.

Ce qui justifie 'emploi des relations surabondantes (46, 47, 52, 53),
c’est la nécessité de fixer les signes des cosinus.

Si I'on suppose connucs les constantes > po, *p’e, A, B, on peut
déterminer entiérement les cosinus de a3,, bz, ¢3,, correspondant &
des cosinus donnés pour a3,, bz, cz,. Effectivement, la relation (47)
donne 2 pu,, par conséquent A (50) ctles carrés des cosinus. La re-
lation (46) donne 7° p'u,, ct, par conséquent, N; puis I'une ou I'autre
des relations (52) et (53) permet de fixer les signes des cosinus eux-
mémes.

Iln'y a d’ailleurs aucun embarras pour choisir ces conslanles ©* po,
T p’e, A, B, si 'on veut composer un exemple. Ayant pris, en effet,
deux mouvements 4 la Poinsot dont les données satisfassent aux rela-
tions de concordance (43), on peut choisir & volonté, dans ces deux
mouvements, les axes z,, z, pour correspondants. La valeur de A, pour
cette position, se trouve déterminée; par la relation (53), on en
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conclut A; par larelation (52), B, et par les relations (47) et (46),
wpe, P pe. ‘
On le voit done, si I'on définit deux mouvements & la Poinsot con-
cordants par la position des deux figures mobiles en un méme instant,
les constantes A, B, 72 p’¢ peuvent étre envisagées comme des données;
de plus, pour chaque position ultéricure d'un des axes, z, par exemple,
celle de 1'autre axce 3, est déterminée complétement par des formules
expliciles. '

VI. — Sur UNE FORME DE L'INVERSION DES INTEGRALES ELLIPTIQUES.

Dans 'expression (48) de coss, 5,, les arguments u, et «, sont seuls
variables, et leur somme est constante. Si I'on prend I'un de ces argu-
ments pour variable indépendante, cos s, 5, est une fonction doublement
périodique & deux poles. On sait, par la théorie générale, que le carré
de sa dérivée est exprimable par un polyndme du quatriéme degré, ot
la variable st ce cosinus lui-méme. Je vais former ce polyndme, non
pas sous sa forme la plus réduite, mais sous la forme la plus commode
pour 'application que j'ai en vue. Au licu de raisonner sur I'expression
méme de cosz,3,, je vais employer une expression d’apparence plus.
simple, en modifiant seulement les notations. Je dois avertir, en outre,
quc, dans cc qui va suivre, aucune supposition particuliére ne doit étre
faite sur les fonctions clliptiques employées, tandis que précédemment
clles ¢taient supposcées & discriminant réel et positif.

La fonction doublement périodigue & deux péles qui sert de Zype est
la suivante :

L 1 pu—p
I R A

et 'on y considére u comme 'argument variable. Pour abréger I'écri-
ture, je conviens de représenter, au moyen d'un indice, le résultat de
la substitution d'un argument constant quelconque & la place de « dans
cette fonction. Ainsi, je poserai

zo={(a+9)—~La - .
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Pour représenter alors une fonction doublement périodique & deux
poles et quelconque, je prendrai (z — z,) multiplié par un facteur con-
stant arbitraire. Cette notation a I'avantage de mettre en évidence les
racines de la fonction, & savoir u = a et u=— (a + ¢), sauf des pé-
riodes, ctl'on peut immédiatement écrire 'expression de la fonction en
produit; c’est '

(55) ., __OvI(u—a)d(u+a~+v)
' © ¢ gad(a+¢)Suc(u+v)

Prenons quatre fonctions analogues cn employant quatre arguments
constants a, b, a,, b,. Partageons les facteurs, qui en proviennent sui-
vant I'expression (55), en dcux groupes, chacun de ces groupes com-
prenant un seul facteur de chaque espéce pris dans unc méme fonction.
Soient ainsi © et P, les fonctions composées de cette maniére :

) RoF(u—a)d(e—a)F(u+b+¢)F(1e+Dbi+1)
gada;d(b+ ¢)3(by+v)FRu(u+v) ’

P 2es(u—0)F(u—~Db)F(u+a-+e)3(u+a+v)
bbb, d(a+v)d(a+¢)3Pus(u+v)

Ces deux fonctions sont doublement périodiques de seconde espiee,
en général. Mais elles deviennent doublement périodiques ordinaires,
toutes deux en méme temps, sous I'unique condition

(56) a+a=b+0,.

Supposons que cctte relation cntre les quatre arguments constants
ait licu effectivement. La fonction @ cst alors doublement périodique;
décomposons-la en éléments simples. Il entrera, dans la décomposition,
pu, p(u+v)et {(u+ ) —Lu, en sorte qu'on pourra écrire la for-
mule de décomposition sous la forme

b =a[pu— p(u+90)]—Blpu+p(e+0o)+pe]—yz—¢,
ol «, B, v, & sont des coefficients constants, z tenant la place de

u+9)—Cu.
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La fonction @, se déduit de P par le changement de © en — (z+¢),
en ce qui concerne les facteurs variables. Pour ce qui regarde les fac-
teurs constants, il faut encore multiplier par

dada,@(b+v¢)s(b+ ?).
Gb3b d(a+v)d(a+v)

Dans le changement de © en — (u+v¢), pu— p(u+¢) sc re-
produit changé de signe, tandis que pu + p(z+¢) + po ct 3 se re-
produisent sans changement. On a donc

. sbsbyd(a+¢)3(ay+ v) (I’
-)aldal d(b+ V)S([);"i“"

= alpu—p(u+9)] +Blpu+ plu-+ o) +pol + 43+ 3.

Soit, pour abréger I'écriture,

(, ) _ gb3b d(a—+ v)s’(a,-*—v)_)\
cada, 3(b+v)3(b+v)

et rappelons qu'on a, par le théoréme d’addition,
pu+p(u—+rvo) + po=73*

nous pouvons écrire nos deux formules ainsi :

(58) P=eafpu—plu+0o)]—(Bs*+y5+2),

(59) A, =afpu—p(u+0)]+(Bs2+vys+3

J’en conclus
P, + -;-(Bz”+'~(z +0) = ?[J)u — plu+ o).

En remettant, au lieu de ®®,, le produit des quatre binémes ana-
logues & (z — z,), j’ai ainsi

(5= 22) (5 —5) (5 = 5) (5= 3) + & (B + 43 + 3"
(60) -
=y lpe—plu+9)).
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Clest la formule d’inversion mise sous une forme spéciale, d’une
grande généralité : z est une fonction doublement périodique de « et
nous avons ici un polyndme du quatritme degré en z exprimé par le
carré¢ d'une fonction doublement périodique de u; de plus, cette fonc-
tion est la dérivée de z par rapport 4 «; on a, en effet,

Z—z =pu— p(u-+o).

Pour compléter ce résultat, il faut encore donner les expressions
des constantes «, 8, v, ¢ en fonction des arguments @, b, a,, b,, 0. A
cet cffet, pour avoir « et 8, envisagcons la partic principale de ¢ aux
poles & = o et u =— o. Nous aurons ainsi

r ‘ 1= o—0f,
o) RN

2
. . ’ . o2 . ’
L'expression qui en résulle pour le cocfficient - a une forme inté-

ressante. Pour la présenter sous un aspect symétricue, posons, confor-
mément & la relation (56),

a,=c+a, a=c—a,

62
(62) b,=c+ 0, b=c-—-10.

D’apres I'équation a trois termes, on a

dada,d(b+0)a(b +v)—bab s(a+ ) (a, +¢)
=dvd(2c+ )V —a)2(V+a),

et il en résulte

g [gvd(2c+¢)d(b'—a')d(b +a')]?
AT h%ada,cb3b 3(a+ ¢)d(ai+ ¢)S(b+ ¢)3(b+ ¢)

. . 2 .
Il y a aussi une expression remarquable pour _E_}', mais ce n'est pas

par cette voie qu’on la trouve le plus facilement. On l'obtient immé-
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diatement en observant que le polyndme (60) différe seulement par le
a2
facteur constant 5 du polynéme (')

(63) B —6po. B+ 4p'e. 5+ g, — Ipte,

expression de (Z—z )2- Le polyndme (60 ) manque donc du second terme
et 'on a

E—?\l = 3, B+ B4, + 3y,

Cette forme de I'inversion se présente dans plusieurs applications
mécaniques, mais pour des cas particuliers de la formule (60). Dans
Iapplication que j’ai ici en vue, le coefficient § est nul. On voit par les
égalités (61) qu'en ce cas A et a se réduisent a 'unité, et la formule (Go)
devient simplement

. (3= 3,)(5—5) (5 —35,) (2 — 3 )+ (Y53 +8)?
(64) . |
=[pu—p(u+o)

La maniére dont il faut choisir les arguments a, b, a,, b, pour ob-
tenir cette formule, n’apparait pas trés nettement par la relation

(65) B+ Byt Bg+ By, =0,

non plus que par la relation A =1 avec la forme (57) de A. Mais, en
employant les notations (62) et posant, en outre,

(66) o=w—c,

on peut écrire A ainsi

A — d(w—a')S(w+a')d(c—b)s(c+b) (pcv—pa')(pc—pb’).
T d(w—b)s(w+b)d(c—a)(c+a)  (pw—pbd)(pc—pa)

(') Traité des fonctions elliptiques, p. 11g.
Journ. de Math. (4° série), tome IV. — Fasc. I, 1888. 6
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La condition A = 1 donne alors

(67) (pw—pa)(pe—pb)+(pw—pb)(pc—pa)=o

et permet de trouver sans ambiguité la fonction p pour I'un quel-
conque des quatre arguments &', &', ¢, w, étant donnés les trois autres.

VII. — MoUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINL
EN L'ABSENCE DE FORCE ACCELERATRICE.

Egquations différenticlles.

D’aprés MM. W. Thomson et Tait, M. Kirchhoff a établi, sous
une forme bien connue et fort remarquable, les équations différen-
tielles du mouvement pour un corps solide plongé dans un liquide in-
défini, en I'absence de toute force accélératrice extérieure. Clebsch (*)
a modifi¢ la forme de ces équations par 'emploi de variables un peu
différentes, et c'est la forme de Clebsch que j’emploierai ici. Il y a,
dans ces équations, six inconnues x,, &y, T3, ¥4, ¥a, ¥3. La variable in-
dépendante est le temps, désigné par . La lettre T désigne la force vive
du systéeme total (solide et liquide ). C'est une forme quadratique con-
tenant les six variables z, y.

Voici les équations différenticlles dont il s’agit

dey, __ OT 4T
-;l—t—-—xab—j/—z xzd)’3’
. dz, __ oT oT
(()8) —%-—x,m——xa(—)}?
doy _ o 0o
e Tl A
Ay, W _ oo
dt = Y3 om T P29z, TV Gy, T2 0y
dy, T 9T JT JT
(69) d gz—x. ‘(')Z_-’Ls 07;'*"')/‘ 0’?}:_}/3 '(E')
dp_ Ao
\—d—t—-x2dx1_x‘d$'2+y283’—l_y‘dy2’

(') Mathematische Annalen, t. 111, p. 238,
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Voici maintenant la signification des six variables. On considére
trois axes rectangulaires, mobiles dans P'espace, fixes dans le corps.
Les composantes de la vitesse de l'origine de ces axes, prises sur ces
axes cux-mémes, étant désignées par U, V, W, et les composantes
de la rotation instantanée relative de l'espace par rapport au corps
étant désignées par P, Q, R ('), on a |

5=, =0 50
P Ti 2= 9V’ 37T oW’
oT oT aT

Y= )Ty VT w

quand T est exprimé par les variables U, V, W, P, Q, R. Inverse-
ment, T étant exprimé par les z, y, on a

_oT _ T T

(70) U—()_.Z‘:’ V—().Z‘g’ —-d—xs’
_JT —IT _ I,

(7]> P— d}/l’ Q - d‘)/z, R - dys

Quelle que soit la forme quadratique T, les équations différen-
tielles (68) et (69) ont trois intégrales immédiates, savoir

(72) 2T = const. = |,
(73) X+ x;+ ;= const. = m,

(74) LYy + LY+ Xsy, = const. = n.

Cas intégrable. Réduction a une intégrale elliptique.

M. Kirchhoff avait réduit & une intégrale elliptique la solution du
probléme dans le cas particulier ot la force vive ne contient que les

(') Jedis la composante de la rotation instantanée de l’espace par rapport
atcorps et non la rotation du corps dans Uespace, afin de rétablir le sens habi-
tuel de rotation, qui est renversé dans les équations de Clebsch. L'observation
de ce détail, sans importance théorique, est cependant indispensable si 'on veut
éviter une confusion dans les résultats.
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carrés des variables. Clebsch, dans des recherches fort étendues sur
les équations (68) et (69), a montré que la méme circonstance se pro-
duit dans un cas un peu plus général, celui ou T a la forme suivante :

T =3p(a}+23)+p'x;
+ @(ZB Y Taya) + G Ty + (Y V) 5T

(75)

Effectivement, en ce cas, le second membre de la derniére équa-
tion (69 ) se réduit & zéro. Donc i, est une constante. Cette nouvelle
intégrale assure la solution compléte, comme on le sait par le principe
du dernier multiplicateur. Sans donner le calcul, Clebsch dit qu'on

parvient & une intégrale elliptique; c'est ce qu'en effet nous allons
montrer.

Par l'intégrale (74) et la troisiéme équation (68 ), nous avons

’

(6) ‘“’4,}’4"*"”2}’2:”’““'3}’3,
7 ) dx,
fx2y|”"y2w|=;.';[’

ct 'identité
(@114 @ya ) + (@) —y,@) = (2] + 23) (Y1 +y2)
nous permet de conclure
1) #(5) (e —ayy=(at+a) i+
L’intégrale (73) donne
(78) |+ Ty =m — Ty,
et P'intégrale (72) devient

(79) yi+yi ==L (m, — ha, — 2}),
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avec ces notations abrégées

m —+eqgn -+ riy? —|
‘m.=] + 29 Y3 s

(80) IP—P'
( h= 2%5% Yae

Au moyen des expressions (78) et (79) I'équation (77) devient

d: 3 ! 2 2 2 9
(81) ('[1%)2:"(17 = p)(m, — hzy — x3)(m — x3) — r*(n — y; 7).

Comme y, est une constante, nous avons ici une équation différen-
ticlle ou les variables sont séparées; le temps est exprimé¢ au moyen
d’unc quadrature ellipticque.

Il s’agit maintenant d’cxprimer les variables #, y en fonction expli-
cite du temps et de parvenir, par leur intermédiaire, a ’expression des

quantités qui déterminent, & chaque instant, la position du corps so-
lide.

Inversion; expression elliptique des constantes.

Pour ce but, employons la formule d'inversion (64) en assimilant le
carré — r*(n — y,x,)* au carré (73 -+ ¢)%. Pour identifier entre clles
les premiéres partics des deux polynoémes du quatriéme degré, il faudra
poser ‘

(82) Zy=—1h+p3,

o étant une constante d’homogénéité arbitraire.
Sans préciser en aucune facon les signes des radicaux, nous poscrons
ensuite

(83) :173——\/ﬁ:p(z—z,,)::——%h+pz——\/i7_f,
Ty 4+ \m=p(z — 5,)=—Lh+pz +m,
Lo+ th = ViR m,=0(z —3,)=th+p3 — yTh*+m,,

zy+3h+ ik +m=p(z—2z)=h+pz+Vih'+m,
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De la résultent d'abord ces expressions des constantes

| 2ym =p(z,— 2),
(84) CaihE 4+ my= (3, — 33,),
( sh=p(8+ 2)=—p(35,+ 5,);

les deux derniéres sont concordantes suivant une égalité ci-dessus (65).
Pour abréger I'écriture, posons

(85) Vr(p'—p)

et identifions les deux carrés dans'un et I'autre polynéme du sccond
degré en posant

y — 2) =0o%(ys .
(86) s (s ya) p*(vs+9)
Nous aurons ainsi, d'aprés les égalités (81) et (64)
d 3 2 12 d;" 2 ’ d- 3 2
(d%) =¢'r(p'—p) (zm) =p*r(p'—p) (;,-7) )
et, en exirayant les racines carrées,

(87) du=p\r(p'— p)dt,

relation entre 'argument z et le temps ¢ Pour préciser, nous suppo-
serons la racine carrée extraite de la méme maniére que dans I'expres-
sion (85) de s.

Pour exprimer s ct)if- d’aprés I'égalité (86), employons maintenant
3
la relation (58) qui devient, § étant nul et & =1,
s n
(88) (D_,})u—;;)(u—i—o)—;a(xs—%)-
Semblablement, A étant l'unité, on a, d’aprés (59),

. s n
(89) 0= pu— p(uto)+ 5 (2= 2)-
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Prenant z = g dans la premiére, hypothése qui fait évanouir ¢, ou
bien z = b dans la seconde pour faire évanouir @,, on a, suivant (83),

(88a) pa-—p(a+o)=pﬁ,'<\/‘%_£),
(89a) po—p(b+ v)::(%(\/;ﬁ-{—.}%).

De 1 résultent

'5 sym = 5p*[pb + pa — p(a+¢)— p(b+9)],
(90) sn .
S, = [po—pa+pla+v)— p(b+v)l|.

On peut aussi obtenir d’autres expressions de s si I'on décompose ¢
et @, en éléments simples et que I'on prenne, dans ces décompositions,
les termes en {u.

On trouve ainsi

s= pll(b+9)+{(b+9)—La—{La —200]
=—p[{(a +0)+{(a,+¢)— b —Lb, — 2Lv],

expressions dont la concordance se vérifie par la relation (65).

Ezxpression des variables par des fonctions elliptiques.

Pour la suite du calcul, j’aurai & décomposer en éléments simples la
fonction

P(U)= —g=

et je vais faire tout d’abord cette décomposition.

Devenant infinie seulement quand le dénominateur s’évanouit, cclte
fonction a les seuls pdles u=a, — (a + ), b, — (b + ¢), comme on
voit par les expressions (83) de = ym. Nous avons & chercher les
résidus de ces pdles. Un tel résidu est la valeur prise, au péle consi- -
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déré, par I'expression

x(x z) P )

Ny ! Yy 1 P

d(zz—m) - 2 dz, 20 pu—p(u+v)
du du

Les poles sont, tous quatre, des racines de ® ou de ®,. On voit
£
28
s'agit des racines de @ ou des racines de @,. Voici donc la formule de
décomposition

par les.égalités (88) et (89) que les résidus sont == = suivant qu’il

s(u)y=L[Uu—a)+(u+D+7)
—l(u—b)—C(u+a+v)+ D],

avec une constante D qu'il faut encore trouver. Pour ce but, obser-
vons que I'hypothése = o rend z, infini (82) et donne ainsi ¢(0o)=1.
Donc

(91) -Ca+C(b+0)+Cb—C(a+v)+D=?.

Nous allons tout & I'heure employer cette décomposition de o(u),

sous la forme suivante. Multipliant ¢(u) par iry,dt= g du, nous
avons

i"cz'a(‘)%wa— n) dl
xi—m

=3[lu —a)+ L(u+ b+ )~ {(u— b)— (v + a+ )+ D]du.

Prenons maintenant, d’aprés (83), la demi-différentielle logarith-
mique de x3 — m; ce sera, en tenant compte de I'intégrale (73),

xldxi"l'mgd.TQ
T
=iz —a)+l(u+a+v)
+ L — b)+C(u+ b+ o) — 2u — 2{(u + ¢)] du,
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comme il résulte de I'expression (55) établie pour 5 — 3, et prise aussi
pour son analogue 5 — ;.

En combinant les deux derniéres égalités, j'obtiens celle-ci, qui va
&tre employée,

Ty day+ o dxy— iray (y,2,— n) dt
(92) zi+ 2}
=[8(v +a+¢)+{(u— b)—{(u+v)—Cu—3iD]du.

Arrivons maintenant 4 la premiére intégration qu'il faut effectuer.
IFormons d’abord, d’aprés les équations différentielles (68), la quan-
tité

dx, dx,

, _ a 2y OT oT oT
Tvagr —%gp "(ma +}) s L3 <.’L‘, 7 + X, b?g)

En mettant, pour T, son expression (75) et utilisant I'intégrale (74),
nous obtenons

x, dxy— x, dx,

P =[(gl_q>x3+]"y3~l_w]dt

‘ zi+ x}
i (2 ) du L=
\ AV zi+ 2l )

On a posé ici, pour abréger,

(o) <=3l S
h (@zw’—q):_ﬁ,
rys 2§

A peine est-il besoin d’observer que les quantités représentées par
ces lettres « et @ sont sans aucun lien avec celles qu'on a envisagées
dans un paragraphe précédent, et qui ont disparu du calcul.

Les égalités (92) et (93) nous donnent

&y doey+ @y dzg + {2y d2ey ~— 25 d2,)
a1+ ]
= [g - éD +Bz+L(u+a+0)+L(u~b) - {(u+0)— Zu] du,

Journ. de Math. (4* série), tome IV, — Fasc. I, 1888, 7

dlog(x, + ix,) =
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étant remplacé par son cxpression (54) en éléments

~

20
ou bien, s
simples,

%1og(w.+ixz)_—=g._ ID 4 B+ 9) — Cu— o]
+lu+a+0)+l(u—b)—Lu+v)—Lu

Intégrant les deux membres ct écrivant sous une forme appropriée

la constante d’'intégration E, nous obtcnons
E—";l))u

]@dp F(u+a-4v)ad(e—0b) p(?

. g(u+ o)
I~ — —s& —uly
(93> Ly 4 Uy = Pr[ e © F(b+v)Fadud(u-+r)
Pour en déduire la quantité conjuguce z, — ix,, je divise par z, + tw
la somme des carrés #f + 2} = m — x; =— p*(5 — 5,) (5 — 33), apres
avoir exprimé 3 — 3, ¢t 5 — 3, cn produit (55). Il vient ainsi

uz‘,]ﬁ 93U+ b+ v)3 (1t —a) e(é" '%)"‘

(96) =z, —imy=1% _Je
' T E| g (u+ ) d(a+ ¢)gbdud(u—+r)

Les deux autres inconnues y, et y, s'obliennent sans intégration
nouvelle par le calcul suivant, ou intervicnnent les relations (76),

(@ Eix)(y Fiya) =2y + Ty i(2y, — yay)
{ dr,

z"—w3)/3i7'"({—¢"

ce qqui conduit & cette formule

(2% i2,) (y2 F iys) =5 £ [P“ —ple+o) = <‘ B '_L)l

ou enfin, d’aprés (88) et (89),
_ ) aly, x
(z,+ lwa)()’l - l)’z):_ I :gy (1’"

(@,— im) (3 + iys) =+ £,
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Les quantités z,== iz,, ®, @, ont déja été exprimées cn produits;
par 14 on connaltra lcs expressions de y, == iy, sous forme analogue;
mais clles ne scront pas utiles.

Nous avons ainsi cxprimé cn fonction cxphcltc de u, proportionnel
au temps, les cing inconnues z, y. Mais ces inconnucs sont auxiliaires.
1l s'agit d’en déduire les quantités qui fixent, 4 chaque instant, le lieu
du corps solide dans le fluide ou il est plongeé.

Rotation du corps solide,

Je désignerai par X, Y, Z les axcs fixes dans I'espace, par A, B, C
les axes fixes dans le corps.

Les trois dérivécs%}: sont les composantes (71) de la rotation in-

stantanée relative de P'espace par rapport au corps. En considérant la
rotation relative de l'axe Z, on a donc, d’aprés la proposition de Ciné-
matique rappelée plus haut (25),

dcosAZ ()T

7 0)’a osCZ — —y-cosBL

avee deux équations analogues obtenues par permutation circulaire des

lettres A, B, C.
Les coefficients ‘;;: sont maintenant des fonctions connues du temps?,

cn sorte que 'on a ainsi trois équations différentielles linéaires, sans
second membre, dont les trois cosinus forment un systéme de solu-
tions. La solution générale comporte trois arbitraires, dont une seule-
ment st déterminée dans le probléme actuel par la condition que la
somme des carrés soit 'unité. Mais on peut, & volonté, fixer les deux
autres arbitraires en choisissant la direction de I'axe Z.

En comparant les équations actuelles aux équations (68), on voit
qu'il existe un systéme de solutions ol les inconnues sont proportion-
nelles & z,, z,, x;. '

On peut prendre pour les trois cosinus un tel systéme et écrire ainsi,

d’aprés (73) et (84),

cosAZ _ cosBZ _ cosCZ _ 1 2 __2 dadbd(a+e)d(b+v)
o @ w Jm p(sa—2)  p dvd(a—b)s(a+ b+ o)
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Suivant les égalités (83), (84), (95) et (96), j'en conclus donc

(97) COSCZ — g:jﬂ;ﬂ,
“aq T AP
Ry e _,,t‘,:lﬂc‘bd(a-i-v)s’(u-ka-l—")d(u—"b) (3-30)«
‘ cosAZ + i cosBZ = 2E[——du e Ja—b) @+ brncudarn’ '

(98)

' . 2 cu 2o |Pgad(b+ ) d(u+ b+ v)3(u—a) ,(;‘“‘%)“
| cosAZ — i cosBZ= E [¢(¢¢+(:)el ] dla—b)g@a+b+v)dud(u+rv) ¢ )

En posant, comme on I'a déja fait pour le cas du mouvement & la
Poinsot,
e =cosCX + icosCY,

&y = c0osCX — icosCY,

ct supposant les deux systémes d’axes congruents, j'ai cncore, ainsi
(u’on I'a trouvé en I'endroit cité,

-

e _de, (4T |
gy —Cgp =20 <0_y| cos AZ + o cosBL)

«

ou, cn divisant par e, =1 — cos? CZ = cos? AZ + cos*BZ,

0T~+—x JT
1de de, i Loy, *dy,
2dt T g dr T | x} + &3
N L1 Y1+ Ly )2
= — 2l\yIn I ——
v <9+ Zivay )

n
1de 1 de, 2 I:qs Vi  sym ? y:,J '

rysp p xi—m

Pour décomposer en ¢iéments simples le dernier terme, on a iei un
calcul analogue & celui qui concernait précédemment g(u). Les résidus
ont pour expression

o 1 e
sym 7y, s\m YTy
P dx, p asfpu—p(u+)]

Tq ———m
$du
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Il faut y substituer succcsswement, a laplacede u, a et — (b +9)

racines de @, puis & et — (@ + ¢) racines de ®,. Pour le premier et le

quatriéme pole, x, cst égal & ym; pour le deuxidme et le troisiéme, «,

cst égal & — \/m; c’est ce qu'on voit par les équations (83). Les résidus

sont donc successivement — 1, + 1, — 1, + 1. En outre, la fonction
s’¢vanouit pour z, infini, c'est-3-dire pour u = o. Donc

— x__’;:—C(u+a+v)+Z(u+b+v)
—{(z—a)—Yu—0b)-D,
(99) D,=Cla+ b+ TC(a+9o)+L(b+0).

Posons encore, pour abréger,

oy ISYm
(100) =T

ct 'on aura, en intégrant,

o

log;-:—(%r +D‘)u+10gs’(u+a+v)a’(u+b+o)
=0

d(u—a)3(e—2>b)

-+ consl.

D’autre part, le produit 22, est égal au produit des facteurs

cosAZ =+ i1 cosBZ.

Prenant, pour ces derniers, leurs expressions (98), nous avons

F(u+a+0)I(e—0)3(u+b+v)3(u—a)
o"ud’(u—l—v)

logee,=log + const.

De 1 résulte loge?, et enfin e et 2, comme il suit, en donnant une
forme convenable & la constante arbitraire E,,

. . asbI(u+a+v)c(u+b+v) (I.;.;])l),,
(ror) cosCX. +icosCY = 'f(a o’(a+b+v)dud(u+;:)e ¢ )
cosCX — icosCY = — 2 Zla+ 9Ib+v)d(uw—a)s(u—10) c(g ;n.),,.

E, d@a~b)d(@+b+0)dud(u+0)
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Ona vu, dans le § III, que la connaissance-des quantités cos CZ,
cos AZ = i cos BZ et cos CX = icosCY détermine entitrement ct sans.
ambiguité la position relative des deux systémes d’axes, quand on con-
nait le caractére de congruence. Ici nous avons supposé les axes con-
gruents. La rotation du corps est donc actuellement déterminée.

Translation du corps solide.

Il faut maintenant trouver, en fonction de %, les coordonnées X,
Y, Z de 'origine des axes fixes dans le corps, mobiles dans I'espace. Les
deux premiéres coordonnées sont données explicitement en fonction des
quantités précédentes, la troisitme exige unc intégration. Pour les
deux premiéres ('), on a les formules

X= —)—l(y, cosAY + y, cosBY + y; cosCY),
Vr
Y=-— W)_(y. cos AX + y, cos BX + y; cos CX).

Par unc transformation facile, fondée sur 'emploi de la relation
¢lémentaire (8) avee 'hypothése actuelle ¢ =+ 1, on conclut de la

(X + iY)(cosCX— icosCY)

¥:1(cosBZ + i cosAZ cos CZ)

+ ¥2(— c0sAZ + icosBZ cosCZ) — iy,(1 — cos*CZ)],
(X4+1Y)(cosCX — icosCY)

I ;Y — 2y ) Xy ) XY e . < -’”g)]
= o | AT g WU TRR gy (= 2
m [ Jm A Vs m) |

ou bien encore, suivant les relations (70),

\/n [

- . . , (N
(X4+1iY)(cosCX — tcosCY) =;/—:7;.[ &',;[;; +l<"nlx —}’3)].

(1) Kircunorr, Vorlesungen iiber mathematische Plzyszlr, p- 240.
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De 14 enfin se conclut, en prenant aussi I'expression conjuguée,
(X=£iY)(cosCX x=icosCY)

/02 )
(102) % =ﬁ$[a)u—lp(u+v)¢é(\/;7_\7%‘%)].

Le facteur cosCX 5= icosCY cst une fonction doublement pério-
dique de seconde espece, tandis que le second membre est doublement
périodique. Donc X =Y cst doublement périodique de seconde
cspéce. Les deux quantités conjuguées cosCX = i cos CY ont des mul-
tiplicateurs réciproques, puisque leur produit 1 — cos? CZ est double-.
ment périodique. Donc X + £Y a les mémes multiplicateurs quc

cosCX + zcosCY.

Nous allons décomposer X + i Y en éléments simples.
~ L’¢lément simple type s¢ déduit immédiatement de la forme (101)
de cosCX + icosCY : cest

F(u+a+b+v) c.—(g-k%";)n

Ju

Les poles de X+:Y sont u=o0 et u=—v} cc sont des pdles simples,
attendu qu’ils sont doubles au second membre (102), et simples dans

T
le facteur cosCX — ZcosCY. Leur résidu est = %;:3, coefficient de

puet p(u+ ¢) du second membre (102), divisé par le résidu de
cosCX — icosCY.

1l n’y a pas d’autres péles, comme on va voir.

Observons les valeurs du second membre (102) pour les valeurs par-
ticuliéres de u suivantes : @, — (@ +¢), b, — (b + ¢). Pour les deux
premiéres, on a, suivant les égalités (83),

Ly= \/;7_2 ]
pour les deux autres,

Ly=— g/ﬁ
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Par conséquent, pour les deux premiéres, \/m —

avec

)3\/‘

#, — —; pour les deux derniéres, avee — (@, — — ). D’autre part, sui-
3 s y ys )

vant les égalités (88) et (89), - (ws y ) est alors ¢gal &

= [pu— p(u+0)],

le signe + convenant A u=a et u=—(b-+v),lesigne —au=1"0
et & u=— (a+ ¢). Il en résulte, pour la quantité entre crochets, les
valeurs suivantes :

_ n\ _ (o .
U=4a, pu—a)(u+v)+p(x3—ﬂ>“ a[pa—p(a+ )]
_ _ —5(n _n\_{2[pla+v)—pa]
u=—(a+o), pu—p(u+o)Fs(e-1)=1>
s n . 0
u=>, pu—-(])(u+v)+_2<w,—ﬁ>_ 2[pb— p(b+ )]

u=—(b+v), pu—pu+o)x (w3 f‘-):

2[p(b+¢)—pbd]
¥s .

o

On voit par 1a que le second membre (102) s’évanouit pour v =«

et w=1>b, quand on prend le signe supérieur, ct pour u =— (@ + ¢)
ou u=— (b+ ¢), quand on prend le signe inféricur. Il cn est de
méme pour cosCX = icosCY.

Il s’ensuit que X 2= iY n’a que les pdles u =0 et wu=— o, ct 'on
conclut

+=Dy

o (T

___ _dlea—b)3y [o‘(lt+a+b+v)__ S(u-+a+b—+2v) ]

g(a+9)d b+ ) dacbau G(a+9) (b4 v) (e + ¢)

2smE ( "
(X —iY)e i
_S(a—=b)ov[_c(u—a—b—yv) d(u—~a—1">)
gadbd J(a+9)o(b+v)du O‘ao‘bd(u-}—v)]'

On remarquera que les seconds membres, dans ces deux égalités, se
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déduisent I'un de P'autre par le changement du signe, accompagné du
changement de a et b en — (@ + ¢), — (b+ »). Clest ce dont on se

rend aisément compte par les expressions de cosCX £ icosCY ct
celles des constantes.

La coordonnée Z de l'origine des axes mobiles exige une quadra-
ture; elle est donnée par la formule

%Zz = U ecosAZ + V cosBZ + W cosCZ.

Par des transformations successives, cette formule devient

dZ , ’
@ = o (pr+9y) + 2 (pm+ gy + 2 (PEa+ 403)]

= \7'; [(p' — p) @+ (¢ — q)ya2:+ pm + gn]

= \7—1,77 [(7' — p) (s + L) + pm + gn — & B2 (p'— p)],

di s L Bala
@—W[l’m*'{ln—ﬁh(l’ p)l

se(p'—p)
B [pu+ p(u+0) + pol.

En intégrant et figurant par & et &, les deux constantes, nous avons
(103)  Z+ const. = 8+ &,p[{(z + ¢) + Lu — upv],

d = ﬁ[};m +qn— 50 (p — p)l,
(ro4)

l_. g
3, _ S'=p) _ 7

irysym  isym

Nous avons, on le voit, résolu le probléme qui consiste & déterminer
explicitement en fonction du temps la position du solide.

Notions générales sur le mouvement du corps solide.

~ Indépendamment de toute discussion approfondie sur les formules
que l'on vient d’établir, on peut se faire une idée sommaire du mouve-
ment que ces formules représentent.

Journ. de Math. (4 série), tome IV, — Fasc. I, 1888, 8
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Soit 0 le rapport de l'accroissement du temps a celui de f;- (87),

(105)  0=-————=-"1, =02+ comst.
Vr(p'=p) s P

Nous supposons réelle la constante arbitraire p. L’argument «, ou du
moins sa partic variable, prend des valeurs soit réelles, soit purement
imaginaires suivant que 0 est lui-méme réel ou purement imaginaire,
suivant donc que (p’— p) est positif ou négatif (» est positif, car la
force vive T est nécessairement représentée par une forme posttive).

Comme les invariants sont réels, il y a une période déterminée 26,

de méme espéce, réelle ou imaginaire, que les valeurs de du; il y cor-
respond unc période de temps {, = ?‘?

Considérons d’abord le mouvement angulaire de I'axe C ou axe du
corps. Le cosinus de I'angle CZ (97) est une fonction doublement pé-
riodique, dont une période scule intervient. L'angle CZ reprend donc
la méme valeur a la fin de chaque période de temps.

Considérons maintenant I'angle ¢ que I'intersection des plans AB
et XY fait avec I'axe X. Cet angle est donné par la formule

i — _ ¢05GX +icosCY
™ cosCX — icosCY

On voit par 14 qu’a chaque période de temps I'angle ¢ se reproduit,
augmenté d’une constante {,, de telle sorte que les fonctions double-
ment périodiques de seconde espéce cosCX == icos CY admettent les
multiplicateurs e** correspondant & la période 2.

Ces deux angles CZ et { définissent complétement le mouvement
angulaire de I'axe C du corps. Cest, comme on voit, un mouvement
varié¢, mais qui coincide périodiquement avec- une rotation uniforme,
de vitesse %, autour de I'axe Z.

Envisageons actuellement le mouvement de 'origine des axes mo-
biles ou cenire du corps. La coordonnée Z est représentée par une

fonction (103) qui se reproduit, & chaque période de temps, augmentée
d’une constantc Z,. Les deux quantités X = Y se reproduisent mul-
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tiplides chacune par une constante; mais, comme on I'a vu, ces fonc-
tions ont les mémes multiplicateurs respectivement que

cosCX £ 7cosCY,

c'est-a-dire ¢*%. Le mouvement du centre est varié, mais coincide
périodiquement avec un mouvement hélicoidal uniforme, dont I'axe
est Z et dans lequel au temps , correspond une progression Z,, paral-
l¢le & Paxe, et une rotation {, autour de cet axe,

En réunissant les circonstances relatives au mouvement angulaire de
I'axe et au mouvement du centre, je conclus que le mouvement. de
I'axe lui-méme coincide périodiquement avec un mouvement héli-
coidal uniforme, ou mieux se compose de ce mouvement et d'un mou-
vement périodique.

Considérons enfin I'angle ¢ que D'intersection des plans AB et XY
fait avec 'axe A du corps. Cet angle est donné par la formule

oo — cosAZ +icosBZ
T cosAZL —icosBZ

Les deux fonctions cosAZ == i cos BZ (98) ne sont pas, suivant 1'ac~
ception ordinaire, doublement périodiques de seconde espéce, sauf
si 'exposant {8 est un nombre entier. Mais, dans tous les cas, elles ont
toujours la propriété de se reproduire, & chaque période, multipliées
par des facteurs constants. L’angle ¢ se reproduit donc, 4 chaque pé-
riode de temps, augmenté d’une constante ¢,. Cette circonstance,
jointe aux précédentes, permet de tirer la conclusion que voici :

Le mouvement du solide se compose : 1° d’un mouvement héli-
coidal uniforme autour de Uaxe 1; 2° d’une rotation uniforme

\ . [ e
<a vitesse t—“) autour de Uaxe du corps; 3° d’un mouvement pério-
(]

dique (4 période 4,).

Enumération des constantes. Homogénéité.

Dans la suite des calculs qu'on vient de parcourir, il importe de ne
pas perdre de vue les constantes primitives et leur Liaison avec celles
qu'on a été conduit & mettre en leur place.
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Les constantes données sont an nombre de dix, savoir : 1° les six
coefficicnts de ’cxpression de la force vive (75) p, p'y ¢, ¢'s 1y 1
2° les quatre constantes d’intégration [, m, n, v, (72), (73) et (74).

Dans nos formules, on voit figurcr implicitement les deux invariants
des fonctions elliptiques et explicitementles trois arguments constants
¢y @, b. Les arguments a, et b, peuvent étre omis comme déterminés
par les précédents. Ce sont donc 1 cinq constantes.

La constante d'homogénéité p peut étre omise comme entiérement
arhitraire, ou bien on peut encore observer que les fonctions ellipti-
ques interviennent, dans toutes les formules, avec la lettre ¢, de maniére
que ’homogénéité soit respectée : toutes les combinaisons qui s’offrent
sont, & ce point de vue, du degré zéro, chaque argument étant censé,
ainsi que p, du degré 1.

Avee ces cinq constantes elliptiques, les formules présentent cing
autres constantes que nous pouvons distinguer, savoir a, ¥, 0, &, &,.

Nous allons reconnaitre que ce second systéme de dix constantes d¢-
termine complétement, et sans ambiguité, le premier. Dans le para-
graphe suivant, nous établirons le résultat inverse.

En premier lieu, au moyen des cinq constantes elliptiques, on d¢-

termine 7, )—2: avec les constantes auxiliaires m,, h, s, par les formules
(84) et (90), que nous transcrivons ici :
2ym = (5, — zb),
%k = p(za -+ Zb>,
2Vl m, = p(3, — 5,5
sym=1p[pb-+pa— pla+o)— p(b+0)],

sn

7, =10 [pb—~pa+pla+ve)—p(b+v)]

L'exposant 8, qui figure dans les formules (98), est déterminé par
ces quantités, puisqu'on a (94)

Les constantes auxiliaires m,, n,, s sont liées aux constantes primi-
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tives par les relations (8o) et (85)

_ pmagn+r'yi— l,

. m, P—p
ol
h= 2Hy3,
iy,
S = "__"—‘—-—,—— .
Vr(p'—p)

Quant aux constantes que nous avons distinguées dans les formules,
voici leurs expressions (94 ), (100), (104) et (105)

s[J h(g'— q)] st R
== |- — = — 5 =
r Ay, r 8 as
" _ qsym
(= Sy

1 S

T V—p
8= = [pm+qn— 5k (p = p)),

N __:_S(P'—P) =Y,
' irysym — isym

Par les cinq premiéres constantes sont déterminés, nous venons de

. - n . . ’ ¢
le voir, ym, 72 h, s. Maintenant, aumoyen de 8,, est déterminé y,

ct, par conséquent, 2. Au moyen de 6 et y, sont ensuite déterminés r
ct g, puis ¢' par la relation

h=z2ry,(¢— q)0.

Enfin 7 est déterminé au moyen de «, p et p’ au moyen de s et ¢,
/ au moyen de m,.

11 est donc établi que la connaissance compléte du mouvement du
corps entraine aussi la connaissance des constantes qui figurent dans
les équations différentielles et les intégrales.
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Il n’en serait pas de méme sil'on connaissait seulement la rotation
du corps, non sa translation.

Et d’abord, il est évident quela connaissance de la rotation ne peut
entrainer la connaissance d’aucune longueur. Par conséquent, la rota-
lion ne peut déterminer que des combinaisons de degré zéro entre les
constantes, ce qui en réduit le nombre d’une unité. En outre, ¢ et &,
n’interviennent pas dans les formules de rotation. La rotation dépend
donc sculement de sept constantes, et ¢’est ce qu'en effet on reconnaitra
plus loin.

11 est aisé de trouver, & ce point de vue, les degrés des diverses con-
slantes. ,

Par rapport & l'unité de longueur, la force vive est homogéne et du
degré 2, les vitesses U, V, W sont du degré 1, les vitesses de rotation
P, Q, R sont du degré zéro. Il en résulte pour z,, #,, #, le degré 1,
pour y,, ¥s. ¥ le degré 2, pour p, p" le degré zéro, pour ¢, ¢’ le degré
— 1, pour 1, 7 le degré — 2. Les degrés des autres constantes cn ré-
sultent, savoir

n .
l, m, n, m,, h, oS 0, ¢ ¢, o ¥, B
2, 2, 3 2, 1, I, 1, I, 1, o0, 1, 1, oO.

Si les arguments elliptiques sont considérés comme de simples nom-
bres, g est une longueur.

Expression des éléments elliptiques en fonction des données.

Pour avoir plus de symétrie dans les formules, j'emploie, au lieu de
m, m,, n, h, les notations suivantes :

(106) +h=v,, 3'—' =v, Vm=p, VW +m =y,
' 3
Ces quantités, ainsi que s, sont toutes des longueurs.
Par leur emploi, le polynéme (81), divisé par r(p’— p), s’éerit
ainsi
(%5 + 4,2y — oy + 4V)) (2] — p?) + 8* (25 — V)L
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Pour faire disparaitre le second terme, on pose =y — v; le po-

lyndéme devient

(P +2vy+vi—p)(yr—avy+vi— )+ (y—v—v,)

et doit étre identique a cet autre (63)
y'—6p2pe.yr+ 42 pe.y +p' (g — 3 pte).
De la comparaisen se tire immédiatement
(107) Gp?po = av} + p’ + p, — %,
(108) 2p'po =y () — ) =8 (v +v,),
et cette combinaison, qui servira plus loin,
5 'PJ<[2‘})29 - g-!)
(109) =i(2v+ pt g 8%’
R e
Par le théoréme d'addition, on a

1 /pa—p'e\?
pa-l—p(a—f—v)#—po:z(%a—:%) = 3},

Mais, d’aprés (84),

B

pra=ym + th =y, + 3

J’ai donc, au moyen de (107),

p*lpa+ p(a+o)]=4[(avi+5w) (2v, + 1) s — p?]

tandis que I'égalit¢ (88 @) donne

#[pa—pla+ o] =s(u—).

Voici donc connus pa et p(a + ¢). Il suffit de changer les signes -

devant s et . pour changer a en b. J'ai donc aussi

o [pb+ p(b+9o)]=1(2v, — 5p) (v — p) — s — u?],

9"'[.})6"‘P(b+”)]= S(y.-|-y>, .
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Par le théoréme d’addition, on a

or — Ratplat+e) pla—pv pa—plate)—2py
“= pa—pla+v) pa—pe  pa+plate)—2py

En remplacant ici p 3, par v, + &, on conclut
Plpa+p(a+o)]=2s(p—v)(u+v)
P[p'a—p'(a+o)]=8(p—v)+ p(p! — )+ bvip(p Vo),

et semblablement
[P0+ p'(b+ o)== as(p +v) (r— V1),
' [P — p'(b+ o)== s*(p+v) — p(p? — ) + 4y — V1)

Des calculs tout analogues donnent les fonctions p et p’ pour les
arguments @, b, ; mais nous n’en aurons pas besoin. Il nous faudra
hientét connaltre les mémes fonctions pour les deux arguments

oy=—(a+b+v), p,=a—>b.

Le calcul n'offre aucune difficulté par le moyen des formules pré-
cédentes; il donne lieu & des réductions remarquables. Je transcris
sculement les résultats

’ pplb+e)—pa_ 18

s plbrn—pa U2
eple+o)—pb 15y
(110) ? plato=pb " +

ppa+pb 1L

2 pa—pb =R

p Pla+o)+pi(b+e) 1
2 pla+¢)—p(b+v) — b3S

2 1 S‘z\‘2

(1) F(Pra=pOy=—Yi+ 5

P(Por— po)=—vi+35,

I8y

(112) PSJ)")O:v‘S(P—}_%)+ZF<{"'2—P'?+SQ“%)7
(113) 2o, =v,8(v 4 v, )+ Fs(p? — p2).
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Je n'ai pas calculé les invariants des fonctions elliptiques. Ils sont
surabondamment déterminés par ce qui précéde. En général, quand
on donne les fonctions p et p’ pour trois arguments différents, les in-
variants s’en déduisent au moyen de la relation

plu=4p°u— g pu—g,
cemployée successivement pour chacun des trois arguments. ‘
Dans le paragraphe précédent on a vu que les cing constantes ellip-
tiques déterminent un groupe de cinq constantes du probléme, préci-
s¢ment s et les constantes (106) employées ici. On voit maintenant que
la réciproque est également vraie. Conséquemment, les formules du

mouvement, trouvées ici, sont propres & tous les cas qui peuvent se
présenter.

Discussion des formules.

La discussion, que je vais faire, a pour but de préciser la nature
des constantes en distinguant les divers cas qui peuvent se présenter.
Dans tous les cas, la constante 7 est posilive et la variable x, ne

peut acqueérir que des valeurs comprises entre —y/m et -+-\m; c'est ce
(ui résulte de I'intégrale (73). D’autre part, la méme variable z, doit
prendre des valeurs qui rendent positif le polynéme (81)

Fx))=r(p' —p)(m,— hx,— z3})(m — x3) — r*(n — y,a,)*,

landis que les valeurs z, === /m rendent ce polyndéme négatif. 1l y a

donc toujours, entrc — y/m et +\/m, au moins deux racines réelles
de I¥; c’est entre ces deux racines qu'oscille la variable ;.

Je distinguerai trois cas principaux, suivant le signe de (p'— p)et
du discriminant A.

I p —p>o.
D’aprés I'égalité (79),

yit+yi=EE(m ~ by —a}),
les valeurs que prend x, rendent négatif le polynoéme f,

2
fi=x;+he,—m,.
Journ. de Math. (4 série), tome IV, — Fasc. 1, 1888, 9
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En cffet, p'— p est supposé positif et 7 est positif, on I'a déja fait
observer, comme étant le coefficient d'un carré dans une forme quadra-
tique positive T, la force vive. Il en est donc de f, comme du po-

lynéme [
f=x;— m;

ses racines sont réelles et comprennent cntre elles les deux racines
de F entre lesquelles oscille ;.

Le coefficient de xj, dans I, est positif. Le polynéme I¥ est négatif
pour les valeurs de x, égales aux racines de fet de f,. Donc I a deux
autres racines réelles, comprenant entre elles les quatre racines de f
et de f,. Soient z’, x”, x", " les racines dc I¥; on aura ainsi

_\/;77: , \
v <r<<a"<

—3h— ViR +m, AV, )

~+- \/_n;

el z, oscille entre les deux racines moyennes 7, z".
Les quatre racines de F étant réelles, le discriminant est positif. En

] '_* . . . (o .
outre (') (2w’ étant la période imaginaire), u + - — ' variec d'un

multiple impair 4 un multiple pair de la demi-période réelle v, quand
x, varie de z” & «”. La relation précise entre £ et z doit s’écrire

(114) u:a»’—%-l—%l,

de maniére que l'origine des temps corresponde & 2, = 2. Cette indi-
cation est placée ici uniquement pour montrer comment on peut, si
on le désire, préciser entiérement les arguments. Il est dégalement
permis d’ajouter & u et ¢ des périodes & volonté; en tous cas, u est réel
sauf un multiple impair de ’. Pour mieux préciser, nous continuerons
4 faire les premiéres suppositions, qui ne nuisent en rien a la géné-
ralite.

Les arguments a et b correspondent aux racines de f(83), quisont,
Pune entre z’ et «”,'autre entre z” et 2". Ces arguments ont donc les

(1) Traité des fonctions elliptiques, p. 129.
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formes ci-aprés ('), sous la supposition que ym soit pris positivement
dans les formules (83),

. ¢ . § 9,
(115) a=— -+, b=—a+co+zb’,

a’ et b’ étant réels. De méme, pour @, et b,

"

(116) a,=—-g+ia,, b,:—§+w—!—ib",.
Suivant les égalités (62) et (66), on aura

a+d=b+0b=2c,
"
. a] —a"

c=—2 41 a=i+1—,
9 ! — 2

) Y
|
2

¢ .
w= -+, b=

En prenant arbitrairement les deux arguments purement imagi-
] ’ ’ . ’ . [%
naires @, &', dont les fonctions p sont réelles, puis ¢ + - purement

imaginaire et arbitraire, on déterminera, par la relation harmo-
nique (67), pw conjugué de pc; il en résultera, pour w, la forme
§? . F A (%} . .y

=+ i, celle de ¢ étant — 5 i De cette maniére, a, b, a,, b,, ¢
auront bien les formes ci-dessus,

Résumons les caractéres que nous venons de mettre en évidence et
qui ne se reproduiront dans aucun des autres cas; joignons-y ce qui
concerne les autres constantes, et concluons ainsi : prenant des fonc-
tions elliptiques a discriminant posiiif; v réel; u, a,b,a,,b, sous les
formes (114), (115) et (116); les constantes 0, ¢, 8, réelles et o,y

purement imaginaires, on aura la représentation du mouvement
dans U'un quelconque des cas ot, (p' — p) est positif.

(1) Loc. cit.
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L. p—p<o, A>o.

Le polyndme I, dans ce cas encore, a quatre racines réelles. Sup-
posons ces racines dénommées, comme tout & 'heure, «’, 2", z", 2" ct
rangeées ainsi par ordre de grandeur, mais dans ’ordre croissant ou
décroissant. La variable x, reste comprise entrc deux des racincs
extrémes, 2" et z". Les deux quantités = /m sont, I'unc au dela
de x", l'autre soit entre z” et ", soit en decd de z’. De 1a deux cas
fort distincts. .

Dans le premier de ces cas, f est positif quand x, est compris dans
I'intervalle 2’2", intervalle out F est positif. Comme p’ — p est négatif,
il faut que £, soit négatif dans cet intervalle. Il s'ensuit que les racines
de f, sont réelles et comprises, 'une entre z” et x”, I'autre en deci
de '

Dans le sccond cas, au contraire, celui ou les deux racines de f,
c'est-i-dire == \/m, comprennent entre elles les quatre racines de F,
les racines de f, peuvent étre imaginaires. Si elles sont réclles, clles
sont toutes deux, en méme temps, ou bien entre z” ct 2", ou bicn au-
dela de z*, ou bien en de¢a de .

11 est aisé de reconnaitre comment on peut choisir les arguments «,
b, a,, b, pour que les formules correspondent & un quelconque de ces
cas. On y parvient immédiatement au moyen d’une discussion faite
dans mon Traité des fonctions elliptiques, p. 127-129, ct d’ailleurs
tres facile.

En premier lieu, ¢ est réel et u a 'une ou 'autre des deux formes
suivantes (qui rentrent 'une dans I'autre si I'on altére ¢ d’une période)

U=-— g +1 5 A )
(117)

U=— >+ w-+ist
- 2 0!7

ou 0’ est reel.

Premier cas : L'une des deux quantités == m est dans Uintervalle
(z"%"). — En ce cas, I'un des arguments a, b est réel, 'autre égal a
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=+ o', plus une quantité réelle; il cn est de méme pour a, et b,. Sans
restreindre la généralité, on peut supposer @ + @, = b + b, réel. Alors
les arguments auxiliaires w et ¢ (62) et (66) sont réels; a’ et b, I'un
récl, 'autre réel & w’. On obtient donc les formules propres & ce cas
en prenant les termes de la proportion harmonigue (67) de telle
sorte que pw, pc et pa’ ou pb’ soient tous trois supérieursa e, et que
le quatriéme pb’ ou pa’ soit compris entre e, et e,. L'argument u
a Uune des formes (117), les constantes 8, 8, 8, sont purement ima-
ginaires, o. et y réelles.

Devxiine cas: Les deux quantités == \/m comprennent entre elles
les quatre racines du polyndéme F.— En ce cas, les trois arguments a,
b, v sont réels. Les arguments @, et b, sont des imaginaires quelcon-
ques si les racines de f, sont imaginaires; ils sont ou tous deux réels,
ou tous dcux réels &= ' si les racines de f, sont réelles. Clest ce qui
résulte de la discussion ci-dessus, relative aux places que peuvent oc-
cuper les racines de f,.

Il s’agit de trouver, de la maniére la plus générale, les arguments

a, b, a,, by, v, pour satisfaire ainsi aux conditions (56) et (67). Po-
sons, a cet effet,

uy=y3( w—c—a+b)=3( o+a—"5),

! 1

Uy=3(—w+c—a+b)=3(—v+a—>),
Vy=i(—w—c+a+b)=y(—v—a—>b),

g 4

=1 wHc+a+b)=3( vo+a+0b).

(118)

Il en résulte

Uy— Vg=w — a, U, — o, =—(w+a),
Uy+vg=—(c—="0), U +d=c+V,
Uy—v,=—(c+a), U —v,=c—a,
Uy+ 9, =w+ b, U, + ¢, =—(w—0b).

La forme sous laquelle est exprimée la quantité A (p. 41) reste donc
inaltérée siles arguments u;, |, ¢,, ¢, remplacent respectivement w,
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¢, @y V', et 'on a, entre leurs fonctions p, la relation

(119)  (puy— po) (pu, — po) +(pug— po, ) (pu, — pe;) =o.

Puisque a, b, ¢ sont réels, u, ), v, sont réels aussi. On devra donc
prendre pu, pu,, pe,, réels et supérieurs a e,, quelconques d’ail-
leurs. Le cuatriéme terme po, en résulte. Il est réel. Les arguments a,
et b, sont alors déterminés par les deux égalités

a,—b,=b—a, a,+ b,=2¢, — 0.

Si po, est supérieur  e,, ¢, est réel, @, et b, sont réels aussi. Si
Pv, est entre e, et ¢, ou inférieur & ¢;, ¢, est purement imaginaire ou
purement imaginaire & une demi-période réclle prés; alors @, et — b,
sont imaginaires conjugués; si po, est entre ¢, ct ey, ¢, est réel sauf
une demi-période imaginaire et a@,, &, sont réels = o’.

On voit ainsi que les trois particularités, relalives aux racines de f),
signalées plus hautl se retrouvent nettement : on obtient les formules
propres au cas envisagé ici en supposant a, b, a,, b,, v déterminés
par les arguments auxiliaires u,, v, v,, ¢, (118), dont les trois pre-
miers sont réels et le quatriéme déterminé par la relation (119).
Les constantes 0, 8, 8, sont purement imaginaires, o et y réelles;
u ala forme (117).

L p'—p<o, A<o.

Le discriminant élant négatif, le polyndme I a seulement deux racines

réelles 2, 27, comprises toutes deux entre ynm2 ¢t — y/m. Le trindme /£,
a ses racines ou imaginaires, ou bien réelles et ne comprenant pas
«’, z” dans leur intervalle. Les arguments propres a cc cas se irouvent
par les mémes. formules que pour le dernier cas; mais il ne faut pas
oublier que le discriminant des fonctions elliptiques est négatif : les
arguments u,, u,, ¥, sont réels, leurs fonctions p supérieures & e,;
suivant que p¢, est supérieur ou inférieur & ¢,, les racines de f, sont
“réelles ou imaginaires. Les constantes 0, 8, 8, sont purement imagi-

. ] ¢ . . .
naires, o ct y réelles, # + - est purement imaginaire.
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Ici s¢ terminc la discussion que }’avais en vue. J'ai distingué, au
début, les divers cas possibles relativement aux racines de F, f, f|, et
j’ai trouvé, pour chacun de ces cas, les caractéres distinctifs par rap-

port aux fonctions elliptiques employées dans les formules.

Décomposition de la rotation.

Dans les formules (101), (98) et (97) qui donnent
cosCX == 7cosCY, cosAZ % icosBZ et cosCZ,

mettons, au lieu de u, o, @, b, les notations suivantes :

U=— Uy,
O =U,+ U
(120) ] 0
b=—3(vo+9 + U+ u,),
a=—3(0y— 0, + Up+ Uy).

On a alors les formes suivantes :

' cosCX 4+ 1cosCY
b
2 E, Ug+ VoE 1, —(g 30 )u
= I I g e ,
TUyT T U T 2

(121) .
cosCX — icosCY

2

_ Hd wy— o= u o, c(g“"]ib')"
| T EGuadvesu, 3 ! 2 ?

cosAZ + tcosBZ
_ 2 [s’(u—l— ¢ _ugv] Hd<lll+ P Eu, £, >e(%’§")"
T Quy Oy Sy Ty Fu )
(122)

cosAZ — icosBZ

2

| I
—_ Su . ug— vy lto"'v)e(s”“é)",
Ecu,ce,su,cv, c‘(u+0) II ) !

U+ U +v ndf 9
2Cuo+2§u1——2§ LR

chto+l‘|— (’o——-(’ Zt "0_*..”]___ -f—(’).
P

(123) cosCZ=
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Ces formules coincident avec celles que ’on a vues plus haut dans la
composition des triédres. Il n'y a qu'un changement dansles notations.
Sil'on met A, B, Cet X, Y, Z au lieu de z,, y,, 3, ct @, ¥y, 3,, qu'on
pose, en outre, '

)

(124) ‘ Ci=E [-(—";7‘—) e—utv]p 5

Y, 1.°
? C(,:E,e—(f_’+éo')",

les formules qui donnent cosCZ et cosAZ == i cosBZ coincident de
part et d’autre (97), (98) et (21), (15), (16). Celles aussi qui donnent
cos CX %= icosCY, déduites des précédentes par le changement des
indices, présentent la méme coincidence. Comme, d’autre part, les
systémes d’axes, dans les deux cas, sont congruents, la coincidence des
formules permet de conclure 4 la coincidence des figures.

La rotation du corps solide est donc cffectivement décomposée cn
dcux autres plus simples My, M,, représentées par des formules ana-
logues & celles des mouvements 4 la Poinsot, et nous allons examiner
cette décomposition.

L'’argument u, varie proportionnellement au temps, puisqu'il dif-
fere de u par le signe seulement (120). De plus, C, est une exponen-
ticlle du premier degré en «,. Donc M, est précisément un mouvement
4 la Poinsot. Toutefois ce mouvement n’est réel que st le discriminant
cst positif, la variation de u, réelle et si ¢, est purement imaginaire &
un multipleimpair de la demi-période réelle. Ces conditions sont effecli-
vement satisfaites dans un cas, le premier de ceux qui ont été discutés
plus haut, celui o (p’'— p) est positif. Dans le cas opposé, la décom-
position n’est point réelle, ct c’est un fait bien digne de remarque,
quoique sans intérét cinématique, que la décomposition d’'un mouve-
ment effectif en deux mouvements imaginaires. C’est donc pour le seul
cas p’ — p > o que nous étudierons la décomposition.

Quand la constante § est nulle, G, est aussi une exponentielle du
premier degré en u, = u + ¢, et la variation de u, est proportionnelle
au temps. En ce cas, M, est aussi un mouvement & la Poinsot. Mais,
cn général, décomposons C, en deux facteurs, dont 'un soit une expo-
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nentielle du premier degré. En prenant sculement ce dernier facteur,
nous aurons un mouvement a la Poinsot M, dans lequel les axes X,
Y,, Z,, différents de A, B, C, seraient les axes mobiles, liés au plan
roulant. Pour amener ces axes en coincidence avec A, B, C, il suffira
de les faire tourner autour de Z, d’un angle ¥, tel que ¢¥ soit égal au
facteur négligé dans C,. '

Soient, en effet, a, b, ¢ les axes fixes auxquels on rapporte le mou-
vement de X,, Y,, Z, et ¢ 'angle que I'intersection des plans ab et
X,Y, fait avec X, 3 on a

; coscX,+ {coscY
(l25> eﬂl‘ll:__ ,l - L8
coscX,~— icoscY,

Soit C, le facteur pris d’abord dans G, pour composer un mouve-
ment & la Poinsot. D’aprés les formules (1) du début, changer C|
. , C :
en C,, c’est multiplier coseX, + icoscY, par Ci et coseX, — tcoscY,
1
par le facteur inverse. Clest donc, d’'aprés la derniére formule (125),

. . I? 2 .
multiplier e**¥ par (%) » ou augmenter ¢ d’un certain angle ¥
1 .

e — G

=g
c’est donc faire tourner les axes X,, Y,, Z, autour de Z, d'un angle ¥
dans le sens positif.

Soit % une arbitraire ; prenons

, ks 4 D) ey ~v)
(124 ) C,=Ee * * ;
il en résulte (124)
o — [s’(u +v) e—ulu]ﬁ e““’;"“’ u
su
et, par suite,
5‘?{% = B[+ 0)— Lu— o]+ i%—s =Bz + ?‘_%—_s

Exprimant z par cos CZ (123) et introduisant d¢ au lieu de du, j'en
Journ. de Math. (4 sévie), tome IV. — Fasc. I, 1888. 1o
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conclus

av — B (5,— 3,)cosCZ + 5, + 3, " A—%—§
(lt - i() 2 l‘()

Je mets maintenant Z,Z au licu de CZ, les deux axes Z, ct C coin-
cidant, et j'ai, pour la vitesse de rotation considérée,

dw

?ﬁ:

McosZ,Z +N,

avee cette expression des deux constantes M, N

(126) M=18s, 3,
(127) N::;-?% za~+zb)+-3:;0—:—'i-

11 est manifeste que les deux mouvements My, M| concordants sont
tout & fait arbitraires. Etant donnés, ils déterminent les invariants,
les arguments a, b, ¢ ct les constantes v, » +s. Si l'on prenait arbi-
trairement M ct N, les constantes 8 ¢t o sc trouveraient déterminées.
Mais d’abord I'arbitraire x n’influc pas sur le mouvement résultant ct,
sans restreindre la généralité, on pourra la prendre de manicre & faire
¢vanouir N. En sccond licu, § ne peut étre quelconque; cette constante
est déterminée par les autres données. Voici donc la conclusion :

ar rapport ¢ des axes fixes a xes de symétrie de &x
P L a des axe es a, b, ¢ (axes de symétrie de deu
ellipsoides ou hyperboloides), deux systémes d’axves X, Y, Z et X,,
Y,, Z, sont animés de deux mouvements & la Poinsol concordants.
Un autre systeme A, B, G, ot Uaxe C coincide avec 1,, est animé
autour de L, el par rapport aur aves X,, Y, d’une rotation dont
la vitesse instantanée est

zitp =McosZ,Z.

Si la constante M est convenablement chotsie, le mouvement re-
latif de A, B, C, par rapport a X, Y, Z, reproduit la rotation d’un
solide dans un liquide en Uabsence de toute force accélératrice,
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pour un quelconque des cas ot la force vive ayant la forme (75),
la quantité (p'— p) est positive.

Tel est le théoréme, analogue & cclui de Jacobi sur la rotation d'un
corps grave dans le vide, que 'emploi des fonctions elliptiques m’a fait
lrouver.

Pour mettre ce théoréme sous son vrai jour, il faut maintenant dé-
gager entiérement des fonctions clliptiques la solution des deux pro-
blémes suivanls :

1° En supposant donnés les deux mouvements a la Poinsot, trouver
les constantes de la rotation résultante ;

2° En supposant donndes, au contraire, ces derniéres, trouver
les mouvements composants.

Détermination des constantes au moyen des mouvements composants.

Dans ce premier probléme, on suppose donnés deux mouvements &
la Poinsol concordants, comme il a été ditau § V. Les quantités sui-
vantes, qui s'y rapportent, sont donc des données, savoir A, A, B,
BPooy EPo, POy, BP0 EPU, pu, P U, PP U T pe,
<*p’'e. Elles sont toutes définies par les éléments des dcux mouve-
menls, ainsi ue je I'ai expliqué dans le paragraphe rappelé.

C'est au moyen de ces quanlités que je vais trouver les expressions
des constantes de la rotation résultante, envisagée comme étant celle
d’un solide dans un liquide.

En premier lieu, les constantes d’homogénéité p et 7 se rameénent
I'une & 'autre aisément. Nous avons en effet (44) et (105)

duy _ o du

~—
v

—L=—-—:E,
dt di 0

£.
0

Prenons les deux quantités A, B avec leurs expressions elliptiques.
D’aprés les égalités (120), elles fournissent deux des constantes cher-
chées. On a en effet (52) et (84)

A=Ell(a+9) —La—U(b+ o)+ (D] = (5,— 5) = Y2,

B={[l(a+9) —la+U(b+0) = Lb—ale]=b(z,+5) =17
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J’ai déja employé les notations suivantes (106) :
(128) sh=v, %:v, Vm=p, VIR +m =upu,.

Les rapports de deux de ces constantes & § sont maintenant connus
par les derniéres formules, savoir :

®__
‘ D '“%Ar
(129) l .
3 =3B

Les rapports des deux autres w,, v et de la constante s avec 0 se
trouvent par le moyen des quantités connues <*p9o, T*po,, .... Je
déduis des égalités (107).et (r11),

By + 2 —2vi = 2p%(2po, + po),
et, par conséquent,
2
%;— =+(2B*— A?) + 22t po, + 2 po).

Prenant ensuite les combinaisons des égalités (108) et (113),

e (sp' o+ 2v, p'0) = (8" — V) (b — )= p*(poi — po)(p’ — 1),
PP(viploy+aspo) =(Vi— 1) (v v, )s = (pe — po,) (v +v,)s,

j’en conclus
3 § 3 -/ +B | P AT, 2 0, — 2 )p) E‘_l — &?.
(130)  ;7p'es vpe=(TPpo—vp)E — 7 )

)

(131)  Br*p'e,+ %ws‘p’v =2(2?pv — T po,) (é + %)

=] e

] M ! ! S
¢galités dont la premiére donne ; et la seconde %

. . , T VT 2
Voici donc déterminées déja cing constantes g, P79 §et (—*ﬂ> :
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Considérons maintenant les deux exponentielles C, et C, qui ache-
vent de caractériser les mouvements composants. Elles ont, on le sait,
les expressions suivantes (33),

1 1/, by

CO pu— ]fo e?(‘s%:‘—fcyu)"a C/ — k“ e-;(is;;-*—‘tc;:,) 1,
1 .

- )

Si I'on y remplace u, par — u et u, par & + ¢, on voit que les coef-
ficients de «, dans ces exponentielles, sont

n,

. . . h .
%(— il +’ch0> et —%(Lsﬂ +¢Cv,>.
(]

Le premier d'entre eux, d’aprés I'expression (r24) de C, et d’aprés
celle (99) de D,, doit étre

_(_/5 +%Di)=_21%4-E[Ca+tb+C(a+0)+C(b+v)]%.

Le second, d’aprés I'expression (124a) de C, et d’aprés celle (g1)
de D, doit étre

4 I[Ch—Ca+ (b +0) —-t.(a+o)]§.

45 1
— D=1
P T

J’ai donc les deux égalités suivantes :

(132) 1= is’nig — I[ta+ T+ U a+ o) +L(b + o) + 200,),

Il] T

(133) 5 =— et — 2[Lb —La+ {(b+ 0) —{(a+0) + 20p,].

ny 2

Les arguments a, b + ¢, ¢, ont zéro pour somme (120); de méme
aussi, zéro est la somme des arguments b, a + ¢, ¢,. D’aprés le théo-
réme d’addition des fonctions ¢, on a donc, au moyen des éga-
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lités (1710),

Ca+¥C(b +0)+C00=_%J%'%_ﬂ%;§_j__%’

__1< _12)__'_t* Loy
=T e\F T2 T e 2 0p)

, Ly 1 p(a+e)—p'd
C,b—f-Z(a-i—v)-l—Cv.,_——;m

L ) (s
_pp' 2 '—_10'2011.’

L’égalité (132) devient ainsi

»

v . Ilo

—_— l —

+
(d n,

(-0l
SR

(134)

En considérant de méme b, — a, ¢,, dont la somme est nulle, ct
b+ v, — (a-+ ), ¢, dont la somme est nulle aussi, jai

vy , 1 p'b+pla W, LS
b—la+lo=— "G00 = (p+ )= (+20>,

( ‘ b+ ) +p ,
) =Yoo= SRR

_—( o+ 3 S‘)=;<——é+%g>;

et I'égalité (133) devient
Z 18 .
(135) T)—l'-aa:—-la—-'

Il reste enfin a faire intervenir le troisiéme mouvement composant,
la rotation autour de I'axe Z,. En premier lieu, I'égalité (126) donne

M=1.8A
2 1

. . h B0 ,
« ! - / - o 4 « )‘1
Mais B n'est autre que — —~ (94) ou — — (129). La constante M du

troisitme mouvement est donc fournie par I'égalité

M=:ABZ.
s
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Prenant enfin I'égalité (127) et y supposant N = o, j’ai, au moyen
de (129),

ami—s __ypaid
n :B s
Cette derniére, avee (135), donne
2 x1—1 h 0
(130) bk LSRR RN ;S A
1] n, 2 s
4 quoi il faut joindre
0
p=—82
§

Par les égalités (134) et (136) sont déterminées les constantes pure-
nent imaginaires é

1

» 3> en fonction des données etde la constante pure-

ment imaginaire 5. Cette dernitre est fournie par I'équation (130).
Les cing constantes trouvées cn premier lien et ces deux derniéres
.

i 7 constituent le systéme de sept constantes relatives & la rotation,

qui a été prévu plus haut.

Détermination des mouvements composants au moyea
du mouvement compose.

Des ¢galités (30) appliquées successivement aux deux mouvements

N Par 1 . y o [} - ~ At ~- Q ~
a la Poinsot, je conclus en 1emplacantact w, PAT — T eL T, puis<

o]

par § -
hl—ad, , 2 e G3pey
g hy (PPea—p*poo) =, 0 al
—ai, e 2 = tp'ey
nyhy (p €a— ¢ J)p'>__5 2
Jéeris ces égalités sous la forme suivante :
: hi—air 2 | e PP ey
(137) Sl (ea—po) = (po—poll= 55

LE—a? . . e p’p'e
(138) === [ (ea— po) — p(poi — po)] =—; E2,
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el j'observe d’abord que les trois quantités g* (e, — pv) sont racines de
Péquation

4(X +p'po)—p'g:(X +p*po) —p' gy =0,
c’est-a-dire
4X° +12p2po. X2+ p* (12p%0— gy ) X + ¢ p?e = 0.

Jai calculé plus haut (107), (108) et (109) les coefficients de cette
équalion, en sorte que j'obtiens immédiatement I’équation résolvante

4XP + 2(2vi+ i 4 i — s2) X2
+ Vi il == 0= 0 - ) - s+ X
(=) = (v +y)P=o

Remplagant p*(pe,— pv) et ¢* p’e, par leurs expressions (111) et
(112) dans I'égalité (137) et posant, pour abréger,

S

il
e
|

s
w

BN -

je conclus la détermination du mouvement composant M, comme il
suit :
Soient X,, X, X, les racines de I'équation résolvante; on aura

-—(Xp+fo)h° ——-.(X Eo)hg—CE

nyhy
s 2,2
~ (e D) e )]
a quoi il faut joindre I'égalité (134)
hy 1 8y
el i)

Par un calcul tout pareil et en posant

(X -+ Eo)

n, /z



MOUVEMENT D'UN SOLIDE DANS UN LIQUIDE. 81

je détermine le mouvement composant M au moyen des égalités

h? h?— h?
<X + ') In /I =<XB+E") 1[1, /' *(X +‘”) ;l /l|
=— [ Hv) i - )l
hy _ _ eoz—-~-s—|-{iv,
o (0

En outre, la concordance des deux mouvements M, et M| comporte
la détermination des constantes A, B, =2 po, 7 p'e dont voici les ex-

pressions (129), (107) ct (108),

A:z%, B:z%',

[ 2v° ._|_ L' ,.'- u— S‘ B V) _— U.- — 8 (v V]
! +7 ! 3 pe (1 *) v+ 1)
6 02

tpoe !
[ 2 03

Enfin la constante du troisitme mouvement composant est donnée
par I'égalité

n
_ Bt
M=T%=25

Cas oir le corps solide est de révolution.

Le troisiéme mouvement composant disparait quand la constante M
cst nulle. Cette circonstance se produit moyennant I'évanouissement
de v, = 34, c’'est-d-dire de ¢ — ¢’ (80).

Le plus intéressant de ces cas est celui ot les deux coefficients ¢ ct ¢’
sont nuls. On peut voir dans 'Ouvrage de M. Kirchhoff que cette
hypothese se réalise pour un solide de révolution.

Voici donc un cas trés nettement défini, ou la rotation du solide
dans le liquide se raméne & deux mouvements a la Poinsot sculement,
celui ot le solide est un corps homogéne et de révolution.

Journ. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. I, 188%. I



