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GROUPES D'ORDRE FINI DANS LE GROUPE CREMONA. 431

Ltecherches sur les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe
Cremona. — Premier Mémoire : Généralités et groupes

gnadratiques ;

I*ar M. Liox AUTONNE.

INTRODUCTION,

On sait que plusieurs géometres, surtout M. Camille Jordan, ont
construit les groupes d’ordre fini, contenus dans le groupe linéaire
homogene i deux et a tro’s variables.

Les substitutions linéaires ne sont qu'un cas particulier des substi-
tutions birationnelles. On peut, par conséquent, se proposer d’étendre
les recherches précédentes aux substitutions birationnelles générales.

S'il y a deux variables, les substitutions birationnelles homogénes
ne peuvent étre que linéaires; s'il y a trois variables homogénes, les
substitutions birationnelles sont dites substitutions Cremona; ce sont
cellessla qui forment V'objet de la présente étude.

Nous avons défini d'une fagou précise la notion du groupe Cremona
et classé les groupes suivant Pordre (*) maximum de leurs substitu-
tions. Nous avons donné le tablecan complet des groupes quadratiques

(') Le mot ordre sert & distinguer deux choses distinctes : tantot le nombre
des substitutions d’un groupe, tantdt la dimension i laquelle entrent les variables.
Les deux acceptions du mot ordre sont trés différentes d'ailleurs et 'amphibo-
logie n'est pas possible.
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d’ordre fini. Quant aux groupes cubiques, nous n’en avons traité qu'un
cas particulier, assez étendu du reste.

Dans le Mémoire actuel, aprés quelques généralités applicables a
tous les groupes, nous avons exposé la théorie compléte des groupes
d’ordre fini contenus dans le groupe quadratique.

Un second Mémoire traitera des groupes cubiques.

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes rendus
(27 aoht 1883, 3 mars et 20 octobre 1884, 6 juillet 1883). Nous avons
emprunté a I'exposé de Clebsch les notions générales sur les proprié-
tés des substitutions Cremona, mais nous croyons que notre méthode
de construction des groupes est neuve et originale.

PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS.
1. Une substitution Cremona est définie par le symbole
S=|% 95,3 5) (FE=1,23)

ou ¢;(3,, 2,, 5s) ou, pourabréger, ¢;(s) désigne un polynome homogéne
en z; et d’ordre n, sil'ordre S est n,
I.e réseaun des courbes en nombre doublement infini,

o=2ug,=o0 (i=1,2,3; u;= const. arhitr.),

que j'appelle, pour abréger, réseau de la substitution S, aura un point
('intersection mobile (dépendant des w;) et n? — 1 points d'intersce-
tion fixes (indépendants des w;) dits points fondamentaur de S. Un
point fondamental de S sera rP¢, si chaque courbe ¢ y a un
point 7P, A un point fondamental 7% de S, S fait correspondre non
pas un point unique, mais une courbe d’ordre r dite courbe fondu-
mentale de $~*. La théorie des points fondamentaux et courbes fonda-
mentales a été donnée dans les Legons sur la Géometrie, par Clebsch
(p- 188 4 219 du Tome 1T de la traduction de A. Benoist). Nous ne
pouvons que renvoyer a cet exposé pour toutes les parties non m'igi-
nales du présent Travail.
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l.e point 3, de coordonnées 3;, est transformé par S en un point y
|py: = 9:(5)], que jappelle point transformé de z par S et que je dé-
signe par le symbole S (z). Soit maintenant la courbe £(z,, 2, z,) ou,
pour abréger, f(2) =o0; la courbe F(z)=/f(9,,0,,9:) =/f(¢)=0
sera dite transformée de f par S ou SF(3); on vérifie que F(z) =0
est le lieu des transformés par S—* des points de /= o.

2. Soient deux substitutions Cremona d’ordres n et n’,

S=l3; 9l S=lz 7l (E=1,2,3;
posons

b:i(3) =9;(9) =DPV¥(3) (i=1,2,3)

en désignant par P, d’ordre p, le facteur commun aux ;. La substi-
tution ’ordre na’ — p
[z, W]

sera, par définition, le produit §'S de §' par S. 1l faut d’ailleurs, bien
entendu, que le réseau ¥ de 'S satisfasse aux mémes conditions que
les réseaux o et ¢, c'est-i-dire ait un point d’intersection mobile, et
(nn’ — p)* — 1 points fondamentaux.

[.a convention précédente permet de définir le groupe Cremona
d’une facon précise et identique i celle dont on définit les groupes e
substitutions de toute autre nature. L’ordre d'un groupe est l'ordre
maximum des substitutions du groupe. Ainsi un groupe quadratique
sera formé de substitutions linéaires et quadratiques seulement; un
groupe cubique ne contiendra que des substitutions cubiques, quadra-
tiques et linéaires,

Voict maintenant deux théorémes sur les relations qui existent entre
les points fondamentaux de 8, 8’ et §'S.

a. Clebsch énonce (Legons sur la Geéometrie, t. 11, p. 209) un théo-
réme que I'on peut énoncer ainsi, avec nos notations actuelles :

THEOREME AUXILIAIRE. — Si la transformée & d’une courbey’ d’ordre n',
par une substitution S, d’ordre n, se décompose en une courbe fixe P=o,
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et une courbe ¥ = o, qui depende des coefficients de la courhe irréduc-
tible ', alors :

1* ¢'= o0 passe K; fois par chaque point fondamental r;"“a; de S ",

7

avec l'égalité
L $;K;ri=p, p=ordredel;
2° Le facteur P est defini par l'identité
Ca — K,
2 i l) L= n//; [

ot f; est la courbe fondamentale de S, qui correspond au point fonda-
mental a; de S~'. Le symbole de somme ou produwit dans (1 ou (2, s’étend
« tous les points fondamentaux a; de S™'.

Ce théoréme conduit au suivant

Tukonime. — St Lordre deS'S est an’ — p, n et n' étant les ordres de S
et S, chaque point fondamental 1" a; de S=' est un point fondamental
K de S, et ’on a la relation précédente (1

NK p. -
SiKjrioop.

1l suffit de faire usage du théoréme précédent et de nos conventions
antéricures (2 pour démontrer aisément que la courbe générale

o' Sy luge= const. arbite,)

du résean 87 passe K fois par a5 mais la courbe générale ¢ passe ¢ fois
par un point 27 fondamental de 8¢ le point a; doit done étre un point
fondamental K5 de S, sans quoi le systéme doublement infini des
courhes
¢ 2y e 0

aurait trop de points d'intersection fixes pour former un réseau. Quant
i la relation (1), elle est la conséquence directe dn théoréme auxiliaire
précédent.

4. Turtonime. — Tout point fondamental de la substitution produit

S'S est ou bien point fondamental de S, ou bien est transformé par S~
d’un point fondamental de S'.
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Soit, en effet, s un point fondamental de S'S; prenons nos notations

habituelles, on a
Y(s)=0 et @(s)=o0;
mais
(bi(z)' ?@'(?}’

et d;n'est nul que dans les deux cas suivants :
1° 9;(5) = 0, 5 = point fondamental de S;
2° pgi(3) = r;, x étant un point fondamental de §'; done,

s =8"r).

Le théoréme est démontré.

Les théorémes précédents ne sont absolument vrais que lopsqu'il
n'existe pas de points fondamentaux infiniment voisins.

Japplication du théoréme donne immédiatement la démonstration
du lemme suivant, quinous sera utile :

Levme. — Sotent S une substitution Cremona, { et 1. dewr substitutions
linéatres. Posons I = IS1.. Les points fondamentaux de T sont les trans-
Jormes par 1.7 des points fondamentaux de S les points fondamentaux
de’I""' sont les transformés par ! des points fondamentaw.x de S-'.

(GROUPES QUADRATIQUES.
3. Voici le Tableau des trois Lypes de groupes d’ordre fini, contenus
dans le groupe guadratique (remona.

Premuer type. — 1l dérive des substitutions X (quadratique) A, B.
C (linéaires) :

' Sy Sy ST T
A='s 35-3,, B=|3 3| C=‘ By 3y l.
!z, 3, —~ 3, 3, =, !33 :.\

3, 3,3, |
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Deuxiéme type. — Groupe dérivé d'une substitution

3, 5,(5,+23,)
T=|3 35,(3,+us5)| (% u=const),

- |
~y o.Z, |

combinée a des substitutions S, toutes de la forme

:'l (/"5|+[’353)<Q252+Q353)‘E
S=:12 (qz==+¢hz::)(f’-zu + Py3,) »

3 (Pysy+1,3,)(Qa2:+Qy5,)

ou les coefficients p, P, ¢, Q sont tels que les groupes linéaires
deux variables

s, .. S DSy Pasy
I' dérivé des substitutions ,
Z; Pz + P,s,

B, 25+ ¢35y

Q dérivé des substitutions
2y Qz S+ Q:I Sa

soient I'un el Pautre d’ordre fini,

Troisiéme tvpe. — Groupe dérivé de substitutions toutes de la
forme

3 (I’|3|+P252)(q|zg+¢]',33) ‘
3, (/’|3|+I’252)2 Y

- - - . -2
I 5, Raysy+r 5+ 2r,%,2,+ 13,

ot R est une racine de I'unité, et le groupe linéaire a deux variables
dérivé des substitutions

3, 413,+q,3,
EPUN TF Tl off

est d'ordre fini,

6. On sait que le réseau d'une substitution quadratique est un ré-
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seau de coniques & trois points fixes, formant les sommets du triangle
fondamental; les lignes fondamentales sont les cotés du triangle fon-
damental. Une substitution quadratique sera désignée par le symbole

‘abc

'II!’
la b ¢

ce qui signifiera que a, &, ¢ sont les points fondamentaux de S; a’, ¥/, ¢’
ceux de S~'; au point a, S fait correspondre la droite &'¢’; au point &',
§~* fait correspondre la droite be, etc.

A I'égard des groupes ne contenant pas de substitutions a points
fondamentaux infiniment voisins, on a la proposition suivante :

Takorime, — Une substitution faisant partie d'un groupe quadra-
tique a au moins deux points fondamentaux communs avec chacune des
aulres substitutions du groupe.

Soient S et 8’ deux substitutions quadratiques du groupe, le pro-
duit §’S ne pourra étre que linéaire ou quadratique; done (3)

Nop K2
SiriK;Za.

le véseau d’une substitution quadratique ne comportant que des
poiuts fondamentaux simples, r; et K; ne peavent étre que zéro ou 1.
Iy a donc au moins deux termes dans la somme 3, et le théoréme
est démontré.

Les triangles fondamentaux doivent donc avoir, pris deux a deux,
deux sommets communs; cela n’est possible, comme on s’en assure
aisément, que de deux facons :

1° Tous les triangles fondamentaux ont deux sommets en deux points
fixes;

2° Tous les triangles fondamentaux ont leurs trois sommets coinci-
dant avec trois sommets d’un quadrilatére fixe que je nommerai, pour
abréger, quadnlatere generateur.

La premiére hypothése donne naissance au second type (3); la se-
conde hypothése au premier type.

Construisons le groupe du premier type.

Journ, de Math. (f® série), tome 1. — Fasc. 1V, 1885 56
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7. Lemume 1. — Les substitutions linéaires appartenant a un groupe
du premier type permutent entre eux les sommets du quadrilatére géne-
rateur. Elles peuvent les permuter d’ailleurs de toutes les vingt-quatre
Jagons possibles.

En vertu d’un lemme précédent (4), la substitution linéaire / change
les points fondamentaux de S=' en les points fondamentaux de (/S)~';
les substitutions S ct /S appartenant toutes deux au groupe, les points
fondamentaux coincident tous avec des sommets du quadrilatére géné-
rateur, et le lemme est démontré.

Comme on sait d'ailleurs qu'il est toujours possible de construire
une substitution linéaire changeant quatre points donnés quelconques
en quatre points donués également quelconques, la seconde partie
du lemme cst aussi démontrée.

Soit donc g le groupe linéaire contenu dans le groupe quadratique G
du pl'cmier type, g scra isomorphc au groupe géuéml 7 entre quatre
lettres.

Lemme M. — Une substitution quadratique est complétement déter-
minée quand on donne : 1° ses points fondamentauz; 2° ceux de son
inverse; 3° la corrélation de ces points; 4° les coordonnées d’un scul point
quelconque du plan et celles de son transformé par la substitution.

Soit la substitution
@ bc
laye
soit P, = (sbe) = o I'équation de la droite b¢, et de méme

P, =(zac), P,=(sab\.

Les coniques ¢ du réseau de S passent par les sommets du triangle
P,P,P,=0; donc

S = ‘:l uil)21)3+0;l)3[’| +W,~P|P2\.

Cela posé, puisque le point @' correspond & la droite P, = o, le
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point &' ala droite P,= o, etc., on a (les coordonnées de a’ étant a, etc. |
u;=pa;, ¢;=qb, w;=rc,

s q, T restant encore des constantes 4 délerminer. Soit maintenant
x(x;) un point donné dans le plan, y(y,) le point S(x), on a

1) pyi=pa;P, Py + qb;P, P, + rc;P,P,,

en remplacant dans P; les coordonnées courantes par celles de x. Les

équations (1) achevent de déterminer les rapports g, ';’ et, par suite,

I'expression algébrique de S. Le lemme se trouve ainsi démontré.
Désignons par a, b, ¢, d les sommets du quadrilatére générateur. La
substitution

M , avec la condition 2(d)=d,

[y
—~——

labe
sera, en vertu du lemme 11, parfaitement déterminée; désignons par g

le groupe linéaire contenu dans G ; g sera isomorphe au groupe y entre
les quatre lettres a, b, ¢, d. Cela posé, il vient la proposition :

Tutorime, — Le groupe G du premuer type résulte de la combinaison
de 3 avec le groupe linéaire g.

Soit en effet, par exemple,
N bad
S !

lfacd

une substitution de G; je dis que S(¢) = b. En effet, S(c) est un point
fondamental de §~* (4), c’est-i-dire un des quatre points a, b, ¢, d;
on ne peut avoir S(¢) = a, c ou d, car si, par exemple, S(c) = a,
¢ serait sur la droite ad, ce que nous excluons par hypothése (9);
on a donc
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Cela posé, prenons dans  (voir lemme I) les substitutions
2= (a)(bed), W-'=(ab)(cd);

soient / et /' les substitutions de g qui correspondent a % et '; je dis
que la substitution T = [2/’ est identique 4 S. En vertudu lemme (4,

bad
T )

b
acd

il suffit de démontrer que T(c) = b, pour que le lemme II doune

T=S.
Or
T=1(30,
T(e)=I3l(c)=1(2{d)={{d)=D, c. Q. E. D

8. Fixons de la facon suivante le systéme de coordonnées :

Pour le pointa. . . . . .. 5,= 3, = 0,
» b. . . .. .. z;=35=0,
» 4 Y Sy =35, =0,
» d. .. 5,==3,7= 5

L’application a la construction de X du procédé indiqué au lemme 11
(7) donne

iz. 5.5, |
Z:iz_, 5,3,
| %5 3,3,

Reste a construire g; y dérive des trois substitutions
« = (ad)(be), fi=(ab)c)(d), y={(abe)id

et 'on vérifie sans peine que les substitutions A, B, C de g qui corres-
pondent & %, (3, 7 ont bien la forme indiquée plus haut (3).
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Le groupe quadratique du premier type est ainsi complétement
construit.

9. Nous avons supposé que parmi les quatre points a, b, ¢, d on
n'en trouvait pas plus de deux en ligne droite. 11 est aisé de voir qu'il
ne saurait y avoir trois de ces points en ligne droite.

Supposons un instant a, b, ¢ en ligne droite; toute substitution

sSabc
"

se réduit évidemment 4 une substitution linéaire, car le réseaun des 7

se décompose en deux droites dont une, abe, est fixe. Prenons donc
une des substitutions qudratiques qui pourraient exister, par exemple

“bcd
5 ;
ladc

soit » une courbe du réseau S, on a (3)
S» = (sbc)(3bd)¥;

la conique ¥ passe par ¢, d et par $-'(b), or b est sur la droite ac
fondamentale pour S~',S (b) =c¢; ¥ est tangent cn ¢ a une direction
fixe, v a, par suite, deux points fixes infiniment voisins (CLEBSCH,
loc. cit., t. 11, p. 107 ), mais ¥ est une courbe générale du réseau de $*;
il y aurait donc dans le groupe des substitutions 4 points fondamen-
taux infiniment voisins, ce qui est contraire 4 nos hypothéses.

On verrait plus facilement encore qu'il est absurde de supposer tous
les quatre points a, b, ¢, d en ligne droite.

Passons maintenant 4 la construction du second type (5).

10. Soientaet b les deux points qui sont fondamentaux pour toutes
les substitutions du groupe; ces substitutions sont de la forme

‘abc

s’abe
(ab(l

T .
l'baf

ou
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On vérifie aisément que les formes S et T sont les seules possibles;
supposons en effet une substitution différente, par exemple

‘abt
S
((lab

et ¢’ une courbe de son réseau, So'={(zac)(zab)¥, ¥ élant unc
conique qui ne passe plus par a; ¥ est une courbe du réscau de§? eta
ne serait plus fondamental pour §2, ce qui est contraire a I'hvpothése.

LeMME. — Le produit de deux substitutions T et I’ de la forme T est
une substitution de la forme S.

Soicnt
‘abe ‘al;p

(ba/ 'baf

et soient 7 et t les courbes générales des réseaux de 1 et T, § ¢t &'
celles des réseaux de T-' et T-'; on a

la conique § = o passe par a, b, T'(¢’); de méme

T = (saf")(sb/")n,

la conique = o passe par a, b, T'(f'); & est la courbe générale du
réscau de T'T, # celle du résean de T='"I"-' = (T'T)™, et les points
a, b, ¢’ ="T-'(e) sontles points fondamentaux deT'T; a, b, /" ="T'( /")
sont les points fondamentaux de l'inverse de T'T. On a aivsi, a 'ordre
des points fondamentaux prés,

" ‘ abe
lab /"
il reste a faire voir que I'ordre dans lequel sont écrits les points a, b,

¢’, /7 est le véritable, c’est-a-dire que T'T transforme toute droite
issue de a ou b cn une autre droite issue également de a ou b. Soit,

T
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pour le démontrer, un point quelconque x du plan, ' = T-'T-'(x),
e’=T"'(e), on aura

T'T(zax) = (sae’)(sbe)(zbe")(zax’');
d’oti, abstraction faite des courbes fixes indépendantes de .x,

TT(sar)=(sax’),
et, de méme,
TT(zbx) = (sbx').

Le lemme est ainsi démontré dans toutes ses partics,

TaEorEME. — Le groupe G du second tvpe résulte d'une seule substi-
tution 'I', combinée a des substitutions de la forme S.

Soit T en effet une seconde substitution de la forme T le lemme

précé(lcnt donne
TT-'=8, T =ST. C. Q. F. D.

11. Passons & la construction effective des substitutions S et T.
Fixons le systéme des coordonnées, de facon i avoir

Soit maintenant
abec

bad;

-3

achevons de déterminer les coordonnées par les conditions
dis,=3,=3,), ¢z =3,=0)
etsoitc =T '(c); il vient

T(zac) = (zac)(zbc’), (zac)=3z,,
T(zbe) = (sbc)(zac’), (zbc)= z,,
T(zab)= (zac)izbe), (zad)=

(2]

qe
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Posons
(zbc’) = p,3,+ %5, (sac’)=p,5, + 5.
Il vient, pour T,
(30 Su(pas,+03)
T='3, s,(ps+ns,;

=
152 '

[}
-
(1]

remarquons qu’a la ligne fondamentale (zab) == z; = o de T corres-
pond le point d(d, = d, = d,), il viendra

d’ou, enfin,

Les constantes A et «. restent arbitraires, ct en effet ‘I w'est pas de-
terminé complétement par ses points fondamentaux, ct ceux de T+
(lemme 11, 7). Enréalité, 2. et u dépendent des coefficients des S, sub-
stitutions qu'il nous reste i construire.

Soient

‘ a b e

S o
lab/

rle point ry = r,=o0, ¥ = $~*'r), on aura
S'zar) = {sbe)'zar)

S{sbr) = (sae)(sbr') (sbhr, =z,

S(zab)= (zae;(sbe’ {sab) =z,
Posons

Q:(:be)=Q2:2+Qszs (:ae):l’,:,%—l’,.,:,:l’.
g =(zbr') = ¢35, + q;3;, (zar')=p3,+ pyz,=p:
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il viendra
% 3 (pisy "‘Ps:x)(Qn:z*‘ Q.s,)
P (9252 + qsss)(pcsu + P,z

{5y (l)l:"l +P3:3)(Q2:2 -+ Q,5,)

12. Désignons par « et 5 les deux substitutions linéairves & deux
variables

:\ppvlons

» U la transformée par « d’une forme binaire U en z,, z,,
5V » f » Venz, s,;

on peut écrire

poon's). P=a(s), g=F(z) Q=4§(s,
5, a(5,)5(5,)
S=|z flz)uln) = B
3y, a(5,)p(5)

et de méme
S=d, ﬁ’).

On démontre par un calcul aisé qu’aprés suppression du facteur PQ
on a

S'S=(x'u, f'F),

o’ étant le produit des deux substitutions linéaires a et o, ete.
Il reste i démontrer que le groupe linéaire A (dérivé des e) et le
groupe linéaire B (dérivé des 5) sont I'un et Pautre d’ordre fini.
Soient la substitution S du groupe i, n son ordre

S"=1=|s35 Rz|=(a"F");
donce

(1]

|

w(2)=2 g(2) 2w, o n,

e 3 v3

(2]

Journ. de Math. (i€ série), tome 1. — Fasc, IV, 1885, 59
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(Y

Nous avons ainsi construit le groupe du second type (5) d'une facon
complite.

15. Nous allons construire les groupes quadratiques contenant des
substitutions 4 points fondamentaux infiniment voisins.

Généralisons d’abord, pour unc telle substitution S, les notations
précédentes (6 ). La notation

indiquera que deux points fondamentaux se sont confondus en a tout
en restant situés sur la droite aa’, en d’autres termes que la conique

générale du réseau » de S tonche cn a la droite fixe aa’.

L'inverse S7' de S possede les mémes propriétés que S; pour le dé-
montrer, placons le point @ en 3, =3; =0, ben 2, =z, = 0. 1l viendra,
en donnant s, = o pour équation a la droite aa',

d'on

, ou (zqr =10,

5 P2 ‘ (pgs =R,
|
|

(psr =Q.

Si done on désigne par p le point de coordonnées py, ..., on voit que
la conique génirale du réscau  de S~ touche au point r la droite
fixe pr, et passe de plus par le point fixe g. On vérific qu'a tous les
points de ifi’, S~ fait correspondre le point unique b, ..., et l'on peut
écerire, avee les conventiouns de 0,

aad
g) -
rp(/

Remarque. — La jacobienne du réseau ¢ est 53,(pgr) = o0, ou sim-
plement =}z, = o, puisque les trois points p, g, r ne sont pas en ligne
droite, sans quoi le réseau 5 se réduirait a un faisceau.
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Une substitution quadratique peut avoir ses trois points fonda-
mentaux confondus en un point a (3,=3,=o0, par exemple). La co-
nique générale ¢ du réscau de S est osculatrice en a & une conique fixe
J=333,+ Kz} =o, par cxemple, et l'on a

S=l3" p,j"' q,‘z,ZQ"‘riZ;I,

:, QR (zqr) =P,
S—'=1z, R » on (pir)=Q,
| 2, RP — RQ? (pgz)=R;

la conique générale § du réseau de S-' est osculatrice & la conique
fixe RP — KQ* = o, au point fixe R = Q = o, c'est-a-dire p.

1.a jacobicnne du réseaun ¢ est 35 = o.

Avant de construire les groupes quadratiques contenant des substi-
tutions a points fondamentaux infiniment voisins, il reste 4 démontrer,
sur la composition de pareilles substitutions, une proposition impor-
tante,

Soient

S et S deux substitutions du groupe G
o et o' les coniques générales de leurs réseaux ;
Yy" celle du résean de S'S.

1l viendra (2)
¢ =¢'(7) =8y =PV;

soit = un facteur irréductible de P, la proposition annoncée est la sui-
vante :

LEMME. — La courbe = = o fait partic de la jacobienne du réseau
de S.

En effet, la courbe ® = o est le lieu des transformés par $=' (1) des
points de ¢; s'il se détache de ® une courbe fixe et indécompo-
sable = = o, cela veut dire que ¢’ passe par un point fixe 2 tel que S-'
fait correspondre 4 x tous les points de @ = o ou inversement qu'a
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tous les points de @ = o, 8 fait correspondre le point unigue v, Done
(l) S:‘Zi «I',".\I'*"WN,’I,

M et N, sont des formes d’ordre 2 et 2 — 1, si2 est Fordre de %. Sur la
formule (1, on vérifie aisément que % = o fait partie de la jacobicnne
de 4 (réseau de S).

Cela posé, nous pouvons aborder la construction des groupes qua-
dratiques a points fondamentaux infiniment voisins.

14. TukorkMe. — S/ un groupe quadratique G d’ordre fini conticnt
une substitution quadratique a trois points fondamentaur infiniment
voisins, G appartient au troisiéme type.

Soit S une pareille substitution; on aura (13)

Prenons une substitution quelconque S' de G, soit 4’ la conique gé-
nérale du réseau de §'. On aura 1 2)

g =87 = PY =32V,

-0
-Q

en vertu du lemme 713), puisque s} = o est la jacobienne du réscan

de S,

. o dz'(3)
Mais, en posant ¢ (3) = -7 "~

- L
Js,

St/ =7 % = 0 (p)+ 25,8, 30 p + 55 0= 5T

‘|’0l‘l
’I . N v{ . .
Fipr=0, Yigglpi=o:

¢’ touche en p la droite pg, done (6) et (13)

Rien n’empéche de supposer que ' est S elle-méme, alors p, == p, - o,
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¢ = o, puisque la droite pg a pour équation 3z, == 03 donc la conique
générale du résean de toute substitution contenue dans G touche,
en 5, =35, = o, la droite fixe z, = o.

Soit maintenant une substitution T de G, ¢ le troisiéme point fon-
damental intersection de ladroite E; = o avec la droite £, = o, joignant
le point ¢ au point fondamental z, = 3, = o. 1l viendra

T=|3 wsb+BE +usé | (i=1,23)

Un calcul aisé montre que la conique générale § du réseau de T
touche en « la droite fixe ay. Done, en vertu de ce qui précéde,

&y =Uz=0, Yy=0
| 5 E'(ﬁcél"l’?a:z) [
;s g ,

55 0,55, + §|(ﬁa§c + '/332) :

'l‘

\ ] 3 [A

ce qui revient a la forme donnée pour le troisiéme type (3),

3y (P.5.+p252)(713.+qa32)
S=|3, (Pi3)+pa3,)? v
3, Kz5,+ R l

R == forme quadratique binaire en z,, 3, & coefficients arbitraires.
Désignons par 5 la subslitution linéaire binaire

Q

=z 3 ¢34+ ¢:5 ps+pa|
et par g(u) la transformée par 5 d’'une forme binaire « en 3, et z,; on
peut écrire
50 0(5)a(3)
S=|3, 5(3,) |=(s K).
ts, Kz;3,+R

:

Voild donc la forme générale des substitutions de G ; on démontre
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que le produit de deux substitutions de ceite forme a la méme forme :
il suffit d’'un calcul trés aisé pour le faire voir ct pour démontrer
(ue, si
S=(sK), §=(d, K,
pareillement
$'S =(4's, KK’').

On démontrera, comme plus haut (12), que le groupe T, dérvivé des
substitutions linéaires g, est d’ordre fini. 1l suffira, pour achever d'éta-
blir le théoréme, de faire voir que les K sont racines de P'unite.

Soient

S=(e,K), 7"=1, S¥"=1;

prenons la substitution

S":(l, l’\ll)

I

Si K*<1, formons

3 3
. 5 =
X/
b - J-ih—1
(nn AN ny
z, K"z,z,+R K
1-0
=1=|% %5
ot la condition unique
K =1, C. Q. F. b,

15. Prenons maintenant un groupe G, dépourva de substitutions a
trois points fondamentaux confondus. Soit S une substitution 4 deux
points fondamentaux coufondus ou infiniment voisius, il viendra (13)

\ ad b
S) ;—[) g ::.:izi pi5|5:1+q15;+ri:,:2!, (l—_— 1, 2, f‘
<
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Soit S’ (ayant ¢’ pour courbe générale de son réseau) une quel-
conque des substitutions de G; on a

Sy’ =PV, l’=::, ou 3,3, ou 3j,

'aprés le lemme (13) et la nature de la jacobicnne des 9.
Or

8¢ = ¢/(7) = 5151 9/(r) + 23,525, 29l q)
‘ +25::525.|2ir1?}([))+:; ?I‘,q)
() ( + 25,3, 3 i(q) + 515, 7(p),

Cela posé :

1. SiP=23z%+(r)=o0, 3;r;0.(p) = o, la conique 9’ touche en 7 la
3 7 N2 ¢
droite pr, et I'on peut écrire

Mais on peut prendre pour §' la substitution S elle-méme, car S’ est
quelconque dans le groupe; doncr=a, et l'on a

(aa ...
<
aa ...
<«

sl

1. Si P = 3,3, ¢/(r) =0, 9(g) = 0, §' a pour points fondamentaux
r et ¢; comme on peut prendre, pour §', S elle-méme, il vient
r=a, p=b, ou r=5b, p=a;
d’on

ab... ab...
s’ ou '{

ba ... ab..
1. Sib =3z}, 2;r,9;,(9) =0, ¢(q) =0, Z;p;,9,(q) = o, d’oir
(pgr) = o,

hypothése inadmissible : on ne peut donc faire P = 33,
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En résumé, un groupe G contenant une substitution de la forme

aadld
s: L

.......

appartient a I'une des trois especes suivantes :

Premicre espéce. — G contient des substitutions dont les points fon-
damentaux sont
aadb, abl, albe,

. -

Deuxieéme espéce. — G contient les substitutions dont les points fon-
damentaux sont
aad b aa'c aad ...

< < «

Troisiéme espéce. — G contient les substitutions dont les pomnts fon-
damentaunx sont

’

aab, aac ct albec.

< - < -

Le groupe G de la deuxiéme espéce est le méme que le groupe pre-
cédemment construit (14).

16. Si G est de la premiére espéce, on voit que toutes les substitu-
tions S ont deux points fondamentaux en deux points fixes a et b du
plan, et que toute substitution du groupe est de la forme

‘ab... alb
. ou .
lab ... lba ...

Nous sommes ramené aux substitutions du second type (5 et 10
ou 11), sauf, bien entendu, qu'un troisiéme point fondamental peut
s'approcher infiniment de @ ou de b, ce que nous n’avons pas considére
(10 ct 11); mais la forme algébrigue des substitutions et les propriétés
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qui s’en déduisent ne changent pas. Ainsi, par exemple, la substitu-
tion

Sy (Pnzc"'P:l:s)(Qazz"*‘Qs:a)
S= :2 (7252+q35’)(p|5’+P‘=3)
53 (P23 +P333)(Qu3, +Qy35)
a pour troisiéme point fondamental le point r,

P35+ P35, =Q,3,+Q;3,=o.

Le point r se confondra avec a(z, = z,= o), par exemple si Q, = o,
mais cette hypothése ne modifiera pas les propriétés de S, des groupes
linéaires A et B (11); le groupe G est donc le groupe déja construit du

second type (8), (10) et (11).
17. 1.a considération de la troisiéme espéce (13) ne fournit aucun

groupe nouveau. Le groupe G de troisiéme espéce ne différe en effet
du groupe de deuxiéme espéce que par la présence d’une substitution

s abc;

il suffira de démontrer que 2 ne saurait exister dans le groupe G de
troisieme espéce.

Pour un pareil groupe, on démontre aisément, comme plus haut [(7)
et (8] :

1* Que le groupe linéaire g, contenu dans G, se combine pour
former G avec les deux substitutions

aa'b
<« ) — 2 __
ad'h' T(e)=1, T?=1,
(—_

s ‘ abe
| abe’

2° Qu’en prenant des coordonnées, telles que

(sab)=3,=0, (sbc) =3z,=0o,
(sac)=s5,=o0, (saa’)=3s,+35,=o0,

Journ. de Math. (4* série), tome [. — Fasc. IV, 1885, 58
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on a
5 5(5 + 3,) ETE N
!
T= =z — 35,5, |y 2=|35 355 |
33 5.+ 5,)3, 3, 5,5

-

le point z,= 5, 4 3, =0, qui West ni g, ni b, ni ¢, est fondamental
pour TE, ce qui est absurde, puisque G est de la troisieme espece;
donc 2 ne saurait exister dans G. C Q. F. D

Les divers groupes quadratiques d'ordre fini sont simplement ceux
qui ont été donnés au Tableau précédent (5).



