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P INVERSION DES INTEGRALES ABELIENNES. 245

Sur inversion des intégrales abéliennes ;

Par M. P. APPELL.

1. Dans leur Theorie der Abelschen Functionen, MM. Clebsch et Gor-
dan généralisent e probléme de Vinversion, en intégrant un systéeme
'équationsaux dérivées partielles dans les premiers membres desquelles
entrent les intégrales abéliennes de premiére espéce et des intégrales
normales de troisiéme espéce; ils indiquent une méthode pour passer,
par continuité, de ce cas i celui ol certaines intégrales de troisiéme
espéce sont remplacées par des intégrales normales de seconde espéce.
Des exemples de I'intégration d’un pareil systéme avaient été donnés
auparavant par Rosenhain (Mémoires des Savants élrangers, 1851) et
par Clebsch, i Poccasion de ses recherches sur les courbes de genre o
et 1 (") (Journal de Crelle, t. 61). Enfin M. Elliot { Annales de I'Ecole
Normale, a¢ s¢rie, t. X1}, en ¢tendant la méthode de Riemann, telle
(qu’elle a été exposée par M. Briot, a intégré un systeme d'équations ot
figurent les intégrales de premicre espéce avec des intégrales rormales
de deuxiéme ct troisieme espece. 1l reste donc a étudier un systéme
J’équations aux dérivées particlles davs les premiers membres des-
quclles entrent non sculement des intégrales normales de seconde
espece, mais encore les dérivées d’ordre quelconque de ces intégrales
par rapport au parameétre, C'est intégration d’un tel systeme qui fait

(') Voir les Legons de (icométrie, par A. Clehsch, recucillies et complétées
par F. Lindemann, traduites par A, Benoist, t. 1L,

Jonrn. de Math.(4® série), tome I. — Fase. [1l, 1885, 32
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I'objet de ce Mémoire; elle permet de démontrer un théoréme général
dont voici 'énoncé :

I. Soient x ety deux variables imaginaires lices par une relation alge-
brique et ¢,(x. y) une fonction rationnelle quelconque de x et y; il cxiste
loujours un certain nombre (n — 1) d’autres fonctions rationnelles de x
ely

2o ( Y0 7l @Y e Ty
possédant la propriete suivante : le systeme d’équations differentielles

% lz,v,) dx, + ?'('I'z')/z dxy ...+ 7, :.‘,”’),” du, - du,

) vl v jde 2wy, vy de, + o+ 2, e, v, dre, = du,,

............................................................

o LY e -, ey Y, dae, - s, e, v, dr, = du,
definit les n points analytiyues
LETH TODRE P75 PEPEPPRRRNE N %
en fonction de u,, u,, ..., u,, detelle facon que les n valeurs
Rir,,v,), Rlr,v,, ..., Rix,y,

que prend une fonction rationnelle quelconque Ri.x,y, er ces points sont
racines d’une équation ALGEBRIQUE d coefficients GNIFORMESenU,, i, ....
",

Nous examinerons d’abord le cas le plus simple, cclui ot larelation
algébrique qui lie les deux variables x et y est de genre o ou 1. La
méthode, que nous emploierons pour le cas général ot le genve est un
nombre p quelconque, sera la méme que pour ces deux cas simples.
Cette méthode est différente de celle que M, Elliot a suivie dans les
Mémoires précédemment cilés; elle est, avee des modifications qui se-
ront indiquées plus loin, Pextension de la méthode emplovée par
Clebsch (loc. eit.). .
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2. Occupons-nous d’abord du cas ot le genre p de la relation alge-
brique

‘2) Flx,y)=0

(ui lie x a y est égal i séro. La courbe, représentée par I'équation (2),
est alors unicursale; les coordonnées x et y d'un de ses points peu-
vent s’exprimer en fonction rationnelle d’un paramétre ¢ qui est lui-
méme une fonction rationnelle de x ct y, et les intégrales abéliennes
correspondantes deviennent des intégrales de fonctions rationnelles de
{. Dans ce cas, le théoréme général T, énoncé aun® 1, se réduitala pro-
position ¢lémentaire suivante :

11. Soit R,(t) une fonction rationnelle de t; on peut toujours lui assocter
n — 1) autres fonctions rationnelles

R.¢), Ry(e)n oouy R,(2),

de telle fagon que les n fonctions t, t,, . ., 1, des n variables «,, u,, . .
u, definies par les équations différentielles

CR (e dy+ R(G)de, -+ R (8, de, - da,,
/

o VR ey dey - Ry, de,+ o+ Ry(e,)dt, - - du,,

-

’ R, (¢,)dt,-i- R, (¢)dty+... -+ R, (¢8,) dt, == du,

2
-

soient racines d'une équation algebrique a coefficients uNi¥oRNES en u,,
Wyy ooy Uy

Soit, par cxemple,

4 I ! 1 -
) MO=7+8+ oy = vy

il suffira d’associer 4 R, (¢) les deux fonctions rationnelles

M= M= e
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l.es équations différentielles, telles que (3}, seront alors

R, ¢ dt,+ Rty dty+ Ry 4y dt,= du,,
'y Ry d, Ryt dey+ Ry dey = duy,

Ry ¢, di,+ R, 1)dt,+ R, 0)dt, = du,

ou, plus simplement,

“dt It 1. ,
i, 4+ 4 + T =dlu,—u; - u,,.
7 ! ¢ ) ) /
1 2 3
RN ,/[' I/l, ’”:i
S ' s & n = du,,
It de, ”:
L -+ - -+ (s = d“:n

=1 (y—1)t T (hy—a)t

en retranchant de la premiére la somme des deux derniéres et remar-
quant que

R, l)"- "..l —‘R;‘ l) '.',:-‘1-

Si I'on intégre et si 'on pose
,—u,--u,+Ci=v,, Cog—uy=v,, C,—uy=—:c¢,
¢y, Gy Gy désignant les constantes d'intégration, il vient

1 ¢ I + 1 + [
- =, - - ST=EA
4, 2o 4 - fo !

.. ) |
O, 4, s e, 7+ +
‘1

~
"

d’ont F'on tire facilement les fonctions symétriques élementaires
Lty L+ Lty + Ly, Ly,

en fonction uniforme de v, ¢,, ¢, C'esl=a-dire de u,, w,, u,. Mais, pour
suivre une méthode qui sapplique a tous les cas, formons directement
le polvnome du troisiéme degre ’

fm il = NP = NP A N = A~ -t -
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(qui admet pour racines ¢,, &, ¢,. D'aprés l'identité

’ .

o — . 1 1 )
W)= 45— Tt Lt h)’

les équations (6) s’écrivent
:'8} tlb.’\'(l/ + A, =0, 1].':0) —+ v,_,q'(.,}' —=o0, ¢ U4, q»;.‘) == 0,

On a ainsi trois équations homogénes et lincaires par rapporta A, A,,
A, A,; lélimination de ces coefficients entre ces équations (8) et
I'équation

A +AC+A L+, =0

fournira, sous forme de déterminant, I'équation

| A e l 1

e 0 0 I

' fayind ().
0 0 1 vy

T, 240, T4, vy

(ui admet pour racines ¢, ¢,, t,.

Je terminerai par une derniére remarque sur 'exemple qui nous oc-
cupe. 1l est évident que Pon peut, sans changer les conclusions rela-
tives 4 la nature des intégrales des équations (3'), remplacer P'unc
quelconque des fonctions R,(¢), R,(¢), R;(¢) par une combinaison
linéaire homogéne a coefficients constants de toutes ces fonctions.
Voici alors comment on pourra, sans avoir recours a la décomposition
en fractions simples, déterminer les deux fonctions qu'il faut, dans les
¢quations ('), associer a la fonction R, (¢) donnée par I'équation (4).
Cette fonction R, (¢) est une fonction rationnelle de ¢ devenant nulle i
Finfini, admettant pour dénominateur

e(t—1),

avec cette circonstance particuliere que le résidu de R, (¢) relatif au
pole ¢ = 1 est égal & zéro. Formons la fonction rationnelle la plus gé-
nérale qui remplisse toutes ces cenditions; un calcul bien facile montre
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qu'elle pourra s'éerire

\_(l:‘_-l-f-u—%li(l—-nf SN WE
L —1)*

avee trois coefficients arbitraires A, B, C, ou encore
AR/t +DBR, ;- CRy{¢ :

on voit que les fonctions rationnelles qui multiplient A, B, C sont pre-
cisément celles qui entrent dans les équations (3').

3. Laméme méthode d'intégration s'applique au cas général ou l'on
prend r équations différenticlles de la forme suivante, dont un cas
particulier est indiqué par Clebseh (')

: (Ilt)gl:::—; =+ (llt»g:~~::: +. (ll()g;:f_f—::i - du, (2000
Y
] (ry b, (6— 1)) i, —b) s
ell, dt, dt,, .
T b e T b = di, o ] -t
dt dt, ot
e T ey i T U

ol
=+ %+ %yt - %
Toutes les (uantités a; sont différentes les unes des autres et differentes
des a3 mais un certain nombre de ces derniéres @, ..., a;l peuvent
étre ¢égales entre elles, Les quantités &; sont différentes les unes des
autres, mais peuvent étre ¢gales aux a;, a;.
En effectuant Pintégration, désignant respectivement par
(:i, (‘l/'.,, C

)29

veey Gy

—o—— e —em = - P

(") Voir Cressen, Journal de Crelle, 1. 6y, p. 58,
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les constantes d’intégration, et posant

v,=(C; +u; 6: 1,200,

s "/.I.:—"(“;'_A_‘.u,',/. j T 12,0000,
on a les équations

‘ (t,—ll,!(l,——/{,»\..._(t,,—ﬂ,) o

. , : L=e g == cenn
(y—ap) (Ly—ai)e (g — at)) ' Ete2een
' ' + ' '
,,—-/I/ - l:——-ll, - l,,-—'b/ -v"'
10 !

' 1 , ! ) + [ — ey o r

tHy— b, —T-H,-—/lj)’ a (Ly—byyr 702 JE el
1 1 + ' e

y— % " (bt I Y

On peat alors former, de la fagon suivante, un polynéme de degré n
Dty Al A A, A=t =y,

qui admet pour racines ¢,, 4., ..., ¢,. On a identiquement

7’ 14 ‘ '
v, =4y

cn employant le signe X pour désigner une sommation étendue aux
rquantités £y, ¢, ..., 4, Onen conclut, par la différentiation,

" ’; f 4 \ !
q)'\l';:(l).\l/zl'—/; ——(ht}}nt_:—t—l—)é,
N / \ I \ |
vy =", . - - 9 ! JR 59 / .
vip=ee Y " ae Y it e /,Z” -

N . \ ' \
Rt — M)! ! -_‘ ‘1[._‘)/ ) i A 4 ' -()’ P l .
¢ { =0 _1121_“ ko l’é(l-—t,)‘+"‘* l,l._’...ﬁlt)‘\-‘“ [k

Ceci posé, les équations (10) fournissent n équations linéaires ef
homogenes entre les coefticients

Awe Ay ooy A,
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du polynéme ¢¢:. En effet, les g premiéres de ces équations i10)
peuvent s’écrire

" ba, —da e=0 (i=1,2,...¢,

ce qui sont déja g équations entre les coefficients en question. Les
autres relations (10) pourront s’écrire, en vertu des identités précé-
dentes,

W by) e b by = o,
\ WLh;) 40, ¥ (bj) +ja® b = 0,

'l ,' ‘ '”/ l’/ 'I . ’ s - .
¢ ‘]Ij. -+ ('j,“l' =[Ij/ -+ ..’"j.._.q) bj/ -+ 20’],3‘]’ .bj} = q,

b)) I),) -+ Vj,,‘]"“;"'",lj) +.. .+ 10200, ajvj,,’(l) bj\) =z 0,
on
J=t1.0..r
on a ainsi
U, + o+ 2,,

¢quations linéaires nouvelles entre A,, A, ..., A, qui, avee les ¢qua-
tions (11), forment le systéme annoncé de n équations. En adjoignant
ices équations (s1) et (117 a suivante

A,,I""~ :\,l” Y A, -0,

on aura (n + 1) équations lincaires homogénes entre A, A,, ..., A,;
le déterminant des coefficients de ces quantités doit étre nul. En éga-
lant ce déterminant a zéro, on obtient une équation de degré nen ¢,
ayant pour racines les fonctions cherchées ¢, ¢,, ... ¢,, et pour coef-
ficients des fonctions uniformes des quantités ¢; et v}, c'est-a-dire des
quantités u; ct u;,;. Ces fonctions uniformes admettent g groupes de
périodes conjugucées.

. On conclut facilement de ce qui précéde le théoreme 1T relatif
a une fraction rationnelle qnelconque R, (7).



INVERSION DES INTEGRALES ABELIENNES. 253

En effet, nous pouvons toujours supposer que, dans l'intégrale
JR(4)dt,

R,/ ¢) soit infiniment petit de l’ordre;'; pour ¢ infini; car, s'il en était

autrement, en désignant par T un nombre quelconque qui ne soit pas
un pole de R,(¢), il suftirait de faire le changement de variable

]
l—t+7

pour que, dans la nouvelle intégrale

)

le coefficient de d¢' soit de ’ordre de — 7 pour ¢ infini. Supposons donc

que cette condition soit réalisée pour R,(¢); alors lasomme des résidus
de Ry(¢) est nulle. Si done nous décomposons R,(¢) en fractions
simples, nous obtiendrons une décomposition de la forme

_1 I |
) e :Z"’f(m- -a)

I

‘, MY ‘l" l.-)
/.t /2 X
+ [(t—b)’ t—l;,)*+"' (L— b))%

] =1

ou les quantités a;, a;, b; remplissent les conditions indiquées a la
page 250, a propos des équations (g); certains des coefficients w;,, peu-
vent étre nuls, mais les derniers de chaque groupe w5, W,,5,0 + 2 o0 Wopg,
sont différents de zéro. Or il est évident que I'on peut, sans changer la
nature des intégrales de 'équation (g), remplacer I'une quelconque
d’entre clles par une combinaison linéaire 4 coefficients constants de
cette équation avec les autres. Nous pourrons, par exemple, en con-

servant toutes les autres équations (g), remplacer la premiére de ces
equations par celle-ci

R,(¢,)de, +Ry(¢,)dty+...+R(¢,)dt, = dU,,

Journ. de Math. (\° série), Tome I. — Fase. 111, 1885, 33
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ou R,(¢) deésigne la fonction rationnelle (12), et ou l'on pose

i=q =r

C,= 2°"«‘“i+ 2(“"1,-“1,- + Wyl et o Uy
1-1

=1

On obtient ainsi un systéme d’équations de la forme (3}, dont les
intégrales sont racines d’une équation algébrique i coefticients uni-
formes en u,, uy, uy, ... ouen Uy, uy uy, ...5 ce qui démontre le
théoréme 11 (page 247).

D’aprés cela, les fonctions Ry(2), R, ¢), ..., R,(¢) que l'on associe
a la fonction donnée R (¢) pour pouvoir appliquer ce théoréme 11 sont
les coefficients de A5, bg, ...y oy €t des quantités vy, Wy .oy W,
‘=1, 2,...,r)dans la formule de décomposition ‘125 le nombre
(r — 1) de ces fonctious ¢st done

n—1=q—1+d +9%+...+72.

Ce nombre (r — 1) ne constitue ¢videmment qu’un minimum ; en effel
on pourra, une fois formé un systeme d’équations dilférentielles, tel
que (3), possédant les propriétés indiqudes, en déduire un autre svs-
téme contenant une fonction inconnue de plus {,., ctune exprvssion
ationnelle de plus R, (¢;; il suffirn pour cela de prendre, par
exemple,

Rn-l(t) = l

r—e  1=d

ou ¢ désigne une constante qui n’est un pole d'aucune des autres
fractions rationnelles R, (¢;, R, (¢), ..., R,(¢}.

Dans chaque cas particulier, on verra immédiatement quelle est la
valeur du nombre ¢ des quantités a,, a., ..., a, qui figurent dans la
formule de décomposition (12). Par exemple, si

i 1 3
+ — — )

/ o —
R, ')" !+ 14 2 1 =3

L+
I

il faudra écrire

Ri(1) = (ti B l—:—.'i)+(4l é'-l B /—tl——f)—*— ('lﬁ,—”: - )ﬁ)’
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et ¢ scra égal i 3; les fonctions a associer a R (¢) seront au nombre de
deux :

I 1
R == 2y W= -

Si
| Lot 1
I =751 Ti+2 " +%

R,’l) =
g sera egal a2, et il suffira d’associer a R,(¢) la seule fonction

R’j")=7-:_:'_). t+

. Considérons maintenant le cas ot le genre p de la relation alge-
brique [ 2) est égal & 'unité. On pourra alors exprimer les coordonnées
ety d'un point de la courbe représentée par I'équation () en fonction
doublement périodique d’un paramétre ¢, de telle maniére qu'a chaque
point de la courbe corresponde une seule valeur de ¢ 4 des multiples
pros des périodes. Les périodes étant désignées par 2K et 24— 1K',
les expressions de x et y seront des Jonctions rationnelles de sn?t et
D, sutt, et inversement ces deux quantités

sn*¢, D,sn*¢

seront des fonctions rationnelles de x et y. Dans ce cas, le théoreme
général [ peut s'énoncer comme il suit :

1. Etant donaée une fonction elliptique f\(t) aux periodes 2K et

2\ — 1K', on peut toujours lui associer un certain nombre (n — 1)

d'awtres fonctions de méme nature f,(t), /(1) ..., fu(2), de telle fagon
qu'en posant les équations différentielles

11 fiyd, + fi{t)de,+. oo+ f{t)dt,=du;  ({ =1,2,...,n),
les valeurs que prend une foncuion elliptique quelconque aux mémes

periodes pour t =¢,, ,, ..., t, soient racines d'une équation algebrique
a coefficients UNIFORMES €R Uy, Ugy .« . oy Uy,
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6. Pour démontrer ce théoréme, faisons, avec M. Iermite,

dloghi()
—_—

Z\j” = et

ct désignons par Z'(¢), Z'(t), ... les dérivées successives de Z/¢ . Nous
allons d’abord effectuer I'intégration du systéme snivant ’équations
dont un cas particulicr a été traité par Clebsch 'Journal de Crelle.
L. 64, p. 233):

dt,+dt, +...+ dt, = du,

ll‘tl /l) ll(l;'—(l) Il(t” d;) . .
d' g“'l' dl g“(l’_l)“‘.."{" dl‘)gn—(t—”—_—_—a—‘) dll, =1, 2,

Zt, — b,;dt. + L, —bpdt,+...+ L(t,—b))dt,=du;,
7 (l, — I’I/ (1!, + ZI,'TI._, - bj) d[: +...+ Z”{t,, — ’),) dl,, = (Ill',*_z

..............................................................

Ces équations sont analogues aux équations (9) 5 leur nombre
1+ ¢ %+ %+...+«

est supposé égal a n; les conslantes a,, a;, b; sont assujetties aux
mémes conditions que dans les équations (g). Effectuant Vintégration
et supposant les constantes d'intégration ajoutées i u, u;, u;,, nous
obtenons les équations

t|+t2+---';'1”= U, )

Mty ap ey~ a). MU, —a)) iy
G, - —/l,)ll(l,-u I [ TT T R =,
VZ(t, b)) +2 ty— b)) +...+ 7 t,— b)) =u,,,
............................................................ ) l,-—_—l' 2‘

2%y = b+ L% V= b 2 N~ b=,

Nous allons montrer que les valeurs que prend une fonction ellip-
tique quelconque de périodes 2K et 2¢/— 1K’ aux points ¢, t,, ..., ¢,

=0,

oo lf

....(/;,

e 1)
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sont racines d'une équation algébrique i coefficients uniformes en «,
u;, ;. Pour cela, nous formerons un polynome en sn®¢ et 1), su*¢ qui
sannule pour ¢ =1¢,, t,, ..., t,, et dont les coefficients sont uniformes
en u, u;, u;; Ce polynome pourrait étre obtenu par la méthode em-
ployée par Clebsch (loc. cit.); j'emploierai une méthode un peu diffé-
rente quis’étendra plus facilement aux intégrales abélicnnes.

Nous pouvons toujours supposer qu’'aucune des constantes a,, @, b,
ne soit de la forme

(16) amK + (2m’ +1)y — 1K’ ‘m,m’ entiers

car, s'il en était ainsi, il suffirait de changer ¢,, ¢,, ..., , en ¢, + 7,
LT ooty et a;, @, by en a;+2,a;,+2, ..., b+ 3, la con-
stante ) élant choisie de telle maniére qu’aucune des quantités a; + .,
a;+ X, b;+) ne soit de la forme (16).

Cela posé, considérons la fonction de ¢

-n&—l‘m‘!_—l
\ q'(t):- ) "Ik
|-4 ¢ —-————
( ’) ' > ![(_g»—t,)ll(l—l,»)...ll(t—t,,)lllt-f-u—(u-+-|)\_/_—ll\’l.

[ l(l)
en vertu de la premiére des équations (15),
LAty .+ 8, = u,

cette fonction @(¢) admet, par rapport i ¢, les deux périodes 2K el
2y — 1K', ainsi qu'il résulte immédiatement des propriétés fondamen-
tales des fonctions H ct 6. De plus, cette fonction (17) s'annule aux
points

l|’ tz, ey t”' (Il + l)\“‘_'_-l K,— u
et aux homologues de ces points.
D’aprés un théoréme de M. Hermite (Note a la troisicme édition de

Lacroix, p. 427), cette fouction ®(¢) est de la forme

(177) O(e) = F(z)+3'F,(2),



258 P. APPELL.

ou

(18) s=snt, z'=D,sn*t=asntcentdny,

, \ . . ’ .
F et I, étant des polynomes de degrés respectifs = ct -é — 1 si nest

. on+1 _ n—3 . . . . .
pair, —— ¢t ——si a est umpair. Dans le premier cas (n pair), on
aura
jd I 2
Fiz =A3+ A5 +...4+4,, Fls)=A4, R A,
- -~
2 2
et dans la deuxiéme (n impair;,
n--1 n-1 n—:

done, dans les deux cas, Fexpression (177 de la fonetion (7 contient
d'une facon linéaire ct homogéne (n + 1, coefficients

'9) on An cety '\u'

Ces cocfficients sont des fonctions uniformes des quantitésu.w, u
comme nous allons le montrer. Ecrivons d'abord que la fonetion {177}
s'annule pour ¢ = (n 4+ 1)y — 1 K’ —u; nous aurons I'éguation

£20) F(5,+7F (i =o.

en désignant par £ et ¢’ ce que deviennent 3 et 3 quand on v rem-
place £par (n 4+ 13y — 1K' — .

Lorsque les coelticients (1) verifient cette équation linéaire | 20, la
fonction (17/) admet, dans un parallélogramme des périodes, le
zéro (n + 1)y — 1 K’ — u ct n autres zéros ¢, 1, ..., 1, vérifiant la re-
lation

L+ L+ .+, = U,

d’apres un théoreme de Liouville, gui est un cas particalier du theo-
réme d’Abel (*). La premiére des équations (15) étant vérifiée, il reste

(') Brior et Bovguer, Traité des fonctions elliptiques. p. 242, théoréme V.
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a exprimer que les zéros ¢, ¢,, ..., t, vérifient les autres équations (15).
D'apres P'expression (17) de @(¢), celles des équations (1)) qui con-
ticnnent les quantités a;, a; peuvent s'écrire

" 2’:‘;“;:7.,,,_,,;,8"*‘(a2) N[a;+u—(n+1) I\'"':—njq’

(21) ®(a;)=c¢ B @) Naj+ e~ n+1)R'y =1

(a; s
on

r=1, 2 ..., q;
ces relations fournissent ¢ nouvelles équations linéaires entre les coet-

ficients (19) de la fonction ¢. Enfin, cclles des équations (15) qui con-
tiennent les quantités b; fournissent

T P P

équations linéaires entre ces mémes coefficients,
En effet, Péquation (17) donne par la différentiation les identités
suivantes dans lesquelles on a fait, pour abréger,

o'(¢)
8(0)

-—(n+1)'3—/:—1a

iy =2lt+u—(n+1)\=1K]—=(n+1) R

et dans lesquelles le signe X indique une sommation étendue anx
noeros ty, by ..., 8,

V(L) =) [SZ(t—¢,) + L(2)],
V()= EL(e—t) + 4] + (] 2T(L = 1) + Y (1)),

..............................................................

DY0) = Q=) [SL(e —t,) +4(¢)]+. ..
+ O/ [S2%( = 8,) + 4%(2)];

«’otr I'on conclut, d’aprés le dernier groupe des équations (15), les
relations suivantes :

(l)'(bj)-L- ‘l)(bj)[uj" —_ -,!,(bj)J =0,
‘DU([)./.,) + q"(bj)[lljd - ’,'{(blH - (D([)j)l‘uj..J + ,",'(b.’,) I =0,

' B9 bYW (b )1, — (b))
Q)| w04 ¢ ()] = o,

avee f=1,2,...,r
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Les équations (20), (21) et (22) forment un systéme de

L4+ &)+ Gyt By,

c¢'est-a-dire de n équations linéaires et homogénes eatre les (n +1)
coefticients (19), équations qui permettent de déterminer les rapports
de ces coefficients i I'un d’entre cux en fonctions uniformes des u, w;,
u; 4. La fonction &(¢), (17°), qui s’annule pour

t=1t, t,...¢, (n+1)y—1K—u,

est ainsi complétement déterminée; on pourrait I'écrire sous forme de
déterminant en égalant a zéro le déterminant des coefficients de

Ao A A Lo A,
dans l'équation

(273) F(z)+ 2'F/35)=0

ct dans les équations (20), (21) et (22). Soil (23) I'équation obtenue
de cette maniere, équation dont les coeflicients sont uniformes en «,
;. u; s Si nous rendons cette équation rationnelle en s en 'écrivant

F2(z) =3 1%(3) =0,

nous aurons une équation en s de degré (n + 1) qui admettra pour
racines

si=Snl, S,=snit,, ..., 5, =0, 5, = {n+1)y— 1 K —ul.

’ar une simple division, on pourra débarrasser I'équation de cette
derniére racine s, etil restera une équation en = de degré n ayant
pour racines s, 5, .. ., 3,. 1.’équation {23)donnera ensuite les valeurs
de z’ cerrespondant aux valeurs 5,, 55, ..., 5,

Soit alors R(z, z’) une fonction rationnelle quelconque de s et z';
les valeurs

'

(219) R(z,, 3,)s R(5035,)s ...y R(5,5,)
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que prend cette fonction rationnelle aux points ¢,, ¢,, ..., ¢, sont
racines d'une équation algébrique i coefficients uniformes en u, u;, 1, ;.
En effet, d’aprés (23), on a pour chaque valeur de /=1, 2

2, .y N,

o F(S,‘)

ST RG)

et les valeurs (24) sont rationnelles en 3, 3,, ..., 5,; elles sont done
racines d'une équation de degré n i coefficients uniformes en v, «;,
u;,;, puisqu’il en est ainsi de z,, z,, ..., 3,. Mais R(z, 3') est I'expres-
sion générale d'une fonction elliptique aux périodes 2K et 2y — 1 K':
done enfin les valeurs que prend une fonction elliptique de périodes
2K et 2y — K’ aux points ¢,, &, ..., ¢, sont racines d'une équation
algébrique A cocflicients uniformes en u, w;, u; ;. Ce qui démontre la
proposition générale que nous avions en vue au sujet des équations (14)

et (15).

7. 1l sera maintenant facile de déduire de 1a la démonstration du
théoréme 111, § O.

En effet, soit donnée une fonction elliptique quelconque £i(¢5; 1a
décomposition de cette fonction en éléments simples nous donnera

-

Sit) = const.+ Y A [Z(t — a;) —Z(t — a})]

A<

-

pwr
+ 2 [Whjos Z{E — b;) + o /(L — &) ooty 0 2% (4 - b)),
j—=1
Or nous pouvons, sans changer la nature des intégrales des équa-
tions (1), remplacer 'une d’entre elles par une combinaison linéaire
et homogéne de cette équation avec les autres. Nous pouvons, en par-
ticulier, remplacer la seconde des équations (14) par

Sie)de, + fi() dty+. ..+ fi(t,)dt, = dU,,

ou U, ala valeur

i:q j=r
U| = uconst."‘ 2 c‘n‘u“—*‘ 2[’%!',‘ uj’| +o .« '*— “!)j,aiuj,al.‘l-
(=1 =1

Jours. de Math, (f* séxic), Tome I. — Fase. Il 1885, 34
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Donc le théoréme 111 est démontreé de Ta méme facon que le théo-
reme 11 relatif aux fonctions rationnelles I'a été a la page 253.

Des remarques analogues a celles (ui ont été faites au sujet du theo-
reme 11 (p. 234) trouveraient encore leur place ici; je ne m'’v arre-
terai pas.

8. Pour faire tout d’abord Papplication de la méthode précédente a
un exemple simple, prenons les deux équations différentielles

\ de, +~ (1[._, == du,

) | B2sn®t,dt, + k*sn?t, dt, = du,.

L'application immédiate de la méthode montre que nous nous trou-
vons dans un cas ot 'une des quantités appelées b; dans les équa-
tions (1) est égale a 2K’y — 1. Nous verrons comment le caleul se
présente dans ce cas, sans quil soit néeessaire de faire le changement
(que nous avons indiqué il page 257, pour éviter toute forme d'inde-
termination dans les équations générales. En effectuant intégration et

pnsmll
. 8'(0)
¢ = 'HT;;;M - ll|'
les équations deviennent
‘ l, + t) hand ll,
12V A (L,
| (1)+4_(___)___¢
il el

[.a fonction
Hee ) ll(e 10600 -y

o= o (e '

qui admet les p(-riodes 2K et 2K’y -~ 1, peut s’¢erire

blr)y—= A+ Bz +-CJ,
ol

g _.,_‘_anfl'

S=s8n4y, o= i

: - . : WLy
Fgalant les deux valeurs de la dérivée logarithmique H'Tl—:’ il vient,
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en Faisant

¢ :s—f—y—TK',
B3’ - G35 0 L CE S I N ER Y R
e T ) = o — b e { .
\ ;—“5 ‘:3‘ + ;L( 4 L] 3—-[.) ‘-N:_ [2) +L\e+ul

Lorsque & tend vers zéro, le second membre tend vers la limite
Z(u) —v;

(uant au premier, il se présente sous la forme indéterminée — < +
mais, dans le voisinage de : -= 0, on 2

-t 13 -”

{ o 6 ”
T fae T 5= — '/j;" T ...y @ T /‘.2':.. .., L(s):

+..0

o | -

on conclut que, lorsque : tend vers zéro, le premier membre tend
)
vers — —- On a done
PAN
— (' T 7 \ o
B=12CZ{u)—v!.
Enfin la fonetion &(¢) s'annule pour ¢ == ¢ — 1K' — u, cc gui donne

A4 B'g +(;7;' =0,

ouZ et 7 sont ce que deviennent s et g’ pour ¢ -y — 1K' — u. L'équa-
tion &(¢, -= 0, qui a pour racines ¢,, ¢, et (\'-IK’—— u), est donc

206 22u)—v (3§ +¥— =0,

et la question se trouve ainsi résolue. Si 'on veut former I'équation du
second degré, qui admet pour racines

s, =sn*t, 3, -snily,
il suffit de rendre P'équation (26) rationnelle en z, en isolant z° et

¢levant au carré.
Cette équation, apres suppression du facteur z — &, sera P'équation



209 P. APPELL.

du second degré cherchée. On trouve ainsi, tout calcul fait,

A (s, + 3, =1+ 4~ ! +[”'(")..;v_|i,

snu ilT:T)
wg o — [0 _ ]
ka3, = sntu [e(u) - ".l ’

les seconds membres sont des fonctions uniformes de u et u, qui ad-
mettent deux groupes de périodes conjuguces, a savoir pour u les pé-
riodes 2K ct 2K’y —1, et pour g, les périodes de I'intégrale de seconde
espece 2J et 2) =1 multipliées par £2.

En appliquant a I'intégration des équations (25) la méthode de
Clebsch, on trouve les résultats sous une forme un peu différente.
Ainsi 'on obtient, par exemple,

| «(%) ol

Kzz,= -—Qp—2— = +k’sn'-o-,-

'sllll "9(_1_:)

Les deux expressions ainsi trouvées sont identiques, en vertu de la

relation
ea
o (j ) 0'(1/_}

“ n
A"snusn’; —qg—27 2\

; b
“ o)
o(%)

(ue Von déduit facilement de la formule de décomposition en éléments

simples de la fonction
altsn?rsnzenxdnsg

1 — Atsntarsnta

Pour traiter un deuxieme exemple, dans lequel les éléments diffé-
rentiels admettent des poles d’un ordre supérieur au second, prenons
les équations

dt, + dt,+ dty; = du,
(27) o plydt,+ pt, dt,+ pty dt, = du,,
L p Ay pld,+plt dy = du,,
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ou la fonclion pt est la fonction introduite par M. Weierstrass (* ).
L’intégration de ces équations donne immédiatement

’\ L+t = u,

—_— —

\ 3't 7't 3¢
‘ '”,l ! ! : -3 = —
(27" ' 3¢, + at, oty Ui

ptl +pt2 + pts =u2.

Pour suivre la méthode générale, considérons la fonction elliptique
det
‘D(l) — (t—¢)a(t— ‘z)"’([‘* Lys(t + II)’
AN A

qui s'annule aux points ¢,, &, £;, — u et qui admet le pole d’ordre 4,
¢ =o. La méthode de M. Hermite pour la décomposition en é¢léments
simples donne ici, avec les nouvelles notations,

®(t) = A+ Bpt+ Cp'e + Dp“4,

et la question est de déterminer les coefficients A, B, C, D en fonc-
tion de u, u,, u,, de telle facon que la fonction ®(¢) s’annule pour
{=1, b, 4, — u. Soit, pour cela,

Flt)=06"10(t)=0(t—1t,)o(t—t,)5(t — t;)6(t +u);

les équations (27°) donneront

F'(0) u
8- | 7o) = %+ 2
(2 : ?F”(O 'FI(O) 2_
o) ll*‘(o)] =TT

comme on le voit, en faisant ¢ = o dansles expressions

dlogF(t) dlogF(¢t)
dt ’ de )

(') Die elliptische Functionen, nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des
Herrn Professor Weierstrass, hearbeitet und herausgegeben von 1.-A. Schwarz.
(Gbttingen, 1881),
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Or il est facile d'exprimer les premiers membres des équations (28) en
fonction des coefficients A, B, ¢, 1D. En effet, on a, dans un certain do-
maine de £ = o,

' PPN . 2 ~a 1 6O &
S e e T —_— R R py _—
[)l - 20[ ceey [)t l"’+|0t+”" /)l—-’.‘ e T

et, pour toutes les valeurs de ¢,

done on a, dans un certain domaine de ¢ —. o,

Ft)y s%®¢i 6D - 2Ct- B —FEe'+...:
par suite,
I (o) ‘4 F'(0) _ B
(o) A Fo) o 3n

Les équations ‘28 ; donnent alors

C= - 'il)(u,+ %'[L:),

N

. ' ¢\t
B 3])' (u. =) - u, - pu ‘;
T ©
enfin, en éerivant que @) sanmule pour ¢ =~ u, ona

A+Bpu- Cpu+Dp'a - o:

on obtient ainsi trois ¢quations pour déterminer les rapports des cocf-
ficients A, B, C au cocfficient 1. Remplacant A, B, € par les valeurs
tirces de cesrelations, on a, pour Péquation cherchiée ¢(¢) - o,

'il (u‘ LTy u, — pu |(pt - pu)

3
- 20 ’

.‘
‘ : 'i(u. —- ::::)(pl 4 pu)+p't—pu o,

Cette équation admet pour racines 2= ¢,, t,, t,, — u. On voit que ses
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7
coefficients sont uniformes en u, u,, u, ct possédent, par rapport a «
et u,, deux groupes de périodes, i savoir : pour u, les périodes 20 et
20, et pour u,, les périodes correspondantes — 24 et — 2y,

Si, dans I'équation (29), on isole le terme en p't, puis qu’on éléve
les deux membres au carré, de facon i avoir une équation rationuelle
en pt, cette équation rationnelle sera du quatriéme degré, et, apres
suppression du facteur pt — pu, on aura une équation du troisieme
degré avant pour racines pt,, pt, et pt,. L'un des cocfficients de cette
équation nous est connu a priort, car, d'aprés la troisiéme des équa-
tions (2-'), la somme des racines est égale & u,.

9. Apres avoir ainsi examiné les cas ou le genre p de la relation al-
gébrique (2 est égal i o ou 1, nous allons nous occuper du cas géne-
ral on le genre p est quelconque; la méthode que nous snivrons sera
la méme que pour ces deux cas particuliers, Nous emploicrons les
notations snivantes pour désigner les intégrales abéliennes relatives i
la courbe de degré met de genre p représentée par 'équation (2).

Les pintégrales normales de premiére espece seront désignées par

W, v,, ute,y), oo, u? oz, v

Pintégrale normale de troisiéme espece qui admet les deux points eri-
tiques logarithmiques (Z,0) et (2, 7") sera désignée par

| § NE2VAE

enfin I'intégrale normale de seconde espéce qui admet le pole simple
x5, yv=raveele vésidu + 1, par

'y w

L.x,v;%4);
les dérivées de cette intégrale par rapport au parametre Z seront ap-
pelées

L(x,y:&n) L"(2,y3%0), ....

Ces intégrales s'expriment, comme il est connu, a laide des fone-
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tions @ 4 p arguments. Soit, en adoplant les notations de M. Briot
' Théorie des fonctions abéliennes, p. 114), 6(u, u,, ..., u,)on plus sim-
plement 6(u;) la fonction @ principale formée avec les périodes nor-
males des intégrales de premiére espéce; on aura

g,
. ofu'(x,y) — u'l ("r)—‘—/l]e[—a’”( 1)—1—/1]
Il(xy) Ogelu‘(.z,_))——-u'( 1)*/1]6[———u‘(,.1)—-lr|

A

ou
h=p—
2 W g, ) (i=1,2,..,p),
=1

les (p — 1) points (e, 3,), (@2 f2)s .+ s (@, 4y fpey) étant arbitraires ;
la fonction 11 ne dépend pas de ces (p - 1) points. L'intégrale de se-
conde espece sera alors

dil d

O[u't (o y) - (5.0) = Iy
.V \—— ar - £ . R ] (] 1
Z(a‘,y. SHj=— d: d* IO{,{ ’

O —u it = b

10. Cela posé, considérons le systeme d’équations suivantes analo-
gues aux Gquations (1))

w2z, )y, -t (Iu)' ) W (z,),) =, (€ voon..

: o).
‘I' ‘ :/'Tli
]I(x,,) = l](l‘y : ll( TyY,)--U, (j"'l-.!-....t/).
v' ' E':f/

120 5% r

'30) ‘ /(I..J.,(lpr) cl(x sy an ) e Ay i@ ) .,
Lx,yianly) ATy b)) e WA Y @ b)) T, '

.......................................................... LR,

2o N Zpy ) = A (X e b)) (T g by Uy,
ou

pHq+yvy+vat.. +yv.==a

Tous les points (%;, 4;) sont différents les uns des autres, mais un cer-
tain nombre des points (£, ;) peuvent coincider. Les points (ay, b,)
sont différentsles uns des autres, mais peuvent coincider avec les points
(&01,)s (3j,1,). On a ainsi n équations définissant les » points analy-
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tiques

(@i yi)e (T2Xa)s ooes (TuaVa)
en fonction des uantités

oo
M1, Uiy Uy jo Ug o Up gy oo uk’.,‘.

de telle facon que les valears acquises par une fonction rationnelle de
ety en ces n points sont racines d’une équation a coefficients uni-
formes par rapport aux quantités (31).

Pour le démontrer, nous formerons Uéquation d’une courbe

Plr,y)=o0,

dont les coefficients sont uniformes par rapport aux qn:nnit(-s (31, el
qui coupe la courbe

aus n |u)inls

( .
o LV

el endes points connus.

Nous pouvons, pour simplifier les raisonnements, imaginer qu’on a
fait sur la courbe donnée (2) une transformation unidéterminative qui
transforme les points singuliers en points doubles ou de rebrousse-
ments; nous Pouvons aussi supposer que, en vertu de cette transforma-
tron, aucun des points ‘25,755, (%5, 4;), (@4, b ) ne coineide avee un point
eritique. Soit alors d le nombre total de points doubles et de rebrous-
sements de i courbe donnée I = o de degré m; coupons cetle courbe
par une courbe adjointe ¥ = o de degré p >m — 3.

On sait (') qu'on peut, sans changer le systeme des points d'inter-
seetion de la courbe W asee F, remplacer la courbe ¥ par une autre

(\5.2) (l’-l-l‘,.V) =0

(") Legons de Géométrie de Clebsch, traduction francaise, (.1, p. 130 etsoiy,

. ¥
Journ. de Math. ( | série), Tome I. — Fuse. [, 18%7, 35



270 P, APPELL.

de méme degré, mais ne renfermant plus d'unefacon lin-aire et homo-
gene que

pum—2d—p—+1
cocfficients. Lorsque ces coefficients varient, la courbe @ = o coupe la

courbe F = oen
:}.m — 21’

points variables, parmi lesquels p sont déterminés quand on connait les
wm— 2d —p

autres. Prenons pour p le pllls‘ petit entier satisfaisant aux deux condi-

tions
w>m—3, pm—2ad n+p;

u élant ainsi déterminé, nous assujettirons ki conrbe @ =0 passer
par
. A
nm — ad — (n+p)
points fixes (@', b, [a”, U7), ... de la courbe F; ce qui détermine

um—ad—"n+p)

des coefficients qui figurent dans @ en fonction linéaire et homogene
des antres. Apres cette détermination, P'équation de Ja courbe (72
contiendra, d'une facon linéaire et homogéne, (n + 1) coefficients A,
A, AL o A cette courbe coupera la couvbe domnée Foen (1 —p)
points variables, parmi lesquels p sont déterminés quand on connait
les e autres. Soient

.T,.)’.). Ly )aly vens (-T,,,}’,,II': LY, ), {’;l‘,-,.‘}’._,}. e .',1'”,}'/’

les (n =+ p) points d intersection variables de la courbe @ = o avee la
courbe F =z o0, D'apres le théoréme d’Abel, les velations qui détermi-
nent p de ces points en fonction des r autres sont

(g, y,) + u @y )+ W (2, y,)

! +ux Y )+l Y K,

(13

ol
L0y 20000 Py



INVERSION DES INTEGRALES ABELIENNES, 271

les K; étant des constantes indépendantes des coefficients A,, A, . ..,
A, qui figurent dans @, Assujettissons les points

34) LY (T V) oo (2,.7,)
a veérifier les p équations

Ve ) -l (T, Yy I

“”, . ' ’ 0
! +u@,¥,) = Ki—u; )

(F=1,2, ...,/))
Ces ¢quations déterminent les points (34) en fonction de w,, u,, .. .,
u,: lexpression des coordonnées de ces points en fonction de «,,
i,, ..., u, constitue le probleme d’inversion de Jacobi, et Fon sait,
d"apres Riemann, exprimer toute fonction rationnelle symétiique des
p points (31) en fonction uniforme de ,, u, .. ., 1, par des quotients
de fonctions & 4 p arguments.

Les points (34, ¢tant ainsi détermings, les équations (33) se rédui-
sent a
S LR S R /ALY I TS T S |

39

/ / RN ll‘“')l\/_ol‘”,'\’” ) -1y \

(F— iy, oy p),

c'est-i-dive aux p premieres des équations (3o,. En éerivant que la
courhe @z, v = o passe par les points (37, on aura p relations

bl y;j -0 YRS NN
(que nous remplacerons par les relations équivalentes
. . X3 ’ . 'y ' ’ LI vy ' r " .
{ ;()’) .l': : ‘l'(x,..)’,) + -T; ‘l’("l'._,.,)’...) +...t+ .l'/" ‘D("v/ﬂ,) p) = O

ou
L==1,2,...,p.

Ces équations (36) fournissent p relations entre les constantes A,,
A, ..., A, quifigurent linéairement dans I'équation ®(x,y) = o; et,
dans ces équations, les coefficients de Ay, Ay, ..., A, sont des fone-
tions symétriques des p points (34), c’est-a-dire des fonctions abé-
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liennes de w,, u,, ..., u, exprimables i P'aide des fonctions &. Nous
pouvons donc dire que les équations (36) sont p relations linéaires et
homogénes entre Ay, Ay, ..., A, & coefficients uniformes en u,,
Uyy ooy U,

En vertu de ces relations (36), les p premicres des équations(3o)
sont verifiées par les 7 points variables

(37! Y (@22 e T

ou la courhe dx,y) == o coupe la courbe donnée. En éerivant que
ces npoints (3=) vérifient aussi les autres équations {30), nous aurons,
entre ces mémes coefficients A, Ay, ..., A,, 7n — pantres relations li-
néaires qui, avee les relations (36), détermineront complétement les
apports de ces coefficients a Pun d'entre eux et qui permettront, par
suite, d'éerive Péquation de la courbe cherehée @ (r,v! = 0. Voic
comment nous obliendrons ces (n — pj relations lincaires.

Dans Pexpression &L, v, attribuons aux cocflicients A, A, A, .o
A, des valears déterminces quelconques indépendantes dew, w,. ...,
i, cl, par suite, ne vérifiant pas les ¢quations (367, et désignons par
b, ", v) Uexpression déterminée ainsi obtenue. Sur les pm points d'in-
tersection des courbes & = o, @, = o avee i courbe donnée, il v ena
fum = n — p) qui sont les mémes pour les deux courbes: par conse-
quent, la fraction ratiomelle

38 Dr,r)
AN -

Tl

ain - p)revos et (n + p) infinis; les (n -+ p) 2¢éros sont les points (3~
ui varient avee les coefficients Ay, Ay, o0y A, de @ et les points 735)
qui dépendent de w,, ey, o0y 1y les (004 p) infinis sont des points
fixes indépendants de wy wy, ... u,, 4 savoir les (o + p) points d'in-
tersection de la courbe fise &, {x, y) = o qui sont distinets des points
d'intersection de @ = o avee la courbe donnée F = o3 désignons ces
Ju—+ p) infinis fixes par

¢l

(30) (St (S lads e (Sl (S8 ooy (500,
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Lo fraction rationnelle (38) pourra s’écrire ainsi

A=p -
l[’l ‘.") __2 'l(i)((l"‘,v‘/‘_) -+ (:l
Plroy)

k-1

k=1

IOIH’“ Ty V) — Ul "(',)H hil
Ol i (s by) — () - /4,|

AT iy ’

(f0) { Wi (oo, ¥ 2 W (8 b )+ G
=
kA

ou les C; ont la signification que leur donne Briot (Théorie des fonc-
tions abéliennes, Chap. XII) et ou les h; ontla méme valeur que préce-
demment (p. 268). Cette forme de la fraction (4o) résulte des pro-
priétés connues de lafonction @ [ (x, y) — G;], telles qui’elles ont éteé

indiquées par Riemann. En offet, le premier facteur

k-p
. 1 0 ’ ’ .
Al wi (o y)—Y @y, )+ G
’ . R .
'I hop ’
; 1 i ’ ’ Al
al uli (e, y) ——2‘ a' (s, ) -G
. ko

s‘anmule lorsque le point (2,y) coincide avee P'un des p points

cap). Cha-

(a0, ¥, ) et devient infini lorsque r =3, y == £, (k=1,2,
cun des 7 autres facteurs, tels que

Al Dy, v,)—w'ii(e, ) |»/t,|
ﬂlll“(\,.,/,_)—ll”(l,) r/l,|

admet un seul zéro v -: x,, y =y, ct un scul infini w==s,, y =4,
ce qui démontre I'équation (40). Mais, en vertu des relations (35}, le

facteur (1) s’éerit
Bl a'd(r. vy 4-mi— K+ G _
B Ak op ]!

o) ul(r,y)— 2 w (s, 6,) + Gy

- k=1

~1

(5



270 P. APPELL.

done, en posant, pour simpliﬁer I'écriture,

Cr.y R G
\J\(,r'.y):q,'(w.y) 8[u (o) +ui— RG]

/I— Il
af wi(r.y)— Eui”(s',., ) -G
/- ‘
l)) k.1

2= n

[l Al—uwi (oo vy + Iy
Ol (Syuly) -7 (o |)~/o|

'

On i

Olad Gy vy ! (o vy |

3 Pla,y)= A(at,.y)l‘-l i A ;
%1

HI-—-N'(I.)) I

A, y) étant une fonction enticrement connue, uniforme en w,,
Uy ooy L,

Daprés cette forme de & (a, y), celles des équations (30) qui contien-
nent les intégrales de troisieme espéee peuvent s'éerire

AEw,) .
/I/l) «|)(_”,,’)_,:(I(Vj',,,)\(”l _’)c"/"l {J 11'2,,_,,(//\,
A

et Pon a ainsi ¢ équations linéaires homogéenes nouvelles entre les
coeflicients A, Ay, ..., A, de @, les coefficients de ces équations ctant
UNOrMes N 1 a1 Wy Ty e U,

Enfin, pour exprimer que les points (x,,v,), ..., (x,,¥,) vérifient
celles des équations (30) qui contiennent les intégrales de seconde
espéce, nous remarquerons gue I'équation (43) donne par la diffe-
rentiation par rapport i z les identités snivantes, oit Von désigne par
Mo, v) la fonction rationnelle

dlog (e, r )

11(

et ou le signe 2 indique une sommation étendue aux n points (., y, ),
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(-1‘2;')’2 /o o v ey ('l'n'.YJl )'

12
~3
-t

(a,y)=P(x,y) [ M(x,y) — ZZ(x,,y,i2,y).
W(r,y)=0(x,y) M(x,y)— 2Z(x,,y 1 2,)]
~+ Ol y) (M2, y) — ZZ (2, Y, 1,V))

.................................................

B2, y) = W% (M = SZ] 4 (vg— 1) DD M — S7 | ..
+ Oz, y) I MY (2, y) = 227 (xy v 52, y) .

jy 4

Dans ces équations, suivant la notation indiguée (p. 267 et 268).

Z-‘,l {xl ’y| ;'l",y)
désigne la dérivée
ALy, vy, )

d.r

En remplacant, dans les identités (45 ), x et y par a;, b;, ces identités
deviennent, en vertu du dernier groupe des équations (30),
Wiy by) = (@ by M(ag, be) - wiy ).
Wlag byy == W@ by) i M(ay, b)) — wy,
~+ Dy, b)) [N (@, by) — 1441,

T
[ Y a;, ’)/, "’(v/‘-‘)(a;‘, 1)/,«) (M a;, bk — Uy,
| o
-+ (Vﬁ — l)‘l'("#"’(a,‘, bk) [M'(a,,. b;) — Uy, | =+.
- D(ag, b)) IM™ ag, b)) -y, |,
on

=1, 2, .., I

On aainsi (v, + v, + ...+ v.) équations linéaires homogénes entre A,
Ay Ay, et les coefficieats de ces équations sont uniformes en «,.
fay oovs Wp, gy Whyy Uiy + ooy Wiy,

En résumé, les équations (36), (44) et (46), au nombre de

PrHq+y+n+.o+v,=n,
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7
fournissent n relations linéaires et homogenes pour déterminer les rap-
ports des quantités A, Ay, ..., A, & 'une dentre elles, En égalant a
zéro le déterminant des coelficients de A,, A, ..., A, dans ces équa-
tions et dans Péquation ¢(x, v, = o, on aura, sous forme de détermi-
nant, I'équation cherchée

") lr,y)=o

d'nne courbe de degré g coupant la courbe donnée F=0 en s
points connus el aux n points (37).

Ou en conclut immédiatement que les abscisses de ces n points sout
racines d'une équation de degré n a coefficients uniformes en 1,
Moy vons Uy s Upyy oony t, . Eneffet, par élimination de y entre
Feéquation (17) et Péquation de la courbe donnée F(r,v)= o, on
obticndra une équation de degré mg en  qui admettra pour racines
les abscisses des points (37), des points (34), des points singuliers et
enfin des points fixes (@', 0'), (@, 0”), ... (p. 270). En divisant le pre-
mier membre de eette équation par les polynomes en v qui admettent
pour racines les abscisses des points (343, des points singuliers et des
points fixes (¢, b'), {a”, "), ..., on obtiendra I'équation anmoncée de
degré noayant pour racines les abscisses des points (37).

D'une facon générale, soit

s Rir,y),

R, v, étant une fonction vationnelle quelconque de et v, Les va-
leurs que prend cette fonction z anx points d'intersection des deun
courbes

Pmo, F 0

sontracines d'une équation de degré my. qui, apres suppression des
facteurs étrangers, fournira une équation de degré » en z avant pour
racines

R(r,y), Rir,»y,), ..o Rie,y,):

N

les coefficients de cette équation seront uniformes en u,, w,, ..., u,.,,
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Uy, Upzy - Upy,; ils contiendront rationnellement les variables u, ,,
Uy oo Uy, (R=1,2,...,7), comme arguments de fonctions expo-
nenticlles les variables @, ., U, 5, ..y Upe, et comme arguments de
fonctions @ les variables «,, u,, ..., u,. Lanature des groupes de pe-
riodes simultanées de ces coefficients résulte immédiatement de 1a forme
des équations (30); nous ne nous y arréterons pas.

Le théoreme que nous avions en vue est donc démontré pour ces
équations (3o).

11. 1l sera maintenant facile d'établir le théoréme général I, énonceé
a la page 246. En effet, soit p,(2,y) une fonction rationnelle qnel-
conque dez et y; Uintégrale

(18] [2i(r,y)dx

pourra ¢tre décomposée en intégrales normales de premecre, deuxicme
el troisicme espice; on pourra, de plus, par une transformation uni-
determinative, amener les poles et les points critiques logarithmiques
des intégrales de deuxicme et troisieme espeéce i étre distinets des points
eritiques de la velation algébrique (2). Alors Uintégrale (48) sera dela
forme

L 3ty

2 ) ! j‘l -
}‘A'{..I. w'e (,-r,.)’) +}11‘!’jl-[ (w, ,}')

; [
1

El.r.,
’ Iz

1 ’
+B (i Llx,ysah b))
-

N

+ Sl yian b)) + o2 L0 (s a, by)

Or on peut, sans changer la nature des intégrales des équations (3o,
remplacer 'une quelconque d’entre elles par une combinaison linéaire
a cocfticients constants de cette équation avec les autres. On peut, par
exemple, en conservant toutes les autres, remplacer la derniére ’entre
elles par

[ovixny)de,+ [9,(2nx,)de,+. ..+ o (2, y,) de, = U,

Journ. de Math, (1 sévie), tome I. — Fasc, I11, 1885, 36
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en faisant

(=p 1 q
\ U =2-1»ill,‘ +2‘U!vjul,‘_j
e : "‘A._r st
’ +2(35.|uh.1+€‘Ii.2ulc.2+"'+st.nuk.w)'
i

On obtient ainsi un systeme d'équations de la forme (1) possédant la
propriété indiguée dans I'énoncé du théoréme 1. Ce théoréme est done
démontre,

On voit, en ontre, quelles sont les fonctions rationnelles 7, 7.0y
23 & ¥ )y oo g,y quiil faut associer i lafonction donnée s, 'x, v :
cesont les derivées par rapport i des p intégrales de premiére espece
ctde toutes les intégrales de denxiéme et troisieme espéce qui figuremt
dans Pexpression (19 de Pintegrale (48, a l'exception de la dernicre.

/ = “‘1.._}’: (l,.l)r)'

Aentre elles. On montrert, comme nous Pavons fait o propos des
courbes unicursales p 2347, que le nombre "7 — 1) des fonctions -,
Cie e Py dtassocier g, est un minimum, et quil peut étre dépasse

antant qqu’on le veut,

12. Nous avons suppose, pour plus de simplicité, dans Pénonee du
theoreme Lip. 2965, quiune seule fonction rationnelle g, (x, ¥} est donnee
arbitrairement, ¢t nous venons de montrer comment on peut deéter-
miner les (# — 1) autrves fonctions

',‘l'_'(;‘l.c‘ . 'PJ(‘T'.)/)' tte ',;n(x’)‘)

A assocter a celle-la.
l.a méthode que nous avons suivie a cet effet permet de démontrer la
proposition plus générale suivante :

Etant données k jonctions rationnelles de x et v linéairement indepen-

dantes
?.(a'.'\' e "-'f';x{_-ro‘y\)' oy ',Jls(_w9y’0
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on peut leur associer un certain nombre (n - k) d’autres fonctions ra-
tionnelles

?I«H(x'..")’ ?Im—a(x’y)o cee ?;;('l‘v)"llo

e fagon que les fonctions de u,, uy, . . ., u, définies par les equations i1,
possédent les propriétes indiguées dans I’énonce du théoréme 1.

Nous n'insisterons pas davantage sur cetle généralisation facile du
théoréme |1,



