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INVERSION DES INTÉGRALES ABÉLIENNES. 2\'J 

Sur i inversion des intégrales abéliennes ; 

PAR M. P. APPELL. 

I. Dans leur Théorie der Abelschen Funclionen, MM. ClebsclietGor-
dan généralisent le problème de l'inversion, en intégrant un système 
d'équationsaux dérivées partielles dans les premiers membres desquelles 
entrent les intégrales abéliennes de première espèce et des intégrales 
normales de troisième espèce; ils indiquent une méthode pour passer, 
par c ontinuité, de ce cas à celui où certaines intégrales de troisième 
espèce sont remplacées par des intégrales normales de seconde espèce. 
Des exemples de l'intégration d'un pareil système avaient été donnés 
auparavant par ltosenliain (Mémoires des Savants étrangers, 18j ι ) et 
par Clebsch, à l'occasion de ses recherches sur les courbes de genre ο 
et ι (') (Journal de Crelle, t. <»i). Enfin M. Elliot [Annales de ΓÉcole 
Normale, 2e série, t. XI), en étendant la méthode de Riemann, telle 
qu'elle a été exposée par M. Briot, a intégré un système d'équations où 
figurent les intégrales de première espèce avec des intégrales normales 
de deuxième et troisième espèce. Il reste donc à étudier un système 
d'équations aux dérivées partielles dans les premiers membres des-
quelles entrent non seulement des intégrales normales de seconde 
espèce, mais encore les dérivées d'ordre quelconque de ces intégrales 
par rapport au paramètre. C'est l'intégration d'un tel système qui fait 

(') Voir les Leçons de Géométrie, par À. Clebscli, recueillies el complétées 
par F. Lindemann, traduites pyr A. Benoist, t. Ill, 

Jonrit. de série), tonic I. — Ease. Ill, ι885. 32 
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l'objet (le ce Mémoire; elle permet de démontrer un théorème général 
dont voici l'énoncé : 

1. Soient χ et y deux variables imaginaires liées par une relation algé-
brique et φ, [χ. y) une fonction rationnelle quelconque de χ et y; il existe, 
toujours un certain nombre [η — i) d'autres fonctions rationnelles de χ 
et y 

?-Ax>y)> ···<cn x,y 

possédant la propriété suivante : le système d'équations différentielles 

0 

9.Ιχ. Ο' « ) dx. -+■ ? I ( '**2, /a ; </# 2 -t-... 4- 'y, .r„, y
m

 : d.r„ ~ du,, 

ïi'j·,,)', )(L··, h- ifx.itya .· dx., ■+■.. .4- ïf-r„*yu dx„ = du,. 

?// ·*.O'i y ̂ . + r» ' -ra,y.,
l

dx.,-\-...-r- .r
;i

,
 ;

 <é.r„ = (/(/
;

, 

définit les η points analytiques 

x1, y1 x2···» ,^ί/0'4 

en fonction de a,, M. «
w

, de telle façon que les η valeurs 

H ( .r,,
 f 
V, j, It : X2. Va < R ' x" ' y H 

que prend une fonction rationnelle quelconque Jti.r, V; en ces points sont 
racines d'une équation ALGÉBRIQUE à coefficients LNIIOITMESE/IW,, u , 
un. 

Ν oils examinerons d 'abord le cas le plus simple, celui où la relation 
algébrique qui lie les deux variables χ et y est de genre ο ou ι. l a 
méthode, que nous emploierons pour le cas général où le genre est un 
nombre ρ quelconque, sera la même que pour ces deux cas simples. 
Cette méthode est différente de celle que M. Elliot a suivie dans les 
Mémoires précédemment cités; elle est, avec des modifications qui se-
ront indiquées plus loin, l'extension de la méthode employée par 
Clebsch (loc. cit.). 
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2. Occupons-nous d'abord du cas où le genre ρ de la relation algé-
brique 

(2)* V[œ
t
y) = ο 

qui lie χ à y est égal à zéro. La courbe, re présentée par l'équation (2), 
est alors unicursale; les coordonnées χ ci y d'un de ses points peu-
vent s'exprimer en fonction rationnelle d'un paramètre t qui est lui-
même une fonction rationnelle de χ et j, et les intégrales abéliennes 
correspondantes deviennent des intégrales de fonctions rationnelles de 
/. Dans ce cas, le théorème général I, énoncé au n° 1, se réduit à la pro-
position élémentaire suivante : 

11. Soit R, ( / ) une fonction rationnelle det\on peut toujours lui associer 
η — ι ) autres fondions rationnelles 

IL»;/), B|(/; R*(/), 

île telle façon que les η fondions t
2

, . , t
n
 des η variables u{, u.2 

u„ définies par les équations différentielles 

(3) 

R, (t, ) dit -f- 111 (t., ) dl., -h ... Il, (t
lt

) dt
n

 - dut, 

Jlj t) j <lt | -f- Il ft>f) dl., .. + Haf/w) dt
n
 - du.,, 

R«(/. ) 1 ~i R//(L) dl2~\-... -H \\
n

{t
n
)dl

n
 — du

n 

soient racines d'une équation algébrique à coefficients UNIFOIUWI-S en //,, 
//•ι, . · , U/t» 

Soit, par exemple, 

(4) R. (') - 7 + J, + (, = -tqil+1 -1 

il suffira d'associer à R, (/) les deux fonctions rationnelles 

«.(<)=?· ».(0= (7^7?· 
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l.es équations différentielles, telles que (3), seront alors 

'-y* 

R, ;/,)<//, -+-R,(ΐ2.ώ
Λ

-f- Ri7sîî/I3= du,. 

R
3
 [l,\ dl

t -+" R·.. f . dti -h r/«,. 

Rj<//, -+■ R
;
, t

£
)dl., -h R, /

3
)di

a
 = r/i/

3 

ou, plus simplement, 

' > ' 

~ H- — ■+· — = dUi, — u2- a,,. 

-,r + J +77= du2 

dt1 dt2 dt3 t1-1 t2-1 t3-1 = du2 

en retranchant de la première la somme des deux dernières et remar-
quant que 

R, /) - Il- R
;
, lj j. 

Si l'on intègre et si l'on pose 

//, — u., - - M
;t
 -h C, = r,, C2 — //, — t'

a
, — 11, - : ( ,. 

(,,, f.
3t

C, désignant les constantes d'intégration, il vient 

6) 
„111 I I I 

t1t2t3; ·, 7- -f- — -b — — c.j, -+--■■· H- — c. : 

d'où l'on tire facilement les fonctions symétriques élémentaires 

/ I —J— / ^ —l·- / · l, 13 -f- / | /3 H- / , t-, , / I / y / . 

en fonction uniforme de e,, e
3

, r.,, c'esl-à-dire de w
n

 /i
a

, // ,. Mais, pour 
suivre une méthode qui s'applique à tous les cas, formons directement 
le polvnome du troisième degré 

7) φι l \0l
l Λ | l1 -+- \2l -f Vi — A

e
(* — l

t
 J

 v
 / /·, t - - t , 
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qui admet pour racines t

2
, D'après l'identité 

<!·■(/) - Φ f,( ^+ 1/l-l1 

les équations (G) s'écrivent 

(H) Ψ(ο, 4- A
0
e'· = ο, Φ oj h- *yl'(oj = ο, Φ i; -h ν.

λ
 Ψ ι ) ----- ο 

On a ainsi trois équations homogènes et linéaires par rapport à A
0

, A,, 
A

f
, A

n
; l'élimination de ces coefficients entre ces équations (8) et 

l'équation 
Αφ/' Λ ι / + A j / + A j — ο 

fournira, sous forme de déterminant, l'équation 

I ίΛ ι2 ι I 

! &'< ο ο I 
! 
Ι Ο Ο I i\j 
I 
j 'J 4- 2-1- i';t

 F 4- i':, e
:| 

<|ui admet pour racines / ,, t
:r 

Je terminerai par une dernière remarque sur l'exemple qui nous oc-
cupe. Il est évident que l'on peut, sans changer les conclusions rela-
tives à la nature des intégrales des équations (3'), remplacer l'une 
quelconque des fonctions R,(/), lljt), Ra(0 Par une combinaison 
linéaire homogène à coefficients constants de toutes ces fonctions. 
Voici alors comment on pourra, sans avoir recours à la décomposition 
eu fractions simples, déterminer les deux fonctions qu'il faut, dans les 
équations (T), associer à la fonction R|(0 donnée par l'équation (4)· 
dette fonction R, (/) est une fonction rationnelle de t devenant nulle à 
l'infini, admettant pour dénominateur 

l3 l-1)% 

avec cette circonstance particulière que le résidu de R,(/) relatif au 
pôle l — ι est égal à zéro. Formons la fonction rationnelle la plus gé-
nérale qui remplisse toutes ces conditions; un calcul bien facile montre 
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qu'elle* pourra s'écrire 

A(l3-r-1 ; -τ- Π( / — I)- --L/8 

t-(l — II" 

avec trois coefiicients arbitraires A, II, C, ou encore 

AH,'/; +bIU/y-hCn
;)
(/ : 

011 voit que les fonctions rationnelles qui multiplient Λ, 11, C sont pré-
cisément celles qui entrent dans les équations fi'). 

5. La même méthode d'intégration s'applique au cas général où l'on 
prend η équations différentielles de la forme suivante, dont un cas 
particulier est indiqué par Clebscli (*) : 

ÎL 

d log γ—-+- d log -h... -h d log du, i ι, y. η , 

fil, <l't dt„ , 
( t\ --- hj I- ( t., — hj )■ I l„ — bj )- J 

i ' ι éy ) ' ( t., - -- hj )' {I „ hj ) ' i ' ι éy ) ' ( t., - -- hj )' {I „ hj ) ' 

dt1 dt2 dtn ( /, - hj I*, ■ ' ( L - //y 1«, ' î/;< éy I*, · ' " "'■*> 

j (.J... . / . 

où 
Λ = y -l· «, -t- α3 -h... 4-ar 

Toutes les quantités a, sont différentes les unes des autres et différentes 
desa); mais un certain nombre de ces dernières a\, ..., a

4/
 peuvent 

être égales entre elles. Les quantités bj sont différentes les unes des 
autres, mais peuvent être égales aux ait ai. 

En effectuant l'intégration, désignant respectivement par 

V'/» K'j. I» ·*·> *-*/,*, 

(') Voir OA:BSÎ:II, Journal de C relie, l. Gi. p. éN. 
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les constantes d'intégration, et posant 

c,^=C, -h u, [i-. ι, y </,, 
v, jC, t - ku,

 k
 j 1.2 r , 

on a les équations 

M) 

( — "/ > I ·..f t„ — «, )
 = e„

f 

( /, — ){l
s
 — '/])...< t

n
 — » 

I i, +
""

i
'''■· 

1 · ' 1 

< /, — bj f ^ "j — bj f ^ — bjf ~ V>A 

! I I 
( /, — bj »*, I tJ — bj \'Λ, <Τ~ ( /„ — //y ;*/ *>aj 

[ i τ 1,2...q 

j — i* '2 Γ . 

On peut alors former, de la façon suivante, un polynôme de degré n 

Ψ / ; = - Λ
 w

 t" -t- Λ, "1 -ι-... ί- ΑΛ
 -V'/ — Λ é, 

(pli admet pour racines/,, /„. On a identiquement 

Q' t1 = Q' t E t-t1 

en employant le signe 1 pour designer une sommation étendue aux 
/(quantités/,, /.., ./„. On en conclut, par la differentiation. 

φ " / · = Φ" t V ' — ?.Φ' / \ ' 

φ " / · = Φ" t V ' — ?.Φ' / \ ' 

Ψ""/. = Φ"·.'/^
Γ

'
;/ι

 +...+ · · ./..·2...*Φ·/,ν
ίΓ

 'Λι,
;

,. 

Oeci posé, les équations (ιο) fournissant n equations linéaires et 
homogènes entre les coefficients 

A „, A,, .. . \
lt 
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du polynôme En effet, les q premières de ces équations (10) 
peuvent s'écrire 

11 Φ ar — Φ[α) V= ο (t = i» 2, ... q , 

ce qui sont déjà q équations entre les coefficients en question. Les 
autres relations (10) pourront s'écrire, en vertu des identités précé-
dentes, 

j Γ 

Φ'-ybj) -h t'y,, Φ bj} =o, 

Φ"'bj) -f- c
y
,, Φ'{bj) -M'y,^;Ay : = ο, 

Ψ"Υbj , -f- VjyV'bj ) -h 2t'y.μΦ' bJ) + 2Cy,
:1
 Φ /->y, ^ O, 

Φ'* ' bj ) -h Cy,, Φ'*Γ bj ) 4- . . . + I. Ί. . ., «y Cy.» Φ bj ) :-= o. 
(Ul 

y = i.»...r: 
on a ainsi 

0 I -f- 5<2 -f-. . . -f- rJ.t % 

équations linéaires nouvelles entre Αβ, A, A„ qui, avec les équa-
tions (1 f), forment le système annoncé de η équations. En adjoignant 
à ces équations (11) et (f 1' la suivante 

A„ t" u- A, l" 1 -f-·.. - -f- A„ : <», 

on aura (n -+- 1 ) équations linéaires homogènes entre A0, A,, ..A„ ; 
le déterminant des coefficients de ces quantités doit être nul. En éga-
lant ce déterminant à zéro, 011 obtient une équation de degré η en l, 
ayant pour racines les fonctions cherchées t.,, ../,,, et pour coef-
ficients des fonctions uniformes des quantités \\ et ey,A, c'est-à-dire des 
quantités w, et Uj,

k
. Ces fonctions uniformes admettent q groupes de 

périodes conjuguées. 

4. On conclut facilement de ce qui précède le théorème II relatif 
à une fraction rationnelle quelconque II,(/). 
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En effet, nous pouvons toujours supposer que, dans l'intégrale 

/R,(/)<//, 

11,'/) soit infiniment petit de l'ordre j
t
 pour / infini; car, s'il en était 

autrement, en désignant par τ un nombre quelconque qui ne soit pas 
un polo de R,(/ ), il suffirait de faire le changement de variable 

l = r + 1/l 

pour que, dans la nouvelle intégrale 

- R1 r+1/l' dr/t' 

le coefficient de dï soit de l'ordre de ~ pour/' infini. Supposons donc 

qui· cette condition soit réalisée pour H, (/); alors la somme des résidus 
de li,(/) est nulle. Si donc nous décomposons 11,(0 en fractions 
simples, nous obtiendrons une décomposition de la forme 

12) 

Zil(.'-/>,)> a-bjY -+■·■■-*- (t-bj)*,·1 

Zil(.'-/>,)> a-bjY -+■·■■-*- (t-bj)*,·1 

où les quantités a], bj remplissent les conditions indiquées à la 
page ί5<>, h propos des équations (9) ; certains des coefficients ut,;,* peu-
vent être nuls, mais les derniers de chaque groupe Λ,

ιβι
, Dba,ai

 wr s 
sont différents de zéro. Or il est évident que l'on peut, sans changer la 
nature (les intégrales de l'équation (9), remplacer l'une quelconque 
d'entre elles par une combinaison linéaire à coefficients constants de 
cette équation avec les autres. Nous pourrons, par exemple, en con-
servant toutes les autres équations (9), remplacer la première de ces 
équations par celle-ci 

!!,(/,)(//, -h R|(/a) dt2·+·...-h Rt(t
n
)dt

n
~^ dU,, 

Jnura. de Math. ('|e série), Tome I. — Fasc. Ill, i885. 33 
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où H,({) désigne la fonction rationnelle (12), et où l'on pose 

/ = 7 !=>· 

I., = ̂  Λϊ (/,·-+- ̂  , Uj
t

, -h lfl>y, J My,2 -+· · . · + ^ο
7

,α, If/, a, ' · 
/ = i / ι 

Un obtient ainsi un système d'équations de la forme (3), dont les 
intégrales sont racines d'une équation algébrique à coefficients uni-
formes en u{y u.

2
, w3, ... ou en IT,, u.,< m,, ...; ce qui démontré le 

théorème II (page 247). 
D'après cela, les fonctions R

 3
(i), R

3
 ;/), ..., que l'on associe 

à la fonction donnée R,(<) pour pouvoir appliquer ce théorème 11 sont 
les coefficients de -V3, <A>3, ...» Λ,

Ν
 et des quantités HÎ»

7
,,, I»Ï»Y,

3
 My,x 

'j = 1, 2, ...,r) dans la formule de décomposition (12';; le nombre 
(Λ — 1) de ces fonctions est donc 

η — \ = q — i -h a, +...+ar 

Ce nombre (Λ — 1) ne constitue évidemment qu'un minimum ; en effet 
011 pourra, une fois formé un système d equations différentielles, tel 
que (3), possédant les propriétés indiquées, en déduire 1111 autre sys-
tème contenant une fonction inconnue de plus l„.

t
 et une expression 

rationnelle de plus R„il suffira pour cela de prendre, par 
exemple, 

B.-.(0 = rb-rb· 

où c désigne une constante qui n'est un pole d'aucune des autres 
fractions rationnelles R,(/;, Ra(')» · · ·· R»(U· 

Dans chaque cas particulier, 011 verra immédiatement quelle est la 
valeur du nombre η des quantités α,, a.

2
, ..., a

t/
 qui figurent dans la 

formule de décomposition ( 12). Par exemple, si 

R< τ +ït~< + m ~ / μ.ί' 
il faudra écrire 

·>.(') - (7 -- γ±ή + ( - ,-Clj
 +

 ( rh " iTl)' 
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et q sera égal à les fonctions k associer k R,(/) seront au nombre de 
deux : 

».!') = ,47-1X3· »·(') = rh-rb· 
Si 

κ·'() = 7-74Τ + 7Χ1_7Χ3' 

q sera égal k 2, et il suffira d'associer à R,(/) la seule fonction 

1 1 
R(t)— / -t- 3 

"». Considérons maintenant le cas où le genre ρ de la relation algé-
brique ; 2) est égal à V unité. On pourra alors exprimer les coordonnées χ 
et ν d'un point de la courbe représentée par l'équation ( a) en fonction 
doublement périodique d'un paramètre /, de telle manière qu'à chaque 
point de la courbe corresponde une seule valeur de / à des multiples 
près des périodes. Les périodes étant désignées par 2Ket 2y — 1 K\ 
le> expressions de χ et y seront des fonctions rationnelles de sna/ et 
1),su2/, et inversement ces deux quantités 

su2/, D,sir/ 

seront des fonctions rationnelles de χ et y. Dans ce cas, le théorème 
général I peut s'énoncer comme il suit : 

111. Étant donnée une fonction elliptique f[t) aux périodes 2K et 
2\ — 1 K', on peut toujours lui associer un certain nombre {η — 1) 
d'autres fonctions de même nature /a(f), f%[t)

9
 ..f„[t), de telle façon 

qu'en posant les équations différentielles 

il) C t \)dt
x
 +f-(t

i
)dt

i
 -Κ. >-+-Ji{t

H
)dt

n
= dui (t = I, 2,..., Λ), 

les valeurs que prend une fonction elliptique quelconque aux mêmes 
périodes pour l = t,, soient racines d'une équation algébrique 
à coefficients UNIFORMES en u

t
, uiy ..u

n
. 
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6. Pour démontrer ce théorème, faisons, avec M. Ilerinito, 

Z(t) = d log H (l(/dt 

et désignons par Ζ'(t), Z"(l), ... les dérivées successives de iJl . ?$ous 
allons d'abord effectuer l'intégration du système suivant d'équations 
dont un cas particulier a été traité par Clebsch [Journal de Crelle. 
I. 64, p. 2*33) : 

' i$) 

dt, 4- dt., 4-... -h dln — έ/fi, 

d log H t1-a1/ H1 t1-a1+rf|"g!!!l'-"'>-,--+ rfÎog!!^" ud-du, 

Hit, —bj\dl,~\- Z'(l.2 — ùJ)dt.1 +...-h Ζ\t
a
 —bj)dt„ = dujA 

Ζ y ///, 4" Ζ 1 6 Îyj dt2 -H. . · + Ζ 7
;(
 — /)y) <//,, — dllj .. 

ZJV (l, - - bj) dt, H- Z(*JJ f6 — Α;) dt2 ■+■ · ·. -f- ZfV /„ — Ay) ί//„ — t/W/.a; 

. < = I, 2 <f s 

'j — ι, 2 r). 

(les équations sont analogues aux équations (9); leur nombre 

ι 4- q -■f- Ci, -f- Ci2 -h . · . 4- Ci, 

est supposé égal à ;i; les constantes α,, a), A, sont assujetties aux 
mêmes conditions que dans les équations (q). Kffectuant l'intégra lion 
et supposant les constantes d'intégration ajoutées à u, //,, i/y.*, nous 
obtenons les équations 

75) 

i| 4·/2 4- . · . T- /rt W, 

11(6· '6)JJ(bs!!.*)···11(6> -Qj) ^ 
H(6 -"'ή 11(6 — Ό...ΙΙ16» <) 

Z(<, — Ay) 4-L it — bj) 4-...4-Ζ11„ — bj) — Mj_,, 

Znr" - ''y; + Z"/ " ' /, -Ay) + ...+ Z:* "!'« - /'y) «y* ' 

' I ♦ 2,Q 

{j — 1.2 r). 

Nous allons montrer que les valeurs que prend une fonction ellip-

tique quelconque de périodes 2K et 2 V— 1K' aux points / t2
 t„ 
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sont racines d'une équation algébrique à coefficients uniformes en u, 
M,, Uj h. Pour cela, nous formerons un polvnome en sn2/ et D

f
 su2/ qui 

s'annule pour t = t
i%
 ..t

n
, et dont les coefficients sont uniformes 

en «, «
t
, Ujk Ce polvnome pourrait être obtenu par la méthode em-

ployée par Clebscli (loc. cit.); j'emploierai une méthode un peu diffé-
rente qui s'étendra plus facilement aux intégrales abéliennes. 

Nous pouvons toujours supposer qu'aucune des constantes a,, a], b} 

11e soit de la forme 

(l(ij 2/71K. 4-(27w'4-1 )y'Κ' m» rn entiers;, 

car, s'il en était ainsi, il suffirait de changer l„ enl1+y 
t.

2
 J-/., ..i

n
 -h λ et ai% a], bj en λ, α)-+- λ, ..bj ·+· Λ, la con-

stante λ étant choisie de telle manière qu'aucune des quantités a, -+- A. 

àj -H λ, bj + λ ne soit de la forme (16). 
Cela posé, considérons la fonction de t 

(•7) 
«l»(l)=Ce îK 

^ \\(t. — /,7Hί/ — it).. .11(/ — /„> Il 11 -H u — (M M- 1 )Y — · k'J 

0n(l) 

en vertu de la première des équations (1 >), 

l\ -f- 12 -h. ·. H- tn
 — U. 

cette fonction Φ(ί) admet, par rapport à t, les deux périodes 2Κ el 
ί y — iK/, ainsi qu'il résulte immédiatement des propriétés fondamen-
tales des fonctions H et B. De plus, cette fonction (17) s'annule aux 
points 

t1,t21 ..., t
i0

 [n -4- 1 ) γ — 1 K·'— u 

et aux homologues de ces points. 
D'après un théorème de M. Hermite (Note à la troisième édition de 

Lacroix, p. 427), cette fonction Φ(/) est de la forme 

('7') φ [ή = F(s) + S'K,(ï), 
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OÙ 

(«») 5 = snaf, z'— D, snJl = a sut cnfdnl, 

F et F, étant des polynômes de degrés respectifs ^ et ïj — ι si η est 

pair, " ' et n ~ 3 si Λ est impair. Dans le premier cas (n pair), on 

aura 

Fir· = A „32 -h A ι r" -f-.. .H- À/;, F,( s) = A „ z~ 4-.. .4- A„, 

rl dans la deuxième (Λ impair;, 

w— I " - 1 η - ·. 
F': s) = A05 4-A,c " 4-...4- A„. FT,«; = Α,,+Ι 12 4-...—A„; 

donc, dans les deux cas, l'expression de la fonction Φ(/ ; contient 
d'une façon linéaire et homogène (/14-1; coefficients 

■it) A ο, Α ι, .. ·, Λ
 /t

 · 

Ces coefficients sont des fonctions uniformes des quantités//. //,, //,
Λ 

comme nous allons le montrer. Écrivons d'abord que la fonction (17 j 
s'annule pour l = (n 4- i)\ -- iR'-k; nous aurons l'équation 

2θ) F(î
/i

-+-?F
l
(:J = o. 

«ru désignant par ζ et ζ' ce que deviennent s et z quand 011 ν rem-
place t par (» + ι}\ — ι Κ.' — //. 

Lorsque les coefficients i iqï vérifient cette équation linéaire ; 20 , la 
fonction (17') admet, dans 1111 parallélogramme des périodes, le 
zéro (/I + I)V-IR'-H etn autres zéros /,, /,, vérifiant la re-
lation 

Λ 4- 1·> 4-, ·. 4- t
lt
 — 1/, 

d'après un théorème de Liouville, qui est 1111 cas particulier du théo-
rème d'Ahel ('). La première des équations (ιΓ>) étant vérifiée, il reste 

(L) JÎRIOT et BOIÇMKT. Traité des fonctions elliptiques, p. ί.\ί, théorème V. 
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à exprimer que les zéros t{, /2,../„ vérifient les autres équations (10). 
D'après l'expression ( 17 ) de Φ(ί), celles des équations ( r>) qui con-

tiennent les quantités a,·, a\ peuvent s'écrire 

(21) Q (ai) = e'' H'^i(rti) h[ct;._4- „ — </,-+.ι)Κ'ν — 11H'^i(rti) h[ct;._4- „ — </,-+.ι)Κ'ν — 11 

où 
t = I, 2, ...,9; 

ces relations fournissent y nouvelles équations linéaires entre les coef-
ficients (19) de la fonction Ψ. Enfin, celles des équations ( 1 ;>) qui con-
tiennent les quantités bj fournissent 

CC | -4- rJ. ] -h. . . -h ÛC
/4 

equations linéaires entre ces mêmes coefficients. 
En effet, l'équation (17) donne par la differentiation les identités 

suivantes dans lesquelles 011 a fait, pour abréger, 

v'/J = Z[/ + κ — (n -t- i)
v
 — 1 K'l — (n + ')^j — (" + 1 )"' 

et dans lesquelles le signe Σ indique une sommation étendue aux 
η zéros ..., t

llt 

F't = Qx-1 t-t1 + y(t) 
xV(t) = Ψ'(ί) [2Z(/ — t, ) 4- 'i(t)] 4- Ψ(£^[2Ζ'(/ — t,) 4- 'I\l) |. 

*V't) = Φ'ν";0[2Ζ(/ - ι,) 4-ψ(<)]4-... 
4- Φ(/) [2 Ζ"r"(t -ι,)+y (x-1 

d'oii l'on conclut, d'après le dernier groupe des équations (i5), les 
relations suivantes : 

■22) 

*V't) = Φ'ν";0[2Ζ(/ - ι,) 4-ψ(<)]4-... 

Φ "(bj) 4- Φ'(δ,)Κ.. - Ψ(*,·)'.Ι -
 φ

(''/) 1«;., + 'i I = °· 

Φίν,;/,,}+ Φν"(^Ι^.,-Ψ(ΜΙ+· · · 
+- q (bj)4- Φ"·γ"(^·)| = ο, 

avec y = ι, a, ..., r. 
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Les équations (20), (21) et (22) forment un système de 

1 H- y 4- ct|+a2 +...+ar 

c'est-à-dire de η équations linéaires et homogènes entre les (Λ -h 1) 
coefficients (19), équations qui permettent de déterminer les rapports 
de ces coefficients à Γ1111 d'entre eux en fonctions uniformes des M, M,, 

M;.*. La fonction Φ(ί), (17'), qui s'annule pour 

t — /j.../,, (/I -h l) \ — I Κ' — «, 

est ainsi complètement déterminée; 011 pourrait l'écrire sous forme de 
déterminant en égalant à zéro le déterminant des coefficients de 

An· A|, A2» · · ·( Α
λ 

dans I équation 

(2\) F(s) -h s'F/s) = O 

et dans les équations (20), (21) et (22). Soit (2'i) l'équation obtenue 
de cette manière, équation dont les coefficients sont uniformes en «, 
a,, ujft. Si nous rendons cette équation rationnelle en c en l'écrivant 

F2(z)- z'2 F41(z) =0 

nous aurons une équation en ζ de degré (« + 1) qui admettra pour 
racines 

w, = sn2/,, — su2/. z„ = sir'/,,, 5
/n

.
1
 = siiï|(n-+-i)y'—1 R' —«|. 

Par une simple division, on pourra débarrasser l'équation de cette 
dernière racine et il restera une équation en 5 de degré η ayant 
pour racines s,, z

2
, ..z,

t
. L'équation ( 2 >)donnera ensuite les valeurs 

de z' correspondant aux valeurs c,, z
2

, ..., z
n

. 
Soit alors R(s, ζ') une fonction rationnelle quelconque de c et s'; 

les valeurs 

(2'l) R(s,, S,), R(52, s3), R(s«, zH
) 
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que prend cette fonction rationnelle aux points *a, sont 
racines d'une équation algébrique à coefficients uniformes en u, M,, Uj

mk

. 
En effet, d'après (x3 ), on a pour chaque valeur de i = i, 2, ..n, 

z'1 = F(z1)/F1(zi 

et les valeurs (24) sont rationnelles en st, sa, ..s
w

; elles sont donc 
racines d'une équation de degré η à coefficients uniformes en //, uh 
Ujj,, puisqu'il en est ainsi de ζ,, 5„. Mais R(s, z') est l'expres-

sion générale d'une fonction elliptique aux périodes 2K et i \ — 1 K': 
donc enfin les valeurs que prend une fonction elliptique de périodes 

2K. et 2y — iK' aux points l
lt
 /

2
, ..t

n
 sont racines d'une équation 

algébrique à coefficients uniformes en M, uit Ujk. Ce qui démontre lu 
proposition générale que nous avions en vue au sujet des équations ( i4) 
et ( 15). 

7. Il sera maintenant facile de déduire de là la démonstration du 
théorème III, § o. 

E11 effet, soit donnée une fonction elliptique quelconque/,(/·, la 
décomposition de cette fonction en éléments simples nous donnera 

' :'/ 

/,(./) = const. + ̂  λ
ί

[Z(t — a,·) — Z(t — a])] 
»1 ) r 

+^ Νν,ι Z'(/ — bj) Hh \)b
7
,
2
 Z"(/ — bj) -4-... ■+■ \ilZ(V(/ - bj)\. 

j-1 

Or 11011s pouvons, sans changer la nature des intégrales des équa-
tions (1.4), remplacer l'une d'entre elles par une combinaison linéaire 
et homogène de cette équation avec les autres. Nous pouvons, en par-
ticulier, remplacer la seconde des équations (14) par 

/,(',) A. +y*i(^a) . '■+-f\{t
n
)dt

u
 = rfU,, 

où LJ1 a la valeur 
' :~Ί / = '· 

U, = U const, -f" ̂  di/U( Η- ̂  My,, 4-... -h 111j.ayMy
>e

. J. 
<=1 /=1 

Juurit. de Math, (/j* eerie), Ionic I. — Fuse. Ill, iS85. 3i 
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Donc le théorème 111 est démontré de l;i même façon que le théo-
rème Il relatif aux fondions rationnelles Va été à la page 2 )3. 

Des remarques analogues à celles qui ont été faites au sujet du théo-
rème II (p. 2)4) trouveraient encore leur place ici; je ne m'y arrê-
terai pas. 

8. Pour faire tout d'abord l'application de la méthode précédente a 
un exemple simple, prenons les deux équations différentielles 

(2>) 
dt\ -f- dl , ----- du, 

£2sn2/, dlK -h Psi\2t2 dl.2 — du
x

. 

L'application immédiate de la méthode montre que nous nous trou-
vons dans un cas où l'une des quantités appelées bj dans les équa-

tions fi',) est égale à ιιΚ'\ — i. Nous verrons comment le calcul se 
présente dans ce cas, sans qu'il soit nécessaire de faire le changement 
que nous avons indiqué à la page 2^7, pour éviter toute forme d'indé-
termination dans les équations générales. En effectuant l'intégration et 

posant 
e"(o ) 

'•=eTT; τ"-"·· 
les équations deviennent 

'•>V) 
/, 4- /2 — u, 

β'(/ι) *Vi) _v 
«( /| ) Η(ί,) 

ΪΛ fonction 
. Il 1J /,) 11(/ /2)W</ - in 
Q(t) = 03(t) 

qui admet les périodes 2K et 2K\ — 1, peut s'écrire 

Φ( / j - - A -f- 11 ζ -f- (<3 , 
où 

J =».!'/. 5:=-^· 

Égalant les deux valeurs de la dérivée logarithmique il vient, 
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en faisant 
/ - £ + y - ι K', 

™t.
:
:ï

 + ,jz
W ^- 'ίο + Ζt1/t2 + Z E+u 

Lorsque £ fend vers zéro, le second membre tend vers la limite 

Z(//) - e; 

quant au premier, il se présente sous la forme indéterminée-8 +8 
mais, dans le voisinage de ζ ο, on a 

-· -/*.*■···» " ■■ /.ÏZÎ -»-···> - -·- j.t,
t
 -+-· · ·♦ i*\l) — 7 H--··. 

011 conclut que, lorsque Σ tend vers zéro, le premier membre tend 

vers 77· On a donc 

H = >.(\\rL (u) — cj. 

Lufin la fonction Φ(Γ; s'annule pour l — \ — 1 K' — M, ce qui donne 

A + BÇ + I;Ç' = O. 

ou ζ et ζ' sont ce (pie deviennent 5 et z' pour / — ν ~
 1 &■' — «· L'équa-

tion Φ(i, o, qui a pour racines et (\ — 1 K.' —//), est donc 

A)) 2 Z(u) — e. (z - ζ) -h ζ' — Ç' = o, 

et la question se trouve ainsi résolue. Si l'on veut former l'équation du 
second degré, qui admet pour racines 

zt = SI1J/|, z., sn2/2, 

il suffit de rendre l'équation ( 2G) rationnelle en s, en isolant z' et 
élevant au carré. 

dette équation, après suppression du facteur z — Ç, sera l'équation 
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du second degré cherchée. On trouve ainsi, tout calcul fait, 

A
3
 (=, + s

a
) _ I -h X·' - ̂  - ,·] , 

si^ η |_Η (f/ ) J 1 

les seconds membres sont des fonctions uniformes de m el κ, qui ad-
mettent deux groupes de périodes conjuguées, a savoir pour u les pé-

riodes a Κ et 2 K/ \ — ι, et pour u
%
 les périodes de l'intégrale de seconde 

espèce 2J et 2J\ — 1 multipliées par h*. 
En appliquant à l'intégration des équations (20) la méthode de 

CJebsch, 011 trouve les résultats sous une forme un peu différente. 
Ainsi l'on obtient, par exemple, 

k*zh z.2 = — I ν — 2 —. +« sir - · 

Les deux expressions ainsi trouvées sont identiques, en vertu de la 
relation 

k2 s,n u sn2 k*zh z.2 = — I ν — 2 —. +« sir - · 

cjtie l'on déduit facilement de la formulcde décomposition en éléments 
simples de la fonction 

a/*1 sn2.r su Α eux «III α 
ι — /«* Μΐ*α· su* χ 

Lour traiter un deuxième exemple, dans lequel les éléments diffé-
rentiels admettent des pôles d'un ordre supérieur au second, prenons 
les équations 

(27) 

iilt H- dt2 ~t~ dia
 = du, 

plt dt
K
 ■+■ pt2 dt2-h ptz dt% — du,, 

p'tt dl
t
 -f p'l2 dt2+p't2 dl% — du2, 
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où la fonction pt est la fonction introduite par M. Weierstrass (M. 
L'intégration de ces équations donne immédiatement 

(a/) 

tt t., -h t9~ II, 

ïî; + VT; + ^ = -"·· 

ply 4- pt2 4- pis = u2. 

Poursuivre la méthode générale, considérons la fonction elliptique 
de / 

φ(/) — — t*)l{t -f- u) 

qui s'annule aux points t2, u et qui admet le pole d'ordre l\
% 

1 = 0. La méthode de M. Hermite pour la décomposition en éléments 
simples donne ici, avec les nouvelles notations, 

Φ(ί) = A+ Wpt 4- Cp'l 4- Dy u 

et la question est de déterminer les coefficients A, H, C, D en fonc-
tion de u, H,, u,, de telle façon que la fonction Φ(/) s'annule pour 
/ — t,

f
 t.,, — u. Soit, pour cela, 

F(£) = 74ίΦ(ί) = g{I — Î,)G(Î — — h)v{t + M); 

les équations (29') donneront 

(28 

F'(o) 7'u 
Γ (Ο) 1 3« 

F(o) Ll-(o)J - U> Ρ ' 

comme on le voit, en faisant 1 = 0 dans les expressions 

rflogF(i) d* logF(i) 
dt * dt* 

(') Die elliplische FuncUonen, nacli Vorlesungen und Auizeichnungen des 
llerrn Professor Weierstrass, bearbeitet und herausgegeben von H.-A. Scliwarz. 
(Gottingen, 1881). 
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Or il est facile d exprimer 1rs premiers membres des équations (28)011 
fonction deseoeffieients A, R, C, 1). En effet, on a, dans 1111 eerlain do-
maine de t = o. 

/" 75 ■+· ■■■ P't·---· --3+ + - + ■. 

et, pour toutes les valeurs de /, 

/" 75 ■+· ■■■ P't·---· --3+ + - + ■. 

doue ou a, dans un certain domaine de t - o, 

F/) l'iVl) OJ) - 2C/ + + Kf' + 
par suite, 

i"'( o) c ι·'(ο) i» 
l-(o) Sir !-'(*» ) SU 

Les équations ' 28, donnent alors 

C = - 3D u1+a'i 

li 3l)| (h, «= - />" |: 

enfin, en écrivant que Φ(/; s'annule pour / - u, 011 a 

Λ -f-1\pu i\p u -h 1 )p"u - - o; 

011 obtient ainsi trois équations pour déterminer les rapports des coef-
ficients A, b, 0 au coefficient 1). Remplaçant A, R, (> par les valeurs 
tirées de ces relations, 011 a, pour l'équation cherchée Ψ(ί) o, 

29 
1

1 ("·
+

 '„7 ) - - /'" 1 Ce' - /'«) 

M"·
+
 vfyw

 +
f'"> Ί-ρ^-Ρ"·1 : "■ 

(iette équation admet pour racines / - L, — u. On voit que ses 
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coefficients sont uniformes en u, w
t

, u
2
 et possèdent, par rapport à u 

et a,, deux groupes de périodes, à savoir : pour u, les périodes 2« et 

2«·/, et pour u
n
 les périodes correspondantes — 273 et — 273'. 

Si, dans l'équation (29), on isole le ternie en p't, puis qu'on élève 
les deux membres au carré, de façon à avoir une équation rationnelle 
en pi, cette équation rationnelle sera du quatrième degré, et, après 

suppression du facteur pt — pu, 011 aura une équation du troisième 
degré avant pour racines pt

s
, pl

2
 et pt

lt
 L'un des coefficients de cette 

équation nous est connu a priori, car, d'après la troisième des équa-
tions (27'), la somme des racines est égale à m,. 

51. Après avoir ainsi examiné les cas où le genre ρ de la relation al-
gébrique [ 2 est égal à ο ou 1, nous allons nous occuper du cas géné-
ral où le genre ρ est quelconque; la méthode que nous suivrons sera 
la même que pour ces deux cas particuliers. Nous emploierons les 
notations suivantes pour désigner les intégrales abéliennes relatives à 
la courbe «le degré met «le genre ρ représentée par l'équation (2). 

Les ρ intégrales normales de première espèce seront désignées par 

ut} χ, ν,, uw{x,y), .... uip)>x,yy, 

l'intégrale normale de troisième espèce qui admet les deux points cri-
tiques logarithmiques (ξ, 73 ) et (;', vj ) sera désignée par 

5· 'i 

11 (·'·./); 
L v 

enfui l'intégrale normale de seconde espèce qui admet le pole simple 
ν y = y, avec le résidu 4- 1, par 

Yj^cv,y ι ç, 73 ) ; 

les dérivées de cette intégrale par rapport au paramètre ς seront ap-
pelées 

l'{x,y\Z,'fi), Z"(ar,y; ;,v?), .... 

(les intégrales s'expriment, comme il est connu, à l'aide des fonc-
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lions ft à /) arguments. Soit, en adoptant les notations de M. Ilriot 
Théorie des fonctions abëliennes, p. 114 )» b(I*

m ..., up) ou plus sim-
plement e(ity) la fonction Β principale formée avec les périodes nor-
males des intégrales de première espèce; on aura 

nÇ ' (
T v

\ _ \
ci
~el"'— »■ (U)-W<

(

]e[-r/1-f-///1 

e,n 

où 
A=f>-1 

A,-=C/ — ^ n
c/,

(«A./3*) (r = i,2,...p 
A._l 

les (/? — i) points (α,,β,), (a»,pa). . ·» (<?,, ηβ/>~ί) étant arbitraires; 
la fonction II ne dépend pas de ces (/? — i) points. L'intégrale de se-
conde espèce sera alors 

rj, » \ dw d , 0fw"' (.r. v) — W" ίξ. τ,)-τ-Λ/ΙZ(χ,y, ») = - 7/( = - ^ log 

10. Cela posé, considérons le système d'équations suivantes analo-
gues aux équations (M) 

i3o) 

"' (.r. v) — W" ίξ. τ,)-τ-Λ/ΙZ(χ,y, ») = - 7/( = - ^ log 
5r f.i y r'i V' r'i 
Il (W.) - <v, 
ξ',η' Ç'.r/ v.r/ 

Z(^r,.r,;« ιΛ) -■■'-■^(r
n
,y

n

;(t
k
.b

k
) 

I ζ·(Λ·,ον·"*Λ) · ·ζ'(*.·;>ν·«ιΛ) - ;«rM «
4(J

 I 

Ζ>k <Hxsy,\<iL,bv) - - Ζ ·Ί 1 {xÀ.yy,<tk,bk)-...- - 7.\ 1 «ιΛ; : ' 

(' '■·' />)· 

</'- '· ·' 7). 

(k ~ 1. 2...r) 

où 
/J -H </ -4- ν , v2 4-. .. H- vr -- Λ. 

Tous les points (ξ,·, vjy) sont différents les uns des autres, mais un cer-
tain nombre des points (ξ},ϊί;) peuvent coïncider. Les points (a

A
, ô

A
) 

sont différents les uns des autres, mais peuvent coïncider avec les points 

(Îj
9
 73j), (Zjf rif. On a ainsi η équations définissant les η points analv-



INVERSION DES INTEGRA MS ADKLI F.XNFS. 26<) 

tiques 

x1, y1) x2, y2· · ·* (*^n*y«) 

eu fonction des quantités 

31 W/« "/»-./* "λ.!* "a.u» ···♦ "A.'/I* 

de telle faeon que les valeurs aequises par une fonetion rationnelle de 

r et ν en ces η points sont racines d'une équation à coefficients uni-

formes par rappoit aux quantités (3i). 
Pour le démontrer, nous formerons l'équation d'une courlie 

Ψ (·*·,/) = <>· 

dont les eoefiieients sont uniformes par rapport aux quantités t 3ι , et 
«pii coupe la courbe 

r>. Γ r, ν, -- ο 

aux η points 
(#,,y

t
), (χ,,ν.,) xn, yn 

el en des points connus. 
Nous pouvons, pour simplifier les raisonnements, imaginer qu'on a 

lait sur la courbe donnée (?.) une transformation unidéterminativequi 
transforme les points singuliers en points doubles ou de rebrousse· 
monts; nous pouvons aussi supposer que, en vertu de cet te transforma· 
lion, aucun «les points ; ;y, r,y

 j, (i^, r
iy

), (ah, bk) ne coïncide avec un point 
critique. Soit alors d le nombre total de points doubles et de rebrous-
sements de la courbe donnée l·' = ο de degré m \ coupons celte courbe 
par une courbe adjointe ιΓ — ο de degré μ ^>m — 3. 

On sait (') qu'on peut, sans changer le système des points d'inter-
section «le la courbe Ψ awe F, remplacer la courbe M* par une autr<· 

(32) Φ .r, Y) = ο 

(') Leçons de Géométrie (le Clebsch, Irariiirlioii française, ι. II, |>. i3o «?l suit. 

Joiirn. de Math. ( série), Tome I. — l'use. Ill, ISS'J. 33 
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de même degré, mais ne renfermant plus d'unefaçon lin aire et homo-
gène que 

μ/η — 2d — ρ -+- ι 

coefficients. f orsque ces coefficients varient, la courbe Φ ■ ο coupe la 
courbe F = ο en 

μ/η — 2/1 

points variables, parmi lesquels/; sont déterminés quand on connaît les 

μηι — id — ρ 

autres. Prenons pour α le plus petit entier satisfaisant aux deux condi-
tions 

μ > m — 3, μηι — ?.dy η -+- /;; 

μ étant ainsi déterminé, nous assujettirons la courbe Ψ=- η à passer 
par 

μ/η — 2/1 — (u -hp) 

points fixes [a\ // a", //), ... de la courbe F; ce qui détermine 

μ/η — 2(1 — ( η 4- ρ \ 

des coefficients qui figurent dans Φ en fonction linéaire et homogène 
des antres. Après cette détermination, l'équation de la courbe la 
contiendra, d'une façon linéaire et homogène, (n -h i) coefficients A„, 
A,, A.,, . A

;/
; cette courbe coupera la courbe donnée F en (// — P) 

points variables, parmi lesquels ρ sont déterminés quand on commit 
les // autres. Soient 

x1, y1i, Ιχ'.,.γ'.,ι xp, yp 

les (w 4- p) |)oints d intersection variables de la courbe? Φ — ο avec la 
courbe F =■-= o. D'après le théorème d'Abel, les relations qui détermi-
nent ρ de ces points en fonction (les η autres sont 

Π3ι 
ai x1, y1) + u

li)
(xt,y3)-h.. .H- u

{i)
(x

ll%
y„) 

-4 U{i)(x\y ) K„ 

où 
/ ι , 2 />, 
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I 

1rs Κ,· étant des constantes indépendantes des coefficients A
0

, A,, .. 
A„ (jiii figurent dans Φ. Assujettissons les points 

"M) ••''•♦/Λ {·τ'·><χ'·>) (χ,,'.ν,,) 

a vérifier les ρ équaLions 

Γ», 
uJ) (' .r', r. 1 uli} ( χ.,, y , -h... f .. . 

-H U')(xp,Yp) ̂  K/ — /// t 

< les equations <léterminent les points (3/|) en fonelion de n
2

, .. 
upl'expression des coordonnées de ces points en fonction de M,, 

u
2
 //,, constitue le problème d'inversion de Jacobi, et l'on sait, 

d'après Niemann, exprimer toute fonction rationnelle swnéhique des 
ρ points (V, ) en fonction uniforme de u

n
 u2, ..up par des quotients 

de fonctions Ha ρ arguments. 
Les points ( V|; étant ainsi déterminés, les équations (33) se rédui-

senl a 

33'; 
//'■r,, ν, u η'·(.ν.,, v3; . ι ,. l = 1,2 z, ...p 

- y
u

 \ . u, \ 

c'est-à-dire aux ρ premieres des équations (3oy. En écrivant que la 

courbe <l>(a\
f

v} - ο passe par les points (3'| j, on aura ρ relations 

Ψί.χΐ,^.) -ο / - ι, 2, .. .,/> , 

que nous remplacerons par les relations équivalentes 

36 ·<·',' ' + x't ' 4'ί·'ν/
2
) +· · · + ' Φ(·ν.»ν) -0. 

ou 

1 — 1,2 ρ· 

Ces équations (3(>) fournissent ρ relations entre les constantes An, 
A , A„ qui figurent linéairement dans l'équation Q(.v,y) = 0; et, 
dans ces équations, les coefficients de A„, An A

/t
 sont des fonc-

tions symétriques des ρ points (34), c'est-à-dire des fonctions abé-
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liennes de u,, uit ..., up exprimables à l'aide des fonctions β. Nous 

pouvons donc dire que les équations (30) sont p relations linéaires et 

homogènes entre A0, A,, ..., A„ à coefficients uniformes en //,, 
II■> , > . · « Ilp» 

En vertu de ces relations (30), les ρ premières des équations( 3o) 
sont vérifiées par les η points variables 

(3;) x1, y1)' * ·♦ ' ·*'//» Λ'«» 

où la courbe Φ| λ·, v) --o coupe la courbe donnée. En écrivant que 
cos η points (3~) vérifient aussi les autres équations Ho), nous aurons, 
entre ces mêmes coefficients A„, A,, A„, // —y; autres relations li-
néaires qui, avec les relations (3<i), détermineront complètement les 

rapports décos coefficients à Γιιη d'entre eux et qui permettront, par 
suite, d'écrire l'équation de la courbe cherchée Φ(.τ,r) - o. Voici 

eomiiient nous obliemlrons ces (/* — p) relations linéaires. 
Dans l'expression Φ-.r, ν , attribuons aux coefficients A„, A,, \.> 

A„ des valeurs déterminées quelconques indépendantes dew,, u., 
Up el, par suite, ne vérifiant pas les équations (3d), et désignons par 
Φ, r, v) l'expression déterminée ainsi obtenue. Sur les am points d'in-
tersection des courbes Φ = ο, Φ, — ο avec la courbe donnée, il ν en a 
' am — η — ρ) qui sont les mêmes pour les deux courbes: par consé-
quent, la fraction rationnelle 

38) φ_Μ..ν> 
φ, (./·,/) 

a [n -r p) zéros et (n p) infinis ; les (/< p) zéros sont Us points ;3; ; 
qui varient avec les coefficients A„, A,, ..., A„ de Φ et les points ·3») 
qui dépendent de w

2
, ..., ///, les (//+/;) infinis sont des points 

fixes indépendants de n
n
 u

it
 ..., ut, à savoir les (η -h p) points d'in-

tersection de la courbe fixe Φ, ο qui sont distincts des points 
d'intersection de Φ = ο avec la courbe donnée F = o; désignons ces 

ji-l·p) infinis fixes par 

<·*>) (5,,/,), · · ·» (Ί«Ι T
FL

)T ($,,/,), ..., {
S
P*ÎP'· 
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I.η fraction rationnelle (38) pourra s'écrire ainsi 

Ci») 

θΓμ"''(.γ,>·) — Y w(/)(.ri, /k) 4-C,· IθΓμ"''(.γ,>·) — Y w(/)(.ri, /k) 4-C,· I 

Hln'n(.r, y) — 4) + (:/J 

1.1 H[« ' (.VY., /Χ) — «"''(.Γ,-·- Λ, I1.1 H[« ' (.VY., /Χ) — «"''(.Γ,-·- Λ, I 

on les (1, ont la signification que leur donne Briot ( Théorie des fonc-
tions abeliennes, Cliap. XII) et où les A,· ont la même valeur que précé-
demment (p. 2(î8). Cette forme de la fraction (/|θ) résulte des pro-
priétés connues de la fonction θ\uU)[x,y) — G,], telles qu'elles ont été 
indiquées par ltieniann. Kn effet, le premier facteur 

i' 

H //'■ + î:J 

« y) _^#/(«(4, 4) | C, I 

s'annule lorsque le point coïncide avec l'un des /> points 
(xl>ty'A) et devient infini lorsque .r = s'k, y -- l'k [k~ 1,2,..y>). Clia-
ctui des η autres facteurs, tels que 

«[//■'>( ./y, y.,) — u '1 ( .y, y ) -μ hj \ 
0(·ν

κ
, /yj — u4- //, | ' 

admet un seul zéro χ - x.
/%
 y ~ν·λ

 et 1111 seul infini χ — s,, y — /
x

; 
ce qui démontre l'équation (/jo). Mais, en vertu des relations (3 >), le 
facteur ( r| 1) s'écrit 

B| K) M- 11 f— Κ,-4-C,-1 
A /> ι > 

Β u{i)(i',y) - Y 4) 4- C, 

/1 J 
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donc, en posant, pour simplifier l'écriture, 

w 
A(.r,.v) - Ψ,ί*..ν) ^"1ί£^>±·(-Κ< + {:·\A(.r,.v) - Ψ,ί*..ν) ^"1ί£^>±·(-Κ< + {:·\ 

Π _ H[— Il ' (■/·,.>·) 4- hj I+hi 

-/. - I 

Oil il 

■ v*> 

y. /' 

ΦΙ*.?; = A,a:,.v)J | J._. '· 
·/ ι 

Λι 'V
t
y) étant une fonction entièrement connue, uniforme «m //,, 

//·_. ur 
D'après cette forme de <!>(.*·,/), celles des équations ( 3o) (pii eontien-

uent les intégrales de troisième espèce peuvent s'écrire 

Vi) ΉΙ/.ν;,) - (j- · ·· 2 q) 

el l'on a ainsi q équations linéaires Jiomogènes nouvelles entre les 
coeiïicients A„, A A„ de Φ, les coefficients de ces équations (tant 
uniformes en //,, M3, up; «/;M, npt.3, u(,.r 

Kniin, pour exprimer que les points (a?,, y,), ..., (.r„,
t
)y) vérifient 

celles des équations (Ίο) qui contiennent les intégrales de seconde 
espèce, nous remarquerons que l'équation (43) donne par la diffe-
rentiation par rapport à χ les identités suivantes, où l'on désigne par 

M(.r, v) la fonction rationnelle 

//lo^A(.c, >') 
(U-

et où le signe 1 indique une sommation étendue aux η points (.r,), 
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x2, y2)..; xn yn 

(.'Pi 

«l»'(ar
f(
y) = Φ^,^) [M(ff,y) - ll{x„y, ; χ,y) 

Q'' (x,y) = Q' (x,y)lM(.r,y) - 2Z(£r,,
(

y
(
:a:,y)i 

H- Φ(.Γ,ν) ΓΜ'(λτ,/) — ΣΖ'(α?,, y, ;.r,y)j. 

φΛ (.τ^) - φ"'*· «> I M - ΣΖ] 4- (νΑ - ι)Φ<ν-»> I M' - 1/J 14-.. · 

4- Φ(λ\/κ) [ MiV",,(j?,y) — 2Ζ"'<~υ(.Γ ,,ν,ΐ-Γ,ν) . 

Dans ces équations, suivant la notation indiquée (p. 267 et 2(18% 

Ζ '"(χ,,γ,-,'ϊ,γ) 
désigne la dérivée 

*t' .r, y) 
~7Ù' 

lin remplaçant, dans les identités (45)» χ et y par ak%
 bk, ces identités 

deviciinent, en vertu du dernier groupe des équations (3o), 

f|6 

«I»': <h* fh ) ^ Ί'(ak
, b

k
 ) M(a

A
, b

h
) - w

A)
, |, 

V'lahJ)k\ =- Φ'ί«Α, bk) I'M(aktbk) - ukA j 

4- ΦΓ«Λ, //A ) Γ ^a) — | · 

Φ V(„A, hk) -■ Φ^-'^Λα. bk) [ M(aa, bk) ~ ukA | 

4- ivA — l) φ('* 2,(λΑ» ^k] [Μ'(ΛΑ· bk) — Ukr, I 4-... 

4- Φ(«ΑΑ) Γ — «A.V, |» 

nil 
Ζ·--ι, y e. 

On a ainsi (v, 4- v
a
 4-.. .4- v

r
) équations linéaires homogènes mitre \„, 

Λ,, ..A
;t

, et les coefficients de ces équations sont uniformes en //,, 
//j, . ... 11ρ,η\ "Α, ι» "A .2» ···» "a,VJ · 

Kn résumé, les équations (36), (44) et (46), au nombre de 

/ί+7+ν,+ν, + ,,.4ν,= rt, 
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fournissent η relations linéaires et homogènes pour déterminer les rap-
ports des quantités A„, A,, .A„ à Γιιηο d'entre elles. En égalant à 
zéro le déterminant des coelficients de A0, A,, ..t\„ dans ces équa-
tions et dans l'équation Φ(λ?, y, — o, 011 aura, sous forme de détermi-
nant, l'équation cherchée 

'«7) Ψ (.γ, y) —· ο 

d'une courbe de degré μ coupant la courbe donnée F = o en d s 
points connus et aux η points ($7) 

Ou en conclut immédiatement que les abscisses de ces η points sont 
racines d'une équation de degré η à coefficients uniformes en //,, 
u1,..w/ltf/; ΜΑ,Ι» ·.·, ttk.'n' h'1 par l'élimination dey entre 
l'équation ('17) et l'équation de la courbe donnée E(.r, v) — o, on 
obtiendra une équation de degré m μ en χ qui admettra pour racines 
les abscisses des points (Û7), des points (3/|)» ^('s points singuliers et 
enfin des points iixcs («', £'}, {a", //'), . . (p. 270). En divisant le pre-
mier membre de cette équation par les polynômes en χ qui admettent 
pour racines les abscisses des points (3/|), des points singuliers et des 
points fixes («',//), 011 obtiendra l'équation annoncée de 
degré η ayant pour racines les abscisses des points ( H7). 

D'une façon générale, soit 

s H(.r,y), 

lî x,y, étant une fonction rationnelle quelconque de χ et y. Les va-
leurs que prend cette fonction ζ aux points d'intersection des deux 
courbes 

Φ ----- ο, Ε o 

sont racines d'une équation de degré my. qui, après suppression des 
facteurs étrangers, fournira une équation de degré η en s avant pour 
racines 

R(.r,,y,), Rl.r,,y,) K'j"„,y«): 

les coefficients de cette équation seront uniformes en u.,, ..., upt,r 
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ma<i, //A-a wA(Vjk; ils contiendront rationnellement les variables u
k

,, 
μΑ.2· ··· MA.v

t
 (Λ = i, a. .. .,r), comme arguments de fonctions expo-

nentielles les variables up+i, upva
, ..., et comme arguments de 

fonctions <-) les variables M,, «
3

, ..La nature des groupes de pé-
riodes simultanées de ces coefficients résulte immédiatement de ln forme 
des équations (3o); nous ne nous y arrêterons pas. 

Le théorème que nous avions en vue est donc démontré pour ces 
équations (3o). 

il. 11 sera maintenant facile d'établir le théorème général I, énoncé 
à la page a'|G. En effet, soit une fonction rationnelle quel-
conque dea? et y; l'intégrale 

Ci»; f?i(>r*y)dx 

pourra être décomposée en intégrales normales de première, diuxième 
et troisième espèce; on pourra, de plus, par une transformation uni-
determinative, amener les pôles et les points critiques logarithmiques 
des intégrales de deuxième et troisième espèce à être distincts des points 
critiques de la relation algébrique (2). Alors l'intégrale (/j8) sera delà 
l'orme 

' 4q) 

' /' ' '/ î/· "1/ 

Y*, (m, y) 
' 1 1 S'.r/ 

I + V [ε*·.. 'l{x,y\ak,hk) 

+zk,,'/J[x
t
y:akJtk) + ..-+-εΑ.

νι
Ζvk-1 (x1 y ; ak, bk 

Or on peut, sans changer la nature des intégrales des équations (3oj, 
remplacer l'une quelconque d'entre elles par une combinaison linéaire 
à coefficients constants de cette équation avec les autres. On peut, par 
exemple, en conservant toutes les autres, remplacer la dernière d'entre 
elles par 

/?, [x
t

, χ, ) dx, h- f?,(x.j,y
3
)dx

3
 ) dx„ = li, 

Journ. flf Math. C|* série), tome I. — FASO. Ill, 1885. 3 G 
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en faisant 

, II) 

'M' / '/ 
V = ]£·*> ,·",· +-^Mj u,„ i 

! - I / I 

A - r 

+ "V( ^A.l MA.I ■+■ £h.'lU*.i ■+···+" ^A.v, WA.v4 )· 
/ 1 

On obtient ainsi 1111 s\ sterne d'équations de la forme (1) possédant la 
propriété indiquée dans l'énoncé du théorème I. Ce théorème est donc 
démontré. 

On voit, en outre, quelle* sont les fonctions rationnelles ν,, 
x3 x,y,9„(λ\ ν/qu'il faut associer à la fonction donnéeç, '.r. ν : 
ce sont les dérivées par rapport à χ des ρ intégrales de première espèce 
• •t de toutes les intégrales do deuxième et troisième espèce qui figurent 
dans l'expression ( V.) de l'intégrale ( /j8\ à l'exception de la dernien. 

/ oc. y. tl
r. /*,·). 

• l'entre elles. On montrerait. comme nous l'avons lait à propos di s 
courbes unicursalcs ρ Ό'ι', que le iiomhrc η — ι j des fonelioiisx2 

9,, à associer à 9, est un niiniinum, et qu'il peut être dépasse 
autant qu'on le veut. 

12. Nous axons suppose, pour plus de simplicité, dans l'énonce du 
théorème I ίρ. 2|6;,(pi une seule fonction rationnelle φ,(a?,y) est donnée 
arbitrairement, et nous venons de montrer comment 011 peut déter-
miner les f// — 1 ) autres fonctions 

cl2 (x), φ,(Λ\ν) ?„[x*y) 

a associer à celle-là. 
La méthode «pie nous axons suivie à cet effet permet de démontrer la 

proposition plus générale suivante : 

Etant données k fonctions rationnelles de χ el y linéairement indépen-
dantes 

5,(a\v.:. 9.,.., 9A(a?,y), 
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on peut leur associer un certain nombre (η — l·} d'autres Jonctions ra-
tionnelles 

9A+.,(ar,v), y). ··■· ?//(·*·./;. 

de façon que les fonctions de M,, M,,..définies par les équations 11, 
possèdent les propriétés indiquées dans l'énoncé du théorème /. 

Nous n'insisterons pas davantage sur cette généralisation facile du 
lliéorème I. 


