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APPLICATION DES ÉQUATIONS DK LAGRANGE. I 'M) 

Sur une application des é<puttions de Ijigrange ; 

l'.vft M. Λ. DE SAIXT-f.ERMAIA. 

Los problèmes de Dynamique qu'on peut résoudre complètement, 
et pour lesquels l'emploi des équations de Lagrange offre un réel avan-
tage, ne sont pas si nombreux qu'il n'y ait quelque intérêt à en 
signaler un, même des plus simples. Il s'agit de trouver le mouvement 
d'un point M, assujetti à rester sur un cone donné et sollicité par 
deux forces dirigées, l'une vers le sommet Ο du cône, l'autre suivant la 
perpendiculaire MN abaissée du point M sur une droite OZ issue du 
point (); les deux forces sont inversement proportionnelles, la pre-
mière au cube de MO, la seconde au cube de MN. 

.le suppose la masse du mobile égale à l'unité, je fais OM = r, 

MN — />, et je représente les deux forces par — et ̂  : on voit qu'il 

existe une fonction des forces, V = ~ H—ί· 

La position du point M sur le cône peut être définie par sa dis-
tance r au sommet, et par un paramétre λ qui caractérise la généra-
trice OM; à des variations infiniment petites, dr et d\, des coor-
données r et λ correspond pour le point M un déplacement dont 
l'expression est de la forme 

ds = \ldr2 d)*, 
Jourii. dr Math, (P série), tome I. — Fasc. IL, 188.J. '7 
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Q étant une fonction de λ qui dépend de la nature du cône : la force 
vive du mobile sera donc, avec les notations de Lagrange, 

a Τ = /·'*+ /,2Q).'3. 

La perpendiculaire ρ est de la forme Ρ étant une nouvelle fonc-

tion de λ; et la fonction des forces devient 

V = V+BP/2r2 

Celle des équations de Lagrange qui contient les dérivées relatives 
à r est donc 

( ι ' -jj - Qr/- +
 r

,BP =0 

Au lieu de la seconde équation, j'écris l'intégrale des forces \ivos, 
qui est une conséquence de cette équation et delà précédente. 

2 : 7 -t- / " Q λ — - i » 0. 

Si je désigne par ρ, α, β. Γ,, les valeurs initiales de/·, /■', I\ 
j'aurai pour la valeur de h 

Cl) h = χ- -+- ,'j-

Additionnons membre à membre les équations (i) et ( 2 ,, après a\oir 
multiplié par r tous les termes de la première: il se fait de grandes ré-
ductions et il reste 

r-j- 4-/· " — Λ = ο. 

On peut intégrer deux fois de suite, et, en supposant / = ο à l'époque 
initiale, 011 a, sous forme finie, l'une des intégrales du problème 

ce Γ2 — p" -ή- 2peut -+- /l/2. 
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Ensuite je lire de cette équation 

j — i* ±\////,,-h p*(x2--7/) j ±. r (tr 
h yVi/'-bp'ia*—h) 

je remplace dans l'équation (a) λ'et >/ par^-ι puis dl par la valeur 

ei-dessus, et j'obtiens entre/· et λ une équation dans laquelle les va-
riables se séparent, et qui peut s'écrire 

5 rfr rt(ù.\A) 

rs hh) ~ \'\ -l- \n> ~TT*1— Λ) 

('/est la seconde intégrale du problème, et il est évident qu'on ne 
peut effectuer la quadrature du second membre sans particulariser les 
fonctions Ρ et Q. 

L'équation (5) peut être considérée comme l'équation de la trajec-
toire sur le cone ; le premier membre est essentiellement réel, puisqu'il 

est égal à le second membre doit aussi être réel, et cette condition 

montrera entre quelles limites peut varier Au point dont les coor-
données sont r et λ, la trajectoire fait avec la génératrice du cone 
l'angle i défini par l'équation 

(i 
/·2<),/>.' A -f- HP — p:Us— h ι 

t'" s1 tir- ~ /</·*+?»(**-A) 

L'équation (4), qui donne la valeur explicite de r2 en fonction du 
temps, présente cette circonstance remarquable qu'elle ne dépend pas 
de la nature du cone; sa discussion, si élémentaire qu'il n'y a pas lieu 
de la développer ici, apprend comment varie la distance du mobile au 
point O, et si cette distance peut s'annuler; dans ce cas, le mobile se 
précipitera au sommet du cone avec une vitesse infinie, rencontrant 
sous un angle généralement fini les génératrices qui y concourent; il 
sera soumis à une force infinie, et l'on ne peut dire ce qu'il deviendra 
ultérieurement sans faire des hypothèses nécessairement arbitraires. 
L'équation (4) montre que, quand le phénomène se produit, c'est au 
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Iioiit (Γιιιι temps fini, après lequel l'équation elle-même cesse d'être 
applicable, puisque, en général, elle donnerait pour r des valeurs ima-
ginaires; il y a dans les formules line discontinuité sur laquelle il serait 
peu utile d'insister. 

Je signalerai deux eas particuliers où les résultats se simplifient : 
i" quand It = a3, l'équation (/j) donne pour r la valeur très simple 
s -ha/; il faut remarquer que, si cette formule donne pour r des valeurs 
négatives, elles ne sont acceptables qu'en vertu d'une hypothèse con-
venable sur ce qui se passe quand le mobile se précipite au sommet 
du cone; l'équation (.>) se simplifie, sans qu'on puisse encore effectuer 
l'intégration. 

Le second cas remarquable est celui où h et * sont nuls; /· reste 
constant et la trajectoire est une courbe sphérique qui dépend de la 
nature du cone : la loi du mouvement sera fournit1 par l'équation '2), 
rpii donne ici 

dt + - dr / p2 ?* V r-" HI'" 

La pression du mobile sur h1 cone n'est pas donnée par les équa-
tions de Lagrange : le moyen le plus simple de la calculer est de se 
servir de trois axes rectangulaires dont l'un coïncide avec ()/, cl dont 
l'origine soit en O. Soient F (a·, y, z. = 0 l'équation du cone, Ν la 
pression qu'il supporte; 011 peut écrire les trois équations 

7> 

\ -iÎ ft4-.»· _ Vr __ |C/ _ 
,/r* "" / · /c T^V 

v dr 

Si l'on différentie deux fois par rapport à l l'équation du cime, a 
laquelle satisfont les coordonnées du mobile, 011 trouve 

Τ, 71? + Tr Tip + Έ V/Γ» +χ ,ΤΓϊ "Η ' · 2 r ν VI77/T = "·Τ, 71? + Tr Tip + Έ V/Γ» +χ ,ΤΓϊ "Η ' · 2 r ν VI77/T = "· 

llemplaçant ̂  -j~ |>ar leurs valeurs 7 , el tenant compte 
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de co que V(x> y, z) est homogène, on trouve 

Nv (s) + \T>) + W) = 7 T. +* JP>+-·· a*-vd2F/dr dy 

ou n'aura qu'à calculer a\ y, ζ et leurs dérivées premières en fonction 
(1er, λ, λ', c'est-à-dire, en définitive, en fonction de ret de X, pour 
avoir la valeur explicite de N. 

Appliquons nos calculs au cas où le cone, rapporté aux axes que je 
viens d'indiquer, a pour équation 

,i ,i -S 
~ ~t~ i~> — — o. 

Le paramètre λ qui caractérise une génératrice sera celui qui entre 
dans l'équation du cône liomofocal au cone donné et passant par la 
génératrice considérée, soit 

.r- r* zi _ 
a*— /. X — b% X 4- c*=0 

Je suppose a2^>fj2; on sait que λ doit être compris entre ces deux 
quantités pour que les cones considérés se coupent. Leurs équations, 
jointes à la relation x2 4- v2 -h s9 = /2, nous donnent 

* w2 — //2 )(</-' 4- r2)' ^ (a*—b* ) ( 17 4- e2 ) ' " (η !-ι-(,!)(/;!·ι-ι·!|' 

ou calculera Τ et ρ et l'on en déduira les fonctions l· et Q. Nous n'avons 
rien de particulier à dire sur l'équation qui lie r et /; quant à l'équa-
tion (j) de la trajec toire,elle devient, en remplaçant A par sa valeur 
tirée de la relation ( 3), 

■( tir 
rs lu-î~+f( %*-!,) 

-±. \/X d \ 

, Vv* λ) (λ £2)(X 4-cs)4 / 4 H6-(a} 4- c1 ) ( b*4- c*)(λ λ»)/ (/yica4-t,'2rti4-rtî62—r*·X)(7J»Vi4-cV/î -n'-h1— <,Jt>» 
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Il n'y a lieu à discuter que le signe de la quantité sous le dernier 
radical; celte quantité, positive pour λ — a3, peut être positive ou 
négative pour λdans le second cas, elle s'annule pour une 
certaine valeur de λ, et la trajectoire serpente entre doux génératrices 
répondant à cette valeur et situées du même coté du plan dos xz\ 
dans le cas contraire, λ \arie alternativement de a1 à /r1, et la trajec-
toire fait le tour du cone. On verra que, si elle s'étend indéfiniment, 
elle admet une a^vmptote reotiligne. Mais je me hâte de terminer en 
donnant la valeur de Ν déduite de la formule générale 

oilrci I lt( a1 - r1 )| lr τ- r2 ι( /.*4- Ό"'/.· Ire1 c'-ti-· a-h1 ι 2 2 / t ii" J ( h* c*-i-c* a* '· *Λ Ί r . t- y 7. 


