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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. I I 

Sur un problème concernant les équations différentielles 

linéaires ; 

PAR M (i ll HALPHEN. 

INTRODUCTION. 

Si, entre diverses solutions d'une même équation différentielle linéaire, 
solutions d'ailleurs inconnues, il existe une relation connue, quel profit 
peut-on en tirer pour l'intégration? 

A cette question, d'un caractère si indéterminé, la réponse est que, en 
général, on peut trouver explicitement, sans aucune intégration, les solu-
tions qui figurent dans la relation donnée. Effectivement, si l'on diffé-
reutie continuellement cette relation, en abaissant les dérivées des 
inconnues au-dessous de l'ordre de l'équation différentielle, on par-
viendra à des relations en nombre suffisant pour déterminer ces 
inconnues par des équations simultanées. Ce raisonnement, tout élé-
mentaire, ne suppose même pas que l'équation différentielle soit 
linéaire. Toutefois, quand il s'agit d'une équation linéaire, la conclu-
sion se complète : si la relation donnée a lieu entre des solutions en 
nombre égal à l'ordre de l'équation, cette équation s'intègre complète-
ment. 

Ces généralités, on en conviendra sans peine, ne sont guère instruc-
tives. Elles laissent dans l'obscurité les cas d'exception; elles entraînent 
à des calculs impraticables, sauf pour des exemples faits exprès et 
dénués d'intérêt. La méthode désirable devra, au contraire, fournir 
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d'elle-même des exemples intéressants, et mettre en lumière les cas 
exceptionnel·. 

Pour ce but, je restreins la question ail cas où la relation donnée 
est algébrique par rapport aux quantités inconnues. 

Désignons, d'une manière générale, par la notation XP(y) un poly-
nôme homogène, de degré ρ, à coefficients constants, formé avec 
diverses indéterminées y

n
 y

2>
 .... Considérons ces indéterminées 

comme des solutions d'une équation différentielle linéaire donnée; 
et, les lettres λ représentant des fonctions de la variable indépen-
dante, toutes connues, supposons donnée la relation 

(') ^ « y.r,[y )■+"*·■ //-, ί y)■+■ Κ Xtfy )-+-··· : > · 

Chacun des polynômes %p(y) satisfait à une équation diftérentielle 
linéaire que l'on peut former; c'est l'équation aux puissances pivnWs 

«les solutions de la proposée. La relation donnée peut donc être envi-
sagée comme ayant lieu entre les solutions de diverses équations 
linéaires données. Sa forme linéaire rend aisée la discussion du résul-
tat. En général, Y

0
, Y,, Y

3
, ... étant des solutions inconnues de 

diverses équations linéaires données (sans second membre) tontes 
différentes, et ces solutions satisfaisant à la relation 

^ 0 -+- -j- Y + ...— λ, 

on pourra déterminer ces solutions en résolvant lin système d'équa-
tions simultanées du premier degré, sauf le cas d'exception suivant : 
s'il existe un ou plusieurs systèmes de solutions Z,>, Z,, Z.,, ... des 
mêmes équations respectivement, qui satisfassent à la relation 

Z0 -+- Z| h- Z.. -(·· ... — o ; 

alors les Y dépendront d'une équation différentielle linéaire, à second 
membre, dont l'ordre égalera le nombre des systèmes Z. 

Appliquant ceci à l'équation (i), où chaque produit λχ(/) est une 
quantité telle que Y, nous pouvons conclure de la sorte ; Étant 
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donnée une relation algébrique entre les solutions inconnues d'une 
équation différentielle linéaire, on en déduira, en fonction de la va-
riable indépendante, l'expression de polynômes entiers, homogènes 
et à coefficients constants, composés avec ces solutions. Ceci est dit 
sous réserve des cas exceptionnels, dont je parlerai plus loin. 

Par ces considérations, le problème général, concernant les relations 
algébriques données entre les solutions inconnues, est ramené à ce cas 
particulier : Intégrer une équation différentielle linéaire, quand on con-
naît, en fonction de la variable indépendante, l'expression d'un polynôme 
entier, homogène, à coefficients constants, formé avec les solutions in-
connues. 

C'est à ce problème qu'est consacré le présent Mémoire. J'y em-
ploierai une méthode nouvelle fondée sur la considération des cova-
riants des formes algébriques. Mais examinons ici ce qu'indique l'ana-
lyse générale, rappelée au début et fondée seulement sur l'élimination. 

Soient η l'ordre de l'équation différentielle, ρ le degré du polynôme 
y, et, en outre, 

n // ( η ■+· ι ) ( η ·>. )... ( η -+- ρ — ι ) 
ι. . 3.. .]> 

On donne l'expression explicite de χ en fonction de la variable indé-
pendante; soit λ cette fonction. Les dérivations successives donnent 

Î--0 *β"'·· ïy» è=ν· Ί/- ί &
=r 

m m nt.ι 

Les équations obtenues ainsi contiennent, dans leurs premiers mem-
bres, les polaires de χ, formées avec les y, y", .. Le nombre 
total de ces polaires, la forme χ y comprise, est N. Si l'on s'arrête à la 
dérivée d'ordre N, on a des équations en nombre Ν -+-1, qui permet-
tent l'élimination de toutes ces polaires. Le résultat de l'élimination est 
ainsi une équation linéaire, d'ordre N, à laquelle doit satisfaire λ. C'est 
\'équation aux puissancesPar hypothèse, λ satisfait à cette équa-
tion. 

Il est manifeste que toute dérivation ultérieure est dès lors superflue. 
Les équations résultant des Ν — ι premières dérivations sont seules à 
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considérer. Avec la proposée χ = λ, on a, en tout, Ν équations. Si ν 
est le nombre des quantités/ figurant dans χ, ces quantités, avec leurs 
dérivées, donnent nv inconnues, qu'on pourra trouver par là si /iv ne 
dépasse pas N. 

Prenons, pour v, son maximum n. Le nombre ri1 n'est supérieur à 
IV que si ρ est moindre que 3. Donc, en général, la connaissance, en 

fonction de la variable indépendante, d'un polynôme χ( v), de degré au 
moins égalà 3, entraîne l'intégration complète de l'équation, sauf d'abord 
le cas d'exception où ce polynôme ne contient pas autant d'indéter-
minées qu'il y a d'unités dans l'ordre de l'équation. En ce cas particu-
lier, ou trouve seulement pareil nombre de solutions. Mais, en outre, 
1'analvsc précédente fait encore connaître un autre cas d'exception; 
c'est celui dans lequel les N — ι premières dérivations conduisent à 
moins de N — ι équations distinctes. 

En ce cas, l'équation aux puissances pwmt* s'abaisse à un ordre N — k, 
moindre que N, et il existe, entre les solutions de l'équation proposée, 
k relations homogènes, à coefficients constants, et du degré p. Le 
nombre des équations (2) est seulement N— k\ mais il existe, en 
même temps, k systèmes d'équations analogues, où λ est réduit à zéro. 
Ο11 démontre très facilement que ces équations permettent de trouver 
les inconnues/, toutes les fois que les k polynômes, analogues à χ, ne 
sont pas les produits d'un même polynôme du second degré par 
d'autres polynômes. Ainsi, le degré de χ étant au moins égal à 3, voici 
le seul cas où l'on ne puisse trouver, par l'élimination, les solutions 
qui figurent dans χ : c'est le cas où l'expression de ce polynôme par la 
variable indépendante se réduit à zéro, où ce polynôme se décompose 
cil facteurs dont l'un est du second degré, où enfin c'est ce dernier 
facteur qui est nul. Il s'agit, 011 le voit, d'une équation différentielle 
linéaire entre les solutions de laquelle existe une relation quadratique 
à coefficients constants, et sur laquelle, en définitive, 011 ne fournit 
aucun autre renseignement. 

Cette exception se range dans le cas où le degré du polynôme χ est 
égal à 2, cas auquel la conclusion précédente ne peut s'appliquer. La 
connaissance d'une forme quadratique, composée avec les solutions, 
n'entraîne pas l'intégration. Elle conduit à faire connaître les solutions 
qui ν figurent dans le cas seulement où ces solutions sont en nombre 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. ι Γ) 

au plus égal à l*ar exemple, pour une équation du troisième 

ordre, la connaissance du produit de deux solutions suffira pour faire 
trouver ces deux solutions, sauf encore le cas où trois solutions quel-
conques sont liées par une relation quadratique à coefficients con-
stants, et dans lequel une quadrature sera nécessaire. 

Pour les formes quadratiques, ou le voit, le problème est d'une na-
ture toute spéciale. J'ai rencontré, dans l'étude de ce problème parti-
culier, de nombreux résultats que je crois dignes d'intérêt, mais que 
je me réserve de traiter à part dans un autre travail. 

Revenons au problème où l'on donne la relation (i), contenant au 
moins deux polynômes / distincts. Des considérations de même nature 
font reconnaître que les dérivations successives fournissent assez d'é-
quations pour déterminer les inconnues. En résumé, étant donnée une 
relation algébrique entre diverses solutions d'une équation différen-
tielle linéaire, l'élimination suffit à faire connaître ces solutions, sauf 
un cas d'exception unique : celui où la relation consiste en un polv-
nùmc du second degré, homogène, à coefficients constants, égalé à 
zéro. 

Le Mémoire actuel est divisé en trois Parties contenant successive-
ment la Théorie générale, les Équations du second ordre, les Équations 
du troisième ordre. 

I. - THÉORIE GÉNÉRALE. 

INTÉGRALES NON LINÉAIRES. 

I. En même temps qu'une équation linéaire quelconque, j'aurai ici 
à considérer son adjointe. Rappelons succinctement, d'après Lagrange, 
ce que c'est que deux fonctions linéaires adjointes. 

Les lettres #
0

, g
t
, ..., γ0, y,, ... désignant des fonctions données de 

la variable indépendante x\ y et r, des fonctions indéterminées de cette 
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même variable, considérons les deux combinaisons linéaires 

<'· r)r-g,f"+"g,y" " + gd*~*>+.■·■*■ "g. ι.ν'-f*g,y. 

l'(r.) =- n··,r,'·" l; + - ,τ/ -t-yn yn 

(les deux fonctions G (y), Γ (y) sont dites adjointes l'une de l'autre, s'il 
existe une troisième fonction B(v,y), linéaire et homogène par rap-
port ky,y',.. d'une part, par rapport aussi à y, y\ .. .,niNI 

d'autre part, telle qu'on ait identiquement, c'est-à-dire quelles que 
soient les deux fonctions y, y, 

y G (y) -+- (— ι)" ' yl\y) — 1Γ( v, y). "*) 

Cette condition détermine complètement l'une des deux fonctions 
G(j), r(y) quand on se donne l'autre arbitrairement. La liaison est 
exprimée par l'un ou l'autre des deux systèmes suivants, à volonté. 

y0=go 

v. --g, + g„· 

V.· = g'·. - 2g\ + g".1 
" -Ι- * ir — \ σ -U or' 

g0 =y0 

Î-» · i · ̂  < 0 * 

#.= v» - + ·,ν 

g a " ■■= — Vï y., - ,V;
(
 -f- γ

(( 

ΙΛΙΟΪ DE ces équations est manifeste, et elle peut se résumer encore 
ainsi : 

<'· r)r-g,f"+"g,y" " + gd*~*>+.■·■*■ "g. ι.ν'-f*g,y. 

<■' )»(ί,■»■)""" +· ■+■■■+{- 1)"»(y« (-1n+1 yn y 

i.es deux fonctions G [y), Γ (y) étant composées de la sorte, la rela-
tion (3) est vérifiée par une fonction B, qui, écrite sous l'une ou l'autre 
des formes 

i\) 
1) — -r^ c |-»Λ· a/ 4-i— C yv Ο · 

(- 1 )*-· Β = /;0y''~,] - />
(
y'"~J) +· /;2y!"~a) +·..+ (-i)"/v.,V+(- O^'/v.r. 
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a les coefficients suivants : 

■ ') 

βII g0 y, 

βι ■■■'■ ή «'Ό ι7' 

β.,-τ· [go-r.) -η'ζ,ν., ■+· - ——AV.» 

h = " ' + — 8'χ ' Γ. ..:; ή>''·· 

!)
η
 — γ»/* * 

<'· r)r-g,f"+"g, 

!>! = ■;«.)') -η!·;,y —Υ,η 

Ι>,y + -,—··· γ*»' 7ΤΟ—"'·
ν

· 

Si, au lieu de laisser r, indéterminée, on remplace cette lettre par 
une solution particulière de Γ équation Γ(τ, ) = ο, il résulte de (3 jque, 
eu ('galant li à une constante arbitraire, on obtient une intégrale pre-
mière de l'équation C(v) = o. 

*2. Supposons r, remplacée successivement par η solutions, distinctes 
entre elles, de? Γ équation Γ(τ,) = ο, r,,, r,.

2
 υ,

λ
. Soient abréviative-

ment 
B, ==h(y,Y.i), lb=B(,r,r

l2
), ..., B„ = B(v,r

(
„). 

Prenons un polynôme, de degré quelconque, homogène, à coeffi-
cients constants, où les indéterminées soient II,, B

2
, ..., ll

/r
 En éga-

lant à une constante arbitraire ce polynôme χ(Β), on aura encore une 
intégrale première de l'équation G(/) = o. Cette intégrale, on le voit, 
est homogène et du même degré par rapport à ν', y 
que χ(Β) par rapport aux lettres B. Les coefficients sont des fonctions 
de la variable indépendante. De telles intégrales ont déjà été envi-

Journ, de Math, (4* série), tome I. — Faec. I, i885. 3 
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sagées par M. Darboux <lans un travail très remarquable (') auquel 
j'emprunterai plus loin 1111 résultai important. 

Ce qu'il faut tout d'abord observer dans cette intégrale, que je 
désignerai par F, c'est la composition du ooeffichnt de la plus haute 
puissance de v(,,~,). D'après la première l'orme debet l'expression de 
ji

0
, si ρ est le degré de F, le coefficient de | y[" *r\p est égal à Si 

donc, sans connaître d'ailleurs r
M

, γ
2

, γ„, on connaît l'expression 
cm χ d'un polynôme homogène, à coefficients constants et de degré//, 
où les indéterminées soient les solutions γ de Γ(η) = ο, on connaîtra 
du même coup le premier coefficient d'une intégrale F, du même 
degré p, pour G (y) = o. 

Au moyen des formules (.*>), 011 peut reconnaître, et je montrerai 
d'ailleurs plus loin d'une autre manière et complètement, qu'en géné-
ral, le premier coefficient de F étant connu, tous les autres s'en dédui-
sent explicitement. Donc, quand 011 connaît l'expression en χ d'un 
polynôme χ(τ,), on en conclut explicitement une intégrale première F 
pour l'équation G [y) = ο Cette intégrale est du même degré eu v'"~1 . 
Yn~v, en γ,,γ

2 

La fonction χ(>ΐ) sera dite la source de l'intégrale F. 

3. Quels peuvent être les cas d'exception où la source ne détermine 
pas l'intégrale sans ambiguïté? En un tel cas, deux intégrales distinctes, 
d'un même degré p, auront une source commune. Leur différence sera 
donc une intégrale, de ce même degré//, ayant zéro pour source. Donc 
le seul cas d'exception est celui où, entre les solutions de F(yj) = o, 
il existe une ou plusieurs relations homogènes, à coefficients constants, 
et du degré p. Et manifestement, si k est le nombre des relations, linéai-
rement distinctes entre elles, qui existent entre les γ, les coefficients 
de l'intégrale F dépendent, quand la source est donnée, d'une équa-
tion différentielle linéaire de l'ordre k. 

Cette exception n'a jamais lieu pour les équations du second ordre. 
C'est ce qu'on retrouvera tout à l'heure par un calcul direct. 

4. Poursuivons, pour le moment, les considérations générales, et 

C) Sur les systèmes d'à/Italians linéaires à une seule variable indépendante 
{Comptes rendus, t. XC, p. 5^4 et 096). 
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supposons connue une intégrale F, du degré />, avant pour source χ(τ
ν

. 
Envisageons une forme réduite (ou canonique) de χ(ν, ), obtenue par 

une substitution linéaire, les nouvelles indéterminées ζ étant données 
parties relations, telles que 

ζί= αί,ΙΥΊ a ~+~· · (ί I » 2, .. ., fi). 

Soit, avec ces indéterminées, 

χ(χ) = λ çf ci/.. ,ζ'ΐ* -+■ y :?'■ ζί.. Φ ; ç j. 

Posons de même 

b) zs— #j,I III + · · ·"** (* — 1,2,..., Λ). 

La fonction χ(Ι5) acquiert la forme réduite Ψ(5 Les quantités s, com-
binaisons linéaires, à coefficients constants, formées avec les quan-
tités b, sont encore des fonctions linéaires de y_l), y{n~*\ ..à 
coefficients dépendant de .r. La formule (0) est donc le symbole d'une 
substitution linéaire, concernant les lettres y ^y-*'» ...,y',y, et 
qui fait acquérir à F la forme réduite <î>(s . Si cette forme réduite ne 
peut être obtenue que d'un nombre limité de manières ou, en d'autres 
termes, si elle est déterminée, on pourra la trouver, connaissant F, 
par des opérations purement algébriques, (.es opérations feront con-
naître les s, qui sont des intégrales premières de G(y) = o. Si, en 
outre, laforme réduite contient η indéterminées, on aura η intégrales 
premières, et l'intégration sera complète. 

Au lieu de prendre chaque intégrale z, retenons-y seulement le 
coefficient de y~,J. Ce coefficient, pour z

%%
 est 

&0 ( «,, ι Ά , -l· «„
a

>J
3
 "H . . . 4- Yl

n
 ,, 

c'est-à-dire g0y, où vj est une solution de Γ(η) — ο. Donc chaque quan-
tité z fournit immédiatement une solution de r(ij) = o. Par consé-
quent, nous pouvons conclure ainsi : 

Si, en fonction de la variable indépendante. on connaît l'expression 
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(l'un polynôme à coefficients constants, homogène et du degré ρ par 
rapport aux solutions d'une équation différentielle linéaire donnée, on 
peut trouver explicitement et sans intégration toutes ces solutions, pourvu 
qu'entre les solutions de la même équation différentielle il η existe aucune 
relation homogène du degré p, et à coefficients constants. 

.4 ce théorème fait exception le cas où le polynôme proposé n'est 
pas susceptible d'une forme réduite déterminée, ou, en d'autres termes, se 
reproduit par UNE INFINITÉ de substitutions linéaires. Les polynômes du 
second degré sont compris dans ce cas d'exception. En outre des poly-
nômes du second degré, ces formes exceptionnelles constituent des 
catégories très restreintes, dont la recherche appartient à la pure 
Algèbre. Avec trois indéterminées, il n'existe que le type z'f'z'l'z'l*. Si 
le polynôme yjyi) appartient à ce type, il est aisé de reconnaître que 
les solutions vj se trouveront par une quadrature. Des circonstances 
analogues ont lieu pour le cas d'un plus grand nombre d'indéterminées; 
mais je ne veux pas y insister. Quant à ce qui concerne les polynômes 
du second degré, j'ai dit dans l'introduction que je les exclus formelle-
ment ici. 

Itcvenons à l'intégrale F, supposée susceptible d'une forme réduite 
déterminée *l»(s). Les quantités 5 sont des covariants linéaires, irra-
tionnels de F, où y-o^y-2)^ ...,y, y sont envisagées comme des 
indéterminées; du moins, si les 3 ne sont pas égaux respectivement 
aux covariants, ils leur sont proportionnels, c'est-à-dire ι pie, un «ma-
riant linéaire canonique de F étant 

Ζ = y.y'n~~ H- μ,-Κ . .H- μ
;ί

. -j- μn y, 

la quantité s correspondante sera vZ, ν étant line fonction îles eoefli-
cients, mais indépendante dey-", ..., y\ y, et la mémo pour tous les 
covariants linéaires. 

Je préciserai ce fait plus loin, après avoir introduit la notion du mul-
tiplicateur qui correspond à chaque intégrale. 

MULTIPLICATEURS. 

5. Egalée à une constante arbitraire, une intégrale F est entièrement 
équivalente à l'équation G(y) = o. Done sa dérivée l-" doit être divi-
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siblc par G ( y)
f
 et, puisque F et G contiennenty0 seulement à la pre-

mière puissance, le quotient est un polynôme entier et homogène en 
y(« - i;

t
 y-*>

f
 ..y\y comme F. Le degré de ce polynôme est inférieur 

d'une unité à celui de F. Ce polynôme M est le multiplicateur corres-
pondant à Γ intégrale F, de même que yj est le multiplicateur correspon-
dant à l'intégrale B(j, vj). 

I.e calcul direct peut prouver aussi l'existence et fournir l'expression 
de ce multiplicateur. Ayant, en effet, F = ^(B), où χ n'a que des 
coefficients constants, nous aurons F' au moyen de la relation (3), 

B'(yΌ = Bl = V7,G(/); 
par conséquent. 

(7; «i — 8* 2d*'d\i,'«i — 8* 2d*'d\i,' 

Ln considérant dans F séparément les lettresy{n~*\ ..y,/, et .r 
(|iii figure dans les coefficients, et prenant à ce point de vue les dé-
rivées partielles, on a, d'après l'expression (4) de B, 

dF/ dy = «i — 8* 2d*'d\i,' 

De là résulte, d'après (7), l'expression du multiplicateur M, d'ail-
leurs évidente, 

g0 = M = df/dy 

IL I.11 second lieu, développant F' et remplaçant G (y) par son 
expression explicite, 011 transforme (7) en la relation suivante : 

(H) 
g» Tr '

r
 Âytt

 +
y " φ**

 +
···

+
*'ϊ/

+
?1Ϋ. 

^'(, '>g*y"'-'"+-+"g*-*y+ g,,y|. 

Cette relation, dont les deux membres sont entiers et homogènes 
par rapport ày~,), .. .,y, y et du même degré que F, se décompose 
en autant d'équations qu'il y a de coefficients dans F. Ces équations, 
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si l'on y considère les coefficients de F comme des inconnues, sont diffé-
rentielles, linéaires et sans second membre. C'est de l'intégration 
d'un tel système que dépend la découverte d'une intégrale F. 

Si l'on éliminait toutes les inconnues, sauf le coefficient de [
ι
),(Λ'~,)ί/\ 

on obtiendrait une équation finale dont, comme on l'a vu, les solu-
tions ont la forme^J/(nj). C'est donc l'équation aux puissancespeiem 

Λ.Τ (£) = „. 

Dans un pareil système, en général, toutes les inconnues s'expri-
ment explicitement en fonction linéaire et homogène de l'une des in-
connues et de ses dérivées. On a donc la confirmation du fait annoncé 
plus liant : tous les coefficients d'une intégrale de F s'expriment ex-
plicitement en fonction linéaire et homogène du premier coefficient 
et de ses dérivées. 

Dans tout système d'équations linéaires, l'exception a lieu seule-
ment si l'équation finale, par rapport à l'une des inconnues, est d'ordre 
inférieur à celui du système. Ici l'exception a lieu seulement quand 
l'équation aux puissances/ii,,DCSest d'ordre moindre que >» (In trod. . I.e 
calcul direct confirme bien les prévisions. 

7. Appliquons cette analyse au cas le plus simple, celui où Γ équa-
tion considérée est du second ordre. En ce cas, F est une forme binaire, 
aux indéterminées y\ y, 

F — (Ί
η
γφ + pa\y'p~sy + μ^^

 a

 1 ̂ ci
i
y'p'iyi+pa

r
 , yV' *4-a

f
y'\ 

Le système qui se déduit de (8) est le suivant : 

(<>) 

£·(«'·+ = Wia0 

gc[a\ +(p - ι )a,\ = 2(
r
 - i)

gl
a

t
 +g

a
tt

v
. 

go [<*'-2 + (p - 2KJ = 2(l· - -+- 2AV.. 

8·[*ι+(ρ - 3VL] =2(p-3) ga3+3g2a2 

£o(V. "H Op) = 2£ι V· +(/» ~ Off« Vf 
goàp = pg,ap.t

. 
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Ces équations montrent bien que le cas d'exception ne peut jamais se 
produire quand il s'agit d'équations du second ordre. Effectivement, 
si l'on donne une solution a

0
, on peut déduire immédiatement ci

{
 de 

la première équation, puis α, de la seconde, etc. 
On peut vérifier par ces équations le théorème sur les invariants et 

les covariants des intégrales, auquel j'ai fait allusion et qui sera dé-
montré plus loin Supposons d'abord ρ un nombre pair et considérons 
l'invariant quadratique de F, 

I = α
Λ
α

ρ
 — pa

t
ap-i 

+ ttrI'«H+-+V 7—+ ttrI'«H+-+V 7— 

Sa dérivée peut s'écrire 

Ι'=α
0
α

ρ
 — ρα',α

ρ
_,+ ρ(ρ

χ
^ .. .+pà

p t
a

t
 ά

ρ
α<. 

En substituant les expressions de a'
oî
 a\

f
 ..., ap tirées de (cj), nous 

obtenons 
Î.I'=W|I· 

Posant, pour abréger, 

(io) u = e - g1-g0 

on voit que uip I est une constante. En d'autres termes, Y invariant qua-
dratique de la forme up F est une constante. Plus généralement, soit J 
une fonction quelconque de a0, α,, ..., ap; on aura, d'après les équa-
tions (9), cette expression de la dérivée J', 

J' = 

7; ρα'^+{ρ~ι)α'^+{ρ-2)α^+-·\ 

H a0 — -4- 2Λ| ~5— + 3 j— -+-... 

-Γ'35; + ̂ -,)α'53; +(A,-»)*JE;+···} 

Si maintenant J est invariant de F, on a, d'après les propriétés des in-
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variants, la réduction suivante : 

J' = 2/W ~ J, 

où m est le poids de cet invariant. D'ailleurs le double de ce poids est 
égal à ρ fois le degré de J par rapport aux lettres a

0
, a,, .. ., ap, Donc 

tout invariant de up F est une constante. 
Cette propriété du système (9) méritait d'être signalée : Quelles cpie 

soient g0, g
n
 g

2t
 le système (9), dont Γordre est (ρ H- 1), a toujours 

( ρ — 2) intégrales qui sont fournies par les invariants de la forme binaire 
du degré p. Le cas ρ = ί fait exception, bien entendu. 

Pour vérifier de même la propriété des covariants, modifions les 
équations (9) en posant 

upas=as 

Le type général des équations (9) devient, à cause de (10), 

! I L ) go IX + {ρ - s)*,*.* ] = (/>- 2J)£, «, -f" Sg.,'jt
s
-,. 

Soit maintenant un covariantll de la forme up¥, 

H = A,/' + q AA,/'"2 v» + ...+q A, ,/f 1 - A,y». 

Calculant, d'après (n), la dérivée d'un coefficient de TI, nous 
aurons 

"* A — *Ï« — 

g1 pa0 sAs/ sx0 + (p-2) a1 sas sz2 + 

+ + + ie'd7
x
 +···) 

- pa1 dAs/ dx0 + p-1 a2 as2/sx1 + p-2 ds 

D'après les propriétés des covariants, cette équation se réduit à 

#oAi = —(y - s)#,A,· 

Cette dernière ne diffère de (ι i) que par le changement des lettres ρ 
en q et α en A. Donc II est le produit d'une intégrale par uq : tout cova-
riant de up¥, du degré q, divisé par uq, est une intégrale. 
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8. On pourrait encore, et d'une manière analogue, prouver le même 
théorème pour les équations de tous les ordres, par le moyen du sys-
tème que représente l'égalité (8); mais je préfère me borner à la dé-
monstration simple et profonde qu'a donnée M. Darboux, auteur de 
ee beau tliéorème. 

Nous avons composé F au moyen de χ (Β). Cette dernière est une 
forme, à coefficients constants, et aux indéterminées B,, 11

2
, .. B„, 

et nous avons posé 

ι a) B, —B(y,U,), B
3
 = B(V, TJ

3
), .. , B„ = B(y, VJ

;I
). 

Kn regardant y(""y("'2), .. .,y'*y comme les indéterminées dans 
la forme F, ainsi que nous l'avons fait jusqu'à présent, nous voyons 
que F est une transformée de χ(Β) par une substitution linéaire (12), 
pour l'expression de laquelle ou recourra à la formule (4). D'après les 
formules (5), le déterminant Δ de cette substitution est égal àgn0 
multiplié par le déterminant composé avec vj,, ïj

a
, et les 

[ η — ι ) premières dérivées. Ce dernier a pour expression e γ' , ce 

qui, d'après les relations entre les g et les y, coïncide avec g^'e ** . 
Ainsi le déterminant de la substitution (12) est 

Δ = ir". 

Désignons généralement par la lettre a les coefficients de F, par a 
ceux de χ. Soit maintenant un covariant de F, représenté par U(e,y), 
la lettre y tenant ici la place dey(w"<), y("~a>, ..., y, y. Si m est le poids 
de ce covariant, on aura identiquement, en vertu de la substitu-
tion (12), 

L' (a, y) = Λ'
Λ

1/(Α, Β) = irHmV(a
9
 B). 

Comme C (α, B) est une fonction à coefficients constants, formés 
avec des intégrales B, elle est elle-même une intégrale. Donc le cova-
riant U, de la forme F, multiplié par M""1, est une intégrale. Soit q le 
degré de U par rapport aux lettres y"-1, ..., y', y, et soitr son degré 

Joum. de Math, (.'J· série), Tome I. — Fuse. I, I8R5. 4 
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par rapport aux coefficients a; on a, comme on sait, 

run = pr — q. 

Le mêm3 covariant, calculé pour la forme upY sera uprLI. Donc : 

THÉORÈME I. — Si F est une intégrale du degrép, tout covariant de 
up¥ du degré q> est égal au produit de par une intégrale du degré q. 
Tm lettre u désigne la fonction 

u =e g1/g0 

Tout invariant de up F est une constante. 

M. Darboux a été ml u aussi cette proposition aux contrevariants. Pour 
exposer le nouveau théorème, envisageons les quantités β

0
, β,, .... 

β,,-t, définies par les relations (;>), et mettons-v en évidence la quan-
tité y en écrivant /3

0
(vj), j3,(yj), ..Si nous y remplaçons 

successivement vj par ïj,, r
Jif

 . .nous aurons η2 fonctions de x
% 

par le moyen desquelles s'expriment linéairement toutes les quan-
tités β ( η ). 

En effet, c,, e
2

, ..., c„ désignant des constantes, on a 

'Ό — rt'ri\ C-,r
{î
 -K.,-f- c

n
t
lu% 

et il en résulte 

:-'i) β s .< — ^ * βί ,'fl ι ) ~3~" ^2 iJs 0 2 ' i · · · ~^~^n β s' On)ι yS- ■ - Ο, 1,2,...,/} |j. 

Comparons cette substitution ( 13) à celle que nous avons envisagée 
précédemment 

(■4) jv- IK.V.vî/) - îv;V5
î
).>':m-,5~ β*\''»νη â) 

- r β 2 ( Κ))'*'Ά]"H · · · H" ( - I )"' ' Pu ii'Osj)·' 

Os deux substitutions sont les transposées l'une de l'autre, de telle 
sorte que si l'on considère 15,, 13

2
, 13,, comme remplacés par 

yn 4),y"_2), ...*y suivant (i (>n même temps c,, c2, c„ sont 
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remplacés par β,(»ΐ), -|S,(>î),/3

a
(»j),..·)"~'β*-ι(«) suivant l'in-

verse de la substitution (i3), transposée de la précédente. Donc, 
Β,, B

a
, ..., B„, d'une part, et c,, c

a
, ..., c„, de l'autre, considérées 

comme indéterminées contragrèdientes, se remplacent en même temps 
par/'"-0, yrt~8), .γ pour les premières, par /3

e
(*j), — /3, (73), ..., 

(— 1 )η~*β,ι-\{*}) pour les secondes. Soit donc Y {a, y, β) un contreva-
riant (si les y n'y entrent pas) ou un covariant mixte de F, du poids m; 
011 aura 

V(<?,y, β) --■= A'"V(a, Β, c) = tr*m\(a, Β, c) ; 

par conséquent, u"'HY(a,y, β) est constant. C'est une intégrale du 
système des deux équations G (y) = ο, Γ(η) = ο. Il en résulte que : 
tout covariant mixte de upV, formé avec les indéterminées contragré-
dientes β

0
,—β,, -hβ., ...,(—i)""^,, , qui correspondent, dans cet 

ordre, à y("-,), JA"~2), ...» y; du degré q' par rapport aux β, et du degré 
q par rapport aux y, est le produit de u'1 l'par une intégrale du système 
G (y) = o» r(vj) = o. 

î). Voici maintenant une autre proposition analogue, concernant 
les multiplicateurs. Nous avons trouvé (n° li) pour le multiplicateur M, 
qui correspond à F, la double expression 

M = gl Φ'1'4"1" 2/tlà\\t' 

On peut passer de l'une à l'autre de ces expressions au moyen de la 

substitution (12), remplaçant les Β par les y dans le polynôme ̂ rj, > 

du degré (p — 1) par rapport aux B. Soient α les coefficients de M, 
exprimé par les y, et « les coefficients dans la seconde forme. Prenons 
un invariant W( a) de M, nous aurons 

W(a) = AmW(â) = ir'"" W(«). 

Ici W(a) n'est pas une constante; car les coefficients de ^73, —· 11e 

sont pas constants : ils sont linéaires et homogènes par rapport aux vj. 
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Si donc W est du degré r par rapport aux coefficients a, \V(«) est 1111 
polynôme homogène, et du degré r, par rapport aux r, ; c'est la source 
d'un multiplicateur du degré (r — i). Dans upF, le premier coefficient, 
celui de (y~,,)/\ est up gp%p{r

t
). C'est aussi, au facteur numérique 

près p, le premier coefficient, celui de dans M^IM. Si l'on 
calcule l'invariant W pour upg

0
M, on obtiendra le résultat précédent, 

multiplié par uprg[. D'ailleurs, d'après les propriétés des invariants, 
mn = (ρ — i)r. L'invariant actuel aura donc la forme urg»yAr')' 
puisque W (a) est un polynôme de la définition Donc : 

Τ u ÉOKÈME II. — M étant un multiplicateur, du degré ρ — ι, tout in-
variant de upg<> M, du degré r par rapport aux coefficients est égal au 
premier coefficient de «T,, F, étant une intégrale du degré r. C'est, en 
même temps, le premier coefficient de urg ^ M,, M, étant un multiplicateur 
du degré (r — i). 

10. Jusqu'à présent, nous avons considéré les multiplicateurs 
comme obtenus par les intégrales correspondantes. Les coefficients 
d'une intégrale F se déduisent de la source par le moyen des équations 
simultanées, qui sont représentées ensemble dans la relation (8). A 
des facteurs numériques près, les coefficients du multiplicateur repro-
duisent une partie des coefficients de l'intégrale, ceux qui contiennent 
y(n-1)sj donc on voulait déduire delà source seulement le multipli-
cateur, non l'intégrale, il faudrait éliminer d'abord un certain nombre 
d'inconnues. Cette opération, très simple pour le second ordre, et 
qui se fait entre les deux dernières équations (p), se complique déjà 
pour le troisième ordre. Comme ce sont précisément les complications 
de calcul que nous avons ici à éviter, et que, d'ailleurs, nous voulons 
opérer avec les multiplicateurs, il nous importe de savoir calculer di-
rectement leurs coefficients. Je vais en donner le moyen. 

11. Soit un polynôme entier et homogène, composé avec yet ses 
dérivées, où l'on regarde y comme une fonction indéterminée de x. 
Les coefficients de ce polynôme U sont des fonctions données de x. 
Je dirai que U est irréductible si, dans chacun de ses termes, la déri-
vée de y, de l'ordre le plus élevé pour ce terme (y compris zéro), a un 
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exposant au moins égal à a. Ainsi 

i; = Λ/3 -h Cyy"4- l)r5 

est irréductible; si l'on y ajoutait le terme Eyay, U ne serait pas irré-
ductible. 

Un polynôme, de la définition de U, c'est-à-dire entier et homogène 
par rapport ky et ses dérivées, est une dérivée exacte quand il existe 
un autre polynôme analogue V, du même degré et d'ordre inférieur 
d'une unité, tel qu'on ait U = V', quelle que soit la fonction y. 

Ua proposition suivante est presque évidente : Un polynôme irréduc-
tible, qui est, en même temps

t
 une dérivée exacte, est identiquement nul. 

En effet, dans V la dérivée de l'ordre le plus élevé n'entre que linéai-
rement, ce qui est en contradiction avec l'irréductibilité de U. 

Voici la seconde proposition sur le même sujet : Tout polynôme 
entier et homogène U est réductible à la somme d un polynôme entier, 
homo gène 

y
 du même degré et irréductible, et d'une dérivée exacte. 

Pour le prouver, soit, dans un terme de U, ρ l'ordre le plus élevé 
des dérivées. Dans ce terme y® figure linéairement, sans quoi ce terme 
serait irréductible, par définition. Distinguons maintenant deux ras : 

,oy-u figure dans le même terme, que j'écris alors a(y{*~x))my[V, 
et où la lettre a peut représenter le produit d'un coefficient par di-
verses autres dérivées de y, toutes d'ordre moindre que (g — i). 
I/égalité 

a{y*-»rr=~
T
 w-"pt - ">"* ' 

opère la réduction ; car la dernière partie du second membre ne con-
tient que des termes irréductibles. 

2° yP-o ne figure pas dans le terme considéré, que j'écris alors 
uv(p). L'égalité 

ay»> = (a/t1)) - a'y p-1 

réduit le terme proposé à d'autres qui, contenus dans la dernière par-
tie du second membre, sont d'ordre inférieur à ρ. En opérant ensuite 
sur chacun de ces derniers par l'un ou l'autre des deux procédés, 011 
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opérera la réduction. Remarquons d'ailleurs que la première proposi-
tion entraîne cette conséquence : la réduction ne peut s'effectuer que 
d'une seule manière. Ainsi tout polynôme tJ peut s'écrire, d'une seule 
manière, sous la forme U = V'-t- W, où W est irréductible. Cette der-
nière partie W est la partie irréductible de U. 

La conséquence finale est celle-ci ; Pour qu'un polynôme U soit une 
dérivée exacte, il faut et il suffit que sa partie irréductible n'existe pas. 

12. Revenons maintenant à une fonction linéaire G(
t
v), pour en 

chercher un multiplicateur M, entier, homogène, du degré (ρ — i), par 
rapport à y, y. D'après la proposition précédente, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que M soit effectivement un multiplica-
teur consiste en ce que la partie irréductible du produit MCI ait tous ses 
coefficients nuls. 

La seule observation qu'il ν ait à ajouter porte sur le nombre des 
conditions ainsi trouvées : il faut, en effet, s'assurer que toutes ces 
conditions sont indépendantes, et qu'elles déterminent complètement 
le multiplicateur. 

Pour composer une forme irréductible du degré/;, on n'a qu'à aug-
menter d'une unité l'exposant de la dérivée la plus élevée figurant 
dans chaque terme d'une forme quelconque, du même ordre, et du 
degré (p — i). Or MG est du degré ρ et ne contient yw que linéaire-
ment. Donc sa partie irréductible est d'ordre (η — i) et contient juste 
autant de termes que M. On aura donc juste autant d'équations qu'il 
va de coefficients dans M. 

La suite de ce Mémoire présentera l'application de cette dernière 
théorie (111, nos 50 et suivants). 

II. - ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE. 

CONSI DÉ RATIONS GÉNÉRALES. 

15. Pour les équations du second ordre, le problème que nous 
traitons ici se pose en ces termes : intégrer Γ équation, quand on con-
naît le produit de plusieurs solutions. Quand il s'agit de deux solutions, 
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le problème est réduit aux quadratures par une méthode des plus 
simples, et dont notamment M. Hermite a fait usage pour l'équation 
de Uuné. Je n'ai pas à rappeler ici cette méthode; on peut la remplacer 
par une autre, qui se rattache aux théories actuelles, et qui, bien en-
tendu, mène aux mêmes calculs pour ce cas, mais qui s'applique 
aussi, quel que soit le nombre des solutions dont on connaît le pro-
duit. 

L'équation proposée étant r(>j) = o, et le produit proposé χ(>ΐ) 
comprenant ρ racines, on forme, par le moyen des équations (9), 
l'intégrale F dont /fvj) est la source 

F - a9y -hpasy'p-*y -h... 4- pa^y'y^ apy
p. 

Supposons F décomposée en facteurs 

1••■-=a,'y- î,r)(/- ·■■)■)■■■ y- Spy)· 

Chacun de ces facteurs est proportionnel à une intégrale linéaire 
lliv.ij,). D'après l'expression (4) de 11, on a donc 

(AVu)'— __ „ 
,r r ~S' 

Il en résulte, pour chaque racine z, une solution 

n = 1/ g0 z+ 2g1 dx 

Donc, en tous les cas, le problème peut être résolu par des quadra-
tures. Cette méthode s'applique quand il s'agit de deux solutions, et 
aussi quand il s'agit des cas singuliers relatifs à plus de deux solutions. 
Par exemple, si l'on donne le produit de quatre solutions sans avertir 
que ce produit est précisément le produit des carrés de deux solu-
tions; alors, en appliquant la méthode générale dont il sera question 
tout à l'heure, on sera, par le calcul inème, averti de cette circon-
stance, et il faudra recourir à la solution précédente. Mais, ces cas 
singuliers étant laissés de coté, toutes les fois que le produit considéré 
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est composé de trois solutions distinctes, au moins, toute quadrature 
devient superflue. En effet, la forme F admet alors des covariants li-
néaires, rationnels ou irrationnels, et ces covariants fournissent les 
solutions sans «aucune intégration. 

Forbiks ccbiques. 

11. Intégrer l'équation du second ordre 

ο = r(*j; — v„r/'-+- a·/, r/-+- q7r,. 

connaissant le produit 9(a?) de trois solutions. 
Par les équations (9) nous déterminons α,, a

2
, a

%
 coefficients de Fin-

tégrale F du troisième degré, dont le premier coefficient est u
0 =*:?(*)· 

Nous considérons ensuite la forme cubique 

s = u3 F 

Prenons le covariant cubique Q et le discriminant II de F, cl dési-
gnons en même temps par r/, r les mêmes formes pour/. Nous aurons 

y = u3 Q, r = u12 

Q et 11 étant pris, quant aux facteurs numériques, comme dans Clebsch 
(Théorie der bin. alg. Formen, p. 127), nous savons que 

q+- -r/2 = u3 Q +- F - R/2 

est un covariant linéaire. E11 le divisant par m, on a (11° 8, th. 1) une 
intégrale linéaire. En prenant ensuite le coefficient de y et le divi-
sant par £

0
, 011 a une solution >3 de l'équation proposée. Pour avoir 

ce coefficient, il suffit de limiter Q et F chacun à leur premier ternie. 
Prenant ces termes et écrivant explicitement R, remplaçant aussi u par 
son expression, nous avons 

γ — 3 α
0
α

{
α

7
 + Ία] 

I 
±a

9
\alal~l· .'\a

0
a!,-+-\a

7
a\ - — (>if

0
a,<i

3
ii

3
/. 
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Telle est la solution du problême : la formule donne deux solutions 
distinctes exprimées en fonction des quantités aQ

,a
{
, a

J%
 a

3
, qui sont ainsi 

déterminées : 

«» = VÎiM· 
3a, --a;,+ 6f!a„, 

2a., d. -+- r| — a{ 4- — a0, 

a3- — a!,2-a2 + 3-a,, 

g1= -7. +7«. 

g2= 7«— 27« 7β· 

On ne manquera pas d'observer que la quantité soumise au radical 
du second degré, étant égale à l'invariant R, ne diffère pas de u,J. 
On a, par conséquent, 

'
 e

lFi'lr - ' 
(«*«*4- 4«3— 3a\a\ — 6a0ataocr

3
)r· 

en sorte que la quadrature qui subsiste est encore superflue, et que 
la formule définitive, dégagée de toute quadrature, est 

( ι » ) alaA— 3ana> a· 4-2«?Y" y \ala\ ■+■ 4" 4«3«î — $(l\a\ — e«orti / 

Désignant par yj
t
 et par vj2 respectivement les solutions qui cor-

respondent aux signes -t- et —, on voit que les trois solutions dont 
le produit fait φ (a?) sont, au facteur numérique près y 2, les sui-
vantes, où « désigne une racine cubique primitive de l'unité : rj, -+- rt.2, 
rn 4- ων,9> vj, 4-ω8η3. On a, en effet, 

î(iî+iî)= 3 =?(*)■ 

Nous pouvons encore observer ici une application, soit du théo-
rème I concernant les covariants des intégrales, soit du théorème II 
relatif aux invariants des multiplicateurs. Le covariant hessien de f a 
pour premier coefficient «c(«0aa— a\). Ce covariant étant du second 

Journ. de Math. (4* eerie), tome I. — Fnsc. I, 1885. ) 
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degré, il on résulte que ~ (α
η
α2~ a\) est le produit de dcuv solu-

tions. OIÏ <i la même conséquence en prenant le discriminant du multi-
plicateur. Cette conséquence se vérifie ainsi : 

Vu ' «l«l V'n^sl -!- \tta<r\ - λα'\«\ -- i\nnaxiiiirs 

APPLICATION. 

lo. Appliquons ce résultat à l'équation numérique suivante, où ψ 
désigne un polynôme du second degré, 

•Κ'+il ψ ν » Y*3 °» ψ Ψ.. 'v~ +· ?· ί < ·'■-+- Ψ2 · 

C'est, comme 011 voit, une équation livpcrgéométrique. Il s'agit de 

l'intégrer sachant qu'il y a trois solutions dont le produit est égal a y· 

Voici les calculs : 

'/« = ψ* 7» = ί'Γ· 

b « — i* b · ' ο - " ι κ i ♦ 

^o — Ψ"» — i;V'} ♦ — iHV't1 ♦ β·Λ — ~ HMV'T * 

et pour vérification g^d.
A
 -- '\g.,a>. 

a\a
%
 — 'Sa

{t
a

i
a.
i
-h ιa3,=— •±a

i
{a

u
a.> —a21 

ο J «ς -f- ί a
0

a*. + 1 f a «Î — — 6Λ
0
Λ, a

2
a,

s 

=ήΛ<*ΐ>α*- 3α
β
«ιβ2-+- w!)J+ 7τ(«9«2- α?)3 = «; "· 

IΛ formule (i >) se réduit à 

« = l(
e
.±

e
,V/2|_) · 

Substituant et omettant un facteur constant, 011 a finalement 

ïj = ψ 3 (ψ'± 2\/ψ
0
ψ)3. 
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Ou remarquera, dans cet exemple, que le produit des deux solu-

tions r
in

 ra
 fait aussi y» à 1111 facteur constant près. 

FORMES DIQUADIUTIQUF.S. 

I(>. Intégrer Γ<·<juation du second ordre r(yj; = o, connaissant 
le produit ç>fx) de quatre solutions. 

Far les équations (<)) nous déterminons an
 a,, a

3
, a

K
 coefficients 

de l'intégrale F du quatrième degré dont le premier coefficient est 
a

n
 Nous considérons ensuite la forme biquadratique / 

j-u4 F 

Soient H, I, J le hessien et les deux invariants de F; Λ, i,j les mêmes 
formes pour/avec les mêmes coefficients mimériquesqucdansCi.EBscu, 

Th. der l'ortnen, p. ι'ι<>). On aura 

h = /**11, ι = u*\, / u'-J. 

Soient |5, (j , / les racines de / — '-ρ — ^ - o. D'après M. («ψ lev, 

on sait (pie les facteurs linéaires t de/se mettent ainsi sous la forme 
de covariauts 

t 
t | ' fj — a" ) \h -h pf-h ifj" — ρ )sjh + p'f-h· [ρ - θ' ) \'h H- p"f J". 

Fn opérant sur F, prenant les racines 7, 7', 7" de 

73 - 1/2 1/2 

et posant 

T - [ ·η - η" y il -t- 7F -f- 7" — 7 ) V 11 H- 7 F -h 7 — 7 ; \]\ ~h 7"F]", 

on aura / = /*''T. Pour avoir une intégrale linéaire, il faut diviser / 
par tig

0
. Donc, pour obtenir une solution vj, il faut prendre le coeffi-

cient de γ dans --- · 

Ici encore on remarque que la quantité M, à un facteur numérique 
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prés, est égale à 1 * ou J ,a, puisque i et j sont des constantes (th. I, 
n° 8). 11 n'y a donc aucune quadrature. Mettant pour le premier coef-
ficient de H son expression explicite, nous avons le résultat suivant. 

SOLUTION. — Ayant déterminé a
0

, α,, a
2

, a
3
, par les équations sui-

vantes : 

«o=■/,!?(■*). 

ίβ, = -Λ
η

-+-8g1/7 a0 

3«
2
 — — a,-μ ~a

i -h ^a
{)

, gt — — 7» 7.,. 

2a3= -f-a2 + — a
{

, y2- 27,+· ·/„, 

tf » — — a3-r - — rtj -i- —— flj, 

ο =— a',4- — «j (pour vérification), 

et posé 
il = — \axat h- 3«!;, 

ij = aQa2as -+· 'Σαχα2αΛ — ά\ — a^a\ — a]a^ 

on obtiendra quatre solutions η de l'équation proposée, par la formule 

(.6) 
iî=-^ [(*'- σ")\ΐ2(α

9
α
2
- ά\) + 7α

0 

± (7" — σ)ν/2(α0«2 — «;) + σ'α,> 

± (7 — 7')ν/2(α0«2 — «ΐ) Η- 5"<Ζ
0
]\ 

où les quantités 7, n\ σ" sont les racines de l'équation 

(17 ) 73 — ^7 — ij = O. 

REMARQUE. — Le rapport J8
 : L

3 est une constante. 
Ο11 peut encore présenter la solution sous une autre forme en em-

ployant, au lieu des facteurs linéaires de F, ses covariants canoniques. 
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Voici alors le résultat : σ étant une racine de l'équation (17), on obtient 
deux solutions ÏJ par l'équation 

( \i \bis ) 
7"IV + [2(317 -h 2J) (a0a2 - a]) - (17 4- 2 J)e„ a\ γ,1,I - /31 

4- (17 — 2J)(3l7 -h 2j)[a(a
0
a

2
 — à\) -+- 7a

iX
 !* = o. 

17. Λ posteriori, la formule (iG) peut être vérifiée; à cet effet, je vais 
prouver que, y

0
, «

0
, ait a2% J étant des fonctions de χ à volonté, et 1 

-
étant égal à J\ sauf un facteur constant, les quatre fonctions YJ données 
par la formule (iG) satisfont à une même équation linéaire du second 

ordre, et que leur produit fait^J» à un facteur constant prés. 
Posons, pour abréger, 

2(a0a2 - λ'{) = α0ξ; 

7 — 7 — κ , 7 — 7 — , 7 — 7 — ^ , 

7-h S = Λ2, σ'-f ξ = &2, 7" Η-Ξ = c2; 
(Γοΰ résulte 

α2 — b2 — c2, β2 = c2 — a2, γ2 = α2 — />2. 

L'une des quantités vj données par (16) s'écrit ainsi 

r
'· = 7 (τ) >/(a — b)(b — c)(c - a) » 

en vertu de l'identité 

aoL'2-l· b^j1 4- cy2 

= (t(b2 — c3) 4- £>(c2 — a2) +c(fl2 — b2) = (a — b)(b — c)(c — a). 

Nous obtenons successivement trois autres YJ en changeant successive-
ment le signe de l'une des quantités a, b, c. De là 

η] (a -h b)(a 4- c) (a 4- bY(a 4- c)* 
r,l ~~ (a—b)(a — c) " ~B2 y2 
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et, en précisant à volonté le signe de Y), (I désignant maintenant — i), 

··:) 
r,, ( a -4- h ) ( a 1- r) 
riU " '"ft 

Scnihlablcment, 

r,, ( h · r- ν ) ( h -f a ) r,, ( r a ) I r - h ) 
',u Λ"/ i * ;> 

De là résulte 

y, | y, ._> y, _ / ( a-·-Λ) ( b -f- r )( (' -I- ti ) /-y." y ··- _ . '/„ α · V' ·; 'y, | y, ._> y, _ / ( a-·-Λ) ( b -f- r )( (' -I- ti ) /-y." y ··- _ . '/„ α · V' ·; ' 

.8) r,ltrnrrirIA —zyj :] V h.ι2 "" 1 71' 

( let le égalité, d'après la supposition cpie J" ! I3 est constant, prouve déjà 

(pie le produit des quantités η diffère de "j seulement par un facteur 
constant. 

L'égalité '17) peut s'écrire 

ifi'l'— -- a'- -·- ah bc 4- va, 

et les suivantes d'une manière analogue. En retranchant membre a 
membre les équations sous cette forme, 011 obtient 

aij
a
 — fir

n
 -4- i'/r,,,, 

so;3 V/i ~iBo n 

La constance du rapport J2 :13 implique aussi la constance des rapports 
de 7, 7', 7" entre elles. Donc 7, fi, y ont des rapports constants. Donc 
les dernières relations indiquent que r

l2
 et nj

3
 sont fonctions linéaires, 

à coefficients constants, de vj
u

, r
n

. Donc ces quatre quantités satisfont 
à une même équation linéaire du second ordre. I a vérification est donc 
complète. 

Pour achever, 011 peut encore donner explicitement, en fonction de 
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'ίο (,ti, par exemple, les solutions canoniques, celles que fourniraient 
l'équation (i() bis). A cet effet, il suffit de substituer, dans (18), les 
expressions de vj

2
 et >3.,, puis de réduire la forme biquadratique à être 

bicarrée. Voici le résultat : 
Si l'on pose 

-ο- %·> 'ΐΐψ~ I (r'»"hr'«)· 

z1 1/3·
%
,ψζτ~ (·<»-·<.). 

les deux quantités r„, z, sont deux solutions de l'équation proposée (car 
les facteurs sont constants), et elles satisfont à la relation 

(l\) Z -H Ζ ~ Ί „ ,— Ζ Z =■ 4 = Φ (A?). 

18. Avant de faire une application numérique de ces résultais, je 
vais indiquer une légère modification qu'on peut apporter au calcul 
pour tous les cas où il s'agit d'une équation du second ordre. 

dette modification provient de ce fait bien connu que l'équation 
G( γ) -- ο se transforme en son adjointe Γ(/,) = ο par la substitution 
y = u*g

n
r
t
, de même que, dans les formes binaires, les contrevariants 

coïncident avec les covariants. 
Faisons simultanément 

11 - - (' ' Ba , ν - e J ïu , we#,, = wy0 — ι. 

Donner -- s (a;) revient à donner χρ{γ) = v y{x). Ο11 peut 
donc calculer une intégrale de Γ (τ;) = ο, avec la source ν 8/,γ0

/,9 (·*')· 
Son premier coefficient sera A„ = v~ip<p(x). Au lieu de «f, calculons 
directement f = e7'^; ce sera, d'après le théorème I, une forme à inva-
riants constants. Dans un covariant linéaire de/,, soità, le coefficient 
de V; alors C'y,/^ est une solution y; par suite, vk

k
 est une solu-

tion r,. 
Nous avons déjà, au n° 7, donné les équations qui déterminent les 
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coefficients de f. Elles ont pour tvpe (ι ι ) 

V.t»; + (P - = [P - 3*)γ,«, + *Ί*«. .· 

Par cette méthode la solution du prol)lèine pour p - 4 se présente 
ainsi : 

Ayant déterminé a,, ot
2

, a3, a
4
 par /cî équations 

v =e y1/y0 
a„ ■: «'"·?(#), 

i»·.=-«;,+2.;' «... 

3a. — — a, -f- — a, h- — a,, 

2a
a
 — — al, -f- 4- ~a,

t 

a, - — a., ^a
:)
 -h a., 

ο r:, - a>_ -Lî( -Hο r:, - a>_ -Lî( -H (pour vérification i. 

puis, ayant exprimé 1, J, Σ parles A, comme on l'a fait plus haut parles 
quantités a, o/i aura /a solution sous la forme 

[ 20 : 

r
t

 e| ( 7' ff")v'2(a
e
a

a
 —a;)H-ç*„ 

± (τ"— ν)χ'a(a
e
a

a
 - α;) 4- ç'a„ 

:± :.Ç - σ')\/·2(«ο*2 — a; 1 + 7"y-o|". 

Les quantités I et J seront des constantes. 

APPLICATION. — DIGRESSION SUR L'ÉQUATION I>F LAMÉ. 

19. Intégrer Γéquation suivante, où ψ désigne un polynôme du troisième 
degré, 

(21 ψ t." 4- \ <j>V — — (>» ψ — Ψ0®9 ~+~ 3 ψ, χ1 -h 3ψ..ι· ψ
;(

. 

sachant que quatre solutions ont un produit constant. 
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\ «ici les calculs : 

ν.=ψ. ν. = : ψ'. τ.=··-- - '·=ψ'τ. fW=-··· 
a0 = y«1 = 0, 

%i~~ ~~ · aj ~ · *4 ' " ·νυ.3 ψ ' 

1/3-■·· »♦■♦*; = r. W-'M.). 

1/m= .^,(:Η'Ψ"Ψ"- ΗΨ"- ψ"; - ^-ψίψ»)· 

Si l'on fait σ — -J(%t 4- ψ, ), ou trouve ici pour transformée de (17; 
l'équation ψ (τ) = ο, en sorte que l'on a 

σ'—- σ" — ίψοίϊ'— ζ" · 
D'autre part, 

2 a0 a3— «J) H" 7«
β
 = {ψ·ψ(τ — Λ*;· 

Λ 
Delà sorte, en omettant lin facteur constant (J<J>0)\

 0,1 «· d'après 
: 'ΛΟ;« 

r, = [ V - τ" j y τ - a? ± (τ" - τ; \ τ - a? ± ; τ - t')
V

V' - .r]\ 

Celte formule fournit quatre solutions de i équation proposée; τ, 7', -"sont 
les racines de V équation ψ (τ) = ο. 

Conformément au calcul fait plus liant, si l'on pose 

. — . — α , . — . — j; , . — . — / , 

τ — χ ιι~ι τ — .r — τ —x =c2 

on peut écrire les solutions sous la forme 

r
l0

=z^[a — b)(b — c){c — a,, 
{a -I-- b){a -t- c) 

r, — » 

(/; H-- c)(b -h a) 
f>2 — rO ' 

(c + e)(c + //) 
*)» — *!« ^ 

Jauni. île Math. (4· série), tome I. — Fasc. I, 1885. <i 
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et l'on a 
VVW-3 r Îet-B2 y2 

Los relations linéaires entre ces solutions et la forme canonique du pro-
duit s'écrivent exactement ici comme dans le cas général (n° 17 ; il 
faut seulement mettre - ι. Il y a encore pour ce produit une autre 
forme, valable aussi dans le cas général, mais qui, dans cet exempli', 
offre un intérêt particulier. 

Si nous posons 
f \> ~ i 0 '·[* /"-« « 

x0- iyp.x · ':o : 

l'expression du produit donne 

M SI * - it - I ■ «il/ ' ? « 1 

ou, «mi d'autres termes, 

;:*(?) =>· 
dette formule va servir de fondement à une transformation de l'équa-

tion (ai) qui mérite d'être signalée. 

*20. Pour faire cette transformation, il nous est nécessaire de con-
naître la valeur exacte du déterminant £

0
ζ'

(
 — ζ, ζ'

0
, qui, d'après l'équa-

tion proposée ai;, ne diffère de ψ " que par un facteur numérique. 
D'après les expressions de r

0
 et y,,, on a 

η y oh' h <·' r' ο' ο · : // -ί c 
2η„ a h h — r c a s.ahc 

η, Ο - h - r 
2η, 2 ft he 

Delà résulte immédiatement, abc étant égal à \ — ψ(.Γ , 

C0 C1 - C1 C0 

Semblablement, les deux solutions qui font acquérir au produit la 
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forme canonique (19) donnent lieu au déterminant 

22 *ι·-ι · »y * ψ1ι/Ί*ι·-ι · »y * ψ1ι/Ί 

21. En désignant par L, M, a, ;a des constantes, envisageons les 
deux équations, à la même variable indépendante, 

ψ'/j" 4- r,ψ Ό -ΐ- (L^* Η" α ''ί — η. 

ψ ν" -τ- ;ψ>'+ (Μψ" 4- ;Λλν - ο. 

La nouvelle inconnue y
t
 bien entendu, est ici sans aucun lien avec 

celle que la même lettre a précédemment représentée. 
Je me propose de transformer la seconde équation en prenant, pour 

variable indépendante, au lieu de a\ le rapport 

E = r1 rv 

de deux solutions de la première. 
D'après la première, on aura, h étant une constante, 

V'.o - = h'i "· 

De là résulte, pour la transformation, 

Tu = ■ T'« ·Tu = ■ T'« · 

ν — h j -y
<0

 ' 

Ιι'''·« + (Μψ* ι- <ί)γ ----- <>. 

Ιι'''·« + (Μψ* ι- <ί)γ ----- <>. 

La première équation peut être écrite d'une manière analogue. La 
supposant écrite et éliminant ψ", j'ai 

h2 n0 4 d2y dE2 - 2h 

H- L
r

- + L - /,'r,· - ̂  ) V - ». 
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Faisant maintenant disparaître r/e par le moyen de l'égalité 

r o " " τ* r'ur o " " τ* r'u 

et donnant à τ, la valeur particulière r,0, j'obtiens la forme 

rl*y n tht0 ily jal, - λ M , M Γ 1/rl*y n tht0 ily jal, - λ M , M Γ 1/ 

\λ transformation est achevée, sauf à exprimer explicitement γen 
fonction de ξ. Or c'est ce que nous savons faire si la première équation 
coïncide avec celle que nous avons étudiée tout à l'heure. Faisons cette 
supposition, c'est-à-dire 

L — - λ - ο. 

Deux solutions quelconques r,
0

, r., donnent lieu à une forme biqua-
dratique, égale à l'unité; donc on a 

<7.C? )^ '· 

où χ est un poly nôme du quatrième degré. Donc 

*>·=-■'/. '(?N 

Je changerai la notation de la constante M, en écrivant 

M = 1-4 m2/35.3 

et aussi l'inconnue en prenant Y au lieu dey, 

'a'*) 
I im 

y = *'.m 'v :*~M. 

Le calcul n'offre plus aucune difficulté et donne pour résultat la 
transformée 

a/,) Z
 <7s

.- - ("' - i)£ « + [ « 77F
 +

 1? ^
 =

 °-



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 4 5 

J'ai pris arbitrairement les solutions v}0
 et *j, ; si je les choisis et que, 

par exemple, mon choix se porte sur les solutions ζ
0
, ζι (n° 19)» alors 

χ se réduit au polynôme du troisième degrc ψ lui-même. J'ai calculé 
(n° 20) la constante h pour ce cas; elle est égale à En résumé, j'ai 
obtenu la transformation suivante : 

ψ (a?) étant un polynôme du troisième degré dont les racines sont τ, τ', τ", 
le changement de variables 

:V>) ? — τ - (ντ — X -h yV - .r) (y τ - χ -f- y r" - a·), 

y ̂  [(y τ - a? _ y y _
 x

) (ντ'
 x

 - v y _
 x

) (v τ" χ y τ — .r) J * Y 

transforme Γ équation 

(26) <Κ·*);ί£ + ΐΨ'(·Γ^· + [nref-
 +

 •4''""
0 

en cette autre 

i'2~) Ψ(;)·^|7-ί'η-,)ψ(?);7Τ+ « i/ip=<>. 

I.a signification de la relation liant ξ et x, au point de vue de la 
théorie des fonctions elliptiques, ne saurait échapper au lecteur. Si 
l'on suppose ·Α= ο, m = *-, y et Y se confondent; ces quantités sont 

égal· s, sauf des facteurs constants, aux intégrales / -—τ-t /-^ς-.· 

Pour déterminer le rapport des facteurs constants, il suffit de faire χ 
infiniment grand, et l'on a immédiatement ce résultat : la relation ( 20 ι 
est équivalente à celle-ci 

J, νψΓο = V.J, νψΓο = V. 

Je reviendrai plus loin à la considération des fonctions elliptiques. 
Pour le moment, je m'arrête encore aux propriétés algébriques de 
l'équation ( 2/1). 

22. D'après l'analyse qui a conduit à cette équation (24), 011 voit 
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que toute substitution linéaire ξ, effectuée sur ξ a pour 

effet de changer l'équation différentielle en elle-même, sauf change-
ment de la constante A, et sauf, bien entendu, changement du poly-
nôme χ, du quatrième degré, en son transformé. Je vais utiliser cette 
propriété projective cil prenant maintenant deux variables indépen-
dantes >?„, vj, et considérant Y comme une fonction de ces variables, 
homogène et du degré zéro. Je reviens alors à l'inconnue primitive y, 
qui, d'après (23), sera homogène et du degré {'irn — i). Au polynôme 
/.(?) j° substitue une forme biquadratique homogène G; je pose ainsi 
en même temps 

. h\ * 'hi// 

Je dénote par des indices les dérivées partielles, ainsi 

u '·· âî" ·' u '·· âî" ·' 

Kn différentiant, j'ai 

J i — Ti II 7/5 ' 'Il - - 'h\ ,/{ · ' ' " · ' 

et de même pour les dérivées de χ, ce qui conduit d'abord a la forme 

0v
lt
 - m - ip, v, 4- 0

tt
y ■+■ y <>. 

.Mais les relations d'homogénéité 

ΰ — l'a ('h ι'ίι ^ *ôi ι Όο'4 ι ^oo7·!» » 

Ί Ι ( 0
 Η

 VJ , 4- 0 Q , VJ
 0

 ) , 

J ι - - ,
w;|

 (ji ιΆι + Λι^ο). 

ΰ — l'a ('h ι'ίι ^ *ôi ι Όο'4 ι ^oo7·!» » 

donnent lieu, toutes réductions faites, à la forme définitive suivante : 

x,8; ΰ — l'a ('h ι'ίι ^ *ôi ι Όο'4 ι ^oo7·!» » 
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Otte transformée est surtout remarquable par ce fait quelle ne con-

tient pas la constante m. Son caractère projectif est (l'ailleurs en évi-
dence, car l'ensemble des trois premiers termes, pour deux fonctions 
homogènes quelconques, est un covariant. 4 

Prenons pour les deux variables vj„, ç, celles qui font acquérir à 0 
la forme bicarrée 

'*) 0 2Ar.Jr,21+ x12 

et dont le coefficient A a été donné précédemment [nw 17, < quat. ( ιρ . 
I n tenant compte d'une des relations d'homogénéité et posant, on 
outre. 

Λ — 7-, — ■ un — ι 2m — ί y.Λ — 7-, — ■ un — ι 2m — ί y. 

nous mettons l'équation (28) sous la forme 

5o <v
n

 -t- 2 Λ /,„·/; ,ν
0|

 -f- γ.'Ί v0„ · = ( 2 m - ι- a/// - 2 vr, 

très propre a faire connaître les cas où y est un polynôme entier. 
I.e degré de y étant (2m — 1), ces cas peuvent avoir lieu si m est 

entier, ou moitié d'un entier. 

25 Soit d'abord m entier, et supposons 

ν = i/
0
<" '-h irn - ι}α,7.Γ sr

(
, 

-t- - " air>n r'\ ~τ~· ' "2/«-ι 'ι-t- - " air>n r'\ ~τ~· ' "2/«-ι 'ι 

K11 employant le symbole des combinaisons 

/__ /'./#■-! »...(/* — Η I I» 

C/' ι.·ι.. .η ' 

on trouve, par l'identification des deux membres de (3o), deux sys-
tèmes d'équations, distincts entre eux, contenant l'un les coefficients (/ 
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«riiuliccs pairs, l'autre ceux d'indices impairs; ce sont les suivants : 

w/0 —a2 

vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0 

vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0 

vvC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0 

C >„ , = +· ,+c.;;; >„ 
vC2m1 a2 = C22m a1 

vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0 

»«·."»,«» -t-w »"> +aA<·.;,-+-cu,«>. 

vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0vC2m1 a2 = C22m a1 + 2AC12m-3 a2 + a0 

2AC12m-3 a2 + a0 

D'après la propriété CJJ — C^q, il est manifeste que ces deux sys-
tèmes se changent Γιιη dans l'autre si l'on échange a

u
, a?,,,., entre 

eux, a2 et α.,,η^, as et fl2/„_5, ..a.,,n_2 et a,. Par conséquent, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que l'un et l'autre système soient 
possibles s'exprime par une seule équation, qu'il est inutile d'écrire 
ici sous forme de déterminant, et qui est du degré m par rapport au 
coefficient v. Cette équation satisfaite, on pourra prendre à volonté 
ι m coefficient pair et un coefficient impair. De là le résultat suivant : 

Si la constante y. est choisie parmi les racines d 'une certaine équation, 
dont le degré est m, l'équation (·α8) est satisfaite par un polynôme y 
contenant deux coefficients arbitraires a, h. Si 0 est mis sous la forme 
l icarrêe ( 29), y peut s'écrire 

y — 'àr
in
f(r-,'t·) -f- Ιη,/Κ,γ,-), 

où f est un polynôme entier homogène, du degré (m — 1 ). 
Pour une telle valeur de ;A, l'équation ( 26), où la constante m a la 

même signification, s intègre algébriquement. 

24. On voit pour quelle raison je me suis cru autorisé à introduire 
ici cette digression concernant l'équation (26). F.n permutant les 7, 
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on aura quatre solutions y dont le produit symétrique sera une fonc-
tion entière de x\ par conséquent, nous obtenons une classe d'équa-
tions pour chacune desquelles le produit de quatre solutions est un 
polynôme entier, et qui pourraient être intégrées par l'application des 
procédés généraux exposés dans ce Mémoire. 

Dans le ras qui nous occupe, l'équation (27) admet pour solution 
générale un faisceau de polynouies entiers en ξ, du degré (im — 1). 
D'après le coefficient du second terme, la jacobienne de ce faisceau 
est ; par conséquent, le problème consistant à déterminer γ. et 
qui se résout, comme 011 l'a vu, par une équation du degré m, coïncide 
avec ce problème de pure Algèbre : Étant donnée une forme biquadra-
lique, trouver un faisceau de formes de degré impair (2 m — 1), admet-
tant pour jacobienne la puissance [m — i)i,me de la forme biquadralique. 

M. Cyparissos Stephanos a consacré un Mémoire d'une haute im-
portance (') au problème général consistant à chercher les faisceaux 
qui ont une jacobienne donnée. Il s'agit ici d'un cas particulier de cv 
problème. Ce savant géomètre a fait voir que, si une forme y appartient 
à un faisceau ayant Θ pour jacobienne, le covariant 

Doo,)'m -ΐΘ
01

 v«, -f- θ
η<

ν
00 

est divisible par y. Par l'équation ( 28 ) nous avons obtenu une proposi-
tion analogue coïncidant avec la précédente pour le cas m — 2, à 
savoir : Si la forme y, de degré impair (2 /w — 1), appartient à un faisceau 
avant pour jacobienne la puissance (m — i)Um€ d'une forme biquadra-
lique 0, le covariant 0

oo
y

n
 — 2 0Oi y0, 0, ,j00 reproduit la forme y, et 

réciproquement. 

2b. 11 noussuffira d'appliquer les équations du n° 25 à un exemple, 
le plus simple, m — 2. 

vr/„ = fl2, 3να2 = 2 Aaa π-a„, 
3v2 — 2 A ν — 1 =0, 

Α-^. = 3ν· ïfc = VA'+3. 

Ο Mémoire sur les faisceaux de formes binaires ayant une même jaco-
bienne (Savants étrangers, t. XXVII). 

Journ. de Math. (/|e série), tome I. — FASO. I, 188.*». "j 
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Remplaçant h par l'expression qui résulte de (22) et A par relie qui 
résulte de (19), nous aurons 

;A = -r VT" -+- τ'2 -H τ"2 - ττ' - τ τ" - τ" τ = ? \/Ψ; - Ψ„Ψ
8

. 

Kuvisageant la forme biquadratique η* ψ nous voyons figurer ici, 

sous le radical, son invariant quadratique, et nous pouvons conclure 
en toute généralité que, G étant un polynôme de quatrième degré, et y 
une forme cubique appartenant à 1111 faisceau dont Oest la jacobienne. 
011 a 

^oo.Vl 1 2 y
())
 y

n
 j H- 0| , y

o
„ trr z+z Ί | ~ )'y 

formule dans laquelle I est l'invariant quadratique de G. (!c résultat 
s'accorde avec ce qu'on savait déjà sur ce sujet (1 ). 

«2G. J'ai encore à examiner les cas où, dans (3o), y est un polynôme 
entier, quand m est la moitié d'un entier impair. Mettant in au lieu 
de (itn — ι ), supposons 

y = -H znatXi" 'r, H ——-t- + ... f- «,„<'· 

On trouve ici, comme pour le cas précédent, deux systèmes dis-
tincts contenant l'un les coefficients pairs, l'autre les coefficients im-
pairs. Mais ces deux systèmes diffèrent entre eux. four abréger, 
j'omets de les écrire : ils suivent la même loi que dans le cas précé-
dent, mais la différence porte sur les équations extrêmes. Ici l'on 
pourra trouver la constante de manière à rend m possible seulement 
uncles deux systèmes au choix; l'autre n'aura pour solution qu'un 
ensemble de coefficients nuls. Chacun des deux systèmes présente une 
symétrie par rapport aux coefficients également distants des extrêmes, 
en sorte que l'équation relative au coefficient ν se décompose. Voici 
finalement le résultat : 

L 'équation ( 28) admet pour solution y un polynôme entier et homo-

(') Voir
y
 par exemple, le Mémoire cité de M. Stephanos, p. et 43. 
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gène de degré pair in, si la constante (A est une racine d'une quelconque 

de quatre équations, dont trois sont du degré " ou suivant la parité 

de η, la quatrième du degré ̂  -ι- ι ou n ' · 

Si fJ est mis sous la forme biquadralique (29), les formes dey sont les 
suivantes, ou Τ

Λ
 ( a, b) désigne une fonction homogène, de degré s en a, b 

et symétrique par rapport à ces lettres. 
ι " η pair. — Si μ est racine de l équation de degré " -+- 1, 

y =Tn n20, n21 

Si μ est racine d'une des trois autres équations, y a l'une des formes 
suivantes, dont chacune est relative à une équation 

y ~ ("*·» ) A/.-.(r»«· Λ*· ), 

y — < (y'«1 r,'i )» 

y — y<βyiι (y<ο f1 ) l«-2(y<i·r>ι )· 

2" η anpair. - La quatrième forme correspond à la racine de l'équation 

du degré ; les trois autres aux racines des trois autres équations. 

La constante α étant ainsi choisie, l'équation (26), où l'on remplace 
{·>.m — 1 ) par in, a une solution particulière algébrique. 

*11. Appliqués à l'exemple η — 1, les calculs que je viens d'indi-
quer donnent facilement le résultat que voici : l'équation 

Ψ/' -+- ify+· (:j· - v-A")y = ° 

a pour solution particulière^^ ν'τ — χ si l'on prend JA — τ"— 2tj. 

l a permutation des racines donne les deux autres cas; le quatrième 

η existe pas a cause de = o. 

Pour η - 2, voici le résultat : l'équation 

Ψ/+·ΐΨ'/-Μμ- = ° 

a pour solution particulière γ = V(? — χ)(τ'— χ), si l'on prend 
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•a = '~{'ΐτ — τ — τ'); par permutation on a deux autres cas; enfin, si 

l'on prend a
t
u -- ± y — 6

0
ψ

2
, on aura la solution 

•L -f- i •Li <L <L•L -f- i •Li <L <L 

28. L'équation (aG), qui, si l'on y remplace [un — i) par aw, s'écrit 

ψ/-+-ίψ/+ ·/.—--—ψ" ν-ο, 

n'est, en réalité, pas autre chose que l'équation de Lamé Que l'on λ 
fasse 

ψ (a?) = x( ι — .r)( ι — k2x^, χ = sn'w. 

et qu'on prenne u pour variable indépendante, on obtiendra la trans-
formée; 

η n \ )A sir W H R— — I;JL V, 

ou encore, si l'on fait 

■j{x) = — grr — «J, R ̂  ,|)H : 

d2y/ du2 = +0i"'-?;>·· 

Les cas dont nous nous sommes occupé en dernier lieu, ceux oil n 
est un nombre entier, sont précisément ceux qu'a considérés Lamé. 
Iλ méthode employée ici est très différente de celle qu'a employée 
Lamé, et ne conduit pas moins à la même conclusion, relativement à 
l'existence de quatre équations distinctes pour l'inconnue ;A( 1Quant 
au cas précédent, celui où m est entier, c'est-à-dire où n est la moitié 
d'un entier impair, la conclusion, nous l'avons vu, consiste en ce qu'on 

(') Mémoire sur Γéquilibre des températures dans un ellipsoïde à irais axes 
inégaux {Journal de Math., iro sér., t. IV, p. ι\ i). 
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peut déterminer jj. comme racine d'une équation de degré (» + {), de 
sorte que la solution générale de (26) soit algébrique. Pour l'équation 
de Lamé, celte conclusion se transforme en ceci : la solution générale 

est le produit de ^.P'^ P
ar 11,1 polynôme entier, du degré an, par 

rapport à j>^· .l'avais déjà formulé cette conclusion et donné la trans-

formée (27) dans d'autres occasions ('). Antérieurement, M. Ilriosclii 
avait fait connaître une première indication sur ce sujet (f), et conclu 
nettement plus tard (3). M. Appell a traité aussi le cas η — j(4). Les 
géomètres verront avec plaisir, je pense, dans l'analyse actuelle, la 
réunion de ces deux cas de l'équation de Lamé, en apparence si diffé-
rents, et qui viennent coïncider avec ce problème algébrique : 0 étant 
une forme biquadratique binaire, trouver une autre forme y telle que le 
eovariant 0

on
y,, — 2O+ 0,, v

(
,„ reproduise y. 

42ÎL On pourrait vouloir poursuivre la série de ces recherches, et 
demander d'intégrer une équation du second ordre connaissant le 
produit de cinq, ou six, ou un nombre quelconque de solutions. Les 
formes de degré impair, à partir du cinquième inclusivement, ont des 
covariants linéaires rationnels. Donc en général, le produit d'un 
nombre impair de solutions étant connu, l'équation s'intègre algébri-
quement et rationnellement, ce qui constitue une différence essentielle 
avec le cas où il s'agit de trois solutions seulement. Pour rencontrer 
«les circonstances différentes, il faudra recourir aux formes binaires ex-
ceptionnelles, dont les covariants linéaires rationnels sont identique-
ment nuls. 

De même, pour les formes de degré pair, à partir du sixième inclu-
sivement, il existe des covariants quadratiques rationnels, et, par suite, 

(') Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième 
ordre (Acta mathemalica, t. III, p. 879); et Mémoire sur la réduction des 
équations différentielles linéaires aux formes intégrables (Savants étrangers, 
t. XXVIII, p. io5). 

(*) Comptes rendus, t. LXXXYI, p. 3i5. 
(3) Ibid., t. XCI, p. 319. 
(v) Ibid., t. XCII, p. 1007. 
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des covariants linéaires dont l'irrationnalité est seulement du second 
degré. Par suite, en général, le produit connu d'un nombre pair de 
solutions conduit à l'intégration par l'extraction d'une racine carrée. 
Les l'orn es binaires exceptionnelles dont les covariants quadratiques 
sont nuls fourniront seules des exemples contradictoires. 

Si l'on voulait épuiser le sujet en suivant cette voie, on retrouve-
rait les formes polyédriques dont l'intervention est déjà bien connue dans 
la théorie des équations linéaires du second ordre. Mais je n'ai pas 
l'intention d'y revenir ici, et j«ï vais aborder l'application de ma théorie 
générale aux équations du troisième ordre. 

III. - ÉQUATIONS DU TROISIÈME Oit Dit Κ 

M I;LTI PLICATE uns QUADRATIQUES. 

•"0. Laissant de coté, comme je l'ai déjà dit, les formes quadrat iques, 
nous rencontrons pour premier problème, dans les équations du troi-
sième ordre, celui-ci : Intégrer une équation linéaire du troisième ordre, 
connaissant, en fonction delà variable indépendante, i expression d'une 
forme cubique ternaire composée avec trois solutions inconnues. 

Le principe de la solution peut se résumer ainsi : Calculer pour 
Γ équation adjointe V intégrale qui a pour source la fonction donnée, et 
réduire cette intégrale, forme cubique ternaire, à la forme canonique. Les 
covariants linéaires canoniques fournissent immédiatement les solutions 
cherchées. 

Cette solution est ainsi basée sur une des théories algébriques les plus 
parfaites que nous possédions, celle des formes cubiques ternaires. Il 
s'agit ici de la dégager explicitement pour la réduire en formules sus-
ceptibles d'applications immédiates. 

Au lieu des intégrales cubiques, je considérerai les multiplicateurs 
quadratiques correspondants, ce qui est plus «impie. J'ai indique 
(n° 12) le procédé général pour trouver les équations déterminant un 
multiplicateur. 11 est fondé sur la réduction des produits wyny""'y"m"..., 
où sv est une fonction quelconque de la variable indépendante. Les 
formules de cette réduction pour les produits cubiques ternaires sont 
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les suivantes : 

Πι, 

»7V = --![«y + i («"/)'· 
«yy - - — 2 «yy2 -+- j yy + ( wy2y — -j «/y)\ 

n;v'jy" -. (v/'·14- 3 u>y/2 — 5 «/y -h yyy—#>y/2 — «oo ' 4- j «yy \ 

wyy'y" _ ; ^y» _ £n/y/a 4- J («y/2)'» 

^y/y'"- — «y/'2 -+■ G^y·1 5 w"yY% 4- [wyyy — j(r/:i — ^«oy2)'· 

(ΐτν>": — j tvyy2- ̂ tvyy3 4- J (^yy8)'· 

Parmi les produits qu'on aura à considérer ici, ceux qui ne figurent 
pas dans les six équations immédiatement s'en déduisent par un chan-
gement des accents. Par exemple, pour réduire w/*y, on n'a qu'à 
changer y cny et, par suite, y' en y", y en y " dans la seconde formule. 

La forme linéaire G (y) et le multiplicateur quadratique M (y) étant 
représentés par 

G(y) - g«y"+3g</·+- 'W+g»y< 
M(.v) =py"' + qy* + ry" + ift/y" + o.lyy" + imyy', 

nous effectuons le produit MG; nous réduisons tous les termes suivant 
les formules précédentes, et nous égalons à zéro les coefficients des 
termes irréductibles, c'est-à-dire fournis par la première partie des 
seconds membres de (3i). Ceci, nous l'avons vu (n° 12), doit fournir 
six équations différentielles pour les coefficients de M. Voici ces équa-
tions (en face et à gauche de chacune d'elles, j'ai indiqué la quantité 
irréductible dont on a égale à zéro le coefficient) : 

! '^2) 

y W'+ (£·»/')'-9£,y = °, 

y y* gJ + (gJ'Y- (*g</i + 2 g„q - '\gtp-.ι, 

rv"3 2 g
0
m + (gjf— 6 g, l- g, ρ = o, 

y3 g«r+ Kg»"1)'- 5g,m — "\g,l 
- 2{g,h)' - gji + ±(g.q)" - (g,q)'+ 5g,q - o, 

yy'1 3(g„r)'~ 6g,r + {g
a
m)"- 5{g,m)· 

+ 6g.,m - 5(gjf - ItgJ- (g,h)· + g, q =0, 

y (ί.Γ)·-3(*»·)·+3(
Λ

,·)' 

- 5g,r+2{g,m)'~ 2(g,l)" = o. 
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De ces six équations, les quatre premières donnent explicitement h, l, 
m, r en fonction linéaire de g, q et des dérivées de ρ, q. En substituant 
dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires simultanées 
aux inconnues ρ, q. L'élimination de q entre ces dernières condui-
rait à l'équation filiale en />, qui est du dixième ordre : c'est l'équa-
tion aux cubes (multipliés pargj) des solutions de l'adjointe r(ij) = «. 
Généralement, par le moyen des deux dernières équations, on pourra 
exprimer q en fonction linéaire de ρ et de ses dérivées. Suivant l'hypo-
thèse, 011 connaît ρ; done par là on peut trouver le multiplicateur 
explicitement. 

51. Nous savons que le cas d'exception est celui où Γ équation en 
ρ est d'ordre inférieur à 10. 11 importe de reconnaître comment le 
calcul mettra ce cascn évidence. Mais, pour ce but, je vais faire d'abord 
une simplification. 

J'ai pris G sous la forme complète, afin d'avoir immédiatement les 
éléments les plus commodes pour les applications, où tout changement 
est d'habitude fort gênant. Mais, pour une théorie générale, cet avan-
tage disparaît, et l'on 11'a que l'inconvénient d'allonger les calculs. 
Pour faire l'élimination, je supposerai donc g„ = i, g, — o. La pre-
mière hypothèse est évidemment permise, la seconde implique seule-
ment un changement de ν en αν, α étant une fonction convenablement 
choisie. Ce changement, fait dans G el dans M, n'altère pas la pro-
priété qu'a le produit d'être une exacte dérivée. On pourrait aussi, 
par un changement de la variable indépendante, supposer#., = ο ; mais 
ce changement, sans simplifier beaucoup, présente plusieurs inconvé-
nients, et je ne le ferai pas. Dans le résultat final, comme on verra, il 
nie sera facile de revenir à la supposition que g<. et g, sont quelcon-
ques. 

Dans les équations (32), je fais donc g
0
 = ι, g, = o, je tire A, /, m, r 

des quatre premières, et je substitue dans les deux dernières. J'ordonne 
le résultat par rapport aux dérivées de q, et je mets dans le second 
membre les termes qui contiennent ρ ou ses dérivées, (les termes étant 
inutiles pour mon but, je m'abstiens de les reproduire, et je les désigne 
par des majuscules. Ainsi A, B, C, 1) vont signifier des fonctions li-
néaires d o— 

En outre, je fais disparaître g
3
 en introduisant à sa place la quan-
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tilé ν 
v = 3g'2 - 2g2 

Les équations qui résultent de ce calcul sont les suivantes 

2HY/"+ ;EV/-H i*' g2v + v")q = 11, 

2HY/"+ ;EV/-H i*' g
2
v + v")q = 11, 

provenant respectivement de la sixième et de la cinquième équation. 

32. Ici déjà s'offre un premier cas particulier, celui où ν est identi-
quement nul. Ou le voit, eu ce cas, l'équation finale en ρ se réduit à 
li = o, qui est seulement du septième ordre, et q ne peut être trouvé, 
en fonction de ρ, que par l'équation (33), du troisième ordre. Ce der-
nier fait est. la conséquence du précédent. Trois relations cubiques 
homogènes, à coefficient s constants, linéairement distinctes entre elles, 
ont lieu entre les vj. Donc, de toute nécessité, il existe entre ces quan-
tités une relation quadratique homogène, à coefficients constants. C'est 
bien, en effet., là ce que signifie l'égalité ν = ο, et ι> est cet invariant 
qui, pour la première fois, a été signalé par M. Laguerre ('). L'équa-
tion (33), d'où dépend q

y
 coïncide avec les proposées 0W = o. 

r(vj) = o (qui, en ce cas, coïncident entre elles), sauf le second 
membre A. Il y a donc lieu de revenir à la proposée, qui se ramène à 
l'équation du second ordre 

lin effet, on prouve aisément que les solutions vj sont les produits de 
deux solutions c entre elles. Le problème proposé, en ce cas particu-
lier, consiste donc à intégrer cette équation du second ordre, quand 
ou connaît le produit de six solutions, et nous n'avons plus à nous en 
occuper. 

33. Supposant désormais ν diffèrent de zéro, nous pouvons, par 

* *+" — °· 

» Comptes rendus, l. LXWVIII, p. 116 et άι4· 
Journ. de Math. (/|* série), tome 1. — Fasc. I, i885. 8 
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deux dérivalions, réduire le système (33), (3^) H ne contenir que q et 
q'. Dans ce calcul s'introduit une nouvelle combinaison δ : 

δ - ·1 -g.,r2 -f- 7 e'2 — (ice", 

qui est 1111 invariant fondamental, fournissant avec ν tous les autres 
invariants. Voici le résultat de ce calcul : 

; > » ) 

2HY/"+ ;EV/-H i*' g2v + v")q = 11, 

2HY/"+ ;EV/-H i*' g2v + v")q = 11, 

■+· ( 2* ■+■ i^c"- ~ c<V - l~-c:,e' )(/ 1). 

Le second cas particulier s'offre maintenant: c'est celui où le détermi-
nant des coefficients de q et q est nul. En introduisant les deux inva-
riants et Q 

δ, = >i'iV— 8ftc\ rj — 3 δ, δ'. 

on trouve ce déterminant sous la forme 

;3(i) 12 - 7 J — —— c3 0, — c7 -h - ( 0: 1 (»ci3 ). 

Il ν faut observer que (^ i ~ '^^
1
) est divisible par c, en sorte que 

ii est une fonction en tien1 des coefficients g
2

, g
z
 et de leurs dérivées. 

L'égalité il = 0 exprime qu'entre les η il existe une relation cubique, 
homogène, à coefficients constants. Si elle a lieu, q se trouve donné 
par une seule des équations (33), à volonté, et le multiplicateur se 
trouvera par le moyen d'une quadrature. Dans le cas opposé, les équa-
tions (35) simultanées donnent explicitement q, et le multiplicateur 
sera trouvé sans quadrature. Arrêtons-nous un instant sur l'équation 
D — o. Elle présente cette circonstance qu'exprimant une propriété de 
Γ(τι) = ο, elle contient les coefficients de l'adjointe (J (y) = o. Mais la 
théorie des invariants, à laquelle je renvoie ('), nous enseigne que les 

(1 ) Voir mon Mémoire sur la liéduclimi des équations différentielles, déjà 
cité, chap. III. 
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invariants à, v, ft,, 0 sont communs aux deux équations, sauf change-
ment de signe pour les trois derniers seulement. Il n'y a donc qu'à 
effectuer ce changement ici. De plus, j'ai annoncé que, le calcul fait, 
je rétablirais les coefficients g

0
, g

{
. Effectivement, renvoyant le lecteur 

à la même théorie, j'énonce le résultat suivant : 

Ayant posé 

'· = !»(* )' - - il') ~ (? )' + - l(9 )'· 

(? = (y) ·(!')'+ 7v2 - 6 vv' 

o\ = :w- 8rV, s ^ -ι*r, - 3<ν;\ 

i" on exprime, que trois solutions γ de (j(y) = υ sont liées par une rela-
tion cubique, homogène, à coefficients constants, «M moyen de la relation 

Ω, - 7$ -+- —-cV, - —- e7 4- ' ( vi, — ι(io:t ) o; 

■a" par la relation (3(3) Ω — ο, on exprime que la même propriété a lieu 
pour Γ équation adjointe Γ (r, ) — o. 

Quand on emploie, connue je l'ai fait déjà, la notion de courbe 
attachée à Îéquation, c'est-à-dire lieu du point dont les coordonnées 
homogènes dans le plan sont trois solutions y, alors 12, -- ο exprime 
que celte courbe est du troisième degré, Ω = ο exprime qu'elle est de 
troisième classe. Ce sont, à un autre point de vue, les équations diffé-
rentielles des courbes, soit du troisième degré, soit de la troisième 
classe, de même que ν = ο est l'équation différentielle des coniques. 

54. Revenons au multiplicateur M, qui peut maintenant être « n\i-
sagé comme étant connu, sa source ρ étant donnée. 

D'après le théorème II (n° 9), un invariant de M
3£

0
M, du degré m 

par rapport aux coefficients est de la forme u'n g„p', où p' est le pre-
mier coefficient d'un multiplicateur M' du degré (m — i). Comme \l 



6o G.-ΙΓ. HALPIIEN . 

est quadratique, le seul invariant est le discriminant, et l'on a m — '>. 
Donc le discriminant de wsg

0
M est le premier coefficient de u*g

0
M', M' 

étant un autre multiplicateur quadratique. 11 serait inutile de chercher 
un nouveau multiplicateur par le moyen du discriminant de nsg0M'; 
car toute forme du faisceau u*g0(x M H- λ M') a pour discriminant une 
fonction appartenant au faisceau u*g

0
(*p -+- "kp') ; il est, par conséquent, 

la source d'un multiplicateur appartenant au faisceau κΜ + λΜ'. En 
effet, F étant l'intégrale cubique qui correspond à M, le hessien de 
u% F a la forme u* F', où F' est une nouvelle intégrale cubique. C'est la 
conséquence du théorème I (n° 8). Il suffit de jeter les yeux sur le hes-
sien d'une forme cubique pour reconnaître que M'est le multiplicateur 
correspondant à F'. La proposition résulte alors de ce fait connu que, 
dans le faisceau composé d'une forme cubique ternaire et de sa hessienne. 
chaque forme a pour hessienne une forme du faisceau. 

C'est précisément sur cette propriété qu'est fondée la réduction des 
formes cubiques ternaires. On cherche, dans le faisceau, une forme qui 
coïncide avec sa hessienne; elle est décomposable en facteurs linéaires, 
qui sont les covariants linéaires de la forme canonique. Cette recherche 
pourra se faire sur les multiplicateurs; on cherchera, dans le faisceau 
f*'£

0
(icM -+- λΜ'), une forme dont le discriminant soit idgf /.p -+■ /./>' , 

et la solution s'ensuivra. Nous voyons toutefois cette solution tomber 
en défaut si ce multiplicateur cherché est justement M. Traitons d'abord 
ce cas particulier, qui exigera des quadratures. 

PRODUIT DE TROIS SOLUTIONS. 

55. On sera averti qu'on est en présence de ce cas particulier si l'on 
sait d'avance que la fonction donnée est le produit de trois solutions. 
Si, au contraire, on connaît l'expression d'une forme cubique com-
posée avec trois solutions, sans savoir que cette forme est le produit de 
trois facteurs linéaires, on s'en apercevra par cette circonstance que le 
discriminant de iisg"0M reproduira u^g^p (à un facteur constant près). 
Notons que la même circonstance se présente encore dans le cas que 
caractérise l'équation Si = ο, si ρ n'est pas nul. En effet, en ce cas, il 
existe un multiplicateur à source zéro, par suite une infinité de multi-
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plicateurs ayant une même source. Mais le calcul du multiplicateur, 
comme on Ta vu plus haut, fait nécessairement reconnaître ce cas, 
lorsqu'il a lieu, et nous n'avons pas à insister sur ce point. 

La méthode à suivre est analogue à celle du n° 15. L'intégrale F 
étant le produit de trois intégrales linéaires B, il suffit de considérer, 
dans F, les termes en y" et y' \ soit donc 

F = α
0
γ"Λ -ι- la, v"y 3 α

2
γ"/* + a,/' 4-..., 

on considérera l'équation 

<70z* 3a, s2 + 3atz -f- α, — ο 

pour en conclure la solution 

r, = yztlx. 

Les coefficients a
0

, a,, a
2
 sont connus immédiatement par le multipli-

cateur; quant àa„ il se conclut aisément de la partie qui, dans les 
formules f3i), est composée de dérivées exactes. Le multiplicateur 
étant 

M : .= py* a hyy" h- y/24-..., 

on a, en définitive, 

0a = 1/3 g0p,<*,= \g,h, a< = \g«9< 

«.= » Γ(>β»Α + 3S·.? ~ (g»9Ï - W»\-

APPLICATION. 

5(5. Voici un exemple numérique : Intégrer Véquation 

l'(*î) — V" — pïj
#
 H- (^—-, 4- ̂ ïî — o, 

où k est une constante, sachant qu'une forme cubique, composée avec trois 

solutions vj, a pour expression k*k3 + 1/x3 



CtO. ί; .-IT. IIALPIIO 

Oil a 

gν -y - ^y+( P p. 

// - f + <j ----- ~ - ■ F ), / = -i ( Ρ t ). 

Λ :: - Λ. I — - —f A' + -- )> m — ( '' ι· |· 

Le discriminant pqr-l· 2 him — /1/w2 — qP — r/12 se réduit à 

- k12/4 k3+1/x3 

circonstance qui avertit de ce fait : la Jot me cubique est le produit de 
trois solutions. I/équation en s est la suivante : 

2HY/"+ ;EV/-H i*' g2v + v")q = 11,··(,', -M* -

ou, sous une autre forme, 

( ι·: -. 1 - /, ' ,/ :i ι1 /, ■ ./·'· r·1 =0 

Il en résulte, ω étant une racine cubique de l'unité, 

.r( l — ω2/,2.*·2 ) tl.r rv ./· '.r( l — ω2/,2.*·2 ) tl.r rv ./· ' 

r, (ω/1 4- ' J e~",A''. 

Les trois racines cubiques ω donnent les trois solutions, dont le 

produit est égal à 4- — (' ). 

(1 ) Cet exemple est emprunté à 111011 Mémoire sur ta réduction des équations 
différentielles (p. 180); la même méthode peut s'appliquer à l'équation 

'· --y-*· ~
h
{— )*·""■ 

où η est un entier premier avec 3; il ν a trois solutions dont le produit est ra-
ti on nel. 



ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINÉAIRES. 03 

FORME CUBIQUE TERNAIRE. 

57. Traitons maintenant le ras général du problème. J'admets comme 
bien connue la théorie des formes cubiques ternaires, et je rappelle 
(l'abord les formules dont je vais faire usage. 

J'emploie les mêmes notations et, pour les invariants et covariants, 
les mêmes facteurs numériques que l'on trouve dans Clebscli f Vorle-
sungen iïber Geometrie, bearb. und lierausgegeben von Lindemann, 
p. 5()2 et suiv. j. Je mets seulement les indices ο, i, 2 aux indéterminées 
au lieu de 1, 2, 3, pour rappeler que ces indéterminées sont ici 

•r„ ^ y, .τ, = ν\ Λ\, = ν". 

La forme cubique est désignée par/, ses invariants du quatrième et 
du sixième degré par S et Τ respectivement, sa hessienne par Δ, l'ex-
pression numérique de Δ est le déterminant des dérivées secondes de J\ 
divisé par 3f>. Il y a, en outre, à considérer un covariant φ, dont l'ex-
pression est la suivante : le produit — 2. 34φ est égal au déterminant 
des dérivées secondes de/, bordé par les dérivées premières de Δ. Enfin 
un autre covariant ψ intervient, à savoir 

ι; κ, λ; =,: κ» - S κ* }.a- J'IVA* -

et ce dernier est un combinant pour le faisceau (/, Δ). 
Avec les invariants S, Τ est composée une forme binaire, biquadra-

tique et équianharmonique aux indéterminées κ, λ, que je désigne par 
IJ κ.λ , et qui dans Clebsch est désignée par la lettre G : 

ι; κ, λ; =,: κ» - S κ* }.a- J'IVA* -1/12 S2 y2 

Voici, par le moyen de ces éléments, les résultats que j'ai à rappeler : 
1" La hessienne Δ

χ
>. de la forme κ/-+- Χ Δ est égale à 

(3; δ*> = Ηλδ-Λ/)' 

2° Si κ|λ est racine de Li — o, la forme κ/+ λ Δ est décomposable 
en facteurs linéaires Χ

β
, X,, X

2
, qui sont des covariants irrationnels. 
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V' Les fonctions symétriques de ces facteurs sonl exprimées ainsi : 

•■38) 

χ;+χ;+χ;. [(,-ΐ8^)/-2Ϊ4 .χ;+χ;+χ;. [(,-ΐ8^)/-2Ϊ4 . 

X03 X01 X32 = x;x;x; = ——·* ,- (/+ ;*)'· 

x;xj + x;xj+x;xj- ;
a
 ν, + x; ι- χ; :» 

_ '· λ* .· 
= -ci- ^ 

58. Soit maintenant F une intégrale cubique de (ί ( ν Nous prenons, 
pour la formef, d'après le théorème 1, n" 8,/"= «'F. Le multiplica-
teur quadratique correspondant est M ; nous prenons la forme qua-
dratique A = u*gt M, et nous avons 

A
 = f· 

Mous faisons ensuite Δ = u3 F'et F'est une nouvelle intégrale cubique; 
le multiplicateur correspondant étant désigné par M', nous considérons 

la forme quadratique A' = u*g
9
 M' = · 

Soient/? et // les coefficients dey- dans M et M'respectivement. Les 
coefficients correspondants dans A et A' sont 

a.,., ~ u3g0p — - -ν— -- - y, ι 

Λ» = Μ,^/, = ΐ57| =/12 d3A/ fdx 

De là résulte que a'.
22

 est égal au déterminant des dérivées secondes 
de A, divisé par 12, ce qui peut encore s'exprimer ainsi. Posant 

A = I ciiyX'iXj 
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cît employant les lettres α pour les coefficients de la forme adjointe, 
savoir 

Koo — ι ®oi — βοι^ίΐ» · · · » 
oil aura 

a'22— il ^ «//*//· 

Pour obtenir le coefficient de y® = x\ dans le covariaul f, 011 n'a qu'à 

remplacer, dans le déterminant qui représente ce covariant,/pards dr2 

et Λ par - -jji' Il en résulte, pour ce coefficient, l'expression 

2/3- rj-U aii (lji ι 

ou les lettres a' représentent les coefficients de la forme A' 

A'= la'jjXi.Tj. 

D'après la théorie générale, nous aurons à prendre, dans les covariaul s 
X, les coefficients de y" — χ.,. Il nous faudra donc remplacer, dans les 
formules,/et Δ par jo

2a
, et φ par le coefficient que nous venons 

de considérer. A cause de L'homogénéité, nous pouvons multiplier les 
deux premiers par 3, le second par i2. Ainsi 

y 
Δ 

ο I 

seront remplacés respectivement par 

«as = u*goJ>< 
«as = u*goJ>< 

μ 2 a,ye
/a

 «y, . 

Il reste à exprimer les deux invariants S, Τ par les coefficients de A 
et A'. Pour y parvenir, 011 n'aura qu'à calculer le discriminant de 
/. A 4- λ A'; il s'exprime par a,., et r/

22
 comme Δ

κ
> par Δ et y, au moyen 

de la relation (37). On connaîtra ainsi la forme IJ (*,λ) et le problème 
sera résolu. 

."9. Je vais introduire une modification qui simplifie les calculs dans 
les applications et rend, en outre, les formules symétriques. Au lieu 
de prendre la forme A', j'en considère une autre quelconque A,, du 

Jouru. de Math, (p série). Tome· I. — Fasc. I, iM.'i. 9 
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faisceau *A 4- Λ A', et Γ011 conçoit que l'on puisse parfois en aperce-
voir immédiatement une qui soit plus simple. 

Soient ainsi deux formes conjuguées A et A,; posons 

A = 2 di, TjJTj, A, = 2 bij XiXj, 

1 — ^22* 1\ — ^22» 

1) ,, 1), — „ 2 ^/y|3/y» 

C ~v.jjbjj ; C,
 ;J

 2 [jjjdij. 

Les lettres fi désignent les coefficients delà forme adjointe de A,, 
comme α précédemment pour A. 

Soit l')//| le discrimiiian', calculé comme D et I),, pour la forme 
lA 4- /, A,. Ce discriminant est une fonction conquise dans le faisceau 
/F -r- /,ΐγ II est d'ailleurs composé linéairement avec I), C, C

n
 1),. 

Donc C et C,, comme DetI),, sont comprises dans le même faisceau. 
Désignant par σ, ο;, u\ / et les mêmes lettres affectées de l'indice ι des 
coefficients constants, j'aurai donc 

D= ΪΙ' + ιλΡ,, D, = ω, I\ 

jCsstvP 4- /P,, JC, =n',P,4- Z,P. 

La forme A', considérée tout à l'heure, appartient au faisceau 
; A, A, ). Nous avons donc 

κ Ρ 4->13 = /P 4- /,PM 
d'où résulte 

I — v. 4- 7λ, /, — wX. 

Par cette substitution L ·
ν
'κ, X) se change en une forme Y(/, /, , et, 

d'après (^7), nous aurons 

D„, = /M) i- /'/.C + ûfJC. 

D'ailteurs nous avons aussi 

D„, = /M) i- /'/.C + ûfJC. + ̂ D,. 
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Il suffit maintenant d'identifier ces deux formes de \)tlx pour trouver 

entre les coefficients ci-dessus les relations 

9 + / — o, 7| -+- /, — Ο, (Γ -h Wt :— Ο. 

Nous aurons donc définitivement 

1) = çp -h »»P,, 1),= <7,1',-h '»), I\ 

JC = <rl» — ç\\
9
 -je, -- - <cP, - 7,P. 

Kn outre, la forme V étant équianharmonique, il ν aura encore entre 
les coefficients la relation 

«M, — I??, = 'JIR'2, 

et cette forme elle-même sera 

Y /,/, — — \ 7/7, - (in·/- /; !- '|7//,' -w1 l1 

La comparaison des formes l , Y donne aisément les expressions 
de S. T. 

JS — 'j(Z" 4- OMVj, JT — 2 7 ! H- — 7, '«Λ 

Mu désignant par k une constante arbitraire, et faisant ζ = kug„r
t
, 

nous aurons, au moyen des formules (38), les expressions des fonc-
tions symétriques composées avec les quantités r. Écrivons d'abord 
la seconde 

■'5.5,5,)' = — ^nll'-é':!))".■'5.5,5,)' = — ^nll'-é':!))". 

('boisissant /-par la condition 

*'(· — Is?/: -',x(3-;s5j· 

la formule se réduit à 

V z0ztz.2 — /P /, P
|f 
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où /: /, est racine de V(/,/,) =o. La première formule pourra s'écrire 
de même 

(4o) zl sj 4- sj = mP -h rn
{
 Ρ,, 

et les coefficients constants m, m, sont à calculer. La substitution di-
recte donne immédiatement, à cause de l'expression de S, 

...» __ <w ,3 (ω/-?/,)' 
• 1 '' <)/j { 7i~h our) — (oj/ — ιΙ\Ϋ 

Par symétrie, il en résulte une formule analogue pour m* : il n'y a 
qu'à échanger /, /, : ω, ω,; <7, et changer le signe de w. Mais ce résul-
tat est insuffisant, car l'une seulement des deux racines cubiques 
de m3, m,1 peut être arbitrairement choisie : l'autre doit s'en déduire. 
Pour lever cette difficulté, il suffit de calculer le rapport mimx%

 d'a-
près (Ί8). 

On trouve ainsi, par substitution directe, 

/// (υ/-— |'//| — .ÎtW] 
/// ι ·.</,(?/, to/l 

Lu même temps a lieu la formule symétrique 

m ι w, /; — |7, /, / ;>«»·/-
m 2 /( 7, / — w | /, 

La concordance de ces deux formules se vérifie aisément, en vertu 
de V = o, et il sera plus simple de les remplacer par l'égalité symé-
trique 

m* __ (g,/ —(υ,/,)/, 

m\ (gf| — ial)t ' 

qui suffit à fixer les rapports des racines cubiques de m3 et ni\. Dans 
la suite du calcul j'introduirai encore une constante ρ qui est exprimée 
symétriquement ainsi : 

î ij —* 0 il 7 j / — '.·) j /1 
^ li m * lui* 
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Remarquons aussi que la constante k donne lieu à l'égalité 

k m, 

x 3 - 1/2 S y2 x2 

Il en résulte que la troisième équation (38) nous donne, en dési-

gnant par ψ le coefficient à retenir dans le covariant ψ : 

»:«:+«;«;+«:*:- λ(»:+«:+«;>·=1/w1u 

Il reste à trouver l'expression explicite de ψ. D'après tout ce qui 
précède, nous avons d'abord 

(l': 

Ψ — ~ 7 ψ Τ
 a

i >
 a

ji ~ 7
f
 ( 2<5# ·+■ 3 r*wri ~ n\rj)" ) Ι** 

4- 4- -+- «P, )P. 

I a forme A', à laquelle appartiennent les coefficients a\ est égale 
â r? A 4- ω A,. 11 en résulte d'abord 

loLijdj^àj., = bj24- 2v)b.
Ài

)laiJoiiJ 

= oPlQLijbizbjz 4- Ρ 4- 2ωΡ, )(σΡ 4- ωΡ, ). 

D'autre part, on vérifie sans peine l'égalité 

lciijbl
,bJ,= b.

i
,laijbij ~ - a 4-αη|3Λϋ). 

La quantité 
Q — 2Λ

0
| J^

0
I 4- Λ,, β

οη 

va subsister dans la formule définitive. En substituant dans ('μ) et 
faisant toutes les réductions dont on peut abréger le calcul par raison 
de symétrie, on trouve 

Q — 2Λ0| J^0I 4- Λ,, βοη 
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Donc enfin nous avons pour dernière formule 

4a) z30 z31 + z31 z32+ s\ zi = I[±q + î(*p;+ σ,ρ,)] + -hi™? + m
t
 p.y. 

Les égalités (3ρ), (4o) et (42) déterminent trois quantités ζ qui sont 
respectivement égales à trois quantités ug

0
r

l9

 el Ie problème est com-
plètement achevé. 

. Pour formuler le plus simplement possible le résultat acquis, faisons 
les observations suivantes : 

i° Si nous prenons les discriminants et les invariants C sans les 
coefficients numériques qui se sont introduits ici, en écrivant comme 
il est d'usage 

1") 2.ûf/yK/y, G — ÎLy.jjbjji .. 

il faudra mettre jjT, -ijeo,... à la place de τ, ω. (le changement ne mo-
difie en rien /, /,, ///, m

{
. Il faut seulement remplacer Α par !J ;A. 

2° Si, au lieu d'opérer sur A et A,, 011 opère sur 5 Λ et * A, (s étant 
une fonction quelconque), 1), C sont remplacés par ;'l), f C, ... et (J 
par a'Q. On pourra conserver les formules précédentes en changeant 
seulement Q, si l'on change en même temps les quantités c. Je ferai un 

tel changement dans l'énoncé en prenant f — -^-5—» de façon que le 

calcul porto sur les multiplicateurs eux-mêmes. Voici le résultat 
final. 

ΊΟ. PRODLÈMI-:. — Intégrer Γ équation 

pvr.)- - ν-r< + >yr'< ·+- 'y.·7 ^ 7«7 - o, 

sachant (/u une forme cubique ternaire, composée arec trois suintions r, 
et à coefficients constants, a pour expression six). 

SOLUTION. — On prendra la fonction adjointe (1( y et, par les for-
mules ('h), on calculera uninulliplicaleur M du second degré pour ( 1 r), 
avec ')'/lo(x) pour coefficient de v"2. Soit ΛΪ ce multiplicateur 

M = Σα^γ{ί) v(y), a.,.j= !ty ^( -r ' = P. 
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Ce multiplicateur a un conjugué M, 

m, = 26/;yv>, b,,- = p„ 

jouissant des propriétés suivantes : 
Si Γ on désigne par «, β les coefficients des formes adjointes « M, M, 

2 
®00 ^22 — ^«2^12 ^01^22» ···♦ 

et ifiion prenne les invariants 

1) — — 2>b,-jCt(j, Cj| — 2(2/y ftjj, R| — :ι ̂ bij Bij 

on aura entre ces quantités les relations suivantes où a, ω, w, ... dési-
gnent des constantes 

al) = tP + ojP,, al), = <7, P,-4-o>,P, 

JaC = wP — cP,, JaC, = — qeP, — ^,Ρ. 

La quantité a sera égale à — e°é f» et les coeffcients constants salis-
feront à la relation 

(■13) ωω, — 4<><7, = 3ws. 

On obtiendra donc le conjugué M, en calculant le disciiminanl D de M, 
et prenant pour source P, une fonction arbitraire du faisceau (al), I* . 

On calculera, en outre, la fonction 

Q— ®οοβιι ^ ^Ot βθ i "P ι βοο* 

On prendra une racine l : /, de l'équation, à coefficients constants, 

ω/1 — \ηΙ*Ιχ — GwP/j-t- //J— CO,/; — <», 

e/ deux autres constantes m, w, déterminées par les relations concor-
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da nies 

TO = 6/ Γ ■„ , -1", 

' 1 1 y/| (τ* + ojtr)—( ί-j / — /, )aJ ' 

/M
A
 (Î| / C0|/| )/ 

//»* (J/, — ω/)/, ' 

E/ enfin une dernière constante JJL 

σ/, — ω / σ, / - (ο, 
'X /1 /// * hn -

En fonction de ces diverses quantités, o// trois solutions % de l'é-
quation proposée, «// moyen des racines de Γ équation algébrique 

ίί) 

ί'Χ- (mV-hn^Vf) /;^0 

+ 71 "'."i (''"ï+ σ|1>ϊ) + i'JC"1' + "M11 )J yW 

— (/ Ρ -4- /, Ρ, j1 — ο. 

APPLICATION. 

41. La solution qui vient d'etre exposée n'est pas eu défaut clans le 
cas où φ(a?) est identiquement nul. C'est à ce cas particulier que se 
rapporte l'application numérique suivante : 

Intégrer l'équation 

y VJ + a y G "+- 9 V *3 — «τ τ 1 — °* 

οιι ψ désigne un polynôme du troisième degré 

ψ — ψοιΐ'' —b 3 ψ, Xa ·4· 3 'p>jΧ -h ψ^, 

sachant qu 'il existe entre trois solutions r, une relation homogène du troi-
sième degré, à coefficients constants. 
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I/adjointe est ici 

(,. y j — yv -h y J + ο V / ~ ι „ j V V. 

On pourra aisément, par les équations (32), vérifier le miilliplirateur 
a\ant les eoeffieients suivants : 

μ ο, rj -- ψ, r ψ", h - ο, l - - 2-j/, m - - - ψ', 

M r~ Ψ/» -H ; y .v- - /| ΨΝΝ" - 2·ν>ν. 

Le discriminant de M est — ψΛ ; la quantité a est égale à |· Les 

multiplicateurs conjugués ont donc, pour coefficient de y"2, la quan-
tité y-. 

Voici les coefficients de l'un de ces multiplicateurs : 

p »y , </ V y 7^· ii » ' " â*. ;i* 

// -;,·/>» I — :ιι» yf ' m - .yi^s ' 

On peut abréger les calculs en écrivant les deux multiplicateurs 
ainsi : 

M r- y/- -+- i ψ" y2 -\('ly"+ ΪΨ'/)/. 

M, -= Si·:»'-Hi-y.v)*- h Wf+Λ (ν- y'y''/9 

>ΙΊ'" 

-is yj +- ·. y y » ν .r + yy · 

Kn faisant alors 

y■+■ â fy=x*·y= x0 

on n'altère pas les formes qu'il faut calculer, et l'on opère sur des 
Journ. de Math. ( '|" série}, TOME I.— L'ASC. I, i$xj. ΙΟ 
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coefficients plus simples : 

il.jj - - O, (t,, —= y, f/,κ, j · 

aVi <►, an., — 2y, rte, <>. 

^aa * η yy ♦ ■" I y ·a00 0 

a12 =0«
oa

=L»'ya, 5?,,, O, 

b» = v,'. = A„ r, Λ ( Ε - ). 

/»,
2
= ο, /;

0
, , - b

nt :^λ·-
Parmi les rocffieiciils β, (juntre seulement sont nécessaires : 

iJ·· 3 y ^ y )· ,'«« · ·."· -y y · 

,4.i ·μ y y ♦ · -a y y · 

l), a.nCt.j.j -t- aa,«a, +η2««2« iy"· 

l), * ^oai^oa An i^o ι "+-Λμι|^ι»« - ^V'VV V ' " ^VV 

■ ·{) ' y» y· f'i y ι y» y > » 
( — *ί]ι'ο (>* 

t», -y y - ~» ·» yt ~ y«ya·' 

q-- î<00 11 ϋ -f- y. (, — ~
t
'j y . 

On a, d'ailleurs, 
a P ... P,-,3i». 

Il en résulte 
« = —-J

f
 7 — o, 

». = (3Ψ.Ψ.4. - - 4M» ). <>· ·· (4? - 4»Ψ» )· 

et, d'après (43), 
w t — ' _ ,

î
«

i

 3 ν ( y ι ~ V« Va ) · 
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Si l'on fait /, — 12, l~ ·%/ -h ·},, l'équation Y '/, /, ) = ο se change 

en celle-ci : 

ί Γ» 1 \ mx I Ιψο'-ΐ-ψι)1 ' tal ψ„*4-ψι\ mx I Ιψο'-ΐ-ψι)1 ' tal ψ„*4-ψι 

dont la forme est remarquable ; son premier membre a pour dérivée 
Vt). 

On trouve ensuite 

\ mx I Ιψο'-ΐ-ψι)1 ' tal ψ„*4-ψι\ mx I Ιψο'-ΐ-ψι)1 ' tal ψ„*4-ψι 

(Rangeant r,3 en m,'/;3, et divisant tous les termes de (44) par ψ\ il 
reste 

l4b Y." -«*«+3(3~ -h 1 ')r.' T- 1 - --■».»«»
 =

0; 

Trois solutions r, sont données par Véquation (4b), où t est une racine 
quelconque de {I\ 4 ). 

Le dernier terme de (4(3) peut s'écrire encore d'une autre ma-
nière : 

• 7 ' 
I {M 'Vî _ Ψ« Jψιιψ ( Ο _ ^ 

(V+AI? " (ΨΟ/-F Ψ.)* 

c'est ce qu'on voit immédiatement par l'égalité 

y — α y y = lUfyj — yoVa)' 

DIGRESSION SI R UNE ÉQUATION NU TROISIÈME ORDRE. 

42.Je vais entreprendre maintenant un calcul dont le but est de 
vérifier cette solution, puis de faire connaître les propriétés d'une 
classe d'équations à laquelle appartient celle que je viens d'intégrer. 

Four abréger l'écriture, je mettrai partout dans ce qui suit : 

T*,, - «μ, % | — «ρ Tu — · 
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.l'envisage ers trois quantités ζ déterminées par ' 46), en sorte que, 
posant 

JS| W,|--r-V| h dSj ν I Sj -f- w,| , Sfl ■—-.·„··( .'jl 

on ait pour définition des ζ 

48 S, -» Sa ■ : ^ ~ F- I , s
:|

 «S - ^
 / )S

 , 

où t est une racine de \ "> ). 
La première partie du calcul suivant a pour but d'exprimer y .r, en 

fonction des s. A cet effet, je calcule d'abord les deux quantités 

Vi i*i ii , V·· τ*· ii i\ iο ^;ι * 

Les expressions de Sa et S, me donnent, sous forme homogène. 

ίί) ' V V ' lS - ·> · · 

Observons maintenant que l'équation (4 V, peut s'écrire 

■ »«) 
y [t : y Kt ) — y t ~ ~ - o, 

comme on peut le vérifier sans calcul, grâce à cette propriété que les 
premiers membres possèdent, de reproduire ψ ({) par une dérivation. 
D'après (5o), on peut transformer (4q) en cette autre : 

r»o 'V VIL — γΓ;£Γ A — -t; · 

Prenant les expressions 4<)) d ■ r>1 ) 6e y"y' / ) et de ψ "-y (/ pour les 
substituer dans l'identité 

r>») o y y 11 j -t— J \ L) — J y ( / j y ι / ! y —· 9. . ι ^ y
(l
 y ,j 4- 2 y ( — ) J „ y, -J;, 

nous trouvons ce résultat 

Λί'((Ι 'LA "f" Ψ1* Άι'ΐΑ C-· I ;iC C:» ' C« 
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D'autre part, suivant (47) et (48)» nous avons aussi 

Ο·"» q«/· χ?—s;i l HS 

L'expression de S
a
 nous donne \J'(x) qui, sous forme homogène, 

sera 

' ;V> γ{χ) - VU). 

L'identité 

y ) ~~ y y \ J — · ν y 1 y# ) 

donne ψ'(.τ), et enfin l'identité (-»2), où l'on mettra χ au lieu de /, 
donnera ψ(.ι·). Son expression, rendue homogène, prend la forme 

t 

V -*'/ t'4$- 3S;SÎ -H /|S,S; - OS, S,S, + SJ';: 

la parenthèse contient le discriminant de (s8-- 3 S, c'- -f- — S., y ; 
par suite, 

(>',i y. χ J _ — 7,^37 ι'"·" *lM*l ~ *3 ) 1*3 *ojJ · 

Remarquons, en passant, que cette expression simple du discrimi-
nant conduit, pour la résolution de l'équation du troisième degré (4(i , 
suivant la méthode usitée, à un résultat peu compliqué que voici : 

Y,3 = a -+■ A -+- B, 

Β ) Y/ 'Λ Ηψι)" Ψο'~1"Ψι. V (ψυ ' ~t-Ψι )"'Β ) Y/ 'Λ Ηψι)" Ψο'~1"Ψι. V (ψυ ' ~t-Ψι )"' 

où les deux racines cubiques doivent être extraites de manière que 
A -l· Β reste fini pour χ infini. 
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15. Κι» différentiant les équations nous avons 

_U S i'i ~L_ *· fî /> _U S i'i ~L_ *· fî /> 

s

o (
 5

 « +■
 5

u ) r
1

 ■+■
 5

1 (
 5

a ) ' '· -l·-
 5

-j ( - il -i- s, ) ' * - 1
 7~~y ' 

^ 4. i .ι. *4 .·, o. 
YiD Yil ',·> 

Le déterminant de ors équations aux inconnues ~ est la racine 
carrée H du discriminant 

/.M) « - (s.- «m - »,)(»» - *.) - a.3»f - J. 

comme on vient tic le trouver. Les inconnues s'expriment ainsi : 

40 1 3y0 
'*,« """ H ' 

les autres formules se déduisent par permutation circulaire sur les in-
dices ο, ι, 2. 

Soit Y 1111e fonction quelconque de Y.; sa dérivée par rapport à R 

sera donnée par l'égalité 

><i) RY' =ύ / f"tL I — 5
3

) 4- \ ,y,,(5
3
 — V -f- \

2

y
ia

{5„ — =,:|. 

Y °1 χ ';i \ — (J1Y °1 χ ';i \ — (J1 

Kn prenant deux fois de suite la dérivée de la même manière, on ob-
tient une égalité de cette forme 

R/R'RY') = 3y0 y0l+y1 L 

où L contient seulement les lettres r
M
 ζ et les dérivées partielles de Y ; 

son expression sera écrite plus loin. Si maintenant on tient compte 

de (55) qui donne, à un facteur constant près, ψ (a?)* pour H, on a 
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facilement, au lieu de la dernière égalité, 

y-+ , ,yy,_ _ I * |„ 

En vertu de ( 53) et (■>(>_!, nous avons scmblal>lement une égalité de 
la forme 

y-+ , ,yy,_ _ I * |„y-+ , ,yy,_ _ I * |„ 

el, d'après .551, 

' ' V ψ(.·ή " I 1' ' V ψ(.·ή " I 1 

De là résulte 

( η ) 

ψγ'''-t- î-yv+tj + %γ/\'+[i<y\ 

■ - - - -'ίτ-Γ-Τί1' - ,8*Μ - e.3'.SRY). 

La c[uantité L provient de l'opération 

r<5· - +r>A*2 — 5»)^- +*!a(5b - ζ*)^> 

répétée trois lois de suite. Elle se compose de trois parties suivant 
l'ordre des dérivées partielles qui ν figurent. Dénotant ces dérivées 
par des indices et écrivant seulement le type de chaque sorte de terme, 
nous aurons 

L — L, ~f~ l'j -t— L
|t 

L, -

^ 000τι[! I-I ;i) ' 
3 ^ 001 Ttûril (z1 - z2 z2-z1 

_ί~ 3\ οΐ(Τ
ι9

τ
(
 j (3, — w

2
) (3

2
— 3

0
)-

-i 6YoiîTn»Ti|riî(5| ^i)(5î 5θ)(50 -*l ) 

d autres tenues 

par permutation des indire*, 

Ls = 
3W,G(-,—

 z
i) [("l— 3J)2-+- 3(23, 3

2

— 3 | Z
0

 3j3
0
)J 

-3Yiî
T
d

Y
iî[(

5
o— Zy) (3

t

 — Sf)(Zi 3„) 

-t- 3 (Zy — 3
2
) (3 3* — 3„ 3, — 3, 3j — 3

2
 3

0
)] 

-+- 4 autres termes. 

L, V qr,
0

[(3j — 3j V -H 9(3, — 3
2

) ( 3jJ — 25q 3, — 2 3q3, )] -+- 2 autrès 101*111es. 
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La quantité M est simplement 

M Y„Y,„' s, — 5e) [ io(:, z.j 4- s3s„ -h s,,ζ, ι — sjj-- z~ — z~, y- *2 termes. 

Kniin lt est déjà connu. On vérifiera sans peine, en formant le coeffi-
cient de ^,,, Tidentite 

1 - « H— M H- 81t( Y
 0

r.|) H- Y , γ,, -f- ^ γ
2

 - - o. 

d'après laquelle la parenthèse du second membre de v >7 pourra s'écrire 

L
;
, -h L

a
 -- (18a -4-1) M - 8(8 ιβY -+- V

0
r,

0
 -h Y, y, V.y. H. 

Si l'on suppose Y = C
0

Y,„ -h C,R
(|

 -f- c.,r,2, où les c sont des constantes 
arbitraires, et, en outre, a. - — β — — cette quantité sera nulle. 
Quant au premier membre de (07^, il devient 

y 1 -h ./y \ 4- ,,'y ï — —y Λ ; 

c'est précisément celui de l'équation différentielle dont nous étions 
partis d'abord. La solution de cette équation est ainsi vérifiée. 

il. Je vais maintenant envisager une équation plus générale. Je 
ferai 

ir fj η ( // -3m ί // - ! ιir fj η ( // -3m ί // - ! ι 

et le premier membre de (07) prendra la forme 

(i Y , = ·:Υ'"4- ' (ι - -)ύ"Υ" - '"· ;,.y γ. 

Supposant, en outre, que Y soit une fonction homogène en Y,,, Y,
M

 Y., 

et du degré (,\n — 3), j'aurai, à cause de cette homogénéité, 

(i Y , = ·:Υ'"4- ' (ι - -)ύ"Υ" - '"· ;,.y γ.(i Y , = ·:Υ'"4- ' (ι - -)ύ"Υ" - '"· ;,.y γ. 

~i~ '^\Tl !;(//-+- | )lt^
 0

R.,| -f- \ , Y, | -+- \ 2 Y,2 ) J. 
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l/équation aux dérivées partielles, obtenue ici comme transformée de 
G r- o

f
 peut revêtir des formes diverses à cause de l'homogénéité attri-

buée à Y. Pour reconnaître l'identité de deux formes, d'apparence 
différente, le plus simple est de les ramener toutes deux à ne contenir 
que des dérivées du troisième ordre par le moyen des égalités 

(4^ Ο; '|Λ ·|/^ι~- ^ oo/^o ι si^i ι r<'i · · · · 

ν | Λ _ ^ îj L— ^ o/>r<o "+"···· 

Le premier membre étant écrit sous l'une ou l'autre des formes sym-
boliques 

V [ΣΑ,τ.,Υ/jW-h- [ib/r./Y/]w +- {η - O^CV^/V/. 

4(V/-^}l- = r2P/r)/
Y,]f), 

on aura 

58 

l'oeo — 4( :^)^ooe 'l^oo f'O» 

P..,— 'l ( 'l " a Pou ' 2 Bo | j -f-
 a

( 2Îi
0
 H-C, j, 

Poil! — 4 ( \N — ·>) A
0I2

 H- 3 ' 130I Iba "l·" ΡΣΟ) H~ l (*'<» W· 

Mettons, pour les coefficients A, B, C, ceux de la forme ci-dessus, en 
observant que les derniers peuvent s'écrire ainsi 

0„ = {η -h 1 ) y ο -h i{n -f- 4)R> 

où y„ est le coefficient de Y
0
r,

0
 dans M. Prenons maintenant les nou-

veaux coefficients suivants : 

A000= A000 + R/8 + yo /16 

A000= A000 + R/8 + yo /16 

R 1 y y1 + y3 
««la— -*oia 8 ,6 3 ' 

B'oo " Poo-1-21/8R + 9/12 

"01 B
0

, H gil -4-
 a

 , 

('o~ O· 
Juurn. de Math. (4e série), tome I. — Fasc. I, 1885 I I 
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En mettant ces coefficients A', IV, C dans (.58), au lieu de A, Ώ, C, 011 
trouve les mêmes quantités P. Nous avons donc, pour transformée de 
G(Y) — o, cette équation (écrite symboliquement 

' Ml) O 1 »»u ζ | _t"" Ζ | »· 2 -4- »0 — ·» ~l~ V J ·+· «> ·> « 

dans les coefficients de laquelle la constante η a disparu. 
Voici quels sont les coefficients, en mettant, pour abréger, 

11 '^0 *\)\* I ""!■z2 - z3 

S I O 1 »»u ζ | _t"" Ζ | »· 2 -4- »0 — ·» ~l~ V J ·+· «> ·> « 

R S 
' Il 110 " ("I **2) "I" |(>'W' "2 S 

7 ««» "2! '"2 h 11> " ;{ 

Λ«Μ — Λ '~ Γ-· ' — 5» "+ η " 7ϋ 1 1 

A/012 2R 

b|||> ) 3Ι 3., i {) ' " *2 .(-■«l-'a 3, S, -2^0 ■ "Γ*
 H

 Κ |
(
-.S Γ, Γ

:
 , 

!>„, — 2\·*'ι> "Ί /· ' ~ "Ό ~'u "i -Ί v2 , χ1* "ο *ι · 

Il faut avoir soin d'observer que les autres coefficients se déduisent des 
précédents par permutation circulaire des indices, en sorte que 
l'échange de deux indices produit 1111 changement des signes. Ainsi, 
en échangeant les indices o, 1, 011 change A],,, en — A'

0I(|
, J>

0)
 en 

- h;„, etc. 

lo. L'équation ( j<)) jouit de la propriété suivante : elle admet pour 
solutions une infinité de polynômes entiers par rapport aux variables /. 

Soit η un entier quelconque, positif et premier avec 3 : il existe trois di-
ces polynômes, ayant pour degré \n — 3. Si η est multiple de }, plus 1. 
ces trois polynômes ont les formes 

^ υ I' ~, 3 ,, *' j » r, | l· ' ·»> |, ν, «· „ , /
 a

 l· ( Ζ ι, Ζ
 0

, 51 j, 
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où F est un polynôme entier du degré , symétrique par rapport 

aux deux dernières lettres. Si η est multiple de 3, plus 2, les formes sont 

rl F ' 3
0

, s,, s, 1, .. , où F est du degré - ' γ - et jouit de la même symétrie. 

Par conséquent, Γ équation 

Go vï + :,V > - ·„·jv * - V *=<». 

où y est un polynôme du troisième degré, et η un entier, premier avec 3, 
est intégrable algébriquement (on va voir dans un instant que 11 peut 
cire négatif·. 

('.cite proposition me semble difficile à établir sur l'équation (Go) elle-
même. Je l'ai démontrée dans mon Mémoire sur la réduction des équations 
différentielles (') à propos de l'équation qui se déduit de (Go), quand 

on prend, pour variable indépendante, l'intégrale j - = · Î.a théorie des 

fonctions elliptiques fournit, pour cet objet, des procédés très faciles. 
Mais la proposition admise, 011 a, par l'équation (5p), un moyen assez, 
simple de déterminer le polynôme F dans chaque cas particulier. Il 
suffit, eu effet, en substituant l'intégrale à coefficients indéterminés, de 
prendre un petit nombre de termes pour déterminer les coefficients. De 
plus, si l'on substitue r,„F OUYJJF, suivant le cas, dans le premier 
membre de (.><)), le résultat contient le facteur 

7
0

(C| S 2) ^u'^i "*2;» 

et, ce facteur supprimé, il reste un polynôme entier par rapport aux c 
seulement, symétrique en s,, z2. J'ai vérifié de cette manière et par un 
calcul très rapide, pour le cas η = 2, la solution 

\ — r'o(^o " 5*1 ·)Z.j , 

trouvée autrement dans le Mémoire cité; j'ai calculé encore cette autre, 

(') Page 291. 



Hi Γ..-II. HALPHEN. 

pour η — 4» 

1 - - Γ0-·0 I'} '·» "I ' -'j 

— I J-
u
(sj H- s") -H '2 |r

0
C, Z

2
 -+- 7(5, H- c

2
;3 J. 

46. L'équation (1) se change en son adjointe quand 011 change η 
en — rt; si l'on appelle Y, Ζ deux solutions de (10), on aura une solu-
tion .T de l'adjointe ainsi 

5,- Ψ'(ΥΖ'-ΖΥ'). 

Si maintenant on tient compte de ce que ψ* diffère de R seulement 
par un facteur constant, et que l'on fasse usage de la formule (56), on 
reconnaîtra l'exactitude de l'énoncé suivant : 

L'équation (59) admet encore une infinité de solutions rationnelles. 
d'une seconde forme, comme il suit : soient Ζ, Τ deux des polynômes, de 
la première forme, et du même degré \n 3, on en déduira la solution 

Y = I loll (2 5, νβ — V J ) (Z0 Γ, · Ζ, Ίο) - r T4,rt|(a5e «ι — ·3·ι) (Zjl 2 - Z2 1 I ) I 

Cette équation Y est aussi une solution de l'équation (do) quand on y 
a changé η en — n, et que Von considère les yi comme exprimés en χ par le 
moyen des relations (48). On peut alors supprimer le dénominateur de 
Y, qui est une constante. 

D'après la forme de la solution ainsi trouvée pour l'équation diffé-
rentielle (60), dans laquelle η est entier, positif ou négatif, et premier 
avec 3, il est manifeste que le produit des trois solutions particulières 
envisagées est fonction entière de x. Ainsi cette équation a toujours des 
multiplicateurs quadratiques à coefficients entiers. 

CONCLUSION. 

Si l'on voulait poursuivre la série naturelle de ces recherches, soit 
sur les équations du troisième ordre, soit sur les équations d'ordre su-
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péricur, 011 rencontrerait la circonstance déjà signalée pour les équa-
tions du second ordre au n°29 de ce Mémoire. Les formes ternaires, 
au-dessus du troisième degré, admettent, suivant la parité de leur 
degré, des covariants rationnels, soit linéaires, soit quadratiques, et les 
formes quaternaires présentent la même circonstance pour le troisième 
degré inclusivement. C'est donc seulement par la théorie des formes 
singulières que l'on pourra trouver de nouveaux exemples d'équations 
différentielles intégrablcs algébriquement et cependant irréductibles. 
Ainsi, malgré l'apparente étendue du sujet proposé en tête du présent 
Mémoire, une fois les formes quadratiques exclues, si l'on met de coté 
aussi les formes singulières, dont les covariants linéaires ou quadrati-
ques sont identiquement nuls, on n'a pas d'autres cas à traiter que 
ceux mêmes dont l'étude vient d'être faite. Quant au problème con-
cernant les formes quadratiques, j'ai l'intention de le traiter dans un 
autre Mémoire. 


