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Sur un probleme concernant les équations différentielles
! /4

linéaires;

Par M. G.-H. HALPHEN.

INTRODUCTION.

St, entre diverses solutions d’une méme équation differentielle lincaire,
solutions d’ailleurs inconnues, il existe une relation connue, quel profit
peut-on en tirer pour lintégration?

A cette question, d’un caractére si indéterminé, la réponse est que, en
general, on peut trouver explicitement, sans aucune intégration, les solu-
tions qui figurent dans la relation donnée. Effectivement, si 'on diffe-
rentie continuellement cette relation, en abaissant les dérivées des
inconnues au-dessons de I'ordre de I'équation différentielle, on par-
viendra a des relations en nombre suffisant pour déterminer ces
inconnues par des équations simultanées. Ce raisonnement, tout élé-
wentaire, ne suppose méme pas que l'équation différentielle soit
linéaire. Toutefois, quand il s’agit d’une équation linéaire, la conclu-
sion se compléte : si la relation donnée a lieu entre des solutions en
nombre égal & 'ordre de I'éguation, celte équation s'intégre complete-
ment.

Ces généralités, on en conviendra sans peine, ne sont guére instrue-
tives. Elles laissent dans I'obscurité les cas d’exception; elles entrainent
a des calculs impraticables, sauf pour des exemples faits exprés et
dénués d'intérét. La méthode désirable devra, au contraive, fournir
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d’elle-méme des exemples intéressants, et mettre en lumiére les cas
exceptionnel-,

Pour ce but, je restreins la question au cas ou la relation donnée
est algébrique par rapport aux quantités inconnues.

Désignons, d’'une maniére générale, par la notation y,(y) un poly-
nome homogéne, de degre p, a coefficients constants, formé avec
diverses indéterminées y,, y,, .... Considérons ces indéterminées
comme des solutions d’une équation différentielle linéaire donnée;
ct, les lettres A représentant des fonctions de la variable indépen-
dante, toutes connues, supposons donnée la relation

0 DoY) s V) A+ s (V) 0

Chacun des polynomes y,(y) satisfait & une équation difterenticlle
linéaire que 'on peut former; c'est I'équation aux puissances piome
des solutions de la proposée. Ia relation donuée peut donce étre envi-
sagée comme ayant lieu entre les solutions de diverses équations
linéaires données. Sa forme lincaire rend aisée la discussion du résul-
tat. En général, Y,, Y,, Y,, ... étant des solutions inconnues de
diverses équations linéaires données (sans second membre) toutes
différentes, ct ces solutions satisfaisant a la relation

\’o’i" \.|+\-2+-~.:).,

on pourra déterminer ces solutions en résolvant un systéme d’équa-
tions simultanées du premier degré, sauf le cas d’exception snivant :
s'il existe un ou plusieurs systémes de solutions Z,, Z,, Z,, ... des
mémes équations respectivement, qui satisfassent a la relation

Zo'f'z.“l' Z;_»-!'-...::();

alors les Y dépendront d’une équation différenticlle linéaire, i second
membre, dont I'ordre égalera le nombre des systémes Z.

Appliquant ceci a I'équation (1), ou chaque produit Ay (y) est une
quantité telle que Y, nous pouvons conclure de la sorte : Etant
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donnée une relation algébrique entre les solutions inconnues d’une
équation différentielle linéaire, on en déduira, en fonction de la va-
riable indépendante, 1'expression de polynomes entiers, homogénes
et 4 coefficients constants, composés avec ces solutions. Ceci est dit
sous réserve des cas exceptionnels, dont je parlerai plus loin.

Par ces considérations, le probléme général, concernant les relations
algébriques données entre les solutions inconnues, est ramené a ce cas
particulier : Intégrer une équation différentielle linéaire, quand on con-
nait, en fonclion de la variable indépendante, I’ expression d’un polynéme
entier, homogene, a coefficients constants, formé avec les solutions in-
connues.

C'est i ce probléme qu’est consacré le présent Mémoire. I’y em-
ploierai une méthode nouvelle fondée sur la considération des cova-
riants des formes algébriques. Mais examinons ici ce qu’indique I'ana.
lyse générale, rappelée au début et fondée seulement sur I'élimination.

Soient n I'ordre de I'équation différentielle, p le degré du polynome
/. ¢ty enoutre,

N = ll(ll—i—_l)(ll —+—»_.0:)...(n+/;—-l)
- 1.a.3...p

On donne I'expression explicite de y en fonction de la variable indé-
pendante; soit A cette fonction. Les dérivations successives donnent

. b JA ! > / 4
( 2) L7570 .ym 5= =, ym ym Dy dr =%, ...
4): (h Loywdy, —

m.

\D

Les équations obtenues ainsi contiennent, dans leurs premiers mem-
bres, les polaires de y, formées avec les y/, y”, ..., . Le nombre
total de ces polaires, la forme y y comprise, est N. Si 'on s’arréte 4 la
dérivée d’ordre N, on a des équations en nombre N +1, qui permet-
tent I'élimination de toutes ces polaires. Le résultat de I'élimination est
ainsi une équation linéaire, d’ordre N, a laquelle doit satisfaire . C'est
Véquation aux puissances p*™, Par hypothése, 1 satisfait a cette équa-
tion.

Il est manifeste que toute dérivation ultérieure est dés lors superflue.
Les équations résultant des N — 1 premiéres dérivations sont seules 4
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considérer. Avec la proposée y = 1, on a, en tout, N équations. Si v
est le nombre des quantités y figurant dans y, ces quantités, avec leurs
dérivées, donnent nv inconnues, qu'on pourra trouver par la si nv ne
dépasse pas N.

Prenons, pour v, son maximum n. Le nombre »n* n'est supéricur a

N que si p est moindre que 3. Donc, en général, la connaissance, en
Jonction de la variable indépendante, d’un polyndme y(y), de degré au
moins égala 3, entralne I'intégration compléte de I’ équation, sanf d’abord
le cas d’exception ol ce polyndme ne contient pas autant d’indéter-
minées qu'il y a d’unités dans l'ordre de I'équation. En ce cas particu-
lier, on trouve seulement pareil nombre de solutions, Mais, en outre,
I'analvse précédente fait encore conmaitre un autre cas d’exception:
c'est celui dans lequel les N — 1 premiéres dérivations conduisent i
moins de N — 1 équations distinctes.

En ce cas, I'équation aux puissances pi“ms'abaisse A un ordre N — £,
moindre que N, et il existe, entre les solutions del'équation proposée,
£ relations homogénes, i coefficients constants, ct du degré p. Le
nombre des équations (2) est sculement N —£&; mais il existe, en
méme temps, £ systémes d’éguations analogues, ot % est réduit a zéro.
On démontre trés facilement que ces équations permettent de trouver
fes inconnues y, toutes les fois que les £ polynomes, analogues a y, ne
sont pas les produits d'un méme polyndéme du second degré par
d'autres polynomes. Ainsi, le degréde y étant aumoins égal 4 3, voici
le seul cas ou I'on ne puisse trouver, par I'élimination, les solutions
qui figurent dans y : c’est le cas ou I'expression de ce polynome par fa
variable indépendante se réduit i zéro, ou ce polyndome se décompose
en facteurs dont I'un est du second degré, ot enfin c’est ce dernier
facteur qui est nul. 11 s’agit, on le voit, d'une équation dilférenticlle
linéaire entre les solutions de laquelle existe une relation quadratique
a coefficients constants, ct sur laquelle, en définitive, on ne fournit
ancun autre renseignement,

Cette exception se range dans le cas ou le degré du polynéme y est
égal a 2, cas auquel la conclusion précédente ne peut s’appliquer. La
connaissance d'une forme quadratique, composée avec les solutions,
n’entraine pas l'intégration. Elle conduit i faire connaitre les solutions
qui v figurent dans le cas seulement ou ces solutions sont en nombre
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au plus égal a -‘—;— Par exemple, pour une équation du troisieme

ordre, la connaissance du produit de deux solutions suffira pour faire
trouver ces deux solulions, sauf encore le cas ou trois solutions quel-
conques sont liées par une relation quadratique 4 coefficients con-
stants, et dans lequel une quadrature sera nécessaire.

Pour les formes quadratiques, on le voit, le probléme est d’une na-
ture toute spéciale, I"ai rencontré, dans I'étude de ce probléme parti-
culier, de nombreux résultats que je crois dignes d'intérét, mais que
je me réserve de traiter a part dans un autre travail.

Revenons au probléme ou I'on donne la relation (1), contenant an
moins deux polyndmes y distincts. Des considérations de méme nature
font reconnaitre que les dérivations successives fournissent assez d'é-
quations pour déterminer les inconnues. En résumé, étant donnée une
relation algébrique entre diverses solutions d’une équation différen-
tielle linéaire, ’élimination suffit & faire connaitre ces solutions, sauf
un cas d’exception unique : celui ou la relation consiste en un pols-
nome du second degré, homogéne, i coefficients constants, égalé a
7610,

Le Mémoire actuel est divisé en trois Parties contenant successive-
ment la Theorie gencrale, \es Equations du second ordre, \es Equations
du trotsiéme ordre.

I. — THEORIE GENERALE.

INTEGRALES NON LINEAIRES,

L. En méme temps qu'une équation linéaire quelconque, j'aurai ici
4 considérer son adjointe. Rappelons succinctement, d’aprés Iagrange,
ce que c'est que deux fonctions linéaires adjointes.

Les lettres gy, gy, ..., 7o, ¥1» ... désignant desfonctions données dc
la variable indépendante x; y et 7, des fonctions indéterminées de cette
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méme variable, considérons les deux combinaisons linéaires

nin — ,
Gv)—=g W +ng vVt gy g, YV + g,
. e nin—u) - ,
U(n) 22 o™  pyy a0 4 e —ayn®™D ey, o

Ces deux fonctions G(y), I'(n) sont dites adjocntes I'une de V'autre, s'il
existe une troisiéme fonction B(v,+), linéaire et homogene par rap-
port ay, ¥, ..., y"=" d’une part, par rapport aussi a =, ', ..., """
d’autre part, telle qu'on ait identiquement, c'est-a-dire quelles que
soient les deux fonctions y, ,

1) rG(v)+ = 1)" YyVn) =B (y,).

Cetle condition détermine complétement l'une des deux fonctions
G(y), T (%) quand on se donne 'autre arbitrairement. La liaison est
exprimée par I'nn ou I'autre des deux syvstémes suivants, i volonté,

Vo= oo o= Tos

voms— g+ g'”‘ L=—"1+ ‘;;,.

V2T S 20: + gu’ 2= a2V, 4+ T
vy — gt ) ‘30 +0n’ a7 — Yy + 3 )).,l e

Laloi de ces équations est manifeste, et elle peut se résumer encore
ainsi :

n{n—1,

-~ -t \n-2 A} e

P(n) = (gon " — n(gn)" ™+ == (Gan) " e (= 1) R{g o) + (=) g,
nin—1) . .

NI W o op \{=1} IRATS N S n—2 g “ . / -3

Gy)= v, vi™ —n(yn) + - (yay /"o (—0)"nlyy o) + (=0 Y-

Les deux fonctions G(y), T'(#) élant composées de la sorte, la rela-
tion (3) est vérifiée par une fonction B, qui, écrite sous I'une ou 'autre
des formes

B == , /n-l) ‘fj'),(n-z) + ﬁa)’m—:’) IR (_ 1)”"5"_ -»)"-‘f- (__ l)” - ‘6”7 ’),'

)
W= b — bor™ e b (= 1 b’ + (= 110y,
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a les cocfficients suivants @

fd — "
[‘J'a"'gu"’
L e .
\5,‘..,. Sot) — NGt
R nin- 1y
L4 f ’ ”_ T ’-L- — s,
Y)Y = (gor) —n'gyr. - e E L
nin- -1 nin 1y 2)
] / ! X ) ( v Lo P
',41“’ La® | n gyry + , 8127 T 2.3 ST
ll“ = ."0"'0
’ \I ar
by="v) —nv.
. nin —u
— /~o ’ ” — /n 4 ’ —— e s ——— 8 ’
l':!— :".}/\ n‘:"‘ 1.2 ‘:"
. nin—u). nin-—=1)ytn )
— /.; f'"'__ [ ’ ".4__ o— —— - & ! e e e e~ ’
ba="ny, ey o= 1.2 c2) 1.2.3 EAK

...............................................................

Si, an lien de laisser # indéterminée, on remplace cette lettre par
une solution particuliere de I'équation I'{v) = o, il résulte de (3 ) que,
en égalant B i une constante arbitraire, on obtient une intégrale pre-
micre de 'équation G(y) = o.

2. Supposons 7, remplacée successivement par z solutions, distinctes
entre elles, de Péquation I°(+) = o, #,, %4, ..., %,. Soient abréviative-
ment

B,=B(y,%), B.=DB(yy%a)y ... B,=B{v,7,.

Prenons un polynéme, de degré quelconque, homogéne, i coeffi-
cients constants, ou les indéterminées soient B,, B,, ..., B,. En éga-
lant & une constante arbitraire ce polynome x(B), on aura encore une
intégrale premiére de I'équation G(y) = o. Cette intégrale, on le voit,
est homogéne et du méme degré par rapport a y-", yi*-2 1y y
que x(B) par rapport aux lettres B. I.es coefficients sont des fonctions
de la variable indépendante. De telles intégrales ont déja été envi-

Journ, de Math, (4* séric), tome 1. — Fasc. |, 1885, 3
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sagées par M. Darboux dans un lravail trés remarquable (') auquel
J'emprunterai plus loin un résultat important,

Ce quil faut tout d'abord observer dams cette intégrale, que je
désignerai par F, c’est la composition du coefficient de la plus haute
puissance de y*=", D'apreés la premicre forme de B et Uexpression de
2oy sipest ledegré de¥, le coelticient de [y V17 est égal a ghy (7). Si
done, sans comnaitre d'ailleurs «,, 7y, ..., 7,, on connait U'expression
en x d’un polyndme homogene, i cocfficients constants et de degré p,
ou les indéterminées soient les solutions 7 de T'(n) = o, on connaitra
du méme coup le premier coefficient d'une intégrale F, du méme
degré p, pour G(y)=o.

Au moyen des formules (3), on peut reconnaitre, et je mountrerai
dailleurs plus loin d’une autre maniére et complétement, qu'en géne-
ral, le premier coefficient de I étant connu, tous les autres s'en dédui-
sent explicitement. Done, quand on connait Uexpression en @ d'un
polynoéme y(«), on en conclut explicitement une intégrale premicre I
pour I'équation G (y) = o Cette intégrale est du meme degré en y =",
YRR LY yque g(n) en g, ng, L

La fonction y (%) sera dite la source de U'intégrale I',

3. Quels peuvent étre les cas d'exception ou la source ne détermine
pas U'intégrale sans ambiguité? En un tel eas, deux intégrales distinetes,
d’un méme degré p, auront une source commune. Leur différence sera
douc une intégrale, de ce méme degré p, ayant zéro pour source. Done
le seul cas d’exception est celui o, entre les solutions de 1'(4) = o,
il existe une ou plusieurs relations homogenes, a coefficients constants.
ct dudegre p. Et manifestement, si £ est le nombre des relations, linéai-
rement distinctes entre elles, qui existent entre les «, les cocfficients
de U'intégrale F dépendent, quand la souree est donmée, d’une équa-
tion différenticlle linéaire de Pordre 4.

Cette exception n’a jamais lieu pour les équations du second ordre.
C’est ce qu’on retrouvera tout & 'heure par un calcul direct.

4. Poursuivons, pour le moment, les considérations générales, et

(') Sur les systémes d'équadions linéaires a une seule variable indépendante
(Comptes rendus, \. XC, p. 524 et 596).
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supposons conaue une intégrale F, du degré p, avant pour source y (..

Envisageons une forme reduite (ou canonique) de y(«), obtenue par
une substitution linéaire, les nonvelles indéterminées € étant données
par des relations, telles que

Eo== gyt + Lgpyg o uot U, (S=1,2,...,0)

Soit, avee ces indéterminées,
y(n) = AZBEL. .l NS L = G,

Posons de méme
6) s,=0, B+ . B+ 4+ 2,8, (s=1,2,...,n)

La fonction z{B) acquiert la forme réduite @(s ;. Les quantités 3, com-
binaisons lincaires, i coefficients constants, formées avec les quan-
tités B, sont encore des fonctions lincaires de y™=", y*=2, . [y, y, a
coefficients dépendant de 2. La formule (6) est donc le symbole d'une
substitution linéaire, concernant les lettres y* Y, y*=2, .. y',y, ¢t
(qui fait acquérir a F la forme réduite ®(z . Si cette forme réduite ne
peut étre obtenue que d’'un nombre limité de maniéres ou, en d’autres
termes, si clle est déterminée. on pourra la trouver, connaissant F,
par des opérations purement algébriques. Ces opérations feront con-
maitre les 5, qui sont des intégrales premiéres de G(y)=o. Si, en
outre, laforme réduite contient 7 indéterminées, on aura n intégrales
premiéres, et 'intégration sera complete.

Au licu de prendre chaque intégrale z, retenons-y seulement le
coefficient de -1, Ce coefficient, pour z,, est

go(“s,|ﬂ| -+ a:,2n2+° e Lg.nWan s

c'est-a-dire g,v, o1 1 est une solution de I'(n) = 0. Donc chaque quan-
lité z fournit immédiatement une solution de T'(n)=o0. Par consé-
quent, nous pouvons conclure ainsi :

Si, en fonction de la variable indépendante, on connait Uexpression
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d'un polyndme @ coefficients constants, homogene ct duw degré p par
rapport aux solutions d’unc équation différentielle linéaire donnée, on
peut trouver explicitement et sans intégration toutes ces solutions, pourvi
qu’entre les solutions de la méme cquation différentielle il n’existe aucune
relation homogéne du degré p, et a coefficients constants.

A ce théoréme fait exception le cas o le polyndme proposé n’est
s susceptible d’une forme réduite détermince, ou, en d’autres termes, se
reproduit par uxe inFisetE de substitutions linéatres. Les polyndmes du
sccond degré sont compris dans ce cas d’exception. En outre des poly-
nomes du second degré, ces formes exceptionnelles constituent des
catégories trés restreintes, dont la recherche appartient a la pure
\lzébre, Avec trois indéterminees, il n'existe que le type =273 Si
le polynome y(«) appartient i ce type, il est ais¢ de reconnaitre (ue
les solutions 1} se trouveront par une qu:ulralurc. Des circonstances
analogues ont lieu pour le cas d’un plus grand nombre d'ind¢terminées:
mais je ne veux pas y insister. Quant & ce qui concerne les polynomes
du second degré, j'ai dit dans Pintroduction que je les exclus formelle-
ment iel.

Revenons a Uintégrale F, supposée suseeptible d’une forme réduite
déterminée ¢(sz). Les quantités 5 sont des covariants lincaires, irra-
tionnels de F, ou y=", y"=2, ., ¥, y sont cnvisagées comme des
indéterminées; du moins, si les 5 ne sont pas éganx respectivement
aux covariants, ils leur sont pl‘oportiomwls. c’est-a-dire (ue, un cova-
riant linéaire canonique de F é¢tant

Z=py™ "+ u, " V)

la quantité s correspondante sera vZ, v étant une fonction des coeffi-
cients, mais indépendante de =", ..., ¥, v, et la méme poar tous les
covariants linéaires.

Je préciserai ce fait plus loin, aprés avoir introduit la notion du mud-
tiplicateur qui correspond a chaque intégrale.

MULTIPLICATEURS.

0. Egalée a une constante arbitraire, une intégrale I est enticrement
équivalente a I'équation G{v) =o. Done sa dérivée ¥ doit étre divi-
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sible par G(y), et, puisque F' et G contiennent y*” seulement i la pre-
miére puissance, le quotient est un polyndme entier et homogéne en
yusu, yw=3 L, y', y comme F. Le degré de ce polynome est inférieur
d’une unité i celui de F. Ce polynome M est le multiplicateur corres-
pondant & Pintégrale F, de méme que v est le multiplicateur correspon-
dant i Pintégrale B(y, n).

e caleul divect peut prouver aussi existence et fournir expression
de ee multiplicateur. Ayant, en effet, F = y(B), ot x n’a que des
cocfficients constants, nous aurons F' au moyen de la relation (3,

B(y, 4.)=B,=9,G(y);

par conséquent,
. v=Np I = 91
7 = Bk =G0 Y gk

En considérant dans F séparément les lettres y™=", ... v/, y, et &
qui figure dans les coefficients, et prenant i ce point de vue les dé-
vivees partielles, ona, d’apres 'expression (4) de B,

ar 9y,
e O A

De la résulte, d’aprés (7), Uexpression du multiplicateur M, d’ail-
leurs ¢vidente,

or
8’0 A\I pmensd m .

6. tn second licu, développant F' et remplacant G(y) par son
expression explicite, on transforme (7) en la relation suivante :

o I n—1) ol (n—2) JIF , OF oF°
( | \ oo ()—l -, ;)-‘—(-/4—_-’)_*-:)/ W—‘-"‘F‘y’a}"‘y;}‘—y‘\
( ‘ . . )
' — 1"* ne, yn=" 4 n(n—ru) W= 4on 'y
o | 8 Y 1.3 8:Y ser S Y + &Y |

Cette relation, dont les deux membres sont entiers et homogenes
par rapport a y*=Y,. ., ¥, y et du méme degré que F, se décompose
en autant d’équations qu'il y a de coefficients dans F. Ces équations,
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si l'on y considére les coefficients de F comme des inconnues, sont diffé-
rentielles, linéaires et sans second membre. Clest de lintégration
d'un tel systeme que dépend la découverte d'une intégrale F.

Si 'on éliminait toutes les inconnues, sauf le coefficient de [ y"="1r,
on obtiendrait une équation finale dont, comme on I'a vu, les solu-
tions ont la forme gf y (). C'est donc Véquation aux puissances pieme

7T,
de l‘(—‘) = 0.
Ao

Dans un pareil systéme, en général, toutes les inconnues s expri-
ment explicitement en fonction linéaire et homogéne de I'une des in-
connues et de ses dérivées. On a doue la confirmation du fait annoneé
plus baut : tous les coefficients d'une intégrale de F s’expriment ex-
plicitement en fonction lincaire ¢t homogéne du premier coefficient
et de ses deériveées.

Dans tout systéme d’équations linéaires, exception a licw seule-
ment si I'équation finale, par rapport i l'une desinconnues, est dordre
inféricur a cclui da systéme. Ici Pexception a licu seulement quand
I'équation aux puissances p™ est d’ordre moindre que N (Introd. . 1
aleul direct confirme bien les prévisions.

7. Appliquons cette analyse an cas le plns simple, cchii on Féqua-
tion considérée est du second ordre, En ce cas, F est une forme binaire,
aux indéterminées y', y,

e S, ™ I)(I)—l)
l --(l.,)"-i—[ld.,)’p ‘y+-'_T_

'p=3,,2 Syp 1 o’
T WYPTY L pa, YY)

Le systeme qui se déduit de (8) est le suivant :

go.(a,+ pa,) = 2pg, a,,

gola,+(p—rja,l =2(p -1jg.a, + g.a,

gla,+(p—2)a;j=2(p - 2)g a+ 28,0,
(9) { g,,[a;+(p—3)a,]—2(p—i)g,na-i—'ig.,,a,,

8o(@py+ 0p) = 281Gy + (P — 1) £2@py,

8o, = Pg:ap-.
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Ces équations montrent bien que le cas d’exception ne peut jamais se
produire quand il s'agit d’équations du second ordre. Effectivement,
si I'on donne une solution @,, on peut déduire immédiatement a, de
la premiére équation, puis a, de la seconde, etc.

On peut vérifier par ces équations le théoréme sur les invariants et
les covariants des intégrales, auquel j'ai fait allusion et qui sera d¢-
montré plus loin. Supposons d'abord p un nombre pair et considérons
P'invariant quadratique de F,

I = aoap e pa|ap..‘
+

» I

—

(__I)f P(I)"—l)"'<

2

. plr =1
e Y MIPEL R
1.2,..

[SE ]
[X v

Sa dérivée peut s'écrire

rip—1

' ’ ’ ' ’
I'=a,a,— pa T @G+ pa, 4, + 4,0,

En substituant les expressions de a,, a, ..., a'p tirées de (), nous
obtenons

Posant, pour abréger,
(r0) u=e )

on voit que u*’I est une constante. En d’autres termes, I'invariant qua-
dratique de la forme u?F est une constante. Plus généralement, soit J
unc fonction quelconque de a,, a,, ..., @,; on aura, d’apres les équa-
tions (g), celte expression de la dérivée J',

8o

I Y O Y| P
V= +go[a°0a. + aa, 32, +5a25;3 —+—]

22, ol al aJ )
\ —[pa"d—a., +(p - I)a‘ﬁa—, +(p— 2)a,0—a; +J

) aJ dJ
? — [pa, da TP~ x)a,—d-a—‘ +(p—2)a,b7’ —+—]

Si maintenant J est invariant de F, on a, d’aprés les propriétés des in-



21 G.-H. HALPHEN.

variants, la réduction suivante :

V= am%),
~0
ou m est le poids de cet invariant. D’ailleurs le double de ce poids esl
égal & p fois le degré del par rapport aux lettres a,, a,, . . ., a,. Donc
tout invariant de " F est une constante.

Cette propriété du systéme () méritait d’ctre signalée : Quelles que
soient go, 2y, g2, le systéme (), dont Uordre est (p +-1), a toujours
( p — 2) tntégrales qui sont fournies par les invariants de la formne binatre
du degré p. Le cas p = 2 fait exceplion, bien entendu.

Pour vérifier de méme la propriété des covariants, modifions les

équations (g) en posant
ula,= u,.

Le tvpe général des équations (g) devient, a cause de (10},

) Golt+(p—8)ty]=(p—28)g %+ Sg 2,
Soit maintenant un covariant 11 de la forme «?F,

( ')Ay’72V’+ ALY YT AN

M=A7+9qA, y”"‘y-i-
Calculant, d’aprés (11), la dérivée d'un cocfficient de T, nous
aurons
/ J\; d\, DAY
8 [P“or +(p—2)a 5o + (p—4>ae;,,7]
. 0\, AW . AW
g'“Ajz’ +02(a0 )1 +2 |()';; +5&22)—1—‘ +...>
0\, AW A\ ;
[pa, T "+ (p— l)«,o—xl +(p—2)o, 52 +|
IYaprés les propriétés des covariants, cette équation se réduit i

goAi=1(g — 25) g\ A, + 58 A,y — (9 — 5) A,

Cette derniére ne différe de (11) que par le changement des lettres p
en ¢ et en A, Donc I est le produit d'une intégrale par u? : tout cova-
riant de uPF, du degré q, divisé par u, est une intégrale.
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8. On pourrait encore, et d’'une maniére analogue, prouverle méme
théoréme pour les équations de tous les ordres, par le moyen du sys-
téme que représente 1'égalité (8); mais je préfére me borner  la dé-
monstration simple et profonde qu’a donnée M. Darboux, auteur de
ce heau théoreme,

Nous avons composé F au moyen de y(B). Cette derniére est unce
forme, i cocfficients constants, ct aux indéterminées B,, B,, ..., B,,
et nous avons posé

12) B, =B(y,%,) B.=DB(r,45), .., B,=B(y, 4,).

En regardant y@- 9, y#-2 0y, y comme les indéterminées dans
la forme F, ainsi que nous I'avons fait jusqu’a présent, nous voyons
que F est unc transformée de x(B) par une substitution linéaire (12),
pour I'expression de laquelle on recourra 4 la formule (4). D’apres les
formules (3), le déterminant A de cette substitution est égal a gy,
multipli¢ par le déterminant composé avec w,, %, ..., 7, et les

1
n dr

‘n — 1) premicres dérivées. Ce dernier a pour expression e ", ce

Ilfgl-! dr

qui, d’aprés les relations entre les g et les v, coincide avec g,"¢ ™ *
Ainsi le déterminant de la substitution (12) est

A=u"

Désignons généralement par la lettre a les coefficients de F, par a
ceux de x. Soit maintenant un covariant de F, représenté par U(a, y),
la lettre y tenant ici la place de y=9, y#=2, . ¥/, y. Sim est le poids
de ce covariant, on aura identiquement, c¢n vertu de la substitu-
tion (12),

U(a, 3= A"U(a, B) = «"U(a, B).

Comme U (a, B) est une fonction a coefficients constants, formeés
avec des intégrales B, elle est elle-méme unc intégrale. Donc le cova-
riant U, de la forme F, multiplié par u"™, est une intégrale. Soit ¢ le
degré de U par rapport aux lettres y*~', . .., ¥/, y, et soitr son degré

Journ. de Math, (}® série), Tome 1. — Fuse, 1, 1885, -/i



20 G.-H, HALPHEN,

par rapport aux cocfficients a; on a, comme on sait,
nm = pr — q.
L.e mém?2 covariant, calculé pour la forme «*F sera " U. Douc :

TakontMel. — Si F est une intégrale du degre p, tout covariant de
u?F du degré q, est égal au produit de uf par une intégrale du degre q.
La lettre u designe la fonction

_ f Brge

U—=e€
Touwt invariant de uP ¥’ est une constante.

M. Darboux aétenduaussi cette proposition aux contrevariants, Pour
exposer le nouveau théoreme, envisageons les quantités B, B, .. ..
Bu-1s définies par les relations (5, et mettons-y en évidence la quan-
tité n en écrivant f,(4), Bi(n). -+ s Bu=i(n). Si nous y remplacons
successivement v par u,, 7, ..., 4,, hous aurons n* fonctions de x,
par le moyen desquelles s’expriment linéairement toutes les quan-
lités 3(n ).

En cffet, ¢, ¢,. ..., ¢, désignant des constantes, on a

G =000 1 Cylig i Cplips
etil en résulte

fli‘) ﬁs(_‘ﬂ, ==C, ﬁsﬂl\ + ¢, ;es;)nz‘}"i" coEe, ;e: ("An)0 (S?f’~(), 1,2,...,— |)-

Comparons cette substitution (13) & celle que nous avons envisagée
précédemment

(14) { By B yoe,) = ﬁo(":s}')':".—”_ Biiaym ®
! s .
’ e if‘;“_.!_'q“";)""""—}— .. "l'(—' ')”. “5” 4(71'31).'

Ces deux substitutions sont les transposées I'une de Pautre, de telle
sorte que si I'on considére B, By, ..., B, comme remplacés par
Yoo =Dy suivant (1), en méme temps ¢, ¢, ..., ¢, sONt
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remplacés par fy(n), —fy(0)s Ba(n)s oo oo (— 1)"'Bu-i(n) suivant l'in-
verse de la substitution (13), transposée de la précédente. Donc,
B,, By ..., B,, d'une part, et ¢, ¢,, ..., ¢,, de P'autre, considérées
comme indéterminées contragredientes, s¢ remplacent en méme temps
par y®=0, y#=3_ .,y pour les premicres, par By(n), —f,(n), ...
(—1)"B,-.(n) pour les secondes. Soit donc V{a,y, f7) un contreva-
riant (si les y n'y entrent pas) ou un covariant mixte de F, du poids m;
on aura
Via,y, &) = A"V(a,B,¢) = w™V(a,B,c);

par conséquent, u"V(a,y, ) est constant. Cest unc intégrale du
systeme des deux équations G(y) = o, I'(9) = o. 1l en résulte que :
tout covariant mixte dc u’F, formé avec les indéterminées contragre-
dientes By, — B,y + s ooy (—1)""'Eu |, qui correspondent, dans cet
ordre, @ y"=", y"=3, ..., y; du degré ¢’ parrapport aux [3, et du degré
q par rapport auz y, est le produit de w! 7 par une intégrale du systéme
Gly)=0,T(q)=o0.

9). Voici maintenant une autre proposition analogue, concernant
les multiplicateurs. Nous avons trouvé (n° 5) pour le multiplicateur M,
qui correspond a F, la double expression

LI LU \ ')/
M= gy = Y,

s

On peut passer de I'une a 'autre de ces expressions au moyen de la
substitution (12), remplacant les B parles y dans le polyn(‘)mezn,%,
$

du degré (p — 1) par rapport aux B. Soient « les cocfficients de M,

exprimé par les y, ct « les coefficients dans la seconde forme. Prenons
un invariant W(e) de M, nous aurons

W(x) = A"W (2) = 0" W (7).

(T o : N,
lci W(a) n’est pas une constante; car les coefficients de z-q,(;)—l;'- ne
s

sont pas constants : ils sont linéaires et homogenes par rapport aux 7.
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Si donc W est du degré r par rapport aux coefficients ¢, W(«) est un
polynome homogene, et du degré r, par rapport aux 7; c'est la source
"un multiplicateur du degré (r — 1). Dans u”F, le premicr cocfficient,
celui de (y“="7, est u?gly,(4). C'est aussi, au facteur numérique
pres p, le premier coefticient, celui de [y P~ dans u” g,M. Sil'on
calcule I'invariant W pour u?g,M, on obtiendra le résultat précédent,
multiplié par u”g;. D'ailleurs, d’aprés les propriétés des invariants,
mn = (p —1)r. L'invariant actuel aura donc la forme u'g;y ().

puisque W () est un polynéme de 1a définition 7,(%). Donc :

Tutonime 1. — M étant un multiplicateur, du degré p — 1, tout in-
variant de u(’ oM, du degré r par rapport aux coefficients est égal au
premier coefficient de u' ¥, ¥, étant une intégrale du degré r. C'est, en

méme temps, le premier coefficicnt de u'g,M,, M, étant un multiplicateur
dun degré (r — ).

10. Jusqu'a présent, nous avons considéré les multiplicateurs
comme obtenus par les intégrales correspondantes. Les coefficients
d’une intégrale F se déduisent de la source par le moyen des équations
simultanées, qui sont représentées ensemble dans la relation (8). A
des facteurs numériques pres, les coefticients du multiplicateur repro-
duisent une partie des coefficients de Yintégrale, ceux qui conticnnent
y@=1, Si donc on voulait déduire de la source sculement le multipli-
:ateur, non l'intégrale, il faudrait ¢liminer d’abord un certain nombre
’inconnues. Cette opération, trés simple pour le second ordre, et
(qui se fait entre les deux derniéres équations (), se complique déja
pour le troisiéme ordre. Comme ce sont précisément les complications
de calcul que nous avonsici & éviter, et que, d'ailleurs, nous voulons
opérer avec les multiplicateurs, il nous importe de savoir calculer di-
rectement leurs coefficients. Je vais en donner le moyen.

11. Soit un polynéme entier et homogéne, composé avec y et ses
dérivées, ou 'on regarde y comme une fonction indéterminée de @
Les coefticients de ce polynome U sont des fonctions données de x.
Je dirai que U est irréductible si, dans chacun de ses termes, la déri-
vée de y, de I'ordre le plus élevé pour ce terme (y compris zéro), a un
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exposant au moins égal i 2. Ainsi

U= Ay + Cyy? + Dy

est irréductible; si 'on y ajoutait le terme Ey*y’, U ne serait pas irr¢-
ductible.

Un polynome, de la définition de U, c’est-a-dire entier et homogéne
par rapport a4 y et ses dérivées, est une derivée exacte quand il existe
un autre polynome analogue V, du méme degré et d’ordre inférieur
d’une unité, tel qu’on ait U=V’, quelle que soit la fonction y.

La proposition snivante est presque évidente : Ur polyndme irréduc-
tible, qui est, en méme temps, une deérivce exacte, est identiquement nul.
En effet, dans V' la dérivée de 'ordre le plus élevé n’entre que linéai-
rement, ce qui est en contradiction avec l'irréductibilité de U.

Voici la seconde proposition sur le méme sujet : Tout polynéme
entier et homogeéne U est reductible a la somme d'un polyndme cnticr,
homogcne, du méme degré et irréductible, et d’une dérwée exacte.

Pour le prouver, soit, dans un terme de U, p ordre le plus élevé
des dérivées. Dans ce terme y® figure linéairement, sans quoi ce terme
serait irréductible, par définition. Distinguons maintenant deux cas :

1° y®=" figurc dans le méme terme, que j’écris alors a(y®")"y®,
et ou la lettre a peut représenter le produit d’'un coefticient par di-

verses autres dérivées de y, toutes d’ordre moindre que (s — 1).
['égalité

\y(p—u\m o — _[ (y(p 1) mu] v a'(),(p—d))mn

m -1 m-—+t

opére la réduction; car la derniére partie du second membre ne con-
tient que des termes irréductibles.

2° y*-" ne figure pas dans le terme considéré, que j'écris alors
ay®, 1.égaliré

ay(?) —_ (a)/(? ‘))'_ a"y(p“‘)
réduit le terme proposé i d’autres qui, contenus dans la derniére par-

tie du second membre, sont d’ordre inférieur a p. En opérant ensuite
sur chacun de ces derniers par I'un ou I'autre des deux procédés, on
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opérera la réduction. Remarquons d’ailleurs que la premiére proposi-
tion entraine cette conséquence : la réduction ne peut s effectuer que
d'une seule manicre. Ainsi tout polynome U peut s'écrire, d'une seule
maniére, sous la forme U =V’'+ W, ou W est irréductible. Cette der-
niére partic W est la partie irréductible de U.

La conséquence finale est celle-ci : Pour gu’un polynéme U soit unc
derivée exacte, il faut et il suffit que sa partie irréductible n’existe pas.

12. Revenons maintenant i une fonction linéaire G(v), pour en
chercher un multiplicateur M, entier, homogéue, du degré (p —1), par
apport a y*=Y, ..., ¥, y. D’aprés la proposition précédente, la condi-
tion necessaire et suffisante pour que M soit effectivement un multiplica-
teur consiste en ce que la partic irréductible du produit MG ait tous ses
coefficients nuls.

La seule observation qu’il y ait a ajouter porte sur le nombre des
conditions ainsi trouvées : il faut, en effet, s'assurer que toutes ces
conditions sont indépendantes, ct qu’clles déterminent complétement
le multiplicateur.

Pour composer une forme irréductible du degré p, on n’a qu'a aug-
menter d'une unité exposant de la dérivée la plus élevée figurant
dans chaque terme d’une forme quelconque, du méme ordre, et du
degré (p — 1). Or MG est du degré p et ne contient y™ que linéaire-
ment. Donc sa partie irréductible est d’ordre (n — 1) et contient juste
antant de termes que M. On aura donc juste autant d’équations qu'’il
v a de cocfficients dans M.

La suite de ce Mémoire présentera Papplication de cette derniére
théorie (111, n* 30 et suivants).

II. — EQUATIONS DU SECOND ORDRE.

CONSIDERATIONS GENERALES.

13. Pour les équations du second ordre, le probléme que nous
traitons ici se pose en ces termes : intégrer I'équation, quand on con-
nait le produit de plusieurs solutions. Quand il s’agit de deux solutions,
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le probleme est réduit aux quadratures par une méthode des plus
simples, et dont notamment M. Hermite a fait usage pour I'équation
de Lamé. Jen’ai pas a rappeler ici cette méthode; on peut la remplacer
par une autre, qui se rattache aux théories actuelles, et qui, bien en-
tendu, méne aux mémes calculs pour ce cas, mais qui s'applique
aussi, quel que soit le nombre des solutions dont on connait le pro-
duit.

L'équation proposée étant T'(n)=o, ct le produit proposé x(7)
comprenant p racines, on forme, par le moyen des équations (g),
Vintégrale F dont y(%) est la source

F=ay"+payr'y+...+pa, yy" + apy’.

Supposons F décomposée en facteurs

' = ao'/y'-_ :l.y) (}/— :2}.)' .o V— z’l’vy)'

Chacun de ces facteurs est proportionnel 4 une intégrale linéaire
B{v,n,). D’apres I'expression (4) de B, on a donc

'
(Zomis) — A8 s __
LTt == 3,

&olis

Il en résulte, pour chaque racine z, une solution
2 28 g,
‘q:—!—ef(‘hz:l)’h.
&

Donc, en tous les cas, le probléme peut étre résolu par des quadra-
tures. Cette méthode s’applique quand il s’agit de deux solutions, ct
aussi quand il s’agit des cas singuliers relatifs a plus de deux solutions.
Par exemple, si I'on donne le produit de quatre solutions sans avertir
que ce produit est précisément le produit des carrés de deux solu-
tions; alors, en appliquant la méthode générale dont il sera question
tout 4 I'hcure, on sera, par le calcul méme, averti de cette circon-
stance, et il faudra recourir 4 la solution précédente. Mais, ces cas
singuliers étant laissés de coté, toutes les fois que le produit considéré
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est composé de trois solutions distinctes, au moins, toute quadrature
devient superflue. En effet, la forme F admet alors des covariants li-
néaires, rationnels ou irrationnels, et ces covariants fournissent les
solutions sans aucune intégration.

FoRMES CUBIQUES.
14. Intégrer I'équation du second ordre
o=T(%) = 0"+ 20,0 + a7,

connaissant le produit () de trois solutions,

Par les équations () nous déterminons ay, a,, a, coclficients de I'in-
tégrale Fdutroisiéme degré, dont le premier coelficient esta, = g3 7 ().
Nous considérons ensuite la forme cubique

S wF.

Prenons le covariant cubique Q et le discriminant R de F, el dési-
gnons cn méme temps par ¢, r les mémes formes pour f. Nous aurons

q=u*Q, r-:u"R.

Q et R étant pris, quant aux facteurs numériques, comme dans Clebsch
(Theorie der bin. alg. Formen, p. 127), nous savons que

=y 72) =l =4y

est un covariant linéaire. En le divisant par u, on a (n® 8, th, 1j une
intégrale linéaire. En prenant ensuite le cocfficient de ¥ et le divi-
sant par g,, on a une solution y de I'équation proposée. Pour avoir
ce cocflicient, il suffit de limiter Q et I chacun 4 leur premier terme.
Prenant ces termes et écrivant explicitement R, remplacant aussi « par
sOn eXpression, nous avons

Yiaw, , _
v = = J3 "latay — 3apa,a,+ 24}

3

YU Ty a T e - E]
* a,yaia;+ ja.a,+ fa,a] — 3dia; — Ga,a,a,a,) .
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Telle est la solution du probléme : la formule donne deux solutions
distincles exprimeées en fonction des quantités a,,a,, a,, a,, qui sont ainst
deéterminées :

@y = ,9(x),

. ’ Fig ,
3a, = — a,+ 6?'a.,, &= — Y+
[]
2a, -—a,+ -/l'.}_:ac + ’:T:aov 1= Pa— 2+ Y
a, -—a,+22'a,+22a,,
2 y T

On ne manquera pas d’observer que la quantité soumise au radical
du second degré, étant égale a I'invariant R, ne differe pas de «'*.
On a, par conséquent,

1 2 %th' . ]

faeal (]
(alal+ fa,a}+ hasa} — 3ala} —-6a,a,a:a,)°

en sorte que la quadrature qui subsiste est encore superﬂue, et que
la formule definitive, dégageée de toute quadrature, est

. v, ala,—3a,a,ay+ 2a3 N
(05) no g . B3 ).
"

vVaial + ha,ad +hayal - 3atal —Gaya, aya,

Désignant par n, et par , respectivement les solutions qui cor-
respondeut aux signes + ct —, on voit que les trois solutions dont

. . , . . 3= .
le produit fait ¢(x) sont, au facteur numérique pres \ 2, les sui-
vantes, olt » désigne unc racine cubique primitive de 'unité : y, + 7.,
0, + wry, , +@27q,. On a, en effet,

3

i 3 ay
s(ny+my) = 5= #(x).
Nous pouvons encore observer ici une application, soit du théo-
réme I concernant les covariants des intégrales, soit du théoréme Il
relatif aux invariants des multiplicateurs. Le covariant hessien de /a
pour premier coefficient u*(a,a, — a}). Ce covariant étant du second

-~

Journ. de Math. (4° série), tome I. — Fasc. I, 1885, 2
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- . 1 2 .
degré, il en résulte que =, (a,a, — a}) est le produit de dewr solu-
Mo

tions. On a la méme conséquence en prenant le diseriminant du multi-
|)|ical('ur. Cette conséquence se vérifie ainsi ¢

vty — u ( [ '

N2> — 3 T2 1 . R P N P
. ? i ; 2,2
: ety = hagay - Y = 3adad - Gayeyay g

APELICATION.

15. Appliquons ce résultat a I'équation numérique suivante, ow 4
désigne un polynome du second degre,

"Pnll_‘*_ _‘;(y"ﬂ"‘}" %,?l/n -0, q' — Hl’" 'lo'-' + 9",5"1' + 'lf‘."
Cest, comme on voit, une équation hypergéométrique. H s’agit de
P , . . . . . N}
intégrer sachant qu'il y a trois solutions dont le produit est égal i ;-

Voici les caleuls ¢

. — :' .
Yo =90 hTY (2=
3 — | ”
B=h &i=av SNy
2 — UK — —_— v,
ao:"” al—_u‘."}" A= Wy Ay= Tas? Yo
et pour vevification g,@; == 3 g, a,.
ata,— 3a,a,a,+ 2a} = — 24, a,a, — @,
alai+ ja,al+ taya) — 3aia; — 6aya, a,a,
7 ’
1 2 « , 1\9 N Y 417, FR
= (@ia,~— 3a,a,a,+ 20} )+ —S(a,—a;) = —aya, - a;-
0 (1] i3
La formule (13) se réduit a
v [ a\’
n=-—\a,*ta —-‘-') .
! ‘|'0( o ! Qs

Substituant et omettant un facteur constant, on a finalement

0= ‘P-"I (Y= 2¢oy) .

@
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On remarguera, dans cet exemple, que le produit des deur solu-

. . PO B d
HONS 7,y 7y fait aussi sraun facteur constant pres.
Y

FORMES BIQUADRATIQUES.

16. Intégrer Véquation du second ordre T'(n; = 0, counaissant
le produit 2 2) de quatre solutions,

Par les équations () nous déterminons a,, a,, ay, a, cocefficients
de Pintégrale F du quatricme degré dont le premier coefficient est

v

a, = gizlaj. Nous considérons ensuite la forme biquadratique f
Jou'l.

Soient H, 1, J le hessien et les deux invariants de F; &, ¢, /' les mémes
formes pourffavee les mémes coefficients numériques que dans CrLessci,
Th. der Formen, p. 116'. On aura

h=ua'll, i=u'l, j-=ul.

Soient g, ¢y ¢” les racines de p* — - o —~ ’? == 0. D'aprés M. Cayley,
on sait que les facteurs linéaires ¢ de Sse mettent ainsi sous la forme

de covariants

]
s g =g Whof + (g — piWh+ gf+ 0 - Wk + ¢
En np(-l';mt sur IF, prenant les racines ¢, ¢, 6" de
gt — -I-'7—'-‘_; 0
‘ 2 3 ’
of posunl
o e )
T =5 " \H+4-06F + 5" —g)yll +5F +15 — 5" )yl + c”FJ",

on aura = u*1. Pour avoir une intégrale lindaire, il faut diviser ¢
par wg,. Douc, pour obtenir une solution 2, il faut prendre le coetfi-

R ' II:’T
cient de y” dans ———-

'
o0

lei encore on remarque que la quantité u, 4 un facteur numérique
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-‘ - ‘;' . - .
pres, est égale a 1* ou J '*, puisque ¢ et j sont des constantes (th. 1,
n® 8). 1l n'y a doncaucune quadrature. Mettant pour le premier coef-
ficient de H son expression explicite, nous avons le résultat suivant.

SoLuTioN. — Ayant déterminé a,, a,, a,, a;, a, par les équations sui-
vanles :

ay=",%(x),

. 8o
ha,=—a,+ =a,
i0
3a,=—d + Bla,+ 5a ==+
Ja, = ' o W o o Sv=—" T Yo
1)
' 18 25 ’
2”3=—a2+ T“g‘f‘ Ta|y gg—_-‘ 72"‘ '..'.'|+' '/“v
0 i
;28 3
ay= — a,+ X a,+ “Eq,,
) ()
U &’l”’ ey .
0 =—a,+ -—.{Q-a, (pour vérilication),
[}
et pos¢

= (loa‘ - ."(I'aa -+ 3“2'

|
J == aoaaa,| + 2a.a203 _— a; -_ aoa;’ - a:: (I‘,

on obtiendra quatre solutions 4 de {’équation proposee, par la_formude

1 ! Ul 2 T
0 = -J—}[(o' — " )Va(a,a, — a}) + sa,

. To
116) =+

|

' — 6)V2(a,a, — @*) +c'a,

— ' )V2(apa, — @*) + 7”a0]'.

=

]

ou les quantitcs 5, o', ¢” sont les racines de I'égquation
(17) ¢ —ile —jT=o.

REMARQUE. — Lerapport 3 . 1° est une constante.
On peut encore présenter la solution sous une autre forme en em-
ployant, au lieu des facteurs linéaires de F, ses covariants canoniques.
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Voici alors le résultat : ¢ étant une racine de 'équation (17), on obtient
deux solutions  par |’équation

wlia+ [2(315 + 2)) (a,a, — a¥) — (15 +2))a, 0] 73 I*0’

6 bis)
(160i5) + 5(Ie — 23)(31¢ + 23)[2(a,a, — a}) + 5a, * = 0.

17. A posteriori, Ia formule (16) peut étre vérifiée: a cet effet, je vais
prouver que, 7,, a,, a,, a,, J élant des fonctions de x a volonté, ¢t 1

2
ctant égal a 3*, sauf un facteur constant, les quatre fonctions 7 donnces
par la formule (16) satisfont & une méme équation linéaire du second

ol hd a . .
ordre, et que leur produit fzutY—':, 4 un facteur constant prés.
0

Posons, pour abréger,

2((10(19 - (l::) = aoé-:

L, e—a =

Q
|
O
I
R
- [ ]
Q
|
Q
Il
o

+5=0% o'+ E =c

[N ]
+
g
I
~
.
Q

d’ou résulte
at=b? — 62, lfjﬁ_—_(;z—a’, T’: at— b,

I/une des quantités 4 données par (16) s'écrit ainsi

1
!
n=1(3) ia= o =cjc—a).
en vertu de lidentité

aa*+ bf* + ¢
=a(b®—c*) +b(c* —a®) +c(a’*— b*)=(a— b)(b—c)(c — a).

Nous obtenons successivement trois autres » en changeant successive-
ment le signe de 'une des quantités a, b, c. De la

'_r,_f _(e+b)a+c)  (a+b)(a+c)
o (@a=b)(a—c) E '
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et, en précisant a volonté le signe de », (7 désignant maintenant y — 1),

=) ty _ (a+byla )
e 1, - l-:i‘;'

Semblablement,

1 (b= bra) 1, (e a-ajie- D)
—_— I —_—_—_—_—_—_—— ST . .

n (¢ 1., (253
De farésulte
. o . . _.<,- ) / ’ B . .- ’ 2 Q’J, - b2,
01,27, (e --bYoh +erie -1-a) [ %7 e
T gt T ' Y P
" oo tet =il eate - can st
N 2l2 0 s -
l 22 2 v "y
18) Toliy G20, i = ,\ AT =
R ) ) n

Cette égalité, d'aprés la supposition que 3 2 1* est constant, prouve déja
. o . e a
que le produit des quantités 4 differe de -7

seulement par nn facteur
constant.

1 égalité “17) peut s'éerire
A "
(52 == a* = al -~ be + ca,

W

et les suivantes d'une maniére analogue. En retranchant membre &
membre les équations sous cette forme, on obtient

- o fe. L by
Ofy = [’fu 4= l/'l(b'

. e
UGy = (0 — 470,

I.a constance du rapport 32 ; I implique aussi la constance des rapports
de 7. 2%, 57 entre elles. Done #, %, 4y ont des rapports coustants. Done
les derniéres relations indiguent que v, ot %, sont fonctions linéaires,
a coefficients constants, de 44, %,. Donc ces quatre quantités satisfont
A une méme ¢quation linéaire duscecond ordre. Ta vérvification est done
complete,

Pour achever, on peut encore donner explicitement, en fonction de
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1o ¢t g, par exemple, les solutions canoniques, celles que fourniraient
I'équation (16 bis). A cet cffet, il suffit de substituer, dans (18), les
expressions de n, et n,, puis de réduire la forme biquadratique & étre
bicarrée. Voici le résultat ¢

Si lon pose

J(9 - i)
|_ "‘1.3..,2 ] (’ao"*"’uu)o

‘.
) I3 — ot
ST T}[ i (0 =4 )s

les dewr quantites z,, 3, sont denx solutions de I'équation proposée (car
les facteurs sont constants), et elles satisfont a la relation

(19 s e S saa = g =g (),

I8. Avant de faire une application numériquv de ces résultats, je
vais indiquer une légere modification qu’on peut apporter au caleul
pour tous les eas o il s'agit d'une équation du second ordre,

Cette modification provient de ce fait bien connu que I'équation
G!v) = o se transforme en son adjointe T'(+) = o par la substitution
v = utg,r, de méme que, dans les formes binairves, les contrevariants
coincident avee les covariants.,

Faisons simultanément

CH it

wesedet , V= c’f W UPG, = Uy == 1.
Donner y,(7) == 7 (&) revient & donner y,(y) = v"* v, o(x). On peut
donc calculer une intégrale 7, de I'(#) = o, aveclasource ¢- 2’y Po(r).
Son premier coefficient sera A, = ¢~*g(x). Au lieu de F, calculons
directement f, = ¢*F; ce sera, d’aprés le théoréme I, une forme i inva-
riants constants. Dans un covariant linéaire de f,, soit £, le coefficient
de «'; alors v='y,' £, est unc solution y; par suite, vk, est unc solu-
tion .

Nous avons déja, au n° 7, donné les équations qui déterminent les
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coefticients de f;. Elles ont pour tvpe (11)
! ’ o
Yol 2+ (p —s)a, ) = (p — 25)y 0+ s, .
Par cette méthode la solution du probléme pour p — § se présente
ainsi
Ayant déterminé »,, %,, %, %5, %, par les équations

:{—3 dr

p=e’ Y
Oy 3"-‘$(.T,\,

/
' NI
’|U., = a, -+ —."" 7'
W0
) ) o -
3oy, == — o, + o+ Ha,
V0 v
. 27
2y = — Uy e+ Ly,
)
2y, 3
o= — o, — —Ray+ =S,
,'l) ','n
’ 4"] .’l"» JRTY .
0= —a,— g, + =, (pour véritication 1,
Q{u 5(.'

putis, ayant exprimé 1,3, ¢ par les o, comme on l'a fait plus haut par les
quantites a, on aura la solution sous la forme

" - '7")\/3(%“-.: - 7'? )+ o2,

-3

\ o, == ('I(
(20} : + (5" — )\ a(2e2, — 2%) + 5’2,

‘ *ig.- c’)\/a(zozz—xf]—kf’zo]'.

Les quantites 1 et J seront des constantes.

APPLICATION. — DIGRESSION sUR L'EQUATION DE LAWE.

19. Intégrer{’équation suivante, ot § désigne wun polynime du troisieme

degre,
. " Vet g, — 3 ‘ 2 “ N
(o dr 0 — Sdn =0, =142+ 3, + 3, - g

sachant que quatre solutions ont un produit constant.
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Voici les calculs : .
( .
LO—— o o= LIy R .
=4 =0 e LY v=¢ gl =
%y = (\"" oy =0,

o 1 ” . J |- — I 34’""— 8‘:‘,0{’.
BT Ty AT RE T

I ' ‘ 3 0
7l . m{q"n.'_ QlIl'\l'"’,‘ — ‘_0(4’{__ '?01’2)'

B = (Y = 30— 4 = mBhediba— 291 - $ids).

Si P'on fait ¢ == {($,7 + ¢,), on trouve ici pour transformée de (17
I'équation ¢(z) = o, en sorte que I'on a

¢'— 6" = (=" ..
Dautre part,
2{dgty — 0 + T0p = 3 You(T — X .
3
De la sorte, en omettant un facteur constant (,y,)', on a, d’aprés
: \
200,

\

of = [- PNt —r (T -yt s — )W — .l']

5

Cette formule fournit quatre solutions de I’ équation proposee; =, ', =" sont
les racines de I équation {(=) = o.
Conformément au calcul fait plus haut, si I'on pose

”

- — o
- V=g, -7 =

S

XY

2
’

’
-:_-_-—72’

|
c—x =, T—a=00G "—ar=c,

on peut éerire les solutions sous la forme

ro=V(e—b)(b—c)ic—a

. Lact bt o)

Ty ="y [{j-{
(b+c)(b+a)
Fy == Mg
{42
(c+a)(c+b)
fis =1 —

> ag o
tad

Juurn. de Math. (4 série), tome 1. — Fasc. I, 1883, 6
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ot 'on a .
22,2

Tttty = 12 E
Ies relations linéaires entre ces solutions et la forme canonique du pro-
duit s’écrivent exactement ici comme dans le cas général (n° 17 5 il
faut seulement mettre p(x) -= 1. Il y a encore pour ce produit une autre
forme, valable aussi dans le cas général, mais qui, dans cet exemple,
offre un intérét particulier.

Ninous posons

Cette formule va servir de fondement i une transformation de I'équa-
tion (21) qui mérite d'étre signalée.

20. Pour faire coette transformation, il nous est nécessaire de con-
naitre la valeur exacte du déterminant 2,&, — &, %, qui, d’apres Péqua-

1
tion proposée 21, ne differe de 4 * que par un facteur numérique.
Iaprés les expressions de «, et«,, on a

Mo a- - b o al - bhioe
20 s UL I -

Ny w- b h ¢ B 7] Gahe
G b
", b

De la résulte immédiatement, abe étant égal i \ — (-,

w Wl P 1

w0y CX T o \,';(L)

Semblablement, les deux solutions qui font acquériv au produit la
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forme canonique (1g9) donnent lieu au déterminant

, \ - ' - ry /J"‘-"‘
22, $03, - 55,5, (”

="y

21. En désignant par L, M, %, p. des constantes, envisageons les
deux équations, i la méme variable indépendante,

0"+ 390+ (LY 40 0 =0,
Y VY 4 MY+ u)y o,

L.a nouvelle inconnue y, bien entendu, est ici sans aucun lien avee
celle que la méme lettre a précédemment représentée.

Je me propose de transformer 1a seconde équation en prenant, pour
variable indépendante, au licu de a, le rapport

)

de deux solutions de la premiére.
D'apreés la premiére, on aura, A étant une constante,

]
: ' '
1ty — Ty = hY 7L

De li vésulte, pour la transformation,

(].:, '“.'. o
By,
{
3 ,.3([‘
y’—':'—/l';i Ty —f'

dy

iy -
Ry SR DCS 12,30, .".I e’ .
) =h q‘ fio Jé‘i h"i’ Ta (:x"“.“ "’"‘u"-')(]:’

a, vy s s dy o o
h*,, i 2l - i + (MY - mjy = o.
La premiére équation peut étre écrite d'une maniére analogue. I.a
el

supposant écrite ct éliminant ¢”, j'ai
i (l1 ¥y !, q (,.l'
/‘21‘“4 ng - 2"";’."'0 "‘0;[—;

o , . 4]
pl- _ )‘M M/ (2},.!-., 3! 'IE‘ htr, ‘— (II’T,') I_V:().
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Faisant maintenant disparaitre «, par le moyen de I'égalité

]
gy bt
ooy Tt

et donnant a » la valeur particuliére 7, j’obtiens la forme

dry , da,, dy 7% PR | I M| [ dy, ‘)1 v, ) ‘
—_ - 0 e —~1 ol -5 el 1 BRI
A 1% d | AL o [ AR W i3 7,205 |\

La transformation est achevée, sauf a exprimer explicitement +, cn
fonction de &. Or c’est ce que nous savons faire si la premicére équation
coincide avec celle que nous avons étudice tout a ’heure, Faisons cette
supposition, c’est-a-dire

Le==), %0,

Deux solutions quelconques +,, 7, donnent licu a une forme biqua-
dratique, égale i I'unité; donc on a

.,':‘7-(‘:_:.'") i,

ol y est un polynome du quatrieme degré. Donc

'fju ::Tz kg,.

Je changerai la notation de la constante M, en écrivant
D 9

M o= |~.’|m?:

23,3

et aussi 'inconnue en prenant Y au lieu de y,

[ -1

,23) h,::nﬁm '\.::Z Ty

Le calcul n’offre plus aucune difficulté ct donne pour résultat la
transformée

d*Y dy dY (am—0(m-—n)ydty  ow _
2/]) X?YE{—"(IN—I)‘-IE-(-[-E‘ [ R -(—IE?-F/—I';.\-—().
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J'ai pris arbitrairement les solutions », et ,; si je les choisis et que,
par exemple, mon choix se porte sur les solutions §,, §, (n° 19), alors
% se réduit au polynéme du troisieme degré 4 lui-méme. Jai calculé
(n" 20) la constante & pour ce cas; elle est égale 4 {. Enrésumé, jai
obtenu la transformation suivante :

y(x) érant un polyndme du troisiéme degré dont les racines sontz, 7', ",
le changement de variables

P
-
-

=1—(yt—x+\T— o)\ —x+ 7 =),

m -
y=[t—z—\¥=a) e \T =)\ —z -yt a)] Y
transforme l'équation

. &2y v, dy t—Amt o,
(26) () ym + ¥ ()4 + [—)'s—x" \x)'*‘."-].)"“"

en celle autre

\ » : dY (2m — D (m —1) A 1.
27) 48y —lm— (D) G+ | 0T S )+ | Y=o

La signification de la relation liant € et 2, au point de vuc de la
théorie des fonctions elliptiques, ne saurait échapper au lecteur. Si
'on suppose ».=o0, m =}, y et Y se confondent; ces quantités sont
) ., T de ® e
¢gales, sauf des facteurs constants, aux intégrales / mmey

Jovelr) J ve(E)

Pour déterminer le rapport des facteurs constants, il suffit de faire @
infiniment graund, et 'on a immédiatement ce résultat : la relation (251

est équivalente a celle-ct

f dr / %
== — 9 =
. V(L) Jao VH(E)

Je reviendrai plus loin & la considération des fonctions elliptiques.
Pour le moment, je m'arréte encore aux propriétés algébriques de
V'équation (24).

22. D'apreés 'analyse qui a conduit & cette équation (24), on voit
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g X Nl
Pai+ 0
effet de changer I'équation différentielle en elle-méme, sauf change-
went de la constante &, et sauf, bien entendu, changement du poly-
nome y, du quatrieme degré, en son transformé. Je vais utiliser cette
propriété projective en prenant maintenant deax variables indépen-
dantes n,, v, et considérant Y comme une fonction de ces variables,
homogéne et du degré zéro. Je reviens alors a inconnue primitive y,
qui, d’apres (23), sera homogene el du degré (2m — 1). Au polynome
7.(§) je substitue une forme biquadratique homogene 45 je pose ainsi
en méme temps

(ue toute substitution lincaire

effectuée sur £ a pour

2m-\y v,
.V == .ﬁu ' “ G .,‘ﬂ/v'

Je dénote par des indices les dérivées particlles, ainsi

T N S
7T Oy, "W ! LR PO T

En différentiant, j'ai

. -
ar a2 21‘, Vi ozt .'l’l"’ e
Qi ly ol b 1o e

et de méme pour les dérivées de y, ce qui conduit d’abord i la forme

E2n — )i - - 1),

. N
v - m—1)9,7, + g TR T MO

Mais les relations d’homogénéité
2 o
§ == .'2("..?7. + 29(IITIUYII “F Ja0Ty o
6,= ';:'(On"it + oon"lo)o

!
RN ¢ Vi Yorlo)s

1

Y= (am —1)(2am — n‘j()’.mf'-*" 2Y01 %0+ Yoo Ny)

donnent licu, toutes réductions faites, a la forme définitive suivante

C o
28 oo o — 200 0, + By V0o + gy 0
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Cette transformée est surtout remarquable par ce fait qu'elie ne con-
tient pas la constante m. Son caractére projectif est d'ailleurs en évi-
dence, car 'ensemble des trois premiers termes, pour deux fonctions
homogeénes qnclconqu('s, est un covariant, ‘'

Prenons pour les denx variables 1, 5, celles qui font acquérir a9
la forme bicarrée
29 O ozg, — 2 \wi el 4y,
el dont le coefficient A a été donné précédemment n° 87, cquat. (19 .
En tenant compte d’une des relations d’homogénéité et posant, en
outre,

=D (2m — 2)
. S - .-\—F,—:'-_’m«--l'zm—'z Y.
ol - .

nous mettons I'équation (28) sous la forme
3o iy, o Negn, vy ot Ve = (2m — 1 lam — 2 vy,
trés propre a faire connaitre les cas ou y est un polynéme entier,
Le degré de y étant (2m — 1), ces cas peuvent avoir lieu si m est

entier, ou moitié d'un entier.

23 Soit d'abord /m entier, et supposons

, Lamo s, \,y 2m 2,
V=dyri" = am — 1)ay )"
(am - -1)y(am — ) am 3 2 am
e Ay T Wy T

En employant le symbole des combinaisons

o PP
T 1.4, o '

on trouve, par Uidentification des deux membres de (30), deux sys-
témes d’équations, distincts entre eux, contenant 1'un les coefficients «



18 G.-1f. HALPHEN,

I"indices pairs, I'autre ceux d’indices impairs; ce sont les suivants :

v, = d,,
VC:m-uaﬁ = ::m 11 + 2A(;;m-:;”R + a,,
v(;;m la‘ = C:m saa + “’A(;:m»».’iab + sz 1 a3,
YO ey = Gl Sl g+ 2AC 0 2y 4+ G20 Sty
v Qa5 == + 2ACH (g o+ Chnn 1y
v(:;m @ == :;m U +2A“"
vCy, @y =20, wa,  +2AC, + Gy, sy
y("m .(15 - (“gm 3”7 + 2“(“;m :i"S + (;Zm :I"-‘“
"(‘:::Z ::(’am 3= C:Z :”'.*m 1+ 2'\0;’::: ;(l,,,, s+ ('j::: ; Uy
"("3:2 (Wonmy == Ciﬁf’ﬁ“m -3°

D'aprés la propriété Cf=C1%, il est manifeste (ue ces deux sys-
temes s¢ changent Pun dans Vautre si 'on échange a,, a,, ., entre
CUX, @, Ct @yppy, Ay Ct Ay . .y By b @ Par conséquent, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que I'un et 'autre systeme soient
possibles s'exprime par une seule équation, qu'il est inutile d’éerire
ici sous forme de déterminant, et qui est da degré m par rapport au
coefficient v, Cette équation satisfaite, on pourra prendre i volonté
un coefficient pair et un coefficient impair. De la le résultat suivant :

Si la constante v. est choisie parmi les racines d'une certaine équation,
dont le degrc est m, l'équation (28) est satisfaite par un polyndme v
contenant deux cocfficients arbitraires a, b. St b est mis sous lu_forme
licarrée ( 2q)), v peut s’ccrire

V= f(ry ) -+ by ({0, 0y ),

ot fest un polyndme entier homogene, du degré (m — 1.
Pour une telle valeur de p., U'équation (20), ot la constante m a la
méme siguification, s'intégre algebriquement.

2%. On voit pour quelle raison je me suis cru autorisé & introduire
ici cette digression concernant I'équation (26). En permutant les «,
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on aura quatre solutions y dont le produit symétrique sera unc fonc-
tion entiére de x'; par conséquent, nous obtenons une classe d’équa-
tions pour chacune desquelles le produit de quatre solutions est un
polynome entier, et ui pourraient étre intégreées par 'application des
procédés généraux exposés dans ce Mémoire.

Dans le cas qui nous occupe, I'équation (27) admet pour solution
genérale un faisceau de polynomes entiers en £, du degré (2m — 1).
D'aprés le coefticient du second terme, la jacobienne de ce faisceau
est 72=45 par conséquent, le probléme consistant 4 déterminer p. et
(qui se résout, comme on I'a vu, par une équation du degré m, coincide
avee ce probléme de pure Algébre : Etant donnée une forme biquadra-
lique, trouver un faisceau de formes de degré impair (2m — 1), admet-
tant pour jacobienne la puissance (m — 1)™ de la_forme biquadratique.

M. Cyparissos Stephanos a consacré un Mémoire d'une haute im-
portance (') au probléme général consistant a chercher les faisceaux
(ui ont une jacobienne donnée. 11 s’agit ici d'un cas particulier de ce
probléme, Ce savant géométre a fait voir que, si une forme y appartient
1 un faisceaw ayant O pour jacobienne, le covariant

Oy Y1 — 204, ¥y, + 0,7y,

est divisible par y. Par I'équation (28 ) nous avons obtenu une proposi-
tion analogue coincidant avec la précédente pour le cas m =2, a
savoir : Sila forme y, de degré impair (2 m — 1), appartient a un faisceau
avant pour jacobienne la puissance (m — 1) d’une forme biquadra-
tique Y, le covariant 0,4y, — 205, Yo + 94, Yoo reproduit la forme v, et
réciproquement.

25. 1 noussuffira d’appliquer les équations dun® 23 & un exemple,
le plus simple, m = 2.
va,=a,, 3va,=2Aa,~+ a,,
Jy*—32Ay—1=0,

Bo_a, B aad
A—m-——:';v, 2,‘2—\/1\ +3.

(1) Mémoire sur les faisceaur de formes binaires ayant une méme jaco-
hienne (Savants étrangers, t. XXVII).

Journ, de Math. (4¢ série), tome 1. — Fasc. 1, 1885, 7
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Remplacant A par l'expression qui résulte de (22) et A par celle gui
résulte de (19), nous aurons

S 7 y ; —

=Ryttt — vt =] ;

4

s . v . . 1, o .

Envisageant la forme biquadratique », ¢ ( 1—'1), nous vovons figurer ici,
10

sous le radical, son invariant quadratique, et nous pouvons conclure

en toute généralité que, § étant un polynome de quatriéme degre, et v

une forme cubique appartenant & un faisceau dont § est la jacobicnne,

on a

0|uu.”|| -2 gu»l.)ﬁll + 0||.)ﬁ»u

Il
iy
[
-
\
<]
(-—

formule dans laquelle T est Vinvariant quadratique de 9. Ce résultat
s'accorde avec ce qu’on savait déja sur ce snjet (').

26. J'ai encore 4 examiner les cas o, dans (30), y est un polynome
entier, quand m est la moitié d'un entier impair. Mettant 22 au lien
de (2m — 1), supposons

Y=, + 2na, ;" v, + )'—'(Zl'i)——l) L e s SR S (T

On trouve ici, comme pour le cas précédent, deux systemes dis-
tinets contenant Pun les coefficients pairs, 'autre les cocfficients im-
pairs. Mais ces deux systtmes différent entre cux. Pour abriger,
j'omets de les écrire : ils suivent la méme loi que dans le cas préce-
dent, mais la différence porte sur les équations extrémes. Iei 'on
pourra trouver la constante de maniére a rendre possible seulement
un des deux systémes au choix; 'autre n’aura pour solution qu’un
ensemble de coefficients nuls. Chacun des deux systémes présente une
symétrie par rapport aux coefficients également distants des extrémes,
en sorte que 'équation relative au coefficient v se décompose, Voici
finalement le résultat :

L équation ( 28) admet pour solution y un polynéme entier et homo-

(*) Voir, par exemple, le Mémoire cité de M. Stephanos, p. jo et 43.
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géne de degré pair 2 n, si la constante y. est une racine d’une quelconque
' . . y N n—+1 o ()

de quatre équations, dont irois sont du degreé ~ ou —— suivant la parité

) 1] ” /l —_— |
de n, lu quatrieme du degre — 1 ou—r0o-

St est mis sous la forme biquadratique (29), les formes de y sont les
sutvantes, oi:'I',(a, b) désigne une fonction homogene, de degré s en a, b
el symélrique par rapport a ces lettres.

" . . ,  y . , N
1" npair. — Sy, est racine de I'équation de degré ~ + 1,
g wmwd a2
Y =T, (95 %;)-
St 1. est racine d'une des trois autres équations, y a l'une des formes
suivanles, dont chacune est relative a une equation
(.3 52237 2 2
Y = (g = 13) Taa (nge7)s
R U
)= 'Ao'h rn 1("»' 7, )’

Y =t (0 — %) Tumal75, 7).

2" nampair. - La quatriéme forme correspond & la racine de U equation
SN . . . ’ .
dudegré —-—; les trots autres auzx racines des trois autres cquations.
La constante . étant ainsi choisie, U équation (26), ot 'on remplace
(2m — 1) par 2n, a une solution particuliére algébriquc.

27. Appliqués a Pexemple 2 =1, les caleuls que je viens d'indi-

quer donnent facilement e résultat que voici : 'équation

{ LI 1 ”n .

Y Y+ — Y )}’ =0

——— "
a poursolutionparticuliérey = yt — xsil'on prendp. = f—'; (74" 21,
La permutation des racines donne les deux autres cas; le quatrieme
3 . . n—.1

nexiste pas i cause de — - =o.

Pour n -= 2, voici le résultat : I'équation

¢y Y +p— iy )y =o

a pour solution particuliére y = y(r —x)(v'—x), si lon prewd
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"= 4'7"(31"—— t — 7'); par perinutation on a deux autres cas: enfin, si
4

1573 1T .
Pon prend 2y == %= 4] — 4,¢,, on aura la solution

4

b TN '4“7 T
Yo

28. L'¢quation (26), qui, si Pony remplace (22— 1) par 2n, s'éerit

, ) nin -1y
Gyt gy [ = 2 e,

2 ¢
w'est, en réalité, pas autre chose que I'équation de Lamé Que Ton

fasse
vix)=x(t—ux)(r —Fx), x=-sn'n,

et qu’on prenne u pour varviable indépendante, on obtiendra la trans-
formée
*y

ot

) \ - At
=lnn+0)Fsu+-— — july,
D '

ou encore, si 'on fait

vie)=q10'— g — gy, r==pu:

= rll(’l +1 ).P” — ‘ ).

Les cas dont nous nous sommes occupé en dernier lieu, ceux ot n
est un nombre entier, sont précisément ceux qu'a considérés Lamé.
La méthode employée ici est tres différente de celle qu'a emplovée
Lamé, et ne conduit pas moins 4 la méme conclusion, relativement i
I'existence de quatre équations distinctes pour 'inconnue u ('), Quant
au cas précédent, celui ou m est entier, ¢'est-a-dire ot n cst la moiti¢
d’un entier impair, la conclusion, nous 'avons v, consiste en ce qu’on

(') Mémoire sur U'équilibre des températures dans un ellipsoide a trois axes
inégaux (Journal de Math., 17 sév., t. 1V, p. 141).
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peut déterminer p. comme racine d'une équation de degré (n 4 3), de
sorte que la solution générale de (26) soit algébrique. Pour I’équation
de Lamé, cette conclusion se transforme en ceci : la solution générale

' . w\-" . ,
est le produit de (p';-) par un polynéme enticr, du degré an, par
. n ’ . res . . ’
rapport i p-. Vavais déja formulé cette conclusion et donné la trans-

formée (27) dans d’autres occasions ('). Antérieurement, M. Brioschi
avait fait connaitre une premiére indication sur ce sujet (*), et conclu
nettement plus tard (). M. Appell a traité aussi le cas n = ;(*). Les
géomeélres verront avee plaisir, je pense, dans lanalyse actuelle, la
réunion de ces deux cas de 'équation de Lamé, en apparence si diffé-
rents, el qui viennent coincider avec ce probleme algébrique : 6 étant
une forme biquadratique binaire, trouver une autre forme y telle que le
covariant 5,, ¥,y — 29,, ¥, + 0., .0 reproduise y.

29. On pourrait vouloir poursuivre la série de ces recherches, ot
demander d'intégrer une équation du second ordre connaissant le
produit de eing, ou sie, on un nombre quelconque de solutions. Les
formes de degré impair, & partir du cinquiéme inclusivement, ont des
covariants lincaires rationnels. Done en général, le produit d’un
nombre impair de solutions étant connu, I'équation s’intégre algébri-
(quement et rationnellement, ce qui constitue une différence essentielle
avee le cas o il s'agit de trois solutions seulement. Pour rencontrer
des circonstances différentes, il faudra recourir aux formes binaires ex-
ceptionnelles, dont les covariants linéaires rationnels sont identique-
ment nuls.

De méme, pour les formes de degré pair, a parlir du sixiéme inclu-
sivement, il existe des covariants quadratiques rationnels, ct, par suite,

(') Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrieme
ordre (Acta mathematica, . 111, p. 379); et Mémoire sur la réduction des
équations différenticlles linéaires aux formes intégrables (Savants étrangers,
t. X\VIIIL, p. 103).

(*) Comptes rendus, t. LXXXVI, p. 315,

(®) Ibid., r. XCI, p. 319.

(*) Ibid., v. XCII, p. 1007.
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des covariants linéaires dont Uirrationnalité est seulement du second
degré. Par suite, en général, le produit connu d'un nombre pair de
solutions conduit a 'intégration par Pextraction d'une racine carrée.
Les foro.es binaires exceptionnelles dont les covariants quadratiques
sont nuls fourniront seules des excmples contradictoires.

Si I'on voulait épuiser le sujet en suivant celte voie, on retrouve-
it les formes polyédrigues dont Vintervention estdéja bien connue dans
la theorie des équations linéaires du second ordre. Mais je n’ai pas
intention d’y revenir ici, et je vais aborder Papplication de ma théorie
générale aux ¢quations du troisieme ordre,

Iil. — EQUATIONS DU TROISIEME ORDRE.

MULTIPLICATEURS QUADRATIQUES.

a0. Laissant de coté, comme je P'ai déja dit, les formes quadratiques,
nous rencontrons pour premicr probleme, dans les équations du troi-
siéme ordre, celui-ci : Intégrer une eéquation linéaire du trotsicme ordre,
connaissant, en fonction de la variable indépendante, Uexpression d’une
Jorme cubique ternaire composee avec trois solutions inconnues.

Le principe de la solution peut s¢ résumer ainsi : Caleuler pour
l’équation adjointe U'intégrale qui a pour source la fonction donnée. ¢t
redwire cctte intégrale, forme cubique ternaire, a la forme canontque. Les
covariants linéaires canoniques fournissent immédiatement les solutions
cherchees.

Cette solution est ainsi basée sur une des théories algébrigues les plus
parfaites que nous possédions, celle des formes cubiques ternaires. 1l
s'agit ici de la dégager explicitement pour la réduire en formules sus-
ceptibles d’applications immédiates.

Au lieu des intégrales cubiques, je considérerai les multiplicatenrs
quadratiques correspondants, ce qui est plus simple. Jai indique
(n° 12) le procédé général pour trouver les équations déterminant un
multiplicateur. 1l est fondé sur la réduction des produits wy”y "™ y™" |
ou w est une fonction quelconque de la variable indépendante. Les
formules de cette réduction pour les produits cubiques ternaires sont



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRIS. %

les suivantes :

wyly' = iwy + (W)
WYY - - 2uyyt ey + (wyty — Ly,

Viwyty” s wy?+ 3wy — Ly (wyty — wyyt — Wy '+ Ly
wyvy”' = — Ly — !cv'y)” + 3 (“’)’.Y”)
WYY 5= wyy A gy Wy (W Y — ey = Wy
Wy — LYy’ i — twyy” —+ 4 (Wyy") .

Parmi les produits qu’on aura a considérer ici, ceux qui ne figurent
pas dans lessix équations immédiatement s’en déduisent par un chan-
gement des accents, Par exemple, pour réduire wy’?y”, on n’a qu’a
changer y en y’ ct, par suite, ¥’ eny’, y” en y” dans la seconde formule.

I.a forme linéaire G(y) et le multiplicateur quadratique M(y) étant
représentés par

Gly) =gy +38Y +38) + &

M(y)=py?+qy*+ry*+2hy’y" + alyy” + 2myy’,
nous effectuons le produit MG ; nous réduisons tous les termes suivant
les formules précédentes, et nous égalons 4 zéro les coefficients des
termes irréductibles, c’est-a-dire fournis par la premiére partie des
scconds membres de (31). Ceci, nous I'avons vu (n° 12), doit fournir
six équations différenticlles pour les coefficicnts de M. Voici ces équa-
tions (en face et & gauche de chacune d’clles, j'ai indiqué la quantité
irréductible dont on a égalé a zéro le coefficient)

Y 3guh+(gp) — 98P =0,

Yy gl + (gh) —6g.k+28,9—3g,p=0,

W 28+ (gl) — 6g/l— gup=o,

y? gl + 5(gomn) — 3gym — 36"2[

(32) — 2(gh) — gh+ 5(809) ~ (819) + 38:9 = 0,
¥ | 3(gr) —6gir +(gum) —3(5'."2)

+6g.m —=3(g,lY —hg,l— (g:,h) + g19 =0,
Y (§or)" —3(g:r)" +3(gur)

\ —3gr+2(gam) — 2(g,l) = o.

:\'
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De ces six équations, les quatre premiéres donnent explicitement 2, /,
m, r en fonction linéaire de p, ¢ et des dérivées de p, g. En substituant
dans les deux derniéres, on aura deux équations linéaives simultances
aux inconnues p, ¢. L’¢limination de ¢ entre ces derni¢res condui-
rait a 'équation finale en p, qui est du dixiéme ordre : ¢’est 'équa-
tion aux cubes (multipliés par g7) des solutions de 'adjointe I' () = o.
Généralement, par le moyen des deux derniéres équations, on pourr:
exprimer ¢ en fonction linéaire de p et deses dérivées. Suivant I'hypo-
these, on connait p; done par la on peut trouver le multiplicateur
explicitement.

31. Nous savons que le cas d’exeeption est celui ot I'équation en
p est d'ordre inféricur 4 10. 11 importe de reconnaitre comment le
caleul mettra ce casen évidence. Mais, pour ce but, je vais faire dabord
une simplification.

Jai pris G sous la forme compléte, afin d’avoir immédiatement les
¢léments les plus commodes pour les applications, oit tout changement
est d’habitude fort génant. Mais, pour une théorie générale, cet avan-
tage disparait, et I'on n’a que I'inconvénient d'allonger les caleuls.
Pour faire I'élimination, je supposerai donc g, =1, g, == o. La pre-
miere hypothése est évidemment permise, la seconde implique scule-
ment un changement de v en av, « étant une fonction convenablement
choisic, Ce changement, fait dans G el dans M, naltére pas la pro-
pricté qu'a le produit d’étre une exacte dérivée. On pourrait aussi,
par un changement de la variable indépendante, supposer g, = o; mais
ce changement, sans simplifier beaucoup, présente plusieurs inconve-
nients, et je ne le ferai pas. Dans le résultat final, comme on verra, il
me sera facile de revenir & la supposition que go et g, sont quelcon-
ques.

Dans les équations (32), je fais done g,=1, g, = o, je tirc A, L,m,r
des quatre premicéres, et je substitue dans les deux derniéres. J'ordonne
le résultat par rapport aux dérivées de ¢, et je mets dans le second
membre les termes qui contiennent p ou ses dérivées. Ces termes étant
inutiles pour mon but, je m’abstiens de les reproduire, et je les désigne
par des majuscnles. Ainsi A, B, C, 1) vont significr des fonctions li-
néaires de p, p's p’y ...

En outre, je fais disparaitre g, en introduisant a sa place la quan-
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e ¢
v=73g,—2g,.

Les équations qui résultent de ce calcul sont les suivantes

33 0"+ 3.4+ g+ Wwig = A,
(34 310q + =0+ (2780 + V" ig =D,

provenant respectivement de la sixiéme et de la cinquiéme équation.

o2. Ici déjas’offre un premicr cas particulier, celui ol ¢ est identi-
quement nul. On le voit, en ce cas, I'équation finale en p se réduit i
B =o0, ni est seulement du scptiéme ordre, et g ne peut étre trouve,
en fonction de p, que par I'équation (33), du troisiéme ordre. Ce der-
nier fait est la conséquence du précédent. Trois relations cubiques
homogenes, a cocfficients constants, linéairement distinctes entre elles,
ont licu entre les 4. Done, de toute nécessité, il existe entre ces quan-
tités une relation quadratique homogéne, & coefticients constants. Cest
bien, en effet, la ce que signifie I'égalité v = o, et v est cet invariant
(ui, pour la premicre fois, a été signalé par M. Laguerre ('). Léqua-
tion (33), d'ot dépend ¢, coincide avec les proposées G(y)= o,
I'() =0 (qui, en ce cas, coincident entre elles), sauf le second
membre A. Iy a donc lieu de revenir 4 la proposée, qui se raméne a
I'équation du second ordre

~ 3 -~ —
S + nga = 0.

En effet, on prouve aisément que les solutions y sont les produits de
deux solutions = entre elles. Le probléme proposé, en ce cas particu-
lier, consiste donc & intégrer cette équation du second ordre, quand
on connait le produit de six solutions, et nous n’avons plus 4 nous en
occuper.

33. Supposant désormais ¢ différent de zéro, nous pouvons, par

(") Comptes rendus, t. LXXNVHL p. 116 et 22].

Journ. de Math. (4* scrie), tome 1. — Fase, 1, 1885, 8
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deux dérivations, réduire le systéme (33), (34 & ne contenir que ¢ ot
¢'. Dans ce caleul s'introduit une nouvelle combinaison 3 :

R R MR (T 8

qui est un mvariant fondamental fournissant avec ¢ tous les autres
invariants. Voici le résultat de ce caleul ¢

) 10
, ( 2* 3t a.ed + 187 —~-—'u‘)-——"——-‘v)q

Le second cas particulicr s’offre maintenant: ¢’est celui ot le détermi-
nant des cocfficients de ¢ et ¢' est nul. En introduisant les deux inva-
riants 3, et §

8, = ")(’5' -— 88(", 5 -z ..’.“ '3\8'.
on trouve ce déterminant sous la forme
. » , :;.o-., :; ..Tl 1 I ,- \~l 1Y 3
(36) Goemd o gt g — T —(',U: 1647,
N g D) 100 (SN

Il v faut observer que ( 03 —169? )cst divisible par ¢, en sorte que

'_\l\ 1

Q est une fonction entiére des coefhcwnts 82+ 85t de leurs deérivées.
L'égalité Q = o exprime qu’entre les % il existe une relation cubique,
homogéne, & cocfticients constants. Si elle a lieu, ¢ se trouve donneé
par une scule des équations (35), a volonté, et le multiplicateur se
trouvera par le moyen d'une quadrature. Dans le cas opposé, les équa-
tions (35) simultanées donuent explicitement g, et le multiplicatenr
sera trouve sans quadrature. Arrétons-nous un instant sur I'équation
Q == o. Elle présente cette circonstance qu’exprimant une propriété de
I'(n) = o, elle contient les coefficients de l’adjointe G(¥)=o0. Mais la
théorie des inv anants, a l'lquelle je renvoie ('), nous enseigne que les

(") Voir mon Mémoire sur la Réduction dee Cquations différentielles, déja
cité, chap. 111,
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invariants ¢, ¢, 3,, 6 sont communs aux deux équations, sauf change-
ment de signe pour les trois derniers seulement. 1l 0’y a done qu'a
effectuer ce changement ici. De plus, j'ai annoncé que, le caleul fait,
je rétablirais les coefficients g,, g,. Effectivement, renvoyant le lecteur
i la méme théorie, j'énonce le résultat suivant :

Avant pose

Ha ) S oy K& AN &
(=5(—) -2 )-—()4—( ) =022 - ( ),

ugh o N So \&u A Yo

A | S 2y A i o

¢ = 2~¢° = -(._.) (__ ) _{,.",'p-__. ()p‘).

/ o 7 o I}
=0 oAl [-A
0, = 360 = B3¢, 0= dY, -- 33,4,

v on exprime que trois solutions y de G(y) = o sont lices par une relo-
tion cubique, homogénc, a coefficients constants, au moyen de la relation
=ty RIS

3t . . V(7w Ny
Qo=+ ', - LT S (4507 —160%) - o
! / 2 ! 100 v\ h ! .

2 par la relation (36) Q == o, on exprime que la méme proprieté a licu
pour ’équation adjointe Y () = o.

Quand on emploie, comme je I'ai fait déji, la notion de courbe
attachée a U'équation, c¢'est-a-dire licu du point dont les coordonnées
homogénes daus le plan sont trois solutions y, alors &, == o exprime
(que cette courbe est du troisiéme degré, £ = o exprime qu’elle est de
troisiéme classc. Ce sont, & un autre point de vue, les équations diffé-
renticlles des courbes, soit du troisiéme degré, soit de la troisieme
classe, de méme que ¢ = o est I'équation différentielle des coniques.

o%. Revenons au multiplicateur M, qui peut maintenant étre «nvi-
sagé comme étant connu, sa source p étant donnée.

D’aprés le théoréme 11 (n® 9), un invariant de «®g,M, du degré m
par rapport aux coefficients est de la forme u™gop’, oti p’ est le pre-
mier coefficient d'un multiplicateur M’ du degré (m — 1). Comme M
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est quadratique, le seul invariant est le discriminant, et 'on a m = .
Donc le discriminant de u® g,M est le premier coefficient de u* g,M', M’
ctant un autre multiplicateur quadratique. 11 serait inutile de chercher
un nouveau multiplica}eur par le moyen du discriminant de 4 g,M’;
car loute forme du faisceau u®g,(«M + AM’) a pour discriminant une
Jonction appartenant au faisceau u® g, (xp + \p'); il est, parconséquent.
la source d’un multiplicateur appartenant au faisceau *M + AM’. En
effet, F étant I'intégrale cubique qui correspond 4 M, le hessien de
w*F a laforme u*F’, ou I’ est une nouvelle intégrale cubique. Cest la
conséquence du théoréme I (n° 8). Il suffit de jeter les yeux sur le hes-
sien d'une forme cubique pour reconnaitre que M’ est le multiplicateur
correspondant 4 F'. La proposition résulte alors de ce fait connu que,
dans le faisceau composé d’une forme cubique ternaire et de sa lessienne.
chaque forme a pour hessienne une forme du faisceau.

(Vest précisément sur cette propriété qu’est fondée la réduction des
formes cubiques ternaires. On cherche, dans le faisceau, une forme qui
coincide avec sa hessienne; elle est décomposable en facteurs linéaires,
qui sont les covariants linéaires de la forme canonique. Cette recherche
pourra se faire sur les multiplicateurs; on cherchera, dans le faisceau
u* go(«M + 2 M’), une forme dont le discriminant soit «” g, zp ~+1.p’ ,
et la solution s’ensuivra. Nous voyons toutefois cette solution tomber
en défaut si ce multiplicateur cherché est justement M. Traitons d’abord
ce cas particulier, qui exigera des quadratures.

PRODUIT DE TROIS SOLUTIONS.

33. On seraaverti qu'on est en présence de ce cas particulier si 'on
sait d’avance que la fonction donnée est le produit de trois solutions.
Si, au contraire, on connait I'expression d’une forme cubique com-
posée avec trois solutions, sans savoir que cette forme est le produit de
trois facteurs linéaires, on s’en apercevra par cette circonstance que le
discriminant de #* g, M reproduira «® g,p (4 un facteur constant pres).
Notons que la méme circonstance se présente encore dans le cas que
caractérise I'équation Q@ = o, si p n’est pas nul. En effet, en ce cas, il
existe un multiplicateur a source zéro, par suite unc infinité de multi-
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plicateurs ayant une méme source. Mais le calcul du multiplicateur,
comme on I'a vu plus haut, fait nécessairement reconnaitre ce cas,
lorsqu’il a lieu, et nous n’avons pas & insister sur ce point.

La méthode i suivre est analogue A celle du n° 13. I'intégrale ¥
étant le produit de trois intégrales linéaires B, il suffit de considérer,
dans F, les termes en v” et y'; soit donc

F==a,y” -+ 3a, vy +3a,y' v+ a,y* +. ...
on considérera 'équation
a,s* +3a,5* +3a,3 +a;= o
pour en conelure la solution

1 -
o == - 3e/0ll.l'.
Folt

Les cocfficients a,, a,, @, sont connus immédiatement par le multipli-
ateur; quant & a;, il se conclut aisément de la partie qui, dans les

formules (31), est composée de dérivées exactes. Le multiplicateur
étant
g\l : :I)‘}’"2 -+ ?.’l)’,)’” -+ (I}"Q .

on a, en définitive,
ay,= 8 A =i8h, a,—=;
0 :;g"/ ’ | 150" 2 ;,goqo

ay=14162,h+3g.9—(g.9) — 28m .

APPLICATION.

36. Voici un exemple numérique : Intégrer I équation

¢

Al n 3 i :;
Vin)=2"— ="+ (—; +k“>n — o,

ot k est une constante, sachant qu'une forme cubique, composée avec trois

. . 1
solutions 0, a pour expression k* + el
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On a

Le discriminant pgr + 2hlm — pm?* — gl* — rh* se réduit a

AL v
circonstance qui avertit de ce fait : la forme cubique est le produit de
trois solutions. 1.’équation en 3 est la suivante :

1 4\ s 3 S ) e ?
(;ﬁ+£"'):"~7;:-+7;(ﬁ—/{-“):-4-(7_—‘—,4-') _r

ou, sous une autre forme,

(I I S SR LN WY

T 2 0.
o — Lt

Il en résulle, w étant une racine cubique de 'unité,

V= L d | Y 1
(et 7| — wka + log(wk + - |

) . .
= ('u" “+ I) e~"hr,

\

\

Les trois racines cubiques » donnent les trois solutions, dont le

produit est égal a 4" + TI; (')

(') Cet exemple est emprunte & mon Mémoire sur la réduction des équations
différentielles (p. 180); la méme méthode peut s’appliquer i I'équation

e —1 et A

1 =) - ( — i VA )7‘ = qa,
e

NE

ol 2 est un entier premier avec 3; il y a trois solutions dont le produit est ra-
tionnel.
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FORME CUBIQUE TERNAIRE.

57. Traitons maintenant le cas général duprobléme. Y'admets comme
bien connue la théoric des formes cubiques ternaires, et je rappelle
d’abord les formules dont je vais faire usage.

Femploie les mémes notations et, pour les invariants et covariants,
les mémes facteurs numcriques que Pon trouve dans Clebsch ( Porle-
sungen iiber Geometrie, hearh, und herausgegeben von Lindemann,
p. 562 et suiv.). Je mets sculement lesindices o, 1, 2 aux indéterminées
an lieuw de 1, 2, 3, pour rappeler que ces indéterminées sont ici

ry 2y, &=y, x,=y".

La forme cubique est désignée par /, ses invariants du quatriéme ot
du sixieme degré par 8§ et T respectivement, sa hessienne par A, I'ex-
pression numérique de A estle déterminant des dérivées secondes de f,
divisé par 36. 'y a, en outre, & considérer un covariant ¢, dont I'ex-
pression est la suivante : le produit — 2.3 ¢ est égal au déterminant
des dérivées secondes de f, borde par les dérivées premiéres de A, Enfin
nn autre covariant ¢ intervient, a savoir

= :? - ||::'I“./2'}— :;!’Af

et ce dernier est un combinant pour le faisceau (f, A).

Avee les invariants 8, T est composée une forme binaire, biquadra-
tique et équianharmonique aux indéterminées z, X, que je désigne par
U 2.2, et qui dans Clebsch est désignée par la lettre G :

Al
P4
v

P AVAN

Uiz, h =0 = Su?2?— 1 Tud? —

Voici, par le moyen de ces éléments, les résultats que j"ai a rappeler :
1* Lit hessienne A, de la forme 2/ + ). A est égale a

. 1 (U QU
2° Si z:) est racine de U == o, la forme zf+ 1 A est décomposable

en facteurs lincéaires X, X, X,, qui sont des covariants irrationnels.
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3 Les fonctions symétriques de ces facteurs sont exprimées ainsi :

3 3 s__ vy ’ . f__’ _ i
XI+X! X = Y [(. SSZ)S 9.7_..\],
T«
B Y]
X*X*X? = “l - ;sg’ (f+ 7 A‘)“
38) | TomTr T 1 ity x°1°
) P(3—-87)
XIXI 4+ XIK3+ X3RS — ), XE-- X3 - X! 2
_ A A
ST T
(3~ 1s%)

o8. SoitmaintenantFune intégrale cubique de G (v;. Nous prenons,
pour la forme f, d’apreés le théoréme 1, n° 8, f=u*F. Le multiplica-
teur quadratique correspondant est M; nous prenons la forme qua-
dratique A = u® g, M, et nous avons

Jf
A=,
dury
Nous faisons ensuile A = u* 1" et F'estune nouvelle intégrale cubique;
le multiplicateur correspondant étant désigné par M', nous considérons

. . , , 03
la forme quadratique A'=uw*g,M' = oy

Soient p et p’ les cocfficients de y”* dans M et M’ respectivement. Les
coefficients correspondants dans A et A’ sont

S S I A S AT
(=W gP =3 d07i T aded’
C e g VA 1478
Ay = W8P =5 507 =5 043

De la résulte que a, est égal au déterminant des dérivées secondes
de A, divisé par 12, ce qui peut encore s’exprimer ainsi. Posant

A=2 (l,‘j.’l'["l‘j
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et employant les lettres « pour les coefficients de la forme adjointe,
savoir

—_— 4 —_
oo = 8y Qy2— A,y Goy=QoaQy— Qg Q33y, ..,
on aura

— 2
a,,=,2a;a,;.

.

Pour obtenir le coefficient de y® = &} dans le covariant g, onn'a qu'a
, . . . . af
remplacer, dans le déterminant qui représente ce covariant, fpar Zﬁ/’_
T
(7K , . , .
et A par - R 1l en résulte, pour ce coefficient, I'expression
* 2

a. a.

2 N,
3 =%ij Qi Ay

3
ou les lettres a’ représentent les coefficients de la forme A’
' ,
A=2Za,xix;.

D'apreslathéorie générale, nous aurons a prendre, dans les covariants
X, les cocfficients de y” = a,. Il nous faudra donc remplacer, dans les
formules, fet A par La,,, 1d,, et o par le coefficient que nous venons
de considérer. A cause de P'homogénéité, nous pouvons multiplier les
deux premiers par 3, le second par 32, Ainsi

, . =Wy

A . seront rcmpl;wcs rvspoctwcmvnl par @y, W ol
2~ ' '

? \ ' T3 2‘“/['ai3aj3'

Il reste a exprimer les deux invaviants S, T par les coefficients de A
et A’ Pour y parvenir, on n"aura qu'a caleuler le discriminant de
2 A+ 2A5 il s'exprime par «,, ot ay,, comme 4y par A et £, au moven
de la relation (37). On connaitra ainsi la forme U (x,%) ct le probléme
sera résolu. '

9. Je vais introduire une modification qui simplifie les caleuls dans
les applications et rend, en outre, les formules symétriques. Au licu
de prendre la forme A’, j'en considére une autre quelconque A,, du

Journ, de Math. (4 séric), Tome 1, — Fasc. I, 18%), )
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faisceau «A + %A’ el I'on concoit que I'on puisse parfois en aperee-
voir immédiatement une qui soit plus simple.
Soient ainsi deux formes conjuguées A et A,; posons

A=2Xa,rx;, A =2b;zx

ijTi%)
P - ay,, P, = I’zzo
D=3 2a,ay Dy=j;Eb;f;
C:=3 .\.;a,'jbij; Ci=32 lrjlial'l'

Les lettres 5 désignent les coefficients de la forme adjointe de A,
comme z precédemment pour A,

Soit 1, le discriminan’, calcul¢ comme D et D,, pour la forme
(A + {,A,. Ce discriminant est une fonction comprise dans le faisceau
P+ ,P,. I est daillcurs composé linéairement avee D, C, C,, D,.
Donc C et C,, comme DetD,, sont comprises dans le méme faisceau.
Désignant par g, », w, Zet les mémes lettres affectées de Uindice 1 des
cocfficients constants, jaurai done

D=s"+wl, D =g46P+0/P,

WC=wl+ Py, 16, =w,P,+ ¢, P,

La forme A’, considérée tout a I'heure, appartient au faisceau
A, A, ). Nous avons donc

2P 2D =P+ 1P,
d’ou vésulte
=24+, [ =uwk

Par cette substitution U (%, s¢ change en une forme V(/,,{,, et,
d'aprés (37), nous aurons

4, IV IAY
O

D'ailleurs nous avons aussi

Dy = B 4 4G+ G, + P D,
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Il suffit maintenant d'identifier ces deux formes de 1), pour trouver
entre les coefficients ci-dessus les relations
CH+t=o0, G+, =0, W4 =0,

Nous aurons done définitivement

D=6 +ul,, D= ¢+,
JG=aP—cP, 10 =-—-aP —7zP.

En outre, la forme V étant équianharmonique, il v aura encore entre
les coefficients la relation

’ oo
o, —~ 157, = i,

ot cotte forme elle-mcéme sera

VL =alt— 160 - 60l =5l -
La comparaison des formes U, V donne ais¢ment les expressions
de S, T,
S=3+ww), JlT=2"+%n07 -5
Fn désignant par £ une constante arbitraire, ot faisant s = kug, 1,
nous aurons, - moyen des formules (38, les expressions des fone-
tions svmétriques composées avee les quantités z. Ecrivons d'abord
Ia seconde

/(\"7 ) b

;- . - _4_ N l))
SevyEY2) T . .
), 01 i ) 7

Chotsissant £ par la condition

k(1— 385 ) u(3- 185,
la formule se reduit a

3 3,5,5, =14 (,P,,
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ot {:{, est racine de V(/,4,) = o. La premiére formule pourra s'écrive
de méme

(40) s+ s+ =mP +mP,,

ot les coefficients constants m, m, sont a caleuler. La substitution di-
recte donme immédiatement, a cause de Uexpression de S,

((')I——— ‘3[1 )2

S __ /2] 3 .
m}={Gl,) ST 7 r ow) = (W=7

Par symétrie, il en résulte une formule analogue pour m* : il n'y a
qu'a échanger [, {,: o, 0,35 5,5, ct changer le signe de w. Mais ce résul-
tat est insuffisant, car 'une seulement des deux racines cubiques
de m?, m; peut étre arbitrairement chioisie : 'autre doit s'en déduire.
Pour lever cette difticulté, il suftit de caleuler le rapport m:m,, d’a-
pres (38).

On trouve ainsi, par substitution directe,

m.o (u[!—-‘,;?//l—-.‘;ll'/":
m, — al(sl—wl,

Fn meéme temps a lieu la formule symétrique

my o li — 30+ 3wl
m — 2l — e,

L.a concordance de ces deux formules se vérifie aisément, en vertu
de V.= o, et il sera plus simple de les remplacer par Pégalité symé-

Irique
mt _ (ol—w )l
nT’::_ (slh—whl’

qui suffit a fixer les rapports des racines cubiques de m? et m?. Dans
la suite du caleul j’introduirai encore une constante y qui est exprimée
symétriquement ainsi :

_ali—wl 5 l—
T o4m T {m?
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Remarquons aussi que la constante £ donne lieu & 1'égalité

k M
u(.’i—lSZ;) 3l
2 %

Il en résulte que la troisieme équation (38) nous donne, en dési-
gnant par Y le cocfficient a retenir dans le covariant  :

1,3 3.3, 3.3 Vfh  md a2 __ 1y
3,8, + 3,5, + 5,5, — 1, (3, + 31+ 3,)" = wip 7
Il reste a trouver Yexpression explicite de 4. D'aprés tout ce qui
précede, nous avons d’abord

i 3 3 ] ' [ «
’ Y=— 7 %Zauai._,ajz-— %(26’—%— Juws —6,0?)P?
(4v .
3
( + 3 (5 ww)(sP + 2P, )P,

I a forme A, 4 laquelle apparticnnent les coefficients a’, est égale
a5A + oA,. 1l en résulte d’abord

- ’ ! — 2
}.a,i,-amaj__, = Eaijb,'gbj.;-i—‘

15(3a,, 4 20b,,)2a;; u;
= (-;’Zaijbizbj, -+ ZG(GP + 20P, )(';‘P + oP, ).
I)'autre part, on vérifie sans peine I'égalite

:“ijbizbjz =b,, zaijbij - (“uoﬁu — 9«“04{504 -+ anﬁoo)-

La quantité
Q= “ooﬁn — 2ao|]eol =+ &y, ﬁon

va subsister dans la formule définitive. En substituant dans (41) et
faisant toutes les réductions dont on pent abréger le caleul par raison
de symétrie, on trouve

‘— o A
LI=1Q+4sPl+ 5,2,
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Donc enfin nous avons pour derni¢re formule
4 1
42) 332) + 33+ 53 3) = SGQ+ 1(6P{+5,P,)] + 5(mP + m, P2

Les égalités (3()), (4o) et (42) déterminent trois quantités s qui sont
respectivement égales a trois quantités ug,, el le probleme est com-
pletement achevé.

. Pour formuler le plus simplement possible le résultat acquis, faisons
les observations suivantes :

1° Si nous prenons les discriminants et les invariants G sans les
cocflicients numériques qui se sont introduits ici, en éerivant comme
il st d'usage

])=;Za,’ja,-j, C:Z’/.ij’)ij, ooy

il faudra mettre §5, fo, ... i la place de 5, 0. Ce changement ne mo-
dific enrvien 4,1, m,m,. 11 faut seulement remplacer o par .

22 Si, au lien (l'op(-rcr sur A et Ay, onopere sur z A et s A,z étamt
une fonction quelconque), D, € sont remplacés par :*1, :*C, ... ¢t Q
par 2'Q. On pourra conserver les formules précédentes en changeant
seulement Q, si Pon change en méme temps les quantités s. Je ferai un
tel changement dans 'énoncé en prenant = }'ﬁl—{.,’ de facon que le
caleul porte sur les muliiplicateurs  enx-mémes. Voici le résultal
final.

0. Propreye. — Intégrer U équation
Via == o 4 30”4 3o’ =gy = 0,

suchant gu'une forme cubique ternaire, composce aver trois solutions
et @ coefficients constants, a pour expression %' x .

SorLutioN. — On prendra la fonction adjoinie G{v' ¢t, par les for-
mules (32), on calculera un multiplicateur M du sccond degre pour G v),
avec 3oyioix) pour coefficient de ¥'*. Soit M ce muluplicarenr

DI = ya‘le(l}/U)’ (,22 — 3,/:.:?(,.\, et ')'
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Ce mudtiplicateur a un conjuguc M,
1“0 = Zbijymyj)o bu = 37;71('”) = pu

Jouissant des proprictés suivanes :
St U'on désigne par u, [ les coefficients des formes adjointes a M, M,

Ty = Ay Aoy — AT,y Oys =gy Qs — By Ayzy - oy
et qu'on prenne les invariants
S N ' oy
D= ;,.‘..a,-ja,-j, C= 21),-/'6(,'], (a. = Za,-,-(%ij, D. = 52’),‘,‘(1,‘,',

on aura entre ces quantitcs les relations suivantes ot 5, w, w, ... dési-
ganent des constantes

aD= sP+ouP,, abD, = 4P +0/D,

;a0 = wP — 4P, jaC, =—wP,— 5P,

T
. » ’ ' = d. .
La quantité a sera égale a o e"f 1" et les coefficients constunts sans-
0
Jeront a la relation

(43) ww, — 465, = 3w,
Onobtien-dra donc le conjugue M, en calculant le discriminantl) de M,

et prenant pour source P une fonction arbitraire du fuisceauw (al), P .
On calculera, en outre, la fonction

Q= aoo]eu — 2“04{301 + “uﬁoo-
On prendra une racine l: 1, de I'équation, a coefficients constants,
wl' = 16ll, — OwWl [+ 46, llj— vl = o,

et deux autres conslantes m, m, determinées par les relations concor-
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dantes
_ 6 (o ly— oyl :
_ : (ol —al))? !
m, = 6, l gli (7t + ww) —(""_"l')’] ’

m* (3 l—o )l

mi = (ah—ehl,’

el enfin une derniére constante p.

elhh—wl e l--wl
", == ST I e—————
: {im? Im?
Er fonction de ces diverses quantites, on aura trois solutions v, de U'é-
quation proposce, aw moven des racines de l'équation algebrique

Yor® — (mP 4+ m, )0t
s Qa
) + |7

1 o " \ 2
i (AP P L (mP - m Py

— PP, =0,
APPLICATION.

41. Lasolution qui vient (’étre exposée n'est pas en défaut dans le
cas ou g(x) est identiquement nul. Clest a ce cas particulier que se
rapporte I'application numérique suivante :

Intégrer ' équation

1, " KRR NN ] h V0
v, Dol '
S R P

[} " .
- a_lq’ n=u,

ot Y designe un polvriome du troisieme degré

= ¢’ + 3¢, &% + 3dyr + ¢y,

sachant qu'tl existe entre trois solutions r, une relation homogene du trot-
siéme degré, a coefficients constan’s.
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I adjointe est ici

Glypem gy 04 " Dy — T4y,

v LU 623

On pourra aisément, par les équations (32), vérifier le multiplicateur
avant les coefficients suivants :

poooe gr=dy re= gy heco, Lo —aby o omos =,
M=oy 2 ) v — ey’ — ad vy,
. “ . o ' o
Le discriminant de M est — 73%; la quantité a est égale i 7+ Les
¥

multiplicateurs conjugués ont done, pour coefficient de "2, la quan-
T1TORAN

Voici les coefficients de 'un de ces multiplicateurs :

L2 L
2 _ 30 T RS 5 /

! Yor, =3y 72¥7 s ! ot a2 T
" ’| " U"V"l

] _ 0w R A 4 Yy v

h 2770 L= - 0% m:-- s ot 32

On peat abréger les calculs en écrivant les deux maltiplicateurs
ainsi

MoV iy — v + 1y y,

iV e 2

Ly ('_‘«f _ *Xf"%"'\)),z
o Y

1
v +§$y:x3. y=ux, Y=u=,

on n'altére pas les formes qu'il faut caleuler, et I'on opére sur des

Juurn. de Math. (4° sérvic), Tome L. -~ Fase. 1, 1885, 10
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coefficients plus simples

f] "Il
Wy, =0, o, ==, tyy 7
a,, -0, (s — ’-!’:Jo y, O,
' t2
Uyy "~ :\';'.J"' @ == 4t e
- —_ 2 /
a‘._; T (), anz"" -7 zlll 0,
KR Khe "
 ala R 4 ¢ _..._'_(_-‘_ - 7
llz.., = ‘_4 ’ .’I“ = ’ ,’un T A\,
/ ‘
PRI Lol
BEY 144
l".-,’_‘: (§ N ,’02 I - ' -9 ['lll 2z "l“.{‘

1 "f"’"("’ g ) . v g
IC E R ‘;1( B YUYy )0 Con T a7
Y’ v’ (FRIZ 0 trgre
e TR A A Su =t
!
D, @yt @y 0y, @y 2y -— 17
[ b % b % 7 S Yy D0
D, — ”02('02’*‘ 2o iFo F Dawitee - ae Y Y Y Yoay
CAR tort Vi PR
oY TR PR R TR PR
€ -- l,’jb,‘j )y
. . Y VoV v "o
(n' - z(lu{:i/_u -)"——:ﬁ:? € — l_? '..J = _"2_'1 ‘v¥| —_— '.40?2 e
—— [~ B 4 [ R LA
(\) '[uu(’n - 2%y, o mal TN e — F97 Y.
On a, d’ailleurs,
1 .
H} T P-- O, P| T 3’;2.
R4
Il en résulte
m=—3, 5=0,



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFAIRFS. 75
Si Fon fait /=12, ==, + 3, Péquation Vi/, /,) = o se change
en celle-ci :

e e ALY 3
Yl A AU 8+ Gyt - [+ 1T
v

(45

dont la forme est remarquable; son premier membre a pour dérivée
A ( N
wity.

On trouve ensuaite

Chtrd)t T um T T ol Tl

N T R "
"y

Changeant 77 en m,7?, et divisant tous les termes de (44) par 4°, il
reste

. v B . oo - Y . (."3.....’ .|")
40 'f."—()'f."—i-5<~)’u—-—f' +|)"‘"+-|--“_i'_._"ﬂ:_:o.
i DN Chol + 4 1

Trois solutions . sont données par U’ équation (46), ott ¢ est une racine
quelconque de (45 ).

Le dernier terme de (46) peut s'écrvire encore d'une autre ma-
nmere :

~

) Syt
Cral 91 ) (Pol -+ 1)*

¢'est ee quon voit immédiatement par I’égalité

Vo2 dram __ !
“I”.-— Q‘Jl‘!’m— ‘6('-!/?" "“05 ).

DIGRESSION SUR UNE EQUATION DU TROISIEME ORDRE.

2. Je vais entreprendre maintenant un calcul dont le but est de
vérifier cette solution, puis de faire connaitre les propriétés d’une
classe d'équations a laquelle appartient celle que je viens d’intégrer.

Pour abréger I'écriture, je mettrai partout dans ce qui suit :

L N 4.
Ty 77 Sgs hy = By, Ty = 3a.
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Yenvisage ces trois quantités z déterminées par ' 16), en sorte que,
posant

3S, =5y 42, 5, 38, 5,5, 45,5, + 5,5, Sy 5,5, 5.,
on ait pour définition des s

. . REAE . IRL" L (1)
48 S, =2, S;: "0 = S, =8- 0T

Y Ly

ott £ est une racine de ©45).
La premicre partie du caleul suivant a pour hut d'exprimer 4 ., en
fonction des z. A ceteffet, je caleule d"abord les deux quantités

) 1 ' D M} ' 1 L3 2
o 0 . » ’ . . v .
v oY et ‘-.’».’H 29, Yo'l .

Les expressions de S, et S, me donnent, sous forme homogene,
) vy =S,
Observons maintenant que Péquation (45 peut s'éerire

. ;0) :4"(['.:4,\!)—1'.2/’ "'2 T2 0,

comme on peut le vérifier sans caleul, grace a cette propriété que les
premiers membres possédent, de reproduire 4{¢) par une dérvivation.
D’aprés (50), on peut Lransformer (49) en cette autre :

31) JY (4 T

\

Prenant les expressions  4g) et (51)de 2”4 ) et de 4" 9(¢ pour les

substituer dans Uidentité

(32) Yt + 00 = BYPYT = 2230 4

13 DR
. I SN
Yu'vs T 2 ;10.‘!‘.’

-C-

nous trouvons ce résultat

KR TR S SRR ] . , _
g Tors 1T Yy daY1Y2 o2 e 3 'y
2"3 Y =85 --,5,8] — S,
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D'autre part, suivant (47) et (48), nous avons aussi

v

L'expression de S, nous donne 4"(x) qui, sous forme homogeéne,

SO
. 18, N2
53 Jx) = Y2 ()
o T
I'identité
vt ) ) = Al I )

donne Y(x), et enfin I'identité (52), ot 'on mettra  au lien de ¢,
donnera ¢(.x). Son expression, rendue homogéne, prend la forme

-

oo

* L ASY — 3SI8! - 48,81 — 65,5,8, + 82

la parenthese contient le discriminant de (5*-- 38,3 + 3§,z —§
par suite,

873

.\y'([)n Ma — :l)/

TR Sy~ S
2?37 L ) :

(5% yr) = —

~——

—
(2]
(2]

N

—

“

B

Remarcquons, en passant, que cette expression simple du discrimi-
nant conduit, pour la résolution de I'équation du Lroisiéme degré (46,
suivant la méthode usitée, i un résultat peu compliqué que voici :

7‘3 - 2 4 A -+ Bv
A R T AT )
; \/ |' Twernr T i (47

ot les deux racines cubiques doivent étre extraites de maniere que
A + B reste fini pour x infini.
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43. En différentiant les équations (48), nous avons

- T i

~“0 -I -+ [] :;' '+" 52’ ‘)'
" " 2

! 1 ’ .
i "y Ty 3.
:lv(“|+zz + 3 { %+ 30) “+5,(2, -+ 5 B S —
) "o ( U Y )":2 "fut e ‘!.'l

"_“! + 1! 3- 2 0
1y " LT

, . , . . v, .
Le déterminant de ces équations aux inconnues - est la racine
arrée R du discriminant

[

(3%) R=(s,—3)i5,—3,)(3,— 3z, 2.3 -

comme on vient de le trouver. Les inconnues S’(?X')l‘il]l(‘llt ainsi :

~

1 S
1y R

.-
(5, — 5,

ol -+ "'{l ) 2

-

les autres formules se déduisent par permutation circulaive sur les in-
dices o, 1, 2.

Soit Y une fonction queleonque de «; sa dérivée par vapport a
sera donnée par Iégalité

34,

56) RY == ml Yot (3, = 5) + X 5, (5 = 3,0+ Yoz, — 50
;_dY S0y A
Yoo gy Vomgne Ve g

“n prenant deux fois de suite la dérivée de la méme maniére, on ob-
tient une égalité de cette forme

RIR(RY') |':.<, ),

ou L contient seulement les lettres 7, 5 et les dérivées partielles de Y
son expression sera ccrite plus loin, Si maintenant on tient comple

13
de (55) qui donne, & un facteur constant prés, ¢(x)* pour R, on a
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facilement, au licu de la derniére égalité,

]
R ENA Y A V7D 1 ,_— ("f..l-i—- '},)21' 2
Y+ Y+ Y = g'-‘..‘&"'l Yir)y L.

En vertu de (33) et (561, nous avons semblablement une égalité de
la forme

|
3

M

4"/1 Y‘I - " — ‘__ ( '!‘l'l =i~ "'(l )
' RASW L Yir)

et, daprés 55,
]
LR S ' ("fl)l -t "f|\“- 3
VAl JEE | T e R.
De 1a résulte

\' ';Ym -+ -:';)l\u_*_“: + 7'\).!// YI+ ‘6'!{;”\;

(bl ) ‘ : K HERR ;
TUl = el L M — 20,30 BRY).
\ ol Y(r)

La quantité L provient de U'opération

] Jd ]
(3, — :-');)T,, + 1y (3, — :");)—r_; + (3, - :,)5;:

répétée trois fois de suite. Elle se compose de trois parties suivant
Fordre des dérivées particlles qui v figurent. Dénotant ces dérivées
par des indices et éerivant seulement le type de chaque sorte de terme,
nous aurons

L=1L+L,+ L,

“0007:3 (51— 35)°
- <= 3o 127, (35— 33)H (32— 3) -+ 6 aulres termes
| 3ot sy , par permutation des indico-,
4 6Yoamen 02 (54— 32) (53— 30) (30— 51)
‘ 3Yoomg (31— 33) [(51— 32)2+ 3(2 51 33— 3, 30— 31.30)] |
L,= (‘ —_ Sle"Al"ni[(so_ ;‘)(;l —_ ;2)(;’— ;o) <+ 4 autres termes.

+ 3(51— 23) (332 — 305 — 3,5y — 53 3y)]

Ly = Yoo [(3)— 30 - 9 (5, — 33) (33 — 23503, — 2 503,)] + 2 autres termes,
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L quantité M est simplement

»

e s, - atermes.

M:==Y,r,'5,— 30)[“’(5| Syt 5%+ 5,5,) — =

Enfin R est déjit connu. On vevifiera sans peine, en formant le coeffi-
cient de Y, lidentité

Lo+ M +=8R{Y,rg+ Y, 7+ Yyu, -0,
dapres laquelle la parenthese du second membre de (57 pourra s’éerive
Lot Ly (18a+ )M - 8(81BY + Yoz, + Y7, + Y,r, R,

Si Fon suppose Y = cor,+ €%, + €,74, 0 les ¢ sont des constantes
arbitraires, et, en outre, « - ~ ', f = — ), cette quantité seranulle.
Quant au premier membre de (37, il devient

L N IRNAN 1
PY 4 Y 4 Y —

N

-

c'est precisement celui de 'équation différentielle dont nous étions
partis d’abord. La solution de cette équation est ainst verifice.

£%. Je vais maintenant (-n\‘isag('r une c¢quation |)|us générulv. Je
feran

n? c nin -3 qn-

- = = 7 )
8 0?3

o=

et le premier membre de (57) prendra la forme

GY, =+ 24y 4 l(: — TV -
* R 2 )/

(

HOR == 3005m - 3y -
: A VY
TENE :
Supposant, en outre, que Y soit une fonction homogéne en v, 7, +,,

ct du degré (4n — 3), jaurai, & cause de cette homogeneite,

1
PR B S Tk 70 2 ‘
Gy -= - T [+ T+ (n*—1,M

+ 2n— 1+ DR Y g1+ Y 7, + Y, 7).
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L équation aux dérivées partielles, obtenue ici comme transformeée de
G -= o, peut revétir des formes diverses a cause de ’homogénéité attri-
buée i Y. Pour reconnaitre identité de deux formes, d’apparence
différente, le plus simple est de les ramener toutes deux i ne contenir
que des dérivées du troisiéme ordre par le moyen des égalités

(4n — 5, 4n — BiYeow Yooy +3Y iy =+

Le premier membre étant écrit sous I'une ou I'autre des formes syni-
holiques

U= 21\ 'f,,\ J(‘ -+ {‘\‘l; ,;‘Y ]t?) +—(Il — I)Z(a,ﬁ,\,,
4(hn =50 = le)‘..,,iY‘.](S)'
on auara
\ Poeo = /l("n - S)A\ooo 4By, + G,
loou:A

L~
-—

n—5Ag, + , Bey 2By, ) + 3(2C,+C, ),

{
| ’ Pory=4{1n = 5)8 24 3 By + Bya-+ By} 4+ {Co + Gy + Gy,

........................................................

Mettons, pour les coefficients A, B, C, cenx de la forme ci-dessus, en
observant que les derniers peuvent s’éerire ainsi

Co={n+1)p-~2'n + 4)R,

ou vy, est le cocflicient de Y,7, dans M. Prenons maintenant les nou-
veaux cocfficients suivants :

R
Aoy == Acoo '*‘?Z;
I 2'}'04"[[
10 3 ’

8

. R
Apor == Aoy~ g 4 15

R

8

1 +
“+ — Yot Y+ Y2,

A’ :Aon"?‘ 16 3 )

('R )]
' 21
By =By~ g R+ Zq,,

‘ ‘)Yo‘*'l’l
B, __B.,.+ R+|b -

(, = 0.

Journ. de Math, (4 série), tome I. — Fasc. I, 1885 I
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En mettant ces coefficients A’, ', C' dans (38), au lieude A, B, C, on
trouve les mémes quantités P. Nous avons donc, pour transformee dr
G(Y) = o, cette équation (écrite symboliquement)

! .)()) :,\;.'f,"\.,' , 3 -+ r.\.n;'f,, \",Jj(ﬁ)_ 20,

.

dans les coefficients de laquelle la constante n a disparu.
Voici quels sont les coefficients, en mettant, pour abriger,

R-=:iz2, — 2., 3. — 5, 5,— 3.}
TAse T e ) V2, v S
S’ .lo‘f-- __+_z.. 4+ 3.3 ,_".2_‘_-2.+‘ -2,
[ A vy (~2 vav0y ‘0 -y v,
,\‘ »(: __—‘)"_*_IF.,}..E. z _..:‘1
- - - s
wo ] 2 8 16 | 2,0
A’ R R Rt Y __-\_* I_‘ _h‘_,""_‘:3_ :_"
Tooy T AT ~2) L2 ~0, 8 - G 3
\’ / - s - 2 R S o2s,- 5. 5
oty Bytm 2y, Sy S +R 16 R
! .. 9
Anlz nl{:
} o -3 -~ - fiym = -~ ~ -~ - 21 Q- -
B“" ) Sy— 3. +() Sy a2’,<—0|62—4‘«0—o2q0 - ]{— L Spm 3Tl
! » o 2 - -~ - - - 9 'S - -
B"I-——- = .v“"":‘:{352*‘ N X -“d:"'.v‘v-.:,‘r‘xl‘— ‘,S ~ g T~y

1 faut avoir soin d’observer que les autres coefficients se déduisent des
précédents par permutation circulaire des indices, en sorte que
P'échange de deux indices produit un changement des signes. Ainsi,
en échangeant les indices o, 1, on change A, en — A
- B ete.

(RN

’

' v ,
011 nye "uu e

k3. L'équation (39) jouit de la propriété suivante : elle adinet pour
solutions une infinite de polyndmes entiers par rapport aux variables .

Sott n un entier quelconque, posuif et premier avec 3 : il existe trois de
ces polyndmes, ayant pour degre \n — 3. Si n est multiple de 3, plus 1.
ces trois polyndmes ont les formes

. ~ Al A
- m e i - = o . Y
TS s, mlrsia, s, ol {".'"’»"‘l,"

ol
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7
- . -y,
ott F est un polyndme enticr du degré 5~ Symelrique par rapport

anx deux dernicres lettres. Si n st multiple de 3, plus 2, les formes sont

/
Iy oy y 4N -
i 205,05, .. o ot Fest dudegré S

‘5 et Jjouitde laméme symetric.

Par conséquent, I'équation

Go OYT+ Sy l(. - !:’f)-;,"\_"_ nin s BB ey
ot -y est un polvnome du troisicme degre, et n un entier, premier avec 3,
est intégrable algébriguement (on va voir dans un instant que n peut
étre négatif .

Cette proposition me semble difficile 4 établir sur I'équation (Go) elle-
méme. Je V'ai démontrée dans mon Memoire sur la réduction des équations
différenticlles (' a propos de I'équation qui se déduit de (Go), quand
on prend, pour \'m‘iablcindépendante,|'int("gl':1|c/ :—I% I.a théorie des

J vy

fonctions elliptiques fournit, pour cet objet, des procédés trés faciles.
Mais la proposition admise, on a, par I'équation (5¢), un moyen assez.
simple de¢ déterminer le polvnéme F dans chaque cas particulier. 11
suffit, en cffet, en substituant Uintégrale 4 coefficients indéterminés, de
prendre un petit nombre de termes pour déterminer les coefficients. De
plus, si T'on substitue #,F ou = I, suivant le cas, dans le premer
membre de (59), le résultat contient le facteur

7o(5, = 5,) ou w (5, —3,,

et, ce facteur supprimé, il reste un polyndme entier par rapport aux s
seulement, symétrique en 5,, 5,. J'ai vérifié de cette maniére et par un
caleul trés rapide, pour le cas n = 2, la solution

Y = 71;-;(:0 —— :)Z| — 553 .

trouvée autrement dans le Mémoire cité; j’ai calculé encore cette autre,

(') Page 2491.
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pour n =4,

Y T :0

£6. 1.'équation (1) se change en son adjointe quand on change
en — n; sil’on appelle Y, Z deux solutions de (10), on aura une solu-
tion & de I'adjointe ainsi

1
5o VYT — 7Y,

Si maintenant on tient compte de ce que v.]f; differe de R seulement
par un facteur constant, et que I'on fasse usage de la formule (56}, on
reconnaitra I'exactitude de I'énoncé suivant :

L'équation (59) admet encore une infinité de solutions rationnelles.
d’une seconde forme, comme il suit : soient Z, T deux des polyndmes, de
la premiére forme, et du méme degré tn - 3, on en déduira la solution

Tt (23— 30— 3V (LT, 24Ty - wyma(23p 5y - STy 1T

Y - et (22~ 3, - 3WLT, - LTy

Cette equation Y est aussi une solution de ['équation (Go) quand on y
a changén en — n, et que I’on considére les v comme exprimes en x par le
moyen des relations (48). On peut alors supprimer le dénominateur de
Y, qui cst une constante.

D’aprés la forme de la soluti n ainsi trouvée pour I'¢quation diffe-
rentielle (60), dans laquelle » est entier, positif ou négatif, et premier
avec 3, il est manifeste que le produit des trois solutions particuliéres
envisagées est fonction entiére de z. Ainsi cette cquation a toujours des
multiplicateurs quadratiques a coefficients entiers.

CONCLUSION.,

Si I'on voulait poursuivre la série naturelle de ces recherches, soit
sur les équations du troisiéme ordre, soit sur les équations d’ordre su-
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péricur, on rencontrerait la circonstance déja signalée pour les équa-
tions du second ordre au n® 29 de ce Mémoire. Les formes ternaires,
an-dessus du troisiéme “degré, admettent, suivant la parité de leur
degré, des covariants rationnels, soit lin¢aires, soit quadratiques, ct les
formes quaternaires présentent la méme circonstance pour le troisiéme
degré inclusivement. C’est donce sculement par la théorie des formes
singuliéres que I'on pourra trouver de nouveaux exemples d’équations
difféerenticlles intégrables algébriquement et cependant irréductibles.
Ainsi, malgré 'apparente étendue du sujet proposé en téte du présent
Mémoire, une fois les formes quadratiques exclues, si 'on met de coté
aussi les formes singuliéres, dont les covariants linéaires on quadrati-
ques sont identiquement nuls, on n’a pas d’autres cas a traiter que
cenx mémes dont I'étude vient d’¢tre faite. Quant au probléme con-
cernant les formes quadratiques, j'ai 'intention de le traiter dans un
antre Mémoire,

¢ ——— o) CRR————ee e



