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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Mémoire sur un nouveau cas intégrable dn problémc
de U’élastique et I'une de ses applications ;

Par M. Miorice LEVY.

INTRODUCTION.

Le probléme de la flexion finie d’'une ligne ou werge élastique sous
I'action des forces données a été, comme on sait, résolu par Lagrange
dans le cas d’une verge droite, en faisant abstraction des forces qui,
comme la pesanteur, agissent sur la masse entiére de la verge, pour ne
tenir compte que de celles qui s'exercent en ses extrémités.

Le cas nouveau et plus général que nous avons traité est celui de la
déformation plane d’une verge qui, dans son état naturel, serait soit
droite, soit circulaire, et qui, outre des forces ou couples agissant en
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ses extrémités, supporterait une pression uniformément répartie sur sa
fibre moyenne, normale & cette courbe et lui restant normale quelque
déformation qu’elle prenne.

Le premier de ces deux cas ne dépend, comme on sait, que des fonc-
tions elliptiques de premiére espéce; nous montrons que le second se
raméne aussi & des quadratures elliptiques, mais comporte 4 la fois des
fonctions elliptiques de premiére et de troisiéme espéce.

Le premier a trouvé une application extrémement utile ct importante
en Résistance des matériaux, o il afourni la solution, passée aujourd’hui
dans la pratique, du probléme si délicat de la stabilité des prismes
droits dits charges debout (colonnes, piliers, etc.). Le second (et ¢’est
ce qui nous a amené a I'étudier) donne lieu & une application du méme
geure,

De méme qu’une colonne comprimée suivant son axe reste théori-
(uement droite, mais se trouve dans une sorte d'équilibre instable en
ce sens que la moindre déviation la fait rompre par flexion si elle est
trop longue par rapport 4 ses dimensions transversales, de méme une
piéce circulaire (un manchon cylindrique mince par exemple), pressée
normalement et uniformément de |'extérieur vers 'intérienr, se com-
prime enrestant circulaire, mais se trouve aussi dans cette sorte d’équi-
libre instable, en ce sens que la moindre déviation accidentelle 'aplatit
plus ou moins si son épaisseur est trop faible par rapport a son rayon.

Quelle épaisseur faut-il lui donner pour étre certain qu'un tel acci-
dent ne pourra pas se produire? Cest, comme on voit, 'extension aux
piéces circulaires du probléme des piéces droites chargées debout (*).

(') On peut poser un probléme plus général et nouveau qui mériterait d’étre ap-
pelé le probléme des picces courbes chargées debout. Toute piéce courbe dont la
(ibre moyenne satisfait a la double condition : 1°de coincider avec'une quelconque
des courbes funiculaires relatives aux forces extérieures données qui la sollici-
tent; 2° d’éire placée, par rapport a ces forces, de fagon & &lre pressée et non
tendue, est exactement dans le méme état d’équilibre instable que les piéces
droites chargées debout, parce qu'elle ne subit qu'une compression longitudinale
sans flexion. Le cas des piéces circulaires que nous iraitons ici est le plus simple
aprés celui des piéces droites. Le cas le plus simple aprés parait étre celui de
I'arc parabolique comprimé (pont suspendu renversé); mais nous n’avons pas
réussi & le résoudre.
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C'est une question qui nous a été plusieurs fois posée par des con-
structeurs qu’elle intéresse, en raison des pressions de plus en plus con-
sidérables aujourd’hui usitées dans certaines industries; et, 4 notre
connaissance, elle n’est pas sortie du domaine de I'empirisme.

Pour la résoudre rationnellement, il faut commencer par chercher
toutes les déformations de grandeur finie susceptibles de se produire
sous l'influence d’une déviation accidentelle. Suivant que I'épaissenr
du manchon (ou plus généralement le moment d’inertie de la section
de I'anneau considéré) est plus ou moins faible, on reconnait que ces
déformations peuvent étre, ou en nombre illimité, ou en nombre limité
(on trouve dans les deux cas que la fibre moyenne affecte la forme de
courbes étoilées rappelant celles du probléme de la toupie en Méca-
nique) ou impossibles. La question est de savoir quelles dimensions il
faut adopter pour étre certain de se trouver dans ce dernier cas.

Pour cela, on observe que I'intégration de I'équation différentielle
du second ordre de la fibre moyenne déformée introduit deux con-
stantes arbitraires; ces constantes se déterminent par la double condi-
tion :

a. Que la courbe déformeée est fermée;

b. Que sa longueur totale est sensiblement la méme que celle de la
fibre circulaire au moment ou elle est simplement comprimée avant
toute flexion.

L'expression de la condition a introduit naturellement dans la ques-
tion un nombre entier z entiérement arbitraire, ce qui montre de suite
qu'en général il pourra se produire une infinité de modes de flexion.
Mais, si les dimensions de ’'anneau sont suffisamment grandes, on con-
coit que les deux conditions @ et & pourront n’étre plus compatibles
que pour certaines valeurs de I'entier n, et, si ces dimensions sont plus
grandes encore, on comprend de méme que les deux conditions pour-
ront devenir incompatibles, quel que soit cet entier n. Ce sont ces der-
niéres dimensions qui assureront la piéce contre toute flexion acciden-
telle et qu’il s’agit de découvrir.

Les deux conditions a et b se traduisent analytiquement par un
systeme de deux équations modulaires simultanées, auxquelles, apres
diverses transformations, nous avons donné la forme suivante, ou U et
u sont les deux constantes de I'intégration qu’il faut déterminer, con-
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stantes que nous avons choisies de fagon qu’elles soient purement nu-
mériques, toutes deux positives et la seconde moindre que 1; E, 1, p,
p, sont respectivement le coefficient d’élasticité de la matiére, le mo-

ment d’inertie de la section de I'anneau (si 'annean est un simple man-

. . r_. el .
chon cylindrique d’épaisseur ¢ et de longueur 1, I = ‘—2>, la pression

par unité de longueurde la fibre moyenne, le rayon de cette fibre aprés
la compression simple sans flexion due 4 la pression p; enfin n estle
nombre entier dont il vient d’étre parlé :

-1
3

’

(B ar

n ])Pg> U—§= | . w?
) - \/l—yz\/U2+U(l+lt)/)—-Z(I—V)"Z)

em 2U (14 ny) — u?(1— y?)
n 5
—1 (1+2lty+u=-’)\/[_‘-y? U2+U(l+ltv’)")-—%-([-—y2)

On peut observer d’abord que ces deux équations qui fournissent
les deux constantes U et z en fonction des données E, I, p, p, du pro-
bléme et du nombre entier n ont ceci de remarquable :

1° La seconde est absolument indépendante de la nature et des di-
mensions de I'anneau; elle donne, pour chaque valeur de r, la con-
stante U en fonction de celle u; on pourrait donc construire, une fois
pour toutes,une Table numérique de cette relation, Table qui serait ap-
plicable 4 tous les anneaux imaginables, quelles que soient leur forme,
les dimensions de leur section transversale, leur rayon et la matiére
dont ils sont formés.

2° La premiére renferme toutes les données du probléme en bloc,

T El\ ® . .
c’est-a-dire dans le seul terme (;2—9-;> » de sorte qu'on pourrait aussi
0

faire de l'intégrale définie du second membre une Table applicable a
toute espéce d’anneaux.

En discutant ces équations (sans les ramener a la forme normale, ce
qui nous a paru trés compliqué comme calcul ), nous trouvons : 1°que
Ientier » ne peut jamais étre 1, qu'on a, au moins, n = 2; 2° que les
deux équations sont incompatibles, quel que soit n, et que, par suite,
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aucune flexion ne peut se produire, si 'on prend
EI 4
a3 > a (' )a
P 9

inégalité qui fournit ainsi une solution trés commode et trés pratique
du probléme posé, quoique I'analyse qui y améne soit trés labo-
rieuse.

Nous sommes conduit, en passant, a quelques remarques simples,
mais utiles et qui, a4 notre connaissance, n’ont pas encore é1¢ faites,
sur les verges planes de forme quelconque soumises 4 une pression
normale uniforme. Ainsi, nous montrons que, si une telle verge est
arrivée a I'état d’équilibre et que, suivant la théorie soit de 'Elasticité,
soit de la Résistance, on remplace les forces élastiques qui se dévelop-
pent dans chaque section transversale par une force unique F passant
par le centre de gravité de cette section et par un couple unique :

1° 8i, en chaque point de la fibre moyenne, on méne une perpendi-
culaire & la force élastique F qui y passe, toutes ces perpendiculaires
concourent en un méme point que nous nommons le centre des forces
elastiques. '

2° La force F est proportionnelle a la distance r de son point d’ap-
plication a ce centre et le coefficient de proportionnalité est la pression
donnée p, en sorte que F = pr.

En un mot, les forces élastiques F aux différents points de la fibre
moyenne déformée sont égales en grandeur, direction et sens aux
vitesses que prendraient ces points si I'on imprimait 4 la courbe une
rotation instantanée, numériquement égale a la pression donnée p,
autour d’un point convenablement choisi du plan, point que nous ap-
pelons le centre des forces €lastiques.

. ) . . prt
3° Le moment de flexion M est, & nne constante prés, égal & 1—0—

(') Ainsi que nous I'observons dans le corps de ce Mémoire, le chiffre ¥ ne
- représente pas la limite la plus faible possible; il est vraisemblable, d’aprés les
considérations indiquées (p. 37), que cette derniére limite est 4 =1. Nous avons

indiqué cette limite, dés 1882, au Collége de France, ou ce travail a été exposé
en entier,

Journ. de Math. (3¢ série), tome X, — Janvier 1 8R4, 2
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Ces résultats permettent de donner & Péquation différenticlle du
second ordre 4 intégrer la forme la plus simple possible.

§ I. — PROPRIETES GENERALES DES FORCES ELASTIQUES RESULTANT
D’UNE PRESSION UNIFORME EXERCKE NORMALEMENT A LA FIBRE MOYENNE
D'UNE PIECE PLANE DE FORME QUELCONQUE.

Je considére une verge élastique qui, dans son état naturel, soit sy-
métrique par rapport & un plan contenant sa fibre moyenne.

Celle-ci supporte une pression normale et uniformément répartie
sur toute sa longueur  raison de p kilogrammes par unit¢ de longueur.
Sous Vinfluence de cette pression, la piéce se déformera, mais sans que
sa fibre moyenne sorte de son plan,

Je ne suppose d’ailleurs pas que cette déformation soit trés petite.
Y'admets qu’elle peut atteindre une grandeur quelconque si les dimen-
sions transversales de la piéce sont assez petites pour que cela puisse
avoir lieu sans rupture et sans que la limite d’élasticité de la matiére
soit dépassée.

Considérons la piéce dans son état d’équilibre définitif, état qu'il
s'agit de déterminer.

On sait que, suivant les régles de la Résistance des matériaux et
aussi suivant les déductions approchées des principes de la théorie
mathématique de I’Elasticité, les forces élastiques qui agissent dansune
section transversale quelconque peuvent étre remplacées par :

1° Une force unique F appliquée au centre de gravité dela section,
c’cst-d-dire au point ou elle conpe la fibre moyenne;

2° Un couple unique M qu’on nomme le couple de flexion ou mo-
ment fléchissant.

Rappelons encore que la projection de la force F sur la normale a
la fibre moyenne se nomme V'effort tranchant.

Pour préciser le sens de ces forces, soit (fig. 1) A un point quel-
conque de la fibre moyenne, point dont nous pouvons définir la posi-
tion par I’'arc A,A =5 qui le sépare d’'un point fixe A,, les s positifs
étant comptés dans le sens de la fléche.

Nous appelons {orce élastique F et moment de flexion M au point A
la résultante de translation et le moment résultant des pressions élas-
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tiques exercées par la partie AgA de la piéce sur lfl partie f\ a, en sorte
que les pressions inverses excrcées par cette derniére partie sur la pre-
miére auront respectivement — F et — M pour résultante et pour mo-
ment résultant.

Fig. 1.

PTo

Cela posé, voici quelques propositions trés simples, mais qui nous
seront trés utiles :

Tudorime 1. — Quelle que soit la forme d’équilibre que prend une
verge elastique plane (primitivement droite ow courbe) sous ’influence
d’une pression p uniforme et normale ¢ sa fibre moyenne, la force: élas-
tique T qui s'exerce en un point quelconque A de cette fibre est égale en
grandeur, direction et sens a la vitesse que prendrait ce point, si l’on im-
primait a la verge une rotation -instanianée dont la vitesse angulaire
serait numeriquement égale & p, autour d'un point convenablement
choisi du plan. En d’autres termes, si, par chaque point A de la fibre
mayenne, on méne une perpendiculaire o la force élastique ¥ qui sy pro-
dutt : 1° toutes ces perpendiculaires concourent en un méme point O que
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J appelle le centre des forces élastiques; 2° on a F = p < OA = pr, en
designant par r le rayon vecteur OA issu du point O ; 3° toutes les forces F
tendent a faire tourner la verge dans le méme sens auiour du point O. Ce
sens est celui qui va de la partie AgA qui, en vertu de nos conventions,
exerce la force élastique, vers la partie Aa qui la subit.

Pour démontrer cette proposition, soient (fig. 1) F et M la force
élastique et'le couple de flexion au point quelconque A; F, et M, les
quantités analogues au point A,.

Par ce dernier point je méne A, O perpendiculaire a T, et je prends
sur cette perpendiculaire une longueur A0 = r,, telle qu’on ait

(a) ‘o= Plo:

Je porte cette longueur & la gauche d’un observateur placé en A, et
regardant T'y. Je dis que le point O est le centre des forces élastiques,
c’est-a-dire que, si on le joint au point A, la force élastique F est per-
pendiculaire au rayon vecteur OA = r, située & la gauche de cerayon
comme Fy I'est par rapport au rayon OA, et que, de plus, F = pr.

En effet, la portion A, A de la verge est en équilibre sous I'influence :

1° Des forces élastiques Fy, — F exercées en A, et A et de la pres-
ston p exercée sur I'arc A A; '

2° Des couples M, et — M. .

1! faut donc que la somme des projections de ces diverses forces sur
un axe quelconque et la somme de leurs moments relativement & un
point quelconque du plan soient nulles.

Mais on sait que, si une pression uniforme p s’exerce normalement
a la courbe plane A A, la somme des projections des pressions élé-
wentaires sur un axe quelconque et la somme de leurs moments re-
lativement 4 un point du plan sont indépendantes de la forme de la
courbe; on ne change donc pas ces sommes, ni, par suite, les conditions
d’équilibre de translation et de rotation, en remplacant cette pression
par une pression pareille exercée sur le contour brisé AOA,, ou par
deux forces pr et pr, respectivement appliquées aux milieux des deux
lignes AO et OA, perpendiculairement & ces lignes et dans les sens in-
diqués sur la figure.
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Or, en vertu de la relation (a), les forces F, et pr, forment un couple;
donc les forces dont nous avons 4 écrire les conditions d’équilibre se
réduisent en définitive & :

1° Trois couples M,, — M, (Fy, pro);

2 Deux forces pr, — F.

Pour que ces deux derniéres puissent équilibrer les couples, il faut
qu'elles forment elles-mémes un couple ; par suite, les forces pret +F
doivent étre égales, paralléles et de méme sens, ce qui démontre la
proposition énoncée.

Tuiorime II. — Le moment flechissant en un point quelconque de la
fibre moyenne est, G une constante prés, égal a ;.pr*, c'est-a-dire au
demi-produit de la pression p par le carré de la distance du point A con-
stderc au centre des forces élastiques.

En effet, les forces pr et —F formant un couple, il doit y avoir
équilibre entre les quatre couples

M, —M, (Fo,pfo), (pr, —F).

Je regarderai les moments comme positifs lorsqu’ils tendront & faire
tourner leurs bras de levier de droite a gauche, c'est-a-dive lorsqu'ils
tendront & augmenter la courbure de la courbe A,A telle qu’elle est
représentée sur la figure; alors les deux couples (F,, pr,) et (pr, —F)
sout, le premier négatif, le second positif, et leurs moments respectifs
seront en grandeur et signe

)

ey e
2 2

Done, I'équilibre entre les quatre couples exige que

’ .2 \2
2 2

ou.

2 ”
M — }—’—-=M0—~P ¢ — const.,
2 2

ce qu'il fallait démontrer.
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Corollaire 1. — Les points ou le moment fléchissunt est maximum
ou minimum sont ceux ou le rayon vecteur r issu du centre des forces
élastiques est Jui-méme maximum ou miximum, c’est-a-dire les pieds
des normales abaissées de ce pomt sur la fibre moyenne.

Corollaire I1I. — Aux points ou le moment fléchissant est maximum
ou minimum, !'effort tranchant est nul (car, en vertu du théoréme I,
la force élastique I y est tangente a la fibrec moyenne ou perpendicu-
laire & la section droite de la piéce).

Cela, du reste, résulterait aussi du théoréme suivant qui est vrai,
méme quand les forces extérieures ne se réduisent pas 4 une pression
uniforme.

Tusorime JII. — L'effort tranchant en chaque point de la fibre
moyenne est égal a la dérivée du moment fléchissant relativement a I’arc s
qut définit ce point,

En elfet, de I'expression ci-dessus trouvée pour M, on tire

c_ll’l__ d
ds —

dr

/_F_~

. dr . ,
Mais — estle cosinus del’angle que formele rayon vecteur OA (fig. 1)

avec la tangente AT 2 la fibre moyenne en ce point, ou le cosinus de
I’angle que la force F perpendiculaire au rayon vecteur fait avec la
normale n. Donc le second membre est bien la projection de la
force F sur la section droite de la piéce, c’est-a-dire I'ef(ort tranchant.

§ I[. — EQUATION DE LA FLEXION FINIE D'UNE VERGE CIRCULAIRE
SOUMISE A UNE PRESSION NORMALE UNIFORME.

Supposons que la verge qui, sous l'influence de la pression nor-
male p, affecte la forme A, 4, ait, 4 I'état naturel, la forme d’un arc de
cercle de rayon p,(ce qui comprend le cas ou elle aurait été d’abord
rectiligne en supposant p, =« .) |

Désignons par p lerayon de courbure au point A de la courbe d’équi-
libre, dans sa forme finale. Si E est le coefficient d’élasticité de la matiére
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qui forme la verge et T le moment d'inertie de sa section droite relati-
vement % un axe perpendiculaire au plan de la figure et passant par le
point A, ona, d’aprés les principes de la Résistance et aussi ceux de
la théorie mathématique de 'Elasticité (en écartant le cas ott la com-
pression longitudinale de la fibre moyenne serait comme infinie par
apport aux autres forces élastiques) :

(1) El(—'—-i>:-_M.

2 Po
Nous avons vu que

(2 M- 2= M, — Py — € = const.

2 2
La constaute C n’est pas connue a priori; elle est a déterminer par
les conditions du probléme.
On tire de la

ou, en posant
. 1
(3) L

p. étant une autre constante indéterminée remplacant celle de C, il
viendra

(1) S = sm (e
équation différentielle du second ordre qu’il s’agit d’intégrer.

Rapportons la courbe cherchée 4 un axe polaire OA,X issu du
centre des forces élastiques et passant par le point arbitrairement
choisi A, 4 partir duquel nous comptons les arcs s. Désignons par §
I'angle polaire et par V I'angle que la tangente AT prolongée dans le
sens des s positifs fait avec le rayon vecteur OA: alors la courbure,
comptée comme positive lorsque Ja courbe présente sa concavité i
'axe polaire, sera

d(V+0)
ds
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ou
* 1 __dvdr df)
= dr ds
Mais on a

ar . 17(]

COSV—E‘;, S]n’V_r(_l‘_g’
d’ou enfin “
ein'V i
1= CosVﬂ + Llegnv="_ drsinV/

P dr r r dar

Donc I'équation différentielle de la courbe est

1drsinV__ p
r o dr —ﬁi—l(ﬁ+y')’

p. étant, comme il a été dit, une constante arbitraire & déterminer par
les conditions du probleme
On tire.de la

e P wr A
(5) smV__2n<m+__+7>,

o=

A étant une nouvelle constante,

. _ar _r /"J pro A2
(5bis)  cosV _,_\/1 (T

ou
T\ =T+ ),

qui montre que 7* s’obtient en fonction de I'arc s par une quadrature
elliptique

(6) f’" ____,
/+\/4" hiﬂ T 2,._+A>;

en remplacant la lettre r,= OA, par celle b.
D'ailleurs, de I'équation (5) qui donne sinV on tire

do d0 dr 1.d0 dr?

sV =r o =r =0 &
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ou
N CERTIR SSY N/ N IR
>_|*—l(4+ +/'> 2 dr 4r 2 ,’;+ P +A
ou, en divisant les deux membres par r, il vient
db r? L A 1
(/l-‘—_‘;_lljﬁ<7|- x—)+;—3) T o T
-+ ;’| r?— ,/, 5 ( —- =
2 AW
et
IR /,.‘.' AN
(7+5+3 )(I/-
‘) [ =P o \&h e 2 :
L T oKl Y

qui est 'équation méme de la courbe cherchée en coordonnées po-
laires. Elle n’exige, comme celle qui donne I'arc, que des intégrations
elliptiques.

Il reste & déterminer les trois constantes A, p, & par les conditions
particuliéres de chaque probléme. Une fois ces constantes connues, la
courbe de flexion I'est elle-méme, par suite aussi (théoréme I) la force
élastique F dont les composantes normales et tangentielles 4 la courbe
onnent respectivement I'effort tranchant et la compression longitu-
dinale de la fibre moyenne. D'ailleurs, la constante p. connue, on en
déduit par la formule (3) celle C qui entre dans I'expression du mo-
ment {léchissant : celui-ci sera donc également déterminé.

On aura ainsi tous les éléments nécessaires pour calculer, d’aprés
les régles habituelles, V'aire et le moment d'inertie de la section de la
piece, de facon que la compression, I'extension et Ueffort tranchant
maxima ne dépassent pas les limites assignées a la matiére que l'on
emploie.

§ II. — APPLICATION A LA STABILITE D'UN ANNEAU FERME ET UNI-
FORMEMENT COMPRIME SUR TOUT SON POURTOUR.

Supposons ( fig.2) que, dans son état naturel, la fibre moyenne forme
un anneau circulaire fermé de rayon donné p,. Sous I'influence de la

Journ. de Math. (3¢ série), tome X. — Jaxvien 1384, 3
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pression p que je suppose agir de I'extérieur vers Uintérieur, la picce
se contractera en restant circulaire. Si I'on fait une section diamétrale
quelconque, qu’on appelle & I'aire de la section de la pic¢ce et qu'on

Fig. 2,
r

désigne par R la compression par unité de surface qu’on ne veut pas
dépasser, on devra avoir, d’apreés la formule hab.tuelle qui exprime
I'équilibre du demi-anneau af?,

2R = 2pp,
d’on
. g P,
® =R

Si la pression s’exercait du dedans au dehors, cette formule suffirait;
mais ici, si I'on ne donnait & la piéce que la section ainsi déterminée,
I'équilibre serait instable, ainsi qu’il a été expliqué en commencant,
et le moindre dérangement pourrait lui faire prendre une déformation
trés grande. 1l s’agit de déterminer les dimensions a4 adopter pour
éviter un tel accident. Pour cela il est indispensable d’étudier, suivant
la théorie qui précéde, foutes les déformations finies susceptibles de se
produire. Ces déformations sont, comme nous le verrons, en nombre
plus ou moins grand, suivant les dimensions de la piéce; plus les
dimensions sont faibles, plus le nombre des déformations distinctes
qui pourraient se produire sera grand. Si, au contraire, les dimensions
sont suffisamment grandes, il ne pourra s’en produire aucune et
I’équilibre stable sera assuré. Ce sont les dimensions assurant cette sta-
bilité qu'il s’agit de déterminer.
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Quelle que soit la section &, la pression par unité de surface qui se¢
produit sous I'influence de la compression uniforme laissant la piéce
circulaire sera

Pe

1
5
La contraction correspondante sera.

V4

xS

1
>

o -
m|

E étant le coefficient d'élasticité de la matiere.
Done, en appelant p, le rayon de la circonférence comprimée, on
aura

Sl QY T
Po L 5
dott
e pre
0w 'TES
et
i 1 L p
—_—= -t =z
Po. Pl ]!Jb

C'est cette valeur qu'on adoptera pour le rayon initial (c’est-d-dire
avant toute flexion) de la circonférence comprimée; elle difféere du

1 14 I
reste trés peu de celle donnée o
1

Admettons maintenant que, par une circonstance fortuite, il se
produise une flexion finie. L’équation de la courbe déformée dans son
état d'équilibre final sera celle (7), et la longueur s d'une partie de
cette courbe sera fournie par I'équation (6). Pour que ces équations
déterminent le probléme, il faut trouver les trois constantes arbi-
traires A, w, b qui y entrent. .

Puisque la courbe cherchée est fermée, il s’ensuit que le rayon vec-
teur 7 passe au moins par un minimum et au moins par un maximum.
Les maximum et minimum du rayon vecteur répondent aux normales
abaissées du centre des forces élastiques O sur la courbe; ce sont
donc les valeurs de r pour lesquelles cosV=o0; ce sont les racines de
I'équation obtenue en égalant & zéro la quantité sous le radical qui
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entre dans I'équation de la courbe, soit les racites de 'équation

2 & 2 1
_'lr‘”—E]q—);-;(’j' + E—;— +A> =o.

(etle équation a donc ici au moins deux raciues réelles.

Nous avons, jusqu'a présent, laissé la direction de l'axe po-
laire OA, (fig. 1) arbitraire; placons cet axe suivant la direction du
plus petit de tous les rayons r, en sorte que b désigne ce plus petit
rayon et, par suite, b est 'une des racines de I’équation ci-dessus. Dé-
signons par a le plus grand de tons les rayons, en sorte que a sera
une aulre racine, et 1’on aura deux relations

_opt (e wa? \2
ha*= F7'1‘2<"+T+A> ’

;
4b2=ig;(%‘+?-;’f+,x),

qui permettent de déterminer les constantes indéterminées A et p en
fonctions de celles a, b, et de n’avoir plus que ccs deux derniéres a la
place des trois A, p., & que nous avions d’abord.

Des deux équations ci-dessas on tire, en extrayant la racine carvée
des deux membres,

A 2 alil
R A=x217y,
Nl P /)
];-—i- &E —i—A::_?iE1 .
4 2 P

Mais les signes supérieurs sont seuls admissibles. En effet, soit ( fig. 3)
OA, = b le plus petit de tous les rayons vecteurs; en ce pointla tan-
gente A,T,, comptée dans le sens des s positifs ou de la fléche, fait,
avec le prolongement du rayon vecteur, un angle T,A,R,= %, en
sorte que, pbur r=~b, ona

smV=-+r1;

soit OA, = a le plus grand de tous les rayons vecteurs; je dis qu'on a
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aussi en ce poinl
sinV =+ 13}

car, pour qu'on eit sinV=—1, il faudrait que, comme dans la fig. 3,
angle V s’annulit en changeant de signe pour un certain rayon vec-
teur O«S: mais alors la courbe présenterait forcément quelque part un

Fig. 3. . Fig. {.

0 A
point double, ce qui, dans la questiox} physique qui nous occupe, est
impossible; si donc V s’annule pour un rayon O«S, il faut qu'il s’an-

nule une seconde fois pour un autre rayon O¢’'S’, comme dans la fig. 4,
de facon que, pour r = a aussi bien que pour 7 = b, on ait

sinV =+ 1;

donc, & cause de (5), les premiers membres des équations ci-dessus e,
par suite, les seconds sont positifs, et 'on en tire

__ 4EI a®-+ b
P parn T T
2El ad ath?

A:p(a+b)+ A ’
d’ou :
zi :iﬂ -‘(r!_a‘.’)(r‘-’_bz) 2Kl 2
el 7 +p(a+b)(r + ab).
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D'ailleurs les équations (6) et (7) peuvent s’écrire

ey

IJ',‘—l—A>dr-
f =y

1.e polyndme sous le radical est le produit

oL 2
'—4—1—’” A+2—E£><'-- pr +A—2—El7)

( > 4 2 r
X[(,-a_m)[‘(rﬁ—w +21EI(,_a)(r_b)]
:(a2._r‘-’l)ér*—'b2)[(rg_ 2)( —b%)+ }%(r’+ab)+ﬁ%‘z—%}

Donc, en posant

2 2\ (2 16 El 64LE L
Rz(’"“)("—bg)+l)(a+l’—)[(r’+ab)+mJ
: 16EI . SEI -
8] =r+ ey - @ =] [0+ gty
— 8EI a*+ b 8El(a~+b) [at— b\
\ —[r2+1)(a+b)— 2 ]+ p < > ):

on aura

[P " dar?

—_— =

BT )@= (r=) YR

(9) r oF
20:f [(r'——w)() b)+m(lg+ab)]dl .
\ » (@ —rf) (=) yR
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Comme b* est le minimum de 72, pour r* = b*, on aura

dr?

L0

c'est poun‘quoi on a pris, dans la premiére des deux équations, les radi-
caux avec le signe + au lieu de conserver le double signe de I'équa-
tion (6). De méme, pour r* = b*, on a

d,-?
i

et comme, pour 7* = b?, la quantité hors des radicaux, dans |'expression
de 27, est positive, on doit aussi, dans la derniére, prendre les radicaux
avec le signe +-.

Le carré du rayon vecteur est une fonction périodique de § dont la
période est le double de 'intégrale du second membre prise de 4* 4 a*.
Pour que la courbe soit fermée, il faut que cette période soit une

N . .. 2W ’ e '
partie aliquote de 2, soit —n désignant un entier.

La longueur totale de la courbe est 2mp,, c¢’est-a~dire sensiblement
égale & la circonférence de I'anneau comprimé avant la flexion; la

\ ’ 20 » )
longueur correspondante a P'angle — représentant la période sera
ams, ’ .
donc —=-Donc on a, pour déterminer les deux constantes a et b, les

deux équations

Pm “ dr?
L0 ), e =) (- YR

(ro) s ATl /
22Vl ) e 2 (2
am (rr—a®)(1 b)+p((t+b)(, +a.f—). y
n " P2 \/(ae___,wz)(ba_,.ﬂ)\/ﬁ '
Faisons
o @+ at—
(11) r=—— .

La nouvelle variable y sera purement numérique et comprise entre
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— 1 et +1. Onaura

L [@— b\ 8EI(a—b) . 8El(a+b) , G4E2
\R_< 2 >(y A Pa+byE

(12} ou

-8 , SKI 2 8El(a+ b) a— *\?
(l{—l 9 -)+j;(a+())] Yyl _< 2 )

De plus, aux deux constantes @ et b, substituons les suivantes :

13) w=2=% y=_S3E_|

a+b pla+0)°
dont la premiére est évidemment numérique et, de plus, comprise
entre o et 1 puisque b et a sont positifs; la seconde est aussi numérique,
comme on le déduit aisément de I'’homogénéité de I'équation (4). Po-
sons enfin

n R=(a+b)'R,
w=(U+ L) +0- 7

2 2,2
=U*+U-— if‘——}—Uuy—l— “[f )

et les équations (ro) deviendront

RIS, -2 T dy
L7, 2B Y N
4EI ;e +b) "—n<1)93> v “[., Vi— /R

6 . +1 wy 41 .
(16) o e A Untd)

— (i: 0

no I+ uy , '
|

Ces deux équations, qui servent 4 déterminer les constantes U et «,
ont ceci de remarquable que : 1° la seconde ne renferme plus aucune
des données du probléme; elle fournit entre les deux constantes U et «
une relation purement numérique, applicable a tous les anneaux,
quelles que soient leur nature et leurs dimensions. Si donc on voulait
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déterminer ces deux constantes, on pourrait construire une Table don-
nant U en fonction de u pour les diverses valeurs de V'entier n; 2° la
premiére équation ne contient plus les données E, 1, p, g, que par le
El , . .. .

scul terme (179—, placé hors du signe d'intégration, en sorte qu’on

0 L)

pourrait aussi construire une Table du second membre de cette équa-
tion, applicable & tous les anneaux.

Cela étant, pour que le radical R soit réel pour toutes les valeurs
de y comprises entre — 1 et + 1, il faut et il suffit que

—
—
~J

) I’>4

Celte condition est évidemment suffisante; elle est aussi nécessaire :

- w’ . . . ol

car, st < T on i, a forl:orz, puisque u est moindre que 1, U <;;
- s - iy . .

par suite, la quantité U + Yy est de signes contraires pour y = -+1

et y=—1: donc le premier terme de la premiére expression (13)
de R’ s’annule pour une certaine valeur de y et, pour cette valeur, le
radical yR’ deviendrait imaginaire.

Soient R’ et R; la plus grande et la plus petite valear que puisse at-
teindre R’ pour les valeurs de y comprises entre + 1 et — 1.

I.a premiére a évidemment lieu pour y = + .

. . wv\?
La seconde a lieu pour y = —1 si le terme (U + ~;‘-> ne s’annule
By . . u . .
pas, c’est-i-dire si U > —; daus le cas contraire, cette plus petite va-

leur a lieu pour U + I—:‘— = 0. Ainsi
(18) Ri=U*+U+Uu
et

&1{",=U"’+U——Uu pour U>-Z-,
(19) “
?R;:U‘-‘~% pour U<§-

Cela posé, occupons-nous d'abord de la premiére des équations (16).

Journ, de Math. (3* série), tome X. — Jasvien 1884. /l
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Si U'on pose, pour abréger,

EI_ = h,
. Ped

elle devient

LEVY.

(19 bis) ;-:/z_ -
\/1—- U“-i—

On tire évidemment de la

U-}-Um——-(l— ¥?)

g/{i‘!u‘g> * dy
n  Vi—=»VU+ U+ Uuy
ou
U | 1 N
lz"U’>f dy( ‘ U - )
s Vi—»*\WU+U+Uuy YU+ U—Uuyr
Or la parenthése est plus grande que -/—U—-z——, comme on le voit en
V

comparant les carrés de ces deux quantités. Donc, on aura « fortior:

[} 2
ER Al

w - 3
~/ ’ - ’
at U >\/U"+U. o Vi)
ou
~-/ "U
l > VO£ U +U
ou
Ul
h n
>\/—TJ
ou
4 3
(20) <n\/U
ou

K<z,

n\/Ud-{—U

(20 bis)
en posant

(20 ter)

..g-
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Ou voit que Z est infini pour U= o et pour U=1x, passe par un
minimum unique pour U =; et n’admet pas de maximum, de sorte
que, si 'on représente cette quantité par 'ordonnée d’une courbe
dont U est I’abscisse, cette courbe aura la forme indiquée ci-dessous.

lig. 5

b e e = LD

U, Ul v, U

11 résulte de I que, si I'on peut établir que la quantité U est néces-
sairement comprise entre deux valeurs déterminées U, et U, répon-
dant & deux valeurs Z, et Z, de 'ordonnée Z, celle-ci sera nécessaire-

i
ment comprise entre Z, et Z,, et, par suite, £° sera inférieur a la plus
grande des deux valeurs numériques Z, et Z,.
Il reste donc, pour trouver une valeur numérique en dessous de

laquelle 7* doive nécessairement se trouver pour que la flexion ré-
pondant a I'entier n puisse se produire :
A déterminer une limite inférieure U, et une limite supé-
rieure U, de la constanle inconnue U}
2° A porter ces deux valeurs dans 'expression

(21) SV U U

3° A prendre le plus grand des résultats de ces deux substitutions,

1 . . v 9.
et ce sera la une limite supérieure de A*; ce qui revient & dire que, pour

Lo .
qu'il puisse y avoir flexion, il faudra que A* soit compris entre

LUt ud e Ly/uiul

n
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Uyt / I
- { —
n? \ + U,
(21 bis) (et

( "n+'\/+ .

J'observe d’abord qu'il existe nécessairement deux limites entre les-
quelles se trouve comprise la constante U. En elfet, on ne peut pas
avoir U = o, autrement tous les éléments de l'intégrale qui forme le
second membre de la seconde équation (16) seraient négatifs, ct cette
équation ne pourrait pas avoir lieu.

On ne peut pas non plus avoir U ==, car la premiére (16), en v
romp]a(;,ant R’ par sa valeur, donne

ou /i compris entre

eshe

/l_ F— /‘ - v y
/I I @ ]
J \/1-—-)"\/ A+ (14+ur)U 3~7(1—-y~)U

ou, en faisant y = siny,

w-ﬂ

d

e R s .
U* 4+ (1—using) U *——-U %cos?s
N] !

Pour U = %, tous les ¢léments de l'intégrale du second membre
deviendraient nuls, et, comme 4 est fini, I'équation ne pourrait pas
avoir lieu.

Cherchons d’abord une limite inférieure U, de U. La seconde (16
devient, en remplacant R’ par sa valeur (13),

+ uy +1 ol y
. [U Pyt )")] dy
(22) — = . )

n : N\ !
‘ (__-x—zu +u1)\t—y’\/U2+U(uy+l)—~%(l—)")
—1 "'
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Ajoutons et ret anchons au crochet la quantité

U4 UL

2
1l viendra

!

!

1 \
2% dy
n TS / vipr+!
ETRv— +UL
1

7
' \/U2+U(ll)+l)——(l—-!')

dy \/ l/'—i—U(u) +|)————(1—1 )

2
\/U’+lf(11)'+|)—- % (£-—?)

Il

(2]

ans

n 14 u? Luy ,-—-—
(L ) A
v, K

\

1 ’

(l" Ulll+ )d_r

<L*;.£. m)\,l \/U)Fl(")—}-l)—«——(l——)‘)
L PN - l

Les deux intégrales ont tous leurs éléments positifs. Si done on sup-

p\'ime le ter

— . .
— (1 — y*) sous chacun des deux radicaux ou il entre,
b

on augmente chaque ¢lément de la premiére intégrale, et, par suite,
on augmente cette intégrale elle-méme, tandis qu’on diminue la se-
conde; par suite, on augmente le second membre de 'équation. On a
done

2% * dy U+ U(uy +1)
n < T+t wy 3
L\ T T)V =y
+1 .
<U*+U Ly + 1 )dy

/ 2
.u__, (I_*:_/'l‘ + u V) V/' 1”"\/U2+ [_}(u)._*_”

oun

+4 K
» Ut wy 1
20 < 2

- 242
n . (141“ u)’)\/' 7 /U’—}-U(u)-e-ﬂ
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"< + (wy—+1)dy .
n —
(14 w4 zu.y)\/l—-yﬂ\/l-i- iy—l?——-l-

ou

Tous les éléments de cette intégrale étant évidemment positifs, I'inéga-
lité sera remplie a forziori si I'on remplace le second radical par sa va-

leur la plus petite, qui est
1+ I—u
U
On aura donc

(1 + ay)dy

o I +
;;< —_ 2 L) MW — 972
1—u )  (+w+2uy)fi—y
\ 1 _.._[.j_ -

ou

o //1+'_z< Cdr +(1—u‘=)} T dy
n u L Vi=y (@) i1—)F

1

La premiére de ces deux intégrales est égale & z. D’autre part, on sait

(]Ue
+ dz . m®
o (a+z)i—a* \Jai—

+1 Cl.)/ . - .
-y (1+w@+20y)1—y2 1—@

d’ou

Par suite, I'inégalité ci-dessus devient

ou
1— U
\/I—f—-U— <n.

Comme on ne peut pas avoir U=, on tire de-cette inégalité cette
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premiére conséquence importante :

n>u,

Ainsi, {’entier n ne peut pas étre égal a 1; il ne peut éire que 2, 3,4, ....
On tire d’ailleurs de la méme inégalité

*
1—u
U>n’—-x'

Celte inégalité ne suffirait pas & fournir une limite inférieure U, de

U, puisque la quantité z qui entre dans le second membre n’est pas
connue.

Mais nous avons encore I'inégalité (17)

U>142.

Ces deux inégalités réunies fournissent la limite cherchée.
En effet, si 'on représente les seconds membres de ces inégalités par
des ordonnées,-en prenant « pour abscisse, nous aurons ( fig. 6) un arc

Fig. 6.
U
c B

1

1

B ! !

D

A =1 u.

2
de parabole AB pour représenter la fonction > et une droite CI) cou-

4

pant 'axe des abscisses au point # =1 pour représenter la quantité
I~ . . ’e . . .
n,_‘l - Soit I le point d’intersection de cette droite et de la parabole;

quel que soit u, U devra étre supérieur i I'ordonnée correspondante de
la ligne brisée CIB. Donc, U est supérieur 2 I'ordonnée minima de cette
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ligne, c'est-a-dire a 'ordonnée du point . I'abscisse du point I est
fournie par I'équation

«? 1—u

A
ol

(P =1+ fe—f=a

qui admet deux racines de signes contraires; la racine positive, évidem-
ment seule admissible, est

JU—
" = — 2+ Vi h(nt—1)

i n—1u
ou
2
0= ——
n--1
I.'ordonnée correspoml:mte est
? 1

Y

b T (nd
Ainsi on est assuré que

- . 1

et nous pouvons prendre pour la limite infévicure U, que nous cher-
chons

!
(n+nt

(23] Uy=

I reste a trouver une limite supérieure U, de U. Pour cela, je dis-
tingue deux cas, suivant que les éléments de U'intégrale qui forme le
second membre de I'équation (22) sont ou non tous positifs.

e dénominateur de la fraction qui entre sous le signe d'intégration
¢étant essentiellement positif, il fant, pour qu'il puisse y avoir des élé-
ments négatifs, que le numérateur puisse devenir négatif pour cer-
taines valeurs de y. Or, pour ¥ === 1, ce numdrateur a pour valeurs

I Gl 7}
VL
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valeurs I'une ct Pautre positives. Donc, pour que le numérateur puisse
devenir négatif, il faut que 'équation

4

Ul-i—u,y . u’(l —}’2)=0

ait ses deux racines : 1° réelles; 2° comprises 'une et 'autre entre — 1
et + 1. Ces racines sont

U T UT @

144

y =
Pour qu'elles soient réelles, il faut que
U —2U+ ut>o,
ce qui exige que l'on ait, soit
U> 1+ y1—uf,
soit
U1 —y1—u.

Pour qu’elles soient toutes deux comprises entre — 1 et + 1, il faut que
Ja plus grande des deux en valeur absolue soit moindre que 1, ce qui
exige que

() U+ yU—2U+ e <u

et, & plus forte raison,

()

U<z ou u—U>o;

VyUP—oU+u*<u—0U0

Vie—UP—2U(1—u)<u-—TU,

puis

ou

qui est satisfaite d’elle-méme.

Journ. de Math. (3¢ série), tome X. — JANviER 1884. 5
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Ainsi il faut et il suffit, pour que (f) soit satisfait, que
U<u.
Par suite, U -1, ce qui indique que la premiére («) ne peut pas avoir

lieu. Done
U<1-—-yi1—u*.

On vérifie d’ailleurs facilement que

u>|—l\/1—u”.

Donc l'avant-derniére inégalité entraine celle U < u et exprime, a elle
seule, la condition nécessaire et suffisante pour que lintégrale dont
nous nous occupons comprenne des éléments négatifs. Elle entraine
comme conséquence U <1, de sorte que, §'il y a réellement des élé-
ments négatifs, nous pourrons prendre pour la limite supérieure de U
que nous cherchons

(24) U,=1.

Admettons donc qu'il n'y ait pas d’éléments négatifs. Alors, sinous
remplagons le radical yR’ par la plus grande valeur qu'il puisse prendre,
nous diminuerons tous les éléments de I'intégrale, et, comme ils sont,
par hypothése, tous positifs, nous diminuerons l'intégrale elle-méme.
Cette plus grande valeur, en vertu de (18), est

VU +U(1+ u).

Donc, nous aurons l'inégalité
wy +1I

+1 ut \
v . [U —'[T(‘—J’)]d}'
n VUR+-U(1 + )

1+ ut  wy\ ——
N Y s

ou

"aU(uy +1) — ut(1 — y2)] dy

2% 72
n VU + U +u) > (14wt 2uy)/1— 2
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Cette intégrale peut s'écrire en effectuant la division du numérateur
par la partie rationnelle du dénominateur

(1— u'3)<U -+ -l--_['—u:)

1+ +2u0y

dy ft—’l/—i—(U— 1+tt2>+

e I ;

égale, comme on le voit facilement, a

2w(U — %’)

Alnsi

%\/U2+U(l+u)—-—U+i§>o,

et a fortior

—/UF+20 >0 —_

4
et a fortior:
%U+Q>U—%
ou
: n—+4
U<

Donc, en résumeé, nous pouvons prendre pour limite supérieure le
plus grand des deux nombres

U= "4 g =

'

. —_ k] — 3 9. .
On voit que, pour n = 2, ¢ est U =$qu 1l.faudra prendre, et pow
n> 2 ceserait U, =1.
Nous avons d’ailleurs trouvé, pour limite inférieure,

1
Uy,=

=

Cela posé, nous avons vu que, pour que la flexion répondant 4 une
valeur de Ventier n soit possible, il faut que % soit compris entre les
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deux limites (21 bis), savoir
U,+1 1
VIt
Uj+1 1
1+ [+ .
nd U,

Et, au contraire, pour qu’elle ne soit pas possible, il suffit de prendre £
plus grand que chacun de ces deux nombres, c'est-d~dire plus grand
que le plus grand des deux; et, pour qu'aucune flexion ne puisse se
produire, il suffit que % soit supérieur & chacun de ces deux nombres,

quel que soit n.
Or le premier est

et

1+ {(n-+1)?
n(n+1)?

Vi (n+1)
On voit que cette quantité décroit quand n croit; sa plus grande va-

leur a donc lieu pour n = 2, et elle est moindre que 3.
Le second, 1°si Yon y fait U, =1, donne

2 3
by -
nd 2

qui décroit aussi quand = croit. Sa plus grande valeur répond donc a

n = 2, et elle est beaucoup moindre que 3; 2° silon y substitue
n-+4
U =77
o ' h(n—)
il vient
on an

chin—0ndV ¥4

On voit qu'elle décroit aussi quand # croit et que sa valeur la plus
grande, répondant & n = 2, est clle-méme un peu inférieure .
Douc, en prenant

ou

(25) =>4
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on est assuré qu'aucune flexion ne pourra se produire et le probléme
(ue nous nous sommes posé est ainsi résolu.

1l est & remarquer toutefois que, d’aprés la marche suivie, il n'’y a
aucune raison pour que le chiffre § soit la limite inférieure la plus petite
possible. En d’autres termes, il est établi par ce qui précede qu'il suffit
d’avoir & > ; pour étre assuré de I'impossibilité d’une flexion; mais il
se peut, et il est méme certain, que des valeurs plus faibles de £ pour-
raient étre admises sans danger. Il est intéressant, tout au moins, de
rechercher jusqu’ol pourraient aller ces valeurs. Or, si, dans les équa-
tions (16) et (22), on fait u = o, les quadratures s'effectuent facile-
ment, et I'on trouve

Soit, pour n = 2,

Donc, pour une valeur infiniment petite de u, on voit que A pourra
s’approcher autant qu’on le voudra de §. Or, nous avons posé

U = g————b-’

a+b
a étant le rayon vecteur maximum, et b le rayon vecteur minimum
aprés la déformation. Donc, supposer u infiniment petit, c’est supposer
que ces deux rayons et, par suite, aussi tous les rayons intermédiaires
sont trés peun différents les uns des antres; c’est donc supposer une
déformation trés faible de Panneau circulaire. Ainsi, pour une défor-
mation suffisamment petite, A pourra s'approcher autant qu’on le
voudra de 3, et, par suite, pour qu'une déformation infiniment petite
ne puisse pas se produire, A devra étre supérieur a 3. D'ou je conclus
que la limite de § que nous avons trouvée ne peut pas différer de la
limite la plus faible possible, de plus de 3. Au point de vue pratique, il
n’y a pas d’inconvénient & prendre £ un peu trop fort; au point de vue
théorique, il est présumable que la limite la plus faible possible est
celle qui répond 4 la déformation infiniment petite, c’est-d-dive ; =1,
parce que, si I'on a donné a un anneau une forme telle qu'il ne puisse
pas se déformer infiniment peu, il est extrémement probable qu'a for-
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tiori il ne pourra pas prendre une déformation finie. Toutefois, si cette
présomption est exacte, elle doit pouvoir se déduire rigoureusement
. des équations (16) qui définissent U et u, et c’est ce & quoi je n'ai pas
réussi. La question mériterait donc, au point de vue théorique, d’étre
complétée en ce sens.

§ 1V. — DIMENSIONS A DONNER A UN TUYAU OUVERT AUX DEUX BOUTS
POUR EVITER QU'IL S'APLATISSE SOUS UNE PRESSION EXTERIEURE.

Comme application, supposons un manchon cylindrique de faible
épaisseur ¢, compris entre deux cylindres concentriques et soumis 4 une
pression normale uniforme de I'extérieur vers l'intérieur. Admettons

Fig. 7.

que le manchon soit assez long pour qu'on puisse le supposer ouvert
a ses deux extrémités. Son rayon moyen étant p,, il s’agit de calculer
son épaisseur.

I1 suffit de considérer une longueur de 1™.

Si le manchon reste circulaire, que P soit la pression totale exercée
dans chacune des deux parties AB et CD d’une section diamétrale,
I'équilibre de la moitié du manchon donne la formule connue

2P =2pp,
ou

P =pp,.

Si I'on veut que la pression élastique par unité de surface ne dépasse
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pasK kilogrammes, on devra avoir

P<K:
ou
pp SKe.
Dol
:>P,
(a’ pr~K

Mais la valeur de ¢ ainsi obtenue pourrait ne fournir qu’un équi-
libre instable, et il faut y adjoindre (en négligeant la différence trés
faible p, — p, ) notre formule

EI

pr

@l-‘-\

Le moment d'inertie I d’une section CD relativement 4 son milieu,
c’est le moment d’inertie d'un rectangle de h'\uteur e etde longueur 1;
il est

3
I:_le—z’
d’ou

Es3>é§>i(i
pei~9 "3’

s ——

£ /16p,

(b) Pt_.\/BE

On devra prendre pourpi la plus grande des valeurs fournies par les
1
deux inégalités (a) et (b).
Pour qué la formule habituelle (a) suffise, il faut que ce soit elle qui
donne le plus grand résultat, il faut donc que

x> \/IGP |
o> \/lsw

P>y

ou
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Supposons qu'il s’agisse d'un cylindre en fer et que la pression K
qu’on veut adopter soit de 5* par millimétre carré, soit, en prenant le
métre pour unité,

K =5 x10°.
Prenons
E=2x%10'"

pour le coefficient d’élasticité du fer, on aura

2 X 10° /3
) > -
r-= V6 \6,

4 < 108
=)

. V6

soit p > 163, 4,

Ainsi, pour une |ression inférieure a 16*™,4, I'épaisseur fournie
par la formule habituelle serait insuffisante; ce n’est que pour des
pressions supérieures qu'elle pourrait étre employée; mais, pour des
pressions aussi fortes, il sera mieux d’employer la formule exacte que
Lamé a déduite des équations de I'élasticité, a savoir

()

pie
. ST - T . ¢ '
qui se réduit & celle (a) si 'on néglige au numérateur ~ devant,.

Ainsi, il conviendra d’employer soit la formule indiquée dans le pré-
sent Mémoire, soit celle de [.amé, toutes les fois qu’il s’agira de chau-
diéres ou autres machines cylindriques pressées de 'extérieur vers I'in-
térieur.

S'il s'agit d’un anneau circulaire de section transversale quelconque
(symétrique par rapportau plan du cercle), en désignant par & I'aire de
cette section, et I son moment d’inertie, la formule habituelle donnera

ou

> P
&2 K
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El _ 4
p9?>9

AT

~=-"déterminera ensuite son moment d’inertie. Ainsi, dans ce cas, la for-
mule habituelle est toujours insuffisante et doit étre employée concur-
remment avec la nouvelle formule que nous indiquons.

Il existe peu d’expériences permettant de controler cette théorie;
des expériences ont été faites par MM. Love, Fairbairn, Unwin sur des
tuyaux fermés aux deux bouts, et M. Unwin (Ele’ments de construction,
traduction de M. Bocquet, Gauthier-Villars, 1882, p. 76) dit, ausujet
des tuyaux ouverts ou assez longs pour pouvoir étre regardés comme
tels :

« Quand la longueur excéde 43d?(d = 2p,, diamétre du tuyau), la
résistance devient probablement indépendante de la longueur. La résis-
tance devrait donc étre calculée comme si la longueur n’était que de
43d?. Ainsi, pour des tubes avec joints en long et en travers qui dépas-
sent cette limite de longueur, nous tirons de I'équation (3)

< 197343 4%y
T8 p

Ici, c'est le centimeétre et le kilogramme qui sont pris pour unité. Je
reproche a cette formule de ne pas pouvoir devenir homogéne méme
si l'on rétablit le coefficient d’élasticité E 4 la place du coefficient nu-
mérique du second membre, D’autre part, cette longueur de 43d?, a
partir de laquelle on suppose que 1'épaisseur 4 donner devient indé-
pendante de la longueur, semble un peu arbitraire. Ma formule avec

(') Je substitue mes notations a celles de I'auteur. L'équation (3) dont il parle
est la formule empirique suivante :

2,38
<1002084 —
P10 S Gy
{ étant la longueur du tuyau supposé fermé aux deux bouts.

Journ, de Math, (3 série), t. X. — Fivaier 1884, 6
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les mémes unités donnerait

3
PS'I%X2XIOB(—E->:

o

300000 /& \?
(26) pS g (E) *

En remplacant, dans la formule de M. Unwin, le nombre 197543
par 200 000, on voit que cette formule coincide avec la notre, quels que
soient la pression p et le diamétre du tuyau; pour I'épaisseur ¢ exprimée
en centimetres, par '

Pour d’autres valeurs de s, elles différeraient; mais nous pensons que
notre formule théorique mérite plus de confiance qu'une formule em-
pirique et non homogéne, qui ne résulte d’ailleurs pas d’expériences
directes.

Il est & peine nécessaire d’ajouter que, si 'on parvient a démontrer
rigoureusement que, dans I'inégalité (25), il est permis de remplacer ;
par 3=, suivant la remarque de la page 37, on devra adopter cc
dernier chiffre dans les applications.

Paris, 24 septembre 1883.



