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DISTINCTION DES CONSTANTES ARBITRAIRES. l()';

Conditions pour que les constantes arbitraires d’une expresiion
générale soient distinctes entre elles;

Pazn M. W. o MAXIMOVITCH.

Nous nous proposons ici d’établir les conditions analytiques qui
doivent avoir lieu pour qu’il soit impossible de réduire le nombre de
constantes arbitraires dans une expression sans diminuer sa généralité.

Cette question se raméne 4 une autre que nous allons traiter d’abord.

§ 1. — Conditions pour quil existe entre des Jonctions données de
plusiewrs variables des relations linéaires @ coefficients constants.
Etant donné un systéme de fonclions

AH A2' S | Am

des variables indépendantes

xl * x?’ te "y

ou demande les counditions pour qu'il existe entre les fonctions pro-

posées une ou plusieurs relations linéaires 4 coefficients constants,
Considérons tous les déterminants qu’on peut former avec les fone-
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tions A,, A, ..., A, et leurs dérivées partielles successives prises
parmi celles dont 'ordre ne surpasse pas (m — 1), déterminants dont
chaque colonne verticale contient- des dérivées d’une méme fonction
et chaque ligne horizontale une méme dérivée de toutes les fonctions.
D’apreés cette définition, tous ces déterminants sont compris dans la for-
maule

A, A, A
d A, dh A, dh A,
diy Ay . » . ALgr diudxer...ddgs  drgdzg...dTe
B — d"A. d‘lA; d‘! Am
m b

dzgdrg... dzgn dzgdze...dxer  dxsdrg...dren
dtn-1 A, dbn-1 A, dhns A,
dx.{ dry ... dxgn d.t.‘ dzy, . . dzw d.r, d.r.(l ...daepn

les ordres des dérivées k,, k,, ..., k,_, ne surpassant pas (m — 1) et
les indices des variables x,, a,, ..., x, pouvant présenter toutes les
combinaisons possibles. Dans cette formule, le nombre m étant quel-
conque, R,,_, désignera les déterminants analogues a R,, formés avec
A, A, ..., A, etleurs dérivées partielles d’ordre ne surpassant pas
(m— 2).

Lemme. — Lorsque tout déterminant R,, est nul et qi’’en méme temps
Uun des déterminants R,,_, est différent de zéro, alors A,, s’exprime
inéairement au moyen de A,, A, ..., An_, et de constantes.

Désignons par u,, u,, ..., i,_, des inconnues et considérons le sys-
teme linéaire

A, +Auy+...+ Ay +A,=o0,
(1) (- g, @A, P A A

dr;...dx,-u'_'_zl.t,-... d.l‘,'u2+. e d.l‘i...d.tiuln_.+' d.t;...d.rj

=0,

ou & a toutes les valeurs depuis 'unité jusqu’a (i — 2 inclusivement,
et les indices 7, ..., j des variables x présentent toutes les combinai-
sons possibles.



DISTINCTION DES CONSTANTES ARBITRAIRFS, IGQ

Considérons encore le systéme sunivant :

( d"VA, dn—=1A, .
) dr;. .. d.r,-u'+ dri ... a’.z',-u‘2 e
() At A, =i A,
dz; ... d.z‘j”m—' + dx; . . —d_r, =0

les indices des variables & présentant toutes les combinaisons pos-
sibles. A Pégard du systéme (1) on remarque que le déterminant de
{m — 1) équations (choisies comme I'on voudra, mais sans omettre la
premiére) est précisément I'un des déterminants que nous avons dé-
signés par R,,_, .

D’autre part, tout déterminant R,, est visiblement formé avec les
coefficients des inconnues et les termes indépendants de m équations
quelconques des systémes (1) et (2) réunis; ce déterminant égalé A
zéro est la résultante de Pélimination de 2, w4, .. ., Uy, entre les m
équations correspondantes : c’est donc la condition suffisante de leur
compatibilité.

Ainsi, lorsque 'un des déterminants R, n’est pas nul, el qu'en
méme temps tout déterminant R, est égal & zéro, alors le systéme (1)
présente (m — 1) équations distinctes, soit

CA g Aglly e Aty + A =0,

dhA, d*A, P An, A An
Ol @ et " U+ o

.k:/ﬁ‘,,kg..“.,k,,,__,<(ln—-2>,

=0,

d.r,'...d; r;..‘d;,-_‘

systéme dont les autres ¢quations (1) et (2) sont des conséquences. En
d’autres termes, on peut résoudre le systéme (3) par rapport a u,,
Igy +n.y Um_i, €L les valeurs trouvées satisfont en méme temps a toutes
les équations (1) et (a); nous allons montrer que ces valeurs de «,,
gy . . .y Un SONL cOnstantes, et, partant, notre lemme sera établi par la
premiére des équations (3).

Différentiant 'une quelconque des équations (3) par rapport & I'une

Journ. de Matk. (3¢ gérie), tome VI. — Ma1 1880, 22
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des variables a, on a

dk+t A, d"-i—lA: dH"A,,,-, + dlulA’.
drdr;... drl-"' + drdx;... d.t,-u2 +eE dedr,; ... tl‘rjum—' dzdz;. .. d.;,
(4‘, + d¥A, e, + diA, dus, + + A A,_,  dun_, —0
' dxi ... dxr; dx dJ:,»...(I.tjE;. ' dri ... de; dx T~

‘ k= 0, k” kza o ':/‘.171—22(’" - 2)'

La somme des termes de la premiére ligne est nulle séparément,
n'étant autre chose que le premier membre de I'une des équations (1)
ou (2).

Mais aprés suppression des parties nulles les équations (4) devien-
nent linéaires et homogeénes par rapport aux dérivées de u,, u,, ..
u,_, et entrainent comme conséquences les équations suivantes :

Y

du, lu,

duy_,
Rlnvlz:()’ B,,,_|E_E=0, -=s R, =

dz'_o’

le déterminant R,,_, étant le méme que celui du systéme (3), et, comme
ce déterminant n’est pas nul, il en résulte que iy, Uy, ..., U,,_, sont

indépendants de chacune des variables x. C. Q. F. b.
Tueoreme 1. — Afin qu’il existe an moins une relation linéaire ho-

mogeéne a coefficients constants entre les Jonctions A, Ay, ... AL il
Jaut et il suffit que tout déterminant R,, soit nul.

Cette condition est nécessaire, car, s'il existe entre AjAL, L A une
relation linéaire 4 coefficients constauts, on peut la dilférentier par-
tiellement par rapport a chaque variable x autant de fois qu’on voudra,
et 'on aura ainsi une méme relation linéaire entre les éléments de
chaque ligne horizontale de tout déterminant R, qui, par conséquent,
sera égal 4 zéro. Réciproquement, si tout déterminant R, est nul, alors
il existe une relation linéaire entre Ay, A, ..., A, Elfectivement,
d’aprés le lewme, lorsque tout R,, est nul, alors A, s'exprime au
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moyen de A,, A,, ..., A,_,, & moins que tout R,,_, ne soit nul; mais
si tout R,,_, est nul, alors, par ce méme lemme (o1t 'on aura changé
le nombre men m — 1), A,,_, s’exprime au moyen de A,, Ay, ..., Ap_»
4 moins que tout R,,_, ne 30it nul, et ainsi de suite. Finalement, on
trouve que A, s'exprime au moyen de A,, A, 4 moins que tout R, ne
soit nul, et dans ce dernier cas on s’assure directement que A, esten
rapport constant & A,, puisque, par supposition méme,

A A dA dA d (A,
J— 2 U 2 [ N A
R, = dA, dA -A'Zm A*d:,-_A‘etr_.-('_.)“o’ (i=1,2,...,n).
dr;  du; | Y

§ I1. — Conditions pour que les constantes arbitraires d’une expression
soient distinctes entre elles.

Une expression ou &y, X, ..., &,sontdes variables indépendantes
et a,, d,, ..., a, des constantes arbitraires,

(1) F{y, Xq0ee oy Xn3 gy yy v oey i)y

représente |’ensemble infini de fonctions de x,, @,, ..., x,qu'on ob-
tient en donnant a a,, a., ..., a, toutes les valeurs possibles, et par-
fois il existe nne autre expression

{2) Sl oy @ b by, B, k< m,

contenant moins de constantes que F et qui cependant représente le
méme ensemble de fonctions. De la les définitions suivantes :

I. Deux expressions sont équivalentes si, en donnant toutcs les
valeurs possibles a toutes les constantes qui figurent dans l'une, on en
déduit toutes les fonctions particuliéres comprises dans Uautre, et réci.
proquement.

Il. Les constantes d’une expression sont distinctes lorsqu’il n'existe
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aucune expression avec moins de constantes que lu proposée et qui lui
soit equivalente.

Cela posé, nous allons démontrer le théoréme suivant:

TreEorkME 1I. — Afin que les constantes arbitraires a,, as, - .., ap
d’une expression F soient distincies, il faut et il suffit qu’il n’existe entre
les fonctions

dF dF dF
(3) e 20’ "7 dan

’

aucune relation linéaire homogéne a coelficients constants (*).

Pour cela il faut et il suffit que parmi les dérivées partielles de F par
rapport aux variables indépendantes x, x,, ..., &y, et dont les ordres
ne surpassent pas (m — 1), il se trouve au moins un seui. systéme de m
fonctions, soit :

dhF ahF dkm-1 B
s eens

(4) F, dxody ... Az dzsdxe . . .dzes dz,dxy.. .dx,u’
kn kzy 2 km——l i(m - ')9

entre lesquelles il n'existe aucune relation otia,, a., . . ., @, ne figurént
pas explicitement (*).

Lorsque a,, d,, ..., 4, dans (1) ne sont pas distinctes, alors (1) est
par définition II équivalente 4 une expression (2) out le nombre £ de
constantes est inférieur & m, et par définition I, en donnant dans (1) a
ayy agy . - ., d, des valeurs déterminées quelconques, la fonction parti-
culiére ainsi trouvée peut étre également tirée de (2) en y assignant a
b,, by, ..., bydes valeurs convenables. En d’autres termes, se donnant

(*) Indépendants de x,, 23, ..., 0y mais pouvant dépendre de a,, @3y ...y @n.

() Dans ce cas les fonctions (4) sont dites indépendantes entre elles par rapport i
@, @1 .+ ., Gn €t, d’aprés le théoréme de Jacobi, le déterminant fonctionnél de (4) par
FAppoOrt A a,, @, . . ., a4 est différent de zéro.
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arbitrairement a,, a,, ..., a,, considérant b,, b,. ..., b, comme in-
connues et posant I'équation

f(.r,,x,, ooy Tny by byl bk) =F(x), &2y . o0y Xuy @y, ay, - -,am‘,\i»

on peut la rendre identique, indépendamment de x,, x,, . .., x,. Par
conséquent on satisfera a cette équation en posant

bl: ?i(bl»—lt bl-o~21 "'7bksa|7 Asy -ony am)a (l TRy 2y ey l):

le nombre [ étant égal ou inférieur a £; et 'ou aura identiquement
par supposition

f(xnxzv ooy Lpy Ciy Pay e -9 Prs bl+h b{+2v ey blr)
- =F(x, 23, ..., 0, 04, d,, ...y a,).

Dans cette identité les inconnues b, ,, b, ..., b; restées indéter-
minées ne figurent pas au second membre : donc elles n’entrent au pre-
mier qu’en apparence et on peut les y remplacer par des nombres
déterminés b7, , ), ,, ..., b7, d’ou, en désignant par 99, 93, ..., ¢! ce
que deviennent ¢,, ,, .. ., ¢,

0 0 o o
f(‘xl"xﬁv . .,.T,,, ?’?; 'ng R ] ?l yYi+ l’l«»—zv ten bk)
‘—‘F(.T”.Z‘g, ceeg Xy, Ay g, ---sam)v

nouvelle identité qui montre qu’on aura toutes les fonctions particu-
lieres comprises dans (1) en donnant 4 92,3, ..., ¢? toutes les valeurs
dont elles sont susceptibles, et pour cela il suftit de laisser arbitraires
entre les quantités a,, a,, ..., a, un nombre { < m.

Ainsi, lorsque les constantes de 1’expression (1) ne sont pas distinctes,
alors on pent déduire toutes les fonctions particuliéres comprises dans
(1) en laissant au moins 4 Fune des constantes, soit a;, une valeur par-
ticuliére choisie arbitrairement,

Par conséquent, donnant dans (1) a @; deux valeurs particuliéres in-
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finiment voisines a et a? + da;,

(5) F(,, Xgroooy Las Byy oo oy @iy By gy ooy By

(6) F(xyy Xy ooy X @4y . @y al +dag a; ..., 4,),

les deux fonctions trouvées sont équivalentes entre elles, puisque cha-
nune est éqnivalente & (1).

Réciproquement, si (5) et (6) sont équivalentes entre elles, quelle
que soit }a valeur particuliére a?, alors les coustantes dans (1) ne sont
pas distinctes.

En effet, donnant dans (1) & a; une série de valeurs en progression
arithmétique de différence da;, c’est-a-dire toutes les valeurs possibles,
on verra de proche en proche que tontes les fonctions obtenues sont
équivalentes a (5); donc tout 'ensemble de ces fonctions, c’est-a-dire
‘1), ue contient aucune fonction particaliére qui ne soit comprise
daps (5); donc (1) est équivalente a (5) qui a une constante arbitraire
de moins, ou, par définition 1I, les constantes dans(1) ne sont pasdis-
tinctes.

Par ce qui précede, la condition nécessaire et sulfisante pour que
les constantes dans (1) ne soient pas distinctes est que (5) et (6) soient
équivalentes entre elles, et pour cela, par définition I, il faut et il suffit
qu’en donnant dans (5) aux constantes arbitraires a,, ..., a,,, a,,,
..y @y, des valeurs particuliéres quelconques a?, ..., af, ,,a’_,, ...,a% le
résultat puisse se déduire également de(6) en y assignanta a,,.. ,a,_,,
@i 4y -y Gy des valeurs infiniment peu dJifférentes a? +da,, ...,
al_,+ da;_,, al,,+ da,,, ..., al + da,, et 'on doit avoir, indépen-
dammentde x,, ..., x,

[\
Flx,,....anal+da,,...,a’ + da,...,ad + da,,)
=Flx, ...,xnal, aj,...,ad),

se donnant arbitrairement a?, al, . .., al et déterminant da,, da,, ...,
da,. Négligeant les puissances des différentielles et supprimant les
indices zéro, I'équation précédente devient

dFd-

. d¥ dF
7] a, a.+%~.da3+r--+ -dd,,,—O.

;/Z.
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Les quantités da,, da,, .. ., da,, sont indépendantes de x,, x,, .. .
¥ €t, sous cette réserve, la possibilité de I'équation (7) est la condition
nécessaire et suffisante pour que les constantes de I'expression (v) ne
soient pas distinctes. Au contraire, pour que ces constantes soient dis-
linctes, il faut et il suffit que 'équation (7) soit impossible, c’est-a-dire.
conformément a I'énoncé, qu’il n’existe aucune relation linéaire i coef
ficients constants entre les fonctions (3).

Pour cela, d’apreés le théoréme 1 du § L, il faut et il suffit qu’au moins
Vun des déterminants R,, formés avec les fonctions (3) soit différent
de zéro. Faisant, dans Pexpression générale du déterminant R,aug§l,

on trouve precisément le déterminant fonctionnel du systéme (4) par
rapport aux constantes Qyy Aoy v v oy A,y

Par ce qui précede, I'un au moins de ces déterminants de R,, doit
étre différent de zéro ct, en vertn de la proposition de

Jacobhi sur les
déterminants fonclionnels, an moins Pun des sy

stemes de fonctions,

tels que (4), sera indépendant par rapport aux conslantes a,, a,,

a,. C. Q. F. bn

ey

Remarque. — La limite supérieure (i — 1) que le théoréme 11 as.
signe a l'ordre des dérivées parmi lesquelles doivent nécessairement
se trouver les fonctions indépendantes (4) est une limite précise; en
effet, la fonction F peut contenir m constantes distinctes sans que, parmi
toutes ses dérivées partielles d’ordres ne surpassanl pas {m — 2), il se
trouve un tel systeme (4).
Par exemple, dans I'expression

Fe=aeitaelx, —x)+ ase’(x, — x,) - a,e,

les (in = 4) constantes sont distinctes, et cependant, parmi les

dérivées
de F d’ordres ne surpassant pas (m — 2 = 2)

» I nexiste aucun sys-
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téme (4) de (m = 4) fonctions indépendantes. On a en effet

d¥ ¥ dv __(I’F d*F dF &F  d'F

== — — 3 1 — ==t S5
dr; dx, dr, dz? drdr, dr, dr; dx,dz,

¥

trois relations entre six fonctions dont quatre ne sauraient étre indé-
pendantes.



