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Sur une formule d’Euler,

‘Pag M. HERMITE.

Uune Lettre de M. Fuss, publiée dans le Bulletin des Sciences mathe-
matiques de M. Darboux (mai 1879, p. 226), contient sur l'inté-

—
gralef‘\/lI * de un résultat obtenu par Euler et qui est bien digne

—t
de remarque. II consiste dans la réduction de cette quntité a Pinté-
grale d’ane fonction rationnelle au moyen de la substitution

_ Vi payi—p
Y=t
PV
et c'est, je crois, le senl exemple qui ait été donné d'un: telle transfor-
mation pour une expression dépendant des intégra'es elliptiques.
Je me suis proposé, en étudiant ce résultat d’Euler, de reconnaitre
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s'il tient & la valeur particuliére do module propre a Uintégrale

" d. .o ;o . . .
J——r—, ou si, étant d’une nature plus générale, il ne mettrait point

Vll—l—.r‘
, . x)de .
sur la trace d’une catégorie de formules -—_——;_f()————_ réduc-
J VAr+ 2Bzt C

tibles par une substitution algébrique & Iintégrale des fonctions ration-
nelles. C'est en effet ce qui a lieu, comme on va le voir par I'analyse
suivante, qui est tres facile,

I. Je rattacherai d’abord la forme analytique de la substitution
d’Euler a la relation

VAz' +-2Bx 4 C
e
x\("?.

d’ou se tire I'équation

Axt+2B—p*la*+C=o0,
puis la valeur

e P—DB -+ \/[/‘— 2B+ B*— AC
= ’
A

x

et enfin, par application des formules connues,

W B + VAC 4+ \p*— B — /AC
V24

On voit en effet que,en prenant Az’ +2Bax? +C =2 + 1,il suffit

1 - 3 .
de changer pen ; pour obtenir I'expression

Je remarque ensuite que dans Péquation du second degré en a?,

. . , C A
le produit des racines étant 12 00 a cn méme temps

o P B+ Vi — 2Bp?+ B*— AC
- A

X

2

C  p—B—yp'—2Bp’+B—AC
Axz A
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~

Par conséquent, toute fonction rationnelle f(x?) telle qu’on ait
v gl G
S(=*)=f (;;;:)

s'exprimera rationnellement au moyen de la variable p, et, sil’on rem-
place cette condition par la suivante,

Say=—f(s=)

;
on aura

f(&*)=2(p)¥p* — 2Bp -~ B* — A,

o(p) élant encore rationnelle en p. Ainsi nous trouverons, par
exemple,

C
2 N [ ppd 2 2 "
Ax —n=2Vp —aBp®+ B* — AC,

1

de sorte que, la différentiation de 1'équation

VAZ + 2Bz + G
==
ry'2
dounant
dp Ar—C

@ . AT,
dz Az 4 2B+ Cy2

nous pourrous écrire

dp 2 yp'— 2Bp*+ B2— AC
_— = e ———————— bl
dr VAz + 2Bz + C

ou bien
dr I dp

VAz 4+ 2Bz 1+ C ﬁ Vp'— 2Bp'+ B’-—A(‘J'

Maintenant, il suffit de multiplier membre 4 membre avec I'é-
quation

JS(#%)=9(p)yp" —abp* B — AC
pour obtenir :
Flz*)dz v
e = ﬁ?(zf)d.v-

JAz -~ 2Bx? +-C
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dd=___, on f(x?)est telle qu’on ait

\/AI'—‘— 2B r‘q' G

f(»:~f@£

est donc ramenée par la substitution considérée i celle des fonctions
rationnelles. En particulier, on aura

L’intégrale

¢ 1 /’3
v-A‘—:,ﬁdT‘———: )2(] = — =
./‘(.r/'v-[)\/r‘—l—-l Gl 3ya

c’est-a-dire la formule d’Euler,

"II. La méthode d’ intégralion des fonclions doublement périodiques
qu’on tire de la decomposmon en éléments simples de ces fonctions
conduit par une autre voie au résultat que nous venons d’obtentr,

Supposons, en effet,

Ax'+ 2Bx® - C= (1 — 2*) (1 — k*x2)},

et solent & = sn&, puis f(a?) = F(£), de sorte qu'on ait

f f=)de __ — fR(z)ds.

J0r ety e pZaar
Vit— @) {1 — A*a?)

lLa condition que doit vérifier f(x?) devenant

Sty =—f ()

on voit que a fonction F (&), qui a pour périodes 2K et 2iK’, satisfait
a Pégalité
F(g + iK) = — F(&).

Cela étant, je dis qu'a I'égard d'une telle fonction on peut preudre
cnkdnk

S0E

pour élémentsimple la quantité D;logsnz =
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Nous avons d’abord

D¢logsn (€ + 2K) = + Dilogsné,
D:logsn (£ + iK') = — D; logsuné,

et il est aisé de voir qu’a I'intéricur d'un rectangle renfermant I'origine
des coordonnées, et dont les cotés paralléles aux axes des abscisses et
ordonnées sont 2K et K/, il n’existe que le seul pole £ = o. Tous les
polesde la fonction, étant, en effet, les racines des équations H{E) == o,
©(&) = o, ont pour expressions

E=amK + am'iK’,
E=amK + (2m'+1}iK’,

Or il est clair que, pour les valeurs entiéres de m et m’, ces formules,
a lexception du pole § = o, représentent des points extérieurs au
rectangle. Cela étant, il suffit, en raisonnant comme je I'ai déji fait
ailleurs, d’égaler 4 zéro la somme des résidus de la fonction double-
went périodique

F(z)Delogsn(€ — z),

dont les périodes sont 2K et iK', pour arriver a la formule suivante :

F(&) =Z[AD;logsn(§ — a) + A, Dilogsn(§ —a)+...
+ A, D" logsn (& — a}].

Le signe X se rapporte a tous les poles de la fonction F(£) qui sont a
Vintérieur du rectangle considéré, et I'on suppose, pour 'un quel-
conque de ces poles, £ =a, la relation

F(a—i—s):A%—l—A,DE%—f—...—I—A,,D:‘%,

en se bornant 4 la partie principale du développement.
Cette expression de F(£) donne immédiatement

JE(E)dE =Z2Alogsn(E —a)+ A, Dilogsn(E —a) + ...
. ‘ -+ A,D,logsn(E—a)],

Journ, de Matk. (3¢ série), tome VI, — Janvier 1880. 2
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et il est aisé de voir qne, dans le cas spécial auquel nous avons été
amené, ou l'on a F(&) =f(sn*¢) et par conséquent F(—&) = F(£),
les quantités placées sous les signes logarithmiques, ainsi que les autres
termes du second membre, s’expriment rationnellement par la variable

_v"{r~.r")(l—-k=.r,1) . __cenidng ttant - li
p= ey ou bien p = sng €N mettan \/Ep au lieu de p.

Ln effet, I'intégrale étant une fonction impaire, nous pouvons écrire,
en changeant £ en — &,

— [F(§)dE = Z[Alogsn(E + a) — A\Dilogsn(& +a) + ...
=+ A,D: logsn (€ + a)],

et cette équation, retranchée de la précédente, donne

2fF(E)dE = 3Alog M E—a)

©s0(5+ a)
+ 2A, Delogsn (& — a)sn(& +a)

| sn E—a'

Dans cette nouvelle formule figurent les dérivées successives d’ordre

. . g ' sn(E—a)
pair de deuxfonctions dlfferentes,logm
qui 'une et I'autre d’abord s’expriment comme il suit en p-Ona, en
effet,

et Delogsn(§ —a)sn(E+-a),

snlf—a) sntenadna —snaentdng
sn(£+a} ~ snfcnadna + snacnEdnk
__cnadna — psna
" enadna p+ sna’

puis
a2snEenEdnE {1 — #snfq)
(v — &*sn?asn?t) (sn?f — sn’a)
21— ksnia)
T en’adnta — pisnta

Delogsn (& — a)sn (& + a) =

Remarquons maintenant qu’en différentiant deux fois une relation

de la forme
J&) = ¢(p)
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on en lire
f"(?;' — " ) d_P\):+ ’( )dl
)—‘?\P IIE/ ? P (IE",
et qu'on a
dp _ prgpe L e SRRy
dg = ksn E—-sn’!i_ (r+4 + p*) — A4k,

Tp ef k2 !
= 2andn__(Ii snf + FE)

— 22z, 1\ __2plid+ R—p)
_2p<k sn .E—{—snzé)_.———h*.

par conséquent, f”(), puis, de proche en proche, tountes les dérivées
d’ordre pair, seront des fonctions rationnelles de p. L’'intégrale s’ex-
prime donc rationnellement au moyen de cette variable, comme nous
avons voulu le montrer,

II. La formule de décomposition en éléments simples qui vient
d’étre obtenue,

F(&) = Z[ADlogsn (€ — a)
+ A, Dilogsn(& — a) + ...+ A, Dilogsn (& — a)],

d'une fonction satisfaisant aux conditions

F(¢ -+ 2K ) = + F(2),
F(E+iK') = — F(z),

peut étre regardée comme appartenant i la théorie générale des fonc-
tions doublement périodiques. Sous ce point de vue, il est visible
qu’elle constitue seulement une des trois formules d’un méme systéme,
dans lequel les quantités

D¢logsng, D;logenE, Delogdué
jouent successivement le role d’éléments simples. Je vais établir suc-

cinctement les deux autres, qui concernent deux nouveaux types de
fonctions doublement périodiques, F, (&) et F,(£), caractérisées par les
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conditions suivantes :

F,(£+ K+ iK')= —F, (&),
, Fi(¢+ K —iK)=—F,(g),
puis
F(5+ K)=-—F,(),
F,(£ + 2iK’) = + F,(£).

Elles se lient en effet a 1'étude de la substitution d’Euler, qu’elles nous
conduiront, comme on le verra, a étendre et généraliser d’une nou-
velle maniére.

Je me fonderai, a cet effet, sur les équations élémentaires

. 134
en(z+ K+ iK)=—2 1,
k cnz
. ik’
en(z +K —iK)=+2% =
£k enz
et
d K)=*
l](Z -+ ) = dnz’
do(z+ 2/K') = —dnz,
qui conduisent aux formules suivantes :
D.logen(z + K + iK') = — D, logenz,

D.logen(s + K — iK’) = — D,logcnz,
puis
D:logdn{z+ K)=—D,logdnz,
D.logdn(z + 2iK') = + D,logdn=.

Cela.posé, jobserve d’abord, a P’égard de la quaniité

enz
’
snzdnz

D.logen(z + K)= —

que les poles donnés par les racines des équations

H(z)=o0, 6,(z)=0
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sont .
z = amK + 2m’iK/,

z=(a2m + 1K + (2m’ + 1)iK’.

Je remarque aussi que le parallélogramme ou plutot le losange
dont les sommets, ayant pour affixes

o, K —iK’, 2K, K +iK/,

sont par conséquent tous des poles ne renferme 4 son intériear aucun
autre de ces points: Cela posé, qu’on déplace ce losange de maniére a
lui faire contenir I’origine des coordonnées, les trois autres poles, qui
étaient des sommels, se trouveront en dehors de la figure, et on
voit qu’a Vintérieur du losange la fonction D.logen(z + K) a un seul
el unique pdle z=o0. On verra aussi, relativement 3 la quantité
D.logdn(z + K -+ iK’), qu’elle n’a pareillement que le pole z—=o0 4
Vintérieur d’un rectangle contenant I'origine et dont les cotés paral-
leles aux axes coordonnés sont K et 2K’. Cela établi, nous formerons
ces deux expressions '

F,(z)Delogen(& + K — z),
Fy(3)Delogdn(& + K 4 iK' — z),

qui sont doublement périodiques, la premiére ayant pour périodes
K+ iK', K —iK’, et laseconde K et 2iK’.

En égalant i zéro la somme de leurs résidus correspondant aux péles
qu’elles possedent, la premiére a I'intérieur du losange, la seconde a
Iintérieur du rectangle des périodes, on parvient aux formules sui-
vantes, ou I'on a mis dans les premiers membres £ — K et£ — K — /K’
au lieo de £, 4 savoir :

Fi(§ —K)=23[A'D;logen(2 — a) + A" D¢ logen(t — a) +...
-+ A, Di*'logen(k — a)],

Fp(§ —K — iK')=2[A"D¢logdn(§ — @) + A", D? logdn(E — a) +...
~+ A, D¢ logdn (€ — a))].

Danbs ces relations, on a continué de désigner par £ =a l'un quel-
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conque des poles des deux fonctions; on a supposé encore

Fia+e) =A 2 +A\Dps +...+ A, DL,
et de méme

Foa+e)=A"- +A\D S +.. .+ A D,

en se bornant & la partie principale des développements. Elles s’écri-
raient plus simplement en représentant les poles de F,(£) par a + K et
ceux de F.() par a + K + iK’; nous aurions, en effet,

F.(§)=2[A"Dlogen(§ — a) + A\ DZlogen(E —a) + ...
+ A, DY logen(& — a)],

F.(2) = 5{A"Dylogdn(£ — @)+ A\Df logdn(Z — @) + ..
+ A, D" logdn (% — a)].

On en déduit, en intégrant par rapport a £,
JE(8)dE = 3[A’logen(E — a) + A’ Delogen (& — a) +...

+ A, Dt logen (& — a)],

SF(E)dE = Z[A"logdn (€ — a)+ A’ Dlogdn (& — a) + ...
+ A, D logdn (€ -— a)),

et de ces expressions nous allons tirer des conséquences analogues i
celles que nous a données la formule

JE(E)dE = 2[Alogsn (& — a) + A Dglogsn(& —a) +...
-+ A, Df logsn(& — a)].

1V. Introduisant, a cet effet, les conditions

F|(_ ‘E) = Fl(g)’
F2<_ é) = Fﬁ(g,\a

et posant successivement
__ snkdng

b
cng

__ snkenk
dng

3
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on démontrera exactement, comme au § II, que les quantités placées
sous les logarithmes, ainsi que les autres termes des seconds membres,
s'expriment rationnellement au moyen des variables p. Soit donc,
comme nous 'avons fait en commencant,

x = suf;

Fi(8) =fi(x*),
Fy(8) = fo(x?),

o1 f, et f, sont des fonctions rationnelles de x?, de sorte qu'on ait

R L AN
SR [,

(t—2) {1 — &t}

posons également

Nous nous trouvons amené i cette conséquence que les subslitutions

_ snEdng . a1 — i

eng \’/"—mz
___snfené o .t\/—ITx‘
T odeg T v/l—-E;

rameénent ces intégrales a celles des fonctions rationnelles en p.

C'est ce que nous allons démontrer directement, mais auparavant
nous tirerons des caractéristiques relatives 3 la périodicité de F,(&)et
F4(&) les propriétés algébriques correspoudantes des fonctions f,(x?)
et fa(x?).

Recourant, a cet effet, aux formules

dng
kenk

¥

sn(f+ K + iK') =

sn(E +K) = ¢,
qui donnent

sn(E + K + iK') = =570

snl(E+K)= "=,
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nous en concluons les deux équations
2y o1 — M
/;(x )“— j'[ﬂ"(l——-x’) ?
O — a?
fo(x )""“fz( kz,,.z)
Considérant maintenant, pour fixer les idées, la seule intégrale
2
A=) dx, je tire d’abord de la substitution qui la con-
\/ 1— 27 ) (1 — Aax?)
cerne lequatlon

Bxt—(p*+1)x?+ p?— o,
d’on la formule P

1 P14 p— 2 (24— npi 1

x
2 A2

— Ry
Jeremarque ensuite que, la seconde racine étant 23 ou bien - ‘(_-‘
/

nous pouvons écrire

1— Bz prr— g — 22k pit s
A=) = By

De la propriété de la fonction f(x?) résulte donc qu'elle prend des
valeurs égales et de signes contraires lorsqu’on y remplace x? par ces
deux expressions, de sorte qu’on peut poser

Ji(x*)=o(p)Vp*' — 2(24*—1)p*+ 1,

en désignant par ¢(p) une fonction rationnelle de p. En multipliant
membre & membre avec I'équation suivante,

dx dp

k)
V(i— 21— k=) VP i—2 2k — 1) pt 1

qui se trouve facilement, on' obtient, aprés avoir intégré les deux

membres,
fi(x*)dx _f {,
Ja=r=mm= e

La proposition que nous voulions établir se trouve ainsi démontrée,
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. . T filx)dz
et il est évident que la seconde intégrale A= ondui-
Vit— =) (1 — k]
rait exactement au méme calcul. En résumé, on voit que les trois
qunantités

Sflz)dx f Sz dx Sfolxt)da
——— ey =)
Vii—22) (1 — ko) \/\I—z’)(l—-/r.r“ Vit — 21 — #2 — iz

ot les fonctions rationnellesf,ﬁ.ﬁ satisfont aux counditions

ACOES

a Pintégration des fouctions rationnclles; et comme on tire de ces
relations

Vpr+ (ka1 et - (A—1)

X = L
2k !

r—Vr +'z/rp+x+\/p—2£p+x
24

xX =

VEP - 2p 1+ JEp— 2p + 1
-y
2

nous voyons aussi que le type analytique de la substitution qu’Ealer
Yy q yp ytq q

M
a découverte et appliquée i Vintégrale particuliére f‘/[ T dx se
conserve en ne subissant qu’une modification légére pour s apphquel

A des cas plus généraux et plus élendus.

V. Les formules de décomposilion en ¢éléments simples des fonc-

Journ. de Math, (3¢ série), tome VI. — Janviza 1880, 3
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tions doublement périodiques désignées par F(&), F,(£), F,(&) sont
susceptibles de beaucoup d’applications. Si I'on désigne par m un
nombre entier, on verra facilement qu’on peut faire

F (§)=cn(4m+ 2)§, dn(4m-2)E,

F,(8)=sn(4m + 2)E, don(4m + 2)&,
Fo(E)=sn(4m + 2)E, cn(4m+ 2)§&,

et I'on observera que la méme quantité, sn(4m + 2)& par exemple,

posséde a la fois la périodicité de F,(&) et F,(). Je n’entrerai point

maintenant dans le détail de ces applications et je terminerai cetle
cnidng

étude par la remarque suivante. La transformation p = » qui ra-
méne a P'intégrale des fonctions rationnelles,fF(g)dg, ne contenant
rien qui se rapporte  la fonction F(£), sera donc la méme par exemple

pour les deux quantités fcn 2EdE el fdnué’;’d&. Or, elles deviennent

z f et % si T'on fait sna2& = z; par conséquent, on
2.' \/l—k’z’ 2 \/ 2 =zPp q '

1— 3
raménera a la fois ces deux intégrales 4 celles des fonctions ration-
nelles en exprimant z au moyen de la variable p. On trouve facilement

2p

Z =
: VP el R (1= R
puis ces relations

I — 2 — pl—1-+k
- —_ ?
VP2 (i B)pr (r— RB)F
Vi—kizi= pri_# ,
P21+ B+ (1— B
— kY2 pt
di =2 L P—p dp,

[pi+ 2 (1 K)pr+ (1— k)]

et 'on en tire bien les réductions annoncées :

dz . pr—1+ K d
Vi ke R B Y P ey O
dz

_ P gy
iz 2fp.+2([+,,z)l,:+(,_‘.=)=dP-

e —— R ——e




