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De U'emploi de la Géométrie pour résoudre certaines questions '
de moyennes et de probabilités ;

Paz M. L. LALANNE,

Inspecteur général des Pents et Chaussées.

1. Dans le nombre infini de triangles possibles dont les c6tés ne sont
assujettis qu'a la condition d’étre compris entre deux limites connues
a et b, quelles sont les valeurs moyennes des trois cotés, rangés préala-
blement par ordre de grandeur ?

Telle est la question 4 laquelle on est conduit lorsque I'on cherche
si quelque loi a présidé 4 la distribution des agglomérations de popu-
lation de méme ordre 4 la surface d’un territoire; car, si par exemple
il existait une tendance de nature & placer ces agglomérations 4 des
distances égales les unes des autres, malgré les inégalités trés-appa-
rentes qui existent enfre quelques—unes de ces distances, les moyennes
des plus petits, des moyens et des plus grands cotés des triangles formés
en joignant deux & deux les centres de population, de maniére a cou-
vrir le territoire d’un réseau de mailles triangulaires, différeraient
assurément d’une maniére notable des moyennes calculées dans I’hy-
pothése ot tous les triangles auraient été également possibles.

2. Cette question, qui présente ainsi un double intérét, au point de
vue qu’ Ampére appelait Zoporistique, comme au point de vue purement
mathématique, ne laisse pas d’'étre assez délicate 4 traiter par I'Analyse.
Mais de simples considérations de Géométrie et de Statique élémentaire
permettent de la résoudre, sans autre difficulté que celle qui résulte de
la construction d’un solide polyédrique dont toutes les faces sont
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rigoureusenient déterminées en situation, et par conséquent en gran-
deur vraie, dans P'espace, et du calcul des coordonnées du centre de
gravité de ce solide:

Supposons que les trois cotés variables de chacun des triangles en
nombre infini que Fon peut construire soient représentés par les coor-
- données reetangulaires &, ¥, z d’'un méme point de I'espace, 'axe des
z étant vertical ; supposons, de plus, que ces cotés, compris entre les

limites @ et &, soient rangés par ordre de grandeurs croissantes, On.ne -

tardera pas i reconnaitre que la portion de J’espace dont tous les points
aurent des coordonnées satisfaisant 4 la condition d’étre les trois cotés
d’un des triangles possibles sera soit un tétraédre, soit un polyédre a
cinq faces, qui est la différence entre deux pyramides triangulaires:

En-effet, le plus petit c6té x devant éire tout au moins égal d g et
le plus grand z tout au plus égal 2 b, on a d’abord

(1) et (x bis) : xZa, z=b.
Ensuite, les coordonnées étant rangées par ordre de-grandeur, on-a
(2) et (= bis) =iy, i

" Enfin, pour que le triangle soit possible, le plus grand coté doit éire
plus petit que la somme des deux autres, d’ou :

(3) ‘ six+7y.

* Dans chacune de ces cing relations, il ne faut retenir que le signe
d’égalité, qui exprime le terme extréme, pour déterminer farégion limi-
tée de I’espace daus Pintérieur de kaquelle les coordonnées de tousles |
points satisfont 3 ces mémes conditions considérées avec le double
signe. La premiére (1) représente un plan vertical paraliéle aux zy, a
- la distance a. Ea seconde (15is) détermine un plan horizootal & la -
“distance & des xy. La troisiéme (2) donne un plan vertical passant
par I'axe des z et divisant en deux parties égales I'angle des xy. La
quatriéme (2 bis) fournit un plaxr passant par P'axe des & et divisant
ea deux parties égales I'angle des yz. Eofin, & la cinquiéme (3 ) cor-
respond wir plan passant par I'origine, dont Ia trace sur le plan des xy -
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partage en deux P'angle des — x + y et dont I'inclinaison sur le plan
horizontal a y/2 pour tangente trigonométrique. ‘

Le pentaédre déterminé par ces cing plans est repré-eunté sur les
Jig. 1, 2 et 3, dans lesquelles O'B = ¢, et O'C = O’'B'=DBB" =}, par
les projections orthogonales des six sommets et des neuf arétes sur les
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trois plans des coordonnées, le plan vertical des 3z étant rabattu ( fig. 1]
sur le plan horizontal des xy, autour et au-dessus de I'axe des j-, pris
comme charniére, et le plan vertical des zx étant rabaltu pareille-
ment { fig. 3) sur ce méme plan horizontal, vers la droite, mais en pre-
nant pour charniére la ligne ©'C paralléle 4 Vaxe des x et & une dis-

tance OO0’ = b de cetaxe.
" Fig. 4.

R

Ne¢

La fig. 4 est une perspective de ce solide, 'ceil étant placé dans
le diedre des(z - x), (z — y) & une certaine hauteur au-dessus du



I IO ' L. LALANNE.

plan horizontal. Cette perspective met en évidence les six sommets A,
B, G, D, E, F, ainsi que les deux tétraédres GABC, GDEF, dont le pen-
taédre est la différence.

3. L’étude simultanée des quatre figures conduit facilement i la
détermination des dimensions métriques de toutes les faces de ces
solides et des coordonnées de leurs sommets. :

Pour faciliter cette étude, nous avons donné aux trois projectionsles
mémes lettres qu’aix points correspondantsde la perspective dela fig. 4,
en supprimant méme les accents dans la fig. 2. On remarquera seule-
went que les points F et G de la perspective, qui se projettent en F’ et
en G’ surla fig. 1,en F” eten G” sur lafig. 3, se projettent en A sur la

- fig. 2.

Il suffira maintenant d'émoncer les résultats qui ressortent del'exa-
men comparatif des quatre figures.

La face verticale d'arriére, correspondant 3 o = 4, est un trapéze
ABEF (fig. 4) dont le sommet inférieur A est & la distance +a de
chacun des trois axes. L’aréte AF est verticale, I'aréte EB horizontale;
toutes deux sont égales i a et leurs directions sont rectangulaires entre
elles, L'aréte AB, inclinée 45 degrés sur chacune des deux premiéres,

~ est égale & (b — a)\/2, et'aréte EF, paralléle & la précédente, est égalea
(5 — 2a)y/2. La face horizontale supérieure, correspondant & z = b,
se trouve a la distanced du plan des xy; les angles EBC, CDE sont
droits; EB estégal & b —a,CD 24by2, BE4 a, et DE4 (L5 — a)y/a.

La facelatérale d’avant AFDGC, déterminée par x = ¥, estun quadri-
latére dont les cotés CD = £by/2 et AF = a sont rectanguléires entre
eux. Le plus grand c6té AC est égal 4 (b — a)y/3. On a déja la valeur
des deux autres.

La face postérieure ABC, déterminée par y = 3, est un triangle rec-
tangle en B et dans lequel la hauteur AB est 4 la base BC = b — a dans
le rapport de y/2 2 1.

Enfin, le triangle supérieur et de gauche EFD estrectangle en D; le
coté DE est égal 4 (5 — a) /2, 'hypothénuse est (& — 24) /2, comme
onl’'a déja dit, et 'autre c6té de P'angle droit £(6 — 2 a) /6.

Les faces sont donc rigoureusement définies de grandeur comme de
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position. Les valeurs des coordonnées des six sommets et du sommet
commun aux deux tétraédres dont il est la différence sont consignées
dans le petit Tableau suivant : I

Valeurs des coordonnées.

Désignation

des sommets. x. r. z.
A...... a a a
B...... a ] b
Covever B b b
D...... 16 b b
E...... a b—u 5
Fo... a a 2a

D’un autre célé, il est manifeste que les deux- pyramides triangu-
laires dont la différence constitue le pentaédre ont, I'une pour base
ABC (fig. 2) et pour hauteur A'G’'=b — a (fig. 1), V'autre, pour
base ADE (fig. 2) et pour hauteur F'&’' = b — 2a (fig. 1). Le volume
de la premiéreest £ (6 — a)* ; fe volume de la seconde est-5 (b — 2a)*.
La différence ou le volume de la région de I'espace dont tous les
points satisfont exclusivement & la condition voulue est

& [2(b — @) — (b — 2a)"].

4. Les coordonnées du centre de gravité du pentaédre se déduiront
donc par de simples compositions de moments des coordonnées des
centres de gravité et des volumes des deux pyramides dont ce pen-
taédre est la différence.

Or on sait que, dans le tétraédre, les coordonnées du centre de gra-
vité sont le quart de Ja somme des coordonnées correspondantes des
quatre sommets. . _

Pour la grande pyramide, dont les sommets sont &,B,C et G,ona
donc

.
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et pour la petite, dont les sommets sont D, E,Fet G, on a

En prenant la différence des moments successivement par rapport
4 chacun des plans coordonnés, on trouve d’abord

1(3a+b)(b—aP—(6a+ bV (b—2a}
2

\xz (F—aF—$(b—2a)]
i __%(a+b)(b—a)’—%(2a+3b)(b—-—2al’
W= G—ap—t—2ar]
( z___-"-(a+-36){6—-n')-‘—-%(zn+3b)(b-—'2a)’.
- "~ [(b—ap—5(6—2a]]

“Telles sont les valeurs moyennes du plus petit, du moyen et du plus
grand cbté des triangles en nombre infini que 'on peut supposer
formés sans autre condition que d’étre compris entre deux limites don-
nées a et b, ces cotés ayant été rangés par ordre de grandeur crois-
sante et @ étant plus petit que la moitié de b; car cette derniére hypo-
thése est implicitement admise dans la construction des fig. 1 4 4.

Si, an lieu de considérer les valeurs moyennes absolues des cotés,
on cherche seulement les rapports de ces moyennes & Ia limite b, et
que P'on pose

a 20
a=1—7% €l B=1—75"

les rapports cherchés prennent la forme trés-simple

(@i — (i)

: S—IF

7 (@—if) =31,

5 Wi

s (@—1F)—t (e =3B «
’ ; w—5F

6. Lecasou 'onaa>4best beauconp plus simple. Le solide qui
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comprend la région de l’espace dont tous les points ont des coor-
donvées égales aux trois cotés d’'un des triangles possibles se réduit
alors 4 un tétraédre ABCG (fig. 4) dont trois faces sont rectangles, et
qui est représenté, tant en projections qu’en perspective, dans les
quatre figures du cas précédent, dans lesquelles on ferait abstraction
de la section EFD. Les coordonnées des quatre sommets sont données
dans le tableau suivant :

Sommets . Coordonnées des sommets
du tétraédre. - e —— e e
z. . .

A a a a

B a b b

C b b &

G a @ 1]

1l résulte de 13 que les coordonnées du centre de gravité de ce
solide ont pour expressions

x= 4(3a+b) y x=%b1
y=%(a +8b), jet,poura==1ib {y =45,
z ={(a +3b), : z —1b.

Ce sont précisément les mémes valeurs que I'on obtient lorsque
dans les formules (A) on fait b = 24; nouvel exemple de Pexistence
de deux fonctions différentes pour exprimer une méme loi wathéma-
tique, suivant le sens du signe d’inégalité qui lie I'une 4 I'autre denx
données de la question, la loi de continuité se manifestant néanmoins
par P'identité des résultats auxquels conduisent ces deux fonctions
lorsque le signe d’égalité vieni 4 établir le passage avant le renverse-
ment du signe d’inégalité.

7. Cette méthode purement géométrique pour la détermination des
moyennes valeurs de trois éléments variables parait susceptible d’autres
applications. M. Vingénieur Chemin {*] m'en a signalé une qui rend

[*] M. Chemin a pareillement expnme Vidée que l’emplol des coordanmées polyeé-

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Avmiv 1879. 5
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pour ainsi dire de pure intuition la solution du probléme suivant, posé
et résolu analytiquement par M. E. Lemoine dans le Bulletin de la
Socic¢té mathématique de France (t. 1, p. 39) :

Une tige (d’une longueur 1) se brise en trois morceaux: quelle est la
pl’obdblllte pour que, avec ces trois morceausx, on puisse former un
triangle? : :

Counsidérons les trois fragments comme les coordonnées d’un n:éme
point de P'espace. Le lleu des points qut satisfont & la re}auon fonda-
mentale

(1} : x+y+z=10.

est un triangle dont les sommets sont situés a la distance I de l"origine
sur les trois axes des coordonnées. :
Mais, pour que le triangle soit possxble, il fant que I’on ait simulta-
nément
xZy+3,
(2) yiz+x,
zix ¥

Les trois plans déterminés par les équations-de ce groupe, en ayant
égard ¥1’équation (1), sont respectivement perpendiculairesa chacun
des trois axes des coordounées, 4 une distance de Porigine égale 2 £+ 1.
Leurs intersections avec le triangle déterminé par I'équation (1) déter-
minent un nouveau triangle qui jointdeux 4 deux les milicux des cotés
du premier et qui, par conséquent, n’a que le quart de sa superficie. Or,
c’est seulement & Pintérieur de ce triangle central que se trouvent les
points dont les coordonnées satisfont l’ensemble des relations (1)
et (2); la probabilité cherchée est done .

8. Ausurplus, il existe une solution analytique non-seulement pour
le probléme énoticé au début decet article, mais encore pour la question
bien autrement compliquée de la valeur moyenne d’une fonction d’un

driques permettrait d'étendre ['usage de notre méthode géométrigue & un nombre
quelconque de variables.
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nombre quelconque de variables. Cette solution, due 4 feu Philbert {*],
va étre exposée ici par la reproduction textuelle d’une note manuscrite
rédigée, a ma priére, dans les premiers jours du mois d’avril 1891,

Note sur la détermination analytique de la valeur moyenne
d’une fonction de plusieurs variables.

« Soit U uue fonction quelconque de n quantités, z,, ..., Uy qui
varient, savoir :

u,,de p, 4 g,, ces limites étant des nombres,

u,, de p, 2 q1, » fonctions de .,

u5,de p; 2 ¢ss » » Uy, Usy
.................. e s eerereiee it ey
Uy, de p, 4 ¢, » » WyyUayeesy Upys

» Si 'on imagine qu’'une seule des quantités z varie entre ses limites p
et g par intervalles constants égaux 4 du, la somme des valeurs que

. . : . 7
prendra ainsila fonction U, et que nous représenterons par Y, U, sera
_ p

Zquu
,, »

du

égaled

» Or, pour chaque systéme de valeurs particuliéres attribuées & u,,
Ugyeers Uy_qy Up varie de p, a gp.

[*] Henri Philbert, ingénieur des Ponts et Chaussées, né & Bar-sur-Aube le 1g avril
1826, décédé & Vitry-le-Frangois le 2 décembre 1876, était doué pour les Mathéma-
tiques d’une remarquable aptitude dont une modestie et une réserve excessives ’ont
empéché de tirer, au profit de la Science, ce qu'on pouvait attendre de lui. Bon con-
structeur, versé dans la conunaissance du droit administratif, esprit philosophique,
caractére élevé et bienveillant, Philbert a été suivi dans la tombe par les regrets de
tous ceux qui ’ont connu. Il a succombé & une maladie d’épuisement contractée i Ia
suite des Fatigues et des privations du siége de Paris, Je conserve précieusement le ma-
nuscrit qu'il m’avait remis le 5 avril 1871 et la correspondance échangée avec lui &

ce sujet dés 1865.
5.,



116 L. LALANNE.

» Uacquerra donc aussi une somme de valenrs égale 2

- . (I‘n c )
o
du,,

» Si dans ce systéme O1 CODNSErve iy, Loyeeey Uyon conétanls, et que
Uon fasse varier u,, entre ses limites, U acquerra une somme de
valeurs égale a , ) .

=y zq”U dit,
p,l;, "ZT ({un—l
Ay .

ou i

- - ot .
duyyda,

fn—t qn
2 1247 Udu,

etc..... A B

» En continuant ainsi, on voitque la somme des valeurs qu’ac-
querra U, lorsque chaque quantité a varié entre ses limites p et g par
intervalles constants égaux 2 du, sera

R I s T Gr
- - .duy du,. .. Ydn,
Py .2/',‘ ’ Ef’n "

du dus o oduy -

» Le nombre des valeurs données & U s’obtiendra en faisant dans
celte expression U =1. Il sera, par conséquent, .

RS VLS I
du, duy. .. E du,
Pr o

Py - P=
dudu, . . . de,

» La moyenne des valeurs de U sera dernc

qr 't 4 In
2 du, 2 du, . . .‘2 Udu,
Py ) Ds Pn
' : : 7 o7 gn :
. (Iu,z dus. . .2 du, - B
L F: Pu -
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et, lorsque les du deviendront infiniment petits, tendra vers Vex-
pression :
q
[, [T [T

(43 "Ilt
j du, f duy ... dr,
I’ P2 ]n

qu’on appelle valeur moyenne de la fonction U.

Si les variables sont simplement assujetties 4 ne devenir ni inférieures
4 un nombre donné vi supérieures 4 un antre nombre donné, on aura,"
en prenant ce dernier nombre peur unité, en appelant a le premier
nombre et en supposant les variables rangées par ordre de grandeur
groissante,

?

Pr=(: Pa =1ty Ps==Upy -y Pn7=Upy,

Q=1 ¢a=1L (3=I, ..., {yp=1. .

» Si, alors, o pose

la premiére intégrale deviendra, en désignant par V la fonetion U trans-
formée et en posant 1 — @ = ¢,

[ “do, f “d, ... f "V do,.

» En faisant V=1, on obtient pour vafeur du denommateur de
Pexpression considérée ci-dessus

2’ n o
(/P de® ou —-e.
Jo 1-2...72

» Lorsque U sera fonction sculement de z,, #,, ..., #; (£ étant < n),
V sera fonetion seulement de v, 0,, . . ., v, et la-premiére intégrale
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pourra s’écrire -

[ “dv, f “do, .. f Y dog f " B . - f “ o
=£‘dviﬁp‘dv2. . .pr Vdo, (‘/:“)"_kdv"—”
= 1_2.._'(;___&_) f “do, f “do,... o""“ Vort dig.

» La valeur moyenne de U sera donc

(=)

» Faisons U = u, d’ot1 V=1 — v;. Le numérateur devient

;—2—1(7_7) ( f ‘)k ("t — @) da

et o+t

.2...2 L.2...ln—k)(n+2—k)...(e4+1]
o« ( n1—k )
= 1— a)-
1.2...7 -1

» La valeur moyenne de z; est donc

1 L2 - vy ) ] —
f de, | dv;... f Ve dve
LT )

n-t1—k
n—-1

» Aucune des variables n’étant, par hypothése, inférieure 4 @, la
somme des 72 — 1 premiéres ne peut jamais étre inférieure 4 (2 — 1)a.

. I
Donc,sia
? > jr—
jamais inférieure & l'unité, et, par conséquent, la plus grande va-
riable z,,, variant comme ci-dessus de z, 4 1, ne se trouvera jamais
dépasser la somme de toutes les autres.
I

» la somme des 72 —x premiéres variables ne sera

» Mais, lorsquea ,la somme z, + &, + ... 4 1,_, pourra,
3 1 n—i

n—1
pour certaines valeurs des variables, étre inférieure 4 1'unité, et u, variant
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deu,_, a1 acquerra certaines valeurs supérieures a &, + 4, + ... 4+ %ps.
Si Pon veut assujettir #, 4 ne jamais dépasser cette somme, on devra
adopter pour limite supérieure de z, U'unité ou z, + w, + ... + Up_y,s
suivant que l'unité sera inférieure ou supérieure i la somme
u,+ U+ ...+ u,_,y, et modifier en conséquence les formules pré-
cédentes. ’

» Pour établir les nouvelles formules, nous nous donnerons la con-
dition plus générale u,,, < u, + 22+ ... + u,,, m étant un nombre
- quelconque < #. Supposons,parsuite, a < m;_'_l, nous aurouns 4 faire
varier u,,,,deu, 2roud S, =u, + 1, + ... + Uy, suivani que 'unité
sera $8,,. A

» La somme des valeurs de U sera représentée par

1 g 1 » Sm 1 ! 1
d_—_—a,,_,_ldu,,.,.,. .z, <2 j; +2 £ ) (Ium-i-lf dum+2 b .f Udll;l’

Umiy tep—y

2’ désignant la sommation relative & tous les systémes pour lesquels
1< S, et 3" la sommation relative 4 tous les systémes pour lesquels

S,,<1. i

» Or Pexpression symbolique entre parenthéses peut s’éerire

[ 2(L-L)=2 -3

en désignant par = la sonmation relative a tous les systémes possibles,
sommation qui a été effectuée dans le probléme précédent.

» Il restedonc & effectuer la sommation 3” ( laquelle, considérée iso-
1ément, correspondrait 4 larecherche de la valeur moyenne de U pour
le cas oti, aucune des variables ne pouvant étre inférieure a2 @ ni su--
périeure 2 £, on assujettirait en outre celle de rang m +- 1 & ne pas étre
inférieure 4 la somme des m premiéres). A cet effet, nous transforme-
rons d'abord Pintégrale placée sous le signe 3” en posant, comme dans
le probléme précédent,

Up =T — %,

Up y =1 ~— Vp_y,
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“L’intégrale devient ainsi ‘

- - 1~Sm = [

Ymi1
dvm-t-l f d"m+2 .. Vd“'n'
o .

o o

» Maintenant, pour obtenir 3”, nous observerons que l'on a encore

P =Upts Pmas =Unpzs --3 P2=U, P1=4a,

les limites supérieures g se trouvant d’ailleurs déterminées par le
systéme d’équations (A) ci-dessous, en face duquel nous écrirons le
systéme d’équations complémentaires de transformation (B) :

Uy AUyt Uy =1y U U Uy U= Oy,

U, +ty+ ..+ 2y =1, uy+uy—+...+ QUpy y =T =y, |

A - e eeeneiiees e
U (Mm— 1) G =1, u 4+ (m—1Nu,=1—v,
mq, =i, my, =1 —v,

» En posant 1 — ma = 3, on obtient pour

v pi—Sm
Aoy
PO

la forme

: * o, [ do..
(7 v,... 4 do
. zlu.rlu,...du,,.x.z...ml ‘_/ol e ju‘ mt

» Faisons 1T = u;.
» Sik > m, onasimplementV = 1 — v, et lerésultat del'intégration

se déduit de celui obtenu dans le probléme précédent en remplagant
! = _nt1—k
~ {1

simplement « par 8. C'est donc - s

moyenne de z; est, par conséquent, donnée par la formule trés-simple

- a® R 1 B° nt1—k )
g [ — o) — —_—— I’——'_——"ﬁ
L2000 n -1 I.2...0 1.2...0 % 21

() = - -

p) - La valew

o't I pn
I.2...7 1.2...m1,2...7
R-§-1
ottt B .
" n—41—k 1.2...0
- nt+1 - g

1.2...

(B)
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ou, en désignant par p le rapportg et par P, le nombre de permuta-
tions de m lettres,
Pn-i-l

I_._..

n4+1—k Py
. @

Rt . [

mn

(z) = [ —

» Mais, sikZ m, u; ou'V se trouvelafois fonctionde ¢;_ys V40s -+ 2 V2
et ¢, et la formule se complique notablement.

. . \ r—v
» Faisons d’abord k=1, dou V=u, = Ly

m

f pa’v, f p'd(@. .. p'HVdv,,

1 go+t i 2 pri+|)
m\Pr P, (z+1) = m\P, 71 P,

» Il vient donc

L'intégrale

prend la valeur

(an n ettt T 1 ( n n gn-}-l
P, gy Pn P,m\P, n-+1 P,
B

A N
("U - it T o
n Pﬂl n
on
e LB 7 e 1T
m P, n4-1 \ m Py
(”') = n *
&t — P_
P’Il

» On déduit de la facilement la valeur moyenne de u,, et, en général,
on déduira de la valenr moyenne de ;.. celle de «; (k étant Zm), car
on a en général :

(m—k-+r1) (U — ) = Vgt — 94
d'on
T Pk —V
Uy = Uy ———— s
k— .l" '+ln——k+1

16

Journ, de Matk. (3¢ série}, tome V. — Avriz 1879.
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: 8 vt -
H,= f dv,f do f It (9.
:] o o : :

» En substituant pour #; I'expression ci-dessus, il viendra

e

Or, posons

— k1 Prst
T g’l-}-l

. 1 n—Fk 42 R e
HI'_.'HIS_'-Fm ( e+t — [

pﬂ+t

=Hy+ m—kr P,._H.

» La valeur moyenne de ; sera donc

n 41—k 1 1 Ba+r
—(I_ ® p_m(Hll_‘_l_m—ll"“ Pn-h')

“» Mais on a

@ n+ 22—~k H

" n-41 P,
{#y) = _l_( _El) y
P, [
d’ou
1 a’l+l 1 1 pn-i-t
 Pamt  Pum—F41 P
() — (spr) = TentE Prantt B o,
v (”‘ - F) '
ou
N 1 Bn-l-l
_ 1 a“_m+l—1r'l’_..
(uk) - (uk_‘) + n-4-1 6:: ?
" Pa

d’ot I'on déduit la formule générale

-ttt (-8 )]

(l[k) =

» Pour en revenir au probléme proposé, il faut faire m = n — 1 et



(1) =
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'on obtient ainsi pour £ =n la formule

(o) =i (= =)

U, )=
() —
Px—l
et, pour k£ < n, la formule ‘
. n _ 1 . 1. ]
( L #* _”‘—‘"4‘1( g 1 n—2 n—3 T Rn=% prrt
(\“—”_Ipl—l 731 \ n—&-+1 P,
R
R,
» Appliquons ces formules au cas de n = 3. On aura, en supposant
azi
v @ —Lm 3 (' —$8)
uy= %p’ 9
2(at— 1B
Uy = (a. ) ?{‘é:‘ +B
et
_ 1at—apt
Mo T e

"formules dans lesquellesc=1—a, =1 —2a. »

9. Telle est I'application, au cas particulier que nous avons traité
géométriquement, de cette belle et délicate analyse de Philbert. Ces
trois valeurs de z,, u, et u, sont précisément les mémes que nous avons

v des déductions purement géométri 2L et?.
trouvées par éd P g riques pour 7 et > -

10. L’application des formules 2 des exemples et la comparaison des
nombres qu’on en tire avec les résultats constatés présentent assez
d"intérét pour qu’on en fasse mention ici. Les trois réseaux successifs,
A mailles décroissantes, dont on peut recouvrir le territoire frangais en
joignant deux a deux les préfectures, les sous-préfectures et les chefs-
lieux de canton étant tracés, et les termes extrémes pour chacun de

ces trois réseaux étant

km km
17,300, 155,700,
a=1{ 17,570, © b ={ 129,700,
1,700, : 2956003

16.,
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Papplication des formules (A) (p. r1a) etla comparaison des valeurs.
moyennes que devraient avoir les cotés dans ces trois triangulations
successives, d’aprés ces formules, avee les valeurs effectivement dé-
duites de mesurages directs, donnent les résultats suivants :

' Valears
calculées. mesurées.
%m m
Résean s F 61,503 65,138
PSR 4 SR ceee. g8.242 1,98
. préfectoral, 4 99,242 91,957
préfectoral. ( Beceesiierainena. 118,022 105,723
Réseau Loeeereoasvnoneans - 49,494 32,216 )
i, |7 SUEE gl
Z o esesmeencerneas s ’ o
. Levarasnnovsvesss 11,290 i 11,000
Besean S 18,565 14,885
cantonal. P SN 22.,325 17,695

La tendance effective & I'¢ qmlaler:e ressort bien de 'inspection seule
de ce Tableau, puisque nous voyons, dansles valeurs moyenues mesurées
des cotés des triangles d’un méme réseau, des écarts beaucoup moindres -
que dans les valeurs calculées dans 'hypothése ou toutes les longueurs
de ces cotés auraient été également possibles entre les limites extrémes
particuliéres & chaque réseau.

41. Mais la Géométrie fournitencore le moyen de mettre cette ten-
dance en lumiére par un procédé différent. :

On peut convenir, en effet, de considérer comme & peu pres équila-
térauzx les triangles dans lesquels le plus petit coté ne differe du moyen
et le plus grand du moyen que dans ua rapport -qui atteint aun

plus =

—"2, de chercher quelle serait la proportion relative dans le

nombre total des triangles possibles si la possibilité était la méme pour
tous, etenfin de comparer la proportion calculée dans cette hypothése
avec la proportion fournie par 'observation.

. Or, la région de I'espace dont tous les points ont pour coordonnées
les cdlés de lnangles a peu pres eqmlateraux est déterminée, en vertu
des considérations et de la définition précédentes :
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1° Par les quatre relations(r), (1 bis), (2) et (2 bis) données plus haut;
2° Par les relations nouvelles

(4) P

(5) 25"y

En ne conservant que le signe d’é gahle, les six equatwns donnent
autant de plans qui délimitent la région de [espace dont il s’agit et -
- sont les faces d’'un"hexaédre, lequel est une pyramide quadrangulaire

tronquée par un plan perpendiculaire & la base. Cette- base et la
section de troncature sont des trapézes; toutes les autres faces sont des
quadrilatéres dans chacun desquels deux cotés sont perpendiculaires
enfre eux.

Les fig. 1, 2 et 3 (p. 10g) représentent les projections de cette pyramide
tronquée suivant les contours apparenis ACHM, A’ B'K'N/, A"C"1"M".
Les trapézes de la base et de la troncature sout CHIK (fig. 2) et
A'L/M'N’ (fig. 1) en grandeur natureile.

Ce méme hexaédre tronqué ALMN, CGHIK se voit en perspective

.sur la fig. 4. '

On trouve facilement les valeurs des dimensions nécessaires a la
mesure des deux pyramides dout 'hexaédre est la dxfference.

Ainsi, d’abord, pour la premiére ou a

ca=2p, K=1"=7% xp—Cch.

Ce qui donne pouar I'aire du trapéze CHIK

A i(zm—n)n’b2

. 2 m* ’
et pour le volume

I (2m —-n)u’-’bs

6 nd .

Pour la secande, on a

AN=-"a MWL'=-" _4 AM=A’N"

o—n {(m—n)"?
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L’aire du trapéze A'L/M'N’ sera donc

t{2m —nln _,

-~ - a®,
2 (m— n)

et le volume de la pyramide

1(2m—n)n® .-
6 (m—np -

La différence des deux volumes a pour expression

b a
Ln?(2m — n) E—(—m]-

T.e rapport de ce volume, proportionuel au nombre des triangles
&4 peu prés équilatéraux, au volume du pentaédre qui comprend le
-nombre total des cas possibles, est

. n(2m—n)[(m— )b —mia?]
m{m—n)P[{b—aP—4(fb—a)]

Telle serait la fraction vers laquelle convergerait le rapport du
nombre des triangles 3 peu prés équilatéraux au nombre total des
triangles, si tous ces triangles étaient également possibles, sil o'y
avait aucune tendance & l'équilatérie, toujours dans I'hypothése
de a < 4b.

12. Or, si Pon en vient aux résultats de 'expérience, on trouve

"que le nombre des trimgles & peu prés équilatéraux est beaucoup

plus considérable que ne le comporte 'hypothése d'égale possi-
bilité. )

En effet, supposons % = 20, et considérons successivement, dans les
trois réseaux que nous avons déja examinés, d’abord les plus petites
et les plus grandes distances, c’est-a-dire les valeurs de et de b,
ensuite les nombres effectifs de triangles dans lesquels le plus petit
c6té ne différe pas du moyen, nile moyen du plus grand de plus de 20
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pour 100. Les résultats auxquels on parvient sont consignés dgns le
e . r
Tableau suivant:

. NoMpge | NOMERE
VALEGRS EXTREMES des
total RAPPORT
INDICATION triangles

™ et

de des

des 2 pen prés| ohservé | caleulé
équilaté-

relevés raux £,
.6. T, c. T

triangles

réseaux. *

km
Préfectoral 155,700 42
Sous-préfectoral... 129,500
Cantonal 29, Goo

La tendance & Péquilatérie se manifeste donc par ce fait que la pro-
portien des triangles 4 peu prés équilatéraux, dans chacun des trois
réseaux, excéde considérablement celle qui se produirait si tous les
triangles étaient également possibles. L’excés est de 64 pour 100 dans -
le réseau préfectoral; de 70 pour 100 dans le réseau sous-préfectoral,
de &7 pour roo dans le réseau cantonal.

13. On trouve encore dans la Géométrie un auxiliaire utile pour
résoudre d’une maniére presque intuitive un genre de questions dont
la solution analytique ne se présenterait peut-étre pas avec le méme
degré de simplicité. Nous avons donné des exemples de ce genre
(Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 28 juin 1876),
lorsque nous avons déterminé les probabilités respectives que les
équations '

4+ pstqg=o0,

2 pri-g=o0
aient toutes leurs racines réelles, p et ¢ étant compris entre des limites
déterminées, et toutes les valeurs de ces coefficients étant considérées
comme également pessibles entre ces limites =P, ==

Il s’agit de comparer, dans le rectangle dont les sommets ont pour
coordonnées == P, == Q, & la superficie 4PQ de ce rectangle, une aire
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bornée, dans le cas du deusiéme degré, par la parabole ordinaire

2

y=1tx%
et, dans le cas du troisiéme degré, par la parabole semi-cubique
fx®+ 27y = o.

La probabilité que les racines sont réelles, dans le deuxiéme degré,
a pour expression :

Pr+12Q
. : - 26Q 7 .
-et, duns le Iroisiéme degré,
T \/g P%
45 Q . .
Fig. 5.
+9
10 o3 4
L
]
/] L L1
q P
[) Qe -
15 ] = T QQ
. Rk i)
PN —~ L]
‘? L | =5
o ——
—-p— cu Y8 2
od N i
I*f:_ y \\2? 01
><, ™~ I)\\
2 N N
7 o N ™~
05 ) £ ~ 05
A N~
N - - ) .
190 95 0l | o1 U5 0

’ -1

Si I'on fait P = Q = 1, il y aura, dans 'équation du deuxiéme degré
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13 & parier contre 11 queles deux racines sont réelles, et, dans I’équa-
tion du troisiéme degré, environ 923 a parier contre 77 qu'il 'y
aura qu’une seule racine réelle, la probabilité de tomber surlecas irré-

ductible ayant pour expression 3-4‘/—; = 0,07698.

La fig. 5 met en évidence le résuliat relatifa 'équation du troisiéme
degré sunivie de son second terme. Car, si Pon considére comme va-
riables, dans cette équation, les coefficients p et ¢, et que I'on con-
struise la série des droites représentées par g = — zp — z°, lorsque
Von y fait varier z de dixiéme en dixiéme d’unité entre -+ 1 et — 1, on
obtient précisément cette figure, et c’est I'aire de la parabole semi-
cubique enveloppe de toutes ces droites qui, rapportée au rectangle
4PQ, fournit expression de la probabilité cherchée. ‘

Ce made d’évaluation est applicable & une équation d'un degréquel-
conque dans laquelle il y a deux coefficients variables, et le diagramme
(fig. 6) donue, non pas la construction exacte, mais la configuration
générale dela courbe enveloppe de toutes les droites comprises dans
I'équation A :

¥ =zx + 0,152* — 0,957 + 2°.

Dans la partie centrale teintée d,d,d,r, il 0’y a pas moins de cing
cours de droites qui s’entre-croisent; il y en a trois dans la partie du
plan 2 gauche du contour Ar,d, A’ et dans I'espace d,d,ry; il n'y ena
plus qu'un 2 droite du méme contour. La probabilité d’avoir cing,
trois ou une seule racine réelle lorsque les coefficients x el y varient
entre des limites connues, dans 'équation du cinquiéme degré

2¥ — 0,952 +0,152° 4+ xz—y =0,

est donc déterminée par la comparaison d’aires planes dont les con-
tours peuvent étre_construits et les superficies évaluées avec autant

d’approximation qu’on le veut.

44. On a vu, dans ce qui précéde, un lieu géométrique qui est un
solide servir; par la détermination de son centre de gravité, 4 'évalua-
tion des moyennes valeurs des variables comprises entre deux limites

Journ. de Matk. (3¢ série), tome V. — Avmir 1879, 17
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données et qui entrent dans la composition d’une fonction. Des con-
sidérations analogues ont fourni la valeur d'une probabilité cherchée,
_ daps divers cas, par la comparaison de superficies planes. Or la déter-
mination des centres de gravité, comme celle des aires, comporte im- -
phcxtement au moins, des calculs d’intégrales définies. D’un autre:
Fig. 6. coté, les volumes et les superficies que Vorr a
. rencontrés, dans cette étude,-sont circonscrits
4 . par des surfaces ou par des lignes dount les équa- -
tions peuvent étre considérées comme les limites
d’inégalités dont I'origine se trouve dans Pes-
sence méme des questions posées. Celte liaison
entre le calcul des conditions dinégalité, le
Calcul des probabilités et le Calcrl intégrala été-
signalée par l'illustre Fourier, en 1823, dans uv
Mémoire lu & PAcadémie des Sciences dans Tes
séanees du 10 et du 17 novembre 1823, et dont
il a donné le résumé dans la Partie mathéma-
tique de I'Analyse des travaux de I Académic
-pendant la méme année. Ce résumé inspire le vif regret quun
Mémoire d’une aussi grande importance et d’un tel auteur n'ait pas
été publié. ' :
It fut rendu compte des Communications de Fourier dans le Bulle-
tin des séances de la Société Philomathique (mai et juin 1825) et dans
la Partie Mathématique du Bulletin Férussac (juillet 1826). '
Mais, dés la fin de 1811, M. Gergoune, dans le t. II des Arnales
de Mathématiques, avait signalé ’existence de cette nouvelle branche
d’analyse, et il est revenu a plusieurs reprises sur le méme objet
(t. XIV et XVH du méme recueil), pour lequel il parait avoir le droit
de revendiquer la priorité.
Les nouvelles applications que 1'on vient d’indiquer semblent de
nature a4 prouver que la matiére signalée par Gergonne et mise en
"ceuvre par un maitre tel que Fourier est assez riche pour qu'on ne
pulsse ‘pas Ia regarder comme epmsee. ,




