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DÉTERM. GÉOM. DE MOYENNES ET DE PROBABILITÉS. ÎO7 

De Vemploi de la Géométrie pour résoudre certaines questions 
de moyennes et de probabilités ; 

PAR M. L. LAL&ME, 
Inspecteur général des Ponts et Chaussées. 

1. Dans le nombre infini de triangles possibles dont les côtés ne sont 
assujettis qu'à la condition d'être compris entre deux limites connues 
a et b, quelles sont les valeurs moyennes des trois côtés, rangés préala-
blement par ordre de grandeur ? 

Telle est la question à laquelle on est conduit lorsque l'on cherche 
si quelque loi a présidé à la distribution des agglomérations de popu-
lation de même ordre à la surface d'un territoire; car, si par exemple 
il existait une tendance de nature à placer ces agglomérations à des 
distances égales les unes des autres, malgré les inégalités très-appa-
rentes qui existent entre quelques-unes de ces distances, les moyennes 
des plus petits, des moyens et des plus grands côtés des triangles formés 
enjoignant deux à deux les centres de population, de manière à cou-
vrir le territoire d'un réseau de mailles triangulaires, différeraient 
assurément d'une manière notable des moyennes calculées dans l'hy-
pothèse où tous les triangles auraient été également possibles. 

2. Cette question, qui présente ainsi un double intérêt, au point de 
vue qu'Ampère appelait toporistique, comme au point de vue purement 
mathématique, ne laisse pas d'être assez délicate à traiter par l'Analyse. 
Mais de simples considérations de Géométrie et de Statique élémentaire 
permettent de la résoudre, sans autre difficulté que celle qui résulte de 
la construction d'un solide polyédrique dont toutes les faces sont 
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rigoureusement déterminées en situation, et par conséquent en" gran-
deur vraie, dans l'espace, et du calcul des coordonnées du centre de 
gravité de ce solide. 

Supposons que les trois côtés variables de chacun des triangles en 
nombre infini que l'on peut construire soient représentés par les coor-
données rectangulaires χ, γ, ζ d'un même point de l'espace, l'axe des 
ζ étant vertical ; supposons, de plus, que ces côtés, compris entre les 
limites a et b

r
 soient rangés par ordre de grandeurs croissantes. On ne 

tardera pas à reconnaître que la portion de l'espace dont tous les points 
auront des coordonnées satisfaisant à la condition d'être les trois côtés 
d'un des triangles possibles sera soit un tétraèdre, soit un polyèdre à 
cinq faces, qui est la différence entre deux pyramides triangulaires: 

En effet, le plus petit côté χ devant être tout au moins égal à α et 
le plus grand ζ tout au plus égal à b, on a d'abord 

(i) et (r bis) x=a, z=b. 

Ensuite, les coordonnées étant rangées par ordre de.-grandenr, on a 

(2) et (2 bis) χ<γ, γ S. ζ. 

Enfin, pour que le triangle soit possible, le plus grand côté doit être 
plus petit que la somme des deux antres, d'où 

(3) z<x+y. 

Dans chacune de ces cinq relations, il ne faut retenir que le signe 
d'égalité, qui exprime le terme extrême, polir déterminer Ta région limi-
tée de l'espace dans l'intérieur de laquelle les coordonnées de tousles 
points satisfont à ces mêmes conditions considérées avec le double 
signe. La première (1) représente un plan vertical parallèle aux ζγ, à 
la distance a. La seconde (ibis) détermine un plan horizontal à la 
distance b des χγ. La troisième (2) donne un plan vertical passant 
par l'axe des ζ et divisant en deux parties égales l'aDgle des χγ. La 
quatrième (2 bis) fournit un plan- passant par l'axe des χ et- divisant 
en deux parties égales l'angle des yz. Enfin, à la cinquième (3 ) cor-
respond mr pian passant par l'origine, dont la trace sur le plan des xjr 
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partage en deux l'angle des — χ -y y et dont l'inclinaison sur le plan 
horizontal a \j2, pour tangente trigonométrique. 

Le pentaèdre déterminé par ces cinq plans est représenté'sur les 
fig. ι, 2 et 3, dans lesquelles O'B = «, et O'G = O'B' = BB" == b, par 
les projections orthogonales des six sommets et des neuf arêtes sur les 

Γ,' D' Ε'Κ' B' 

i i ï I 
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^ c c

. 
Fig; 3. 

trois plans descoordonnées, le plan vertical des yz étant rabattu (Jig. ι) 
sur le plan horizontal des xy, autour et au-dessus de l'axe des y, pris 
comme charnière, et le plan vertical des zx étant rabattu pareille-
ment ( fig. 3) sur ce même plan horizontal, vers la droite, mais en pre-
nant pour charnière la ligue G'C parallèle-à l'axe des χ et à une dis-
tance ϋΟ' = b de cePaxe. 

Fig. 4. 

La fig. 4 est une perspective de ce solide, l'œil étant placé dans 
le dièdre des(z 4- x), (s —y) à une certaine hauteur au-dessus du 
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plan'horizontal. Cette perspective met en évidence les six sommets A, 
B, C, D, E, F, ainsi que les deux tétraèdres GABC, GDEF, dont lepen-
taèdre est la différence. 

3. L'étude simultanée des quatre figures conduit facilement à la 
détermination des dimensions métriques de toutes les faces de ces 
solides et des coordonnées de leurs sommets. 

Pour faciliter cette étude, nous avons donné aux trois projections les 
mêmes lettres qu'aùxpoints correspondants de la perspective de làfig. 4, 
en supprimant même les accents dans la figé 2. On remarquera seule-
ment que les points F et G de la perspective, qui se projettent en F' et 
en G' sur la fig. τ, en F" et en G" sur lafig. 3, se projettent en A sur la 
fig-2. 

Il suffira maintenant d'énoncer les résultats qui ressortent del'exa-
men comparatif des quatre figures. 

La face verticale d'arrière, correspondant à χ = a, est un trapèze 
ABEF {fig. 4) dont le sommet inférieur A est à la distance + a de 
chacun des trois axes. L'arête AF est verticale, l'arête EB horizontale; 
toutes deux sont égales à « et leurs directions sont rectangulaires entre 
elles. L'arête AB, inclinée à 45 degrés sur chacune des deux premières, 
est égaleà(6 — fl)v/2,etrarêteEF,parallèleàIaprécédente,estégaleà 
{b — 2a) \[z. La face horizontale supérieure, correspondant à z = b, 
se trouve à la distance b du plan des ocy, les angles EBC, CDE sont 
droits ; EB est égal à b — a, CD k^byjlt, BE à a, et DE à (^b — a) \fï. 

La face latérale d'à vantAFDC, déterminée par χ = γ, est un quadri-
latère dont les côtés CD = ±b\[i et AF = a sont rectangulaires entre 
eux. Le plus grand côté AC est égal k(b — a) y/3. On a déjà la valeur 
des deux autres. 

La face postérieure ABC, déterminée par γ — ζ, est un triangle rec-
tangle en B et dans lequel la hauteur AB est à la base BC — b — a dans 
le rapport de \Jn à 1. 

Enfin, le triangle supérieur et de gauche EFD est rectangle en D ; le 
côté DE est égal à(|-è — a) \/â, l'hypothénuse est (δ — 2 a) \/2, comme 
on l'a déjà dit, et l'autre côté de l'angle droit\{b — 2 a)\j6. 

Les faces sont donc rigoureusement définies de grandeur comme de 
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position. Les valeurs des coordonnées des six sommets et du sommet 
commun aux deux tétraèdres dont il est la différence sont consignées 
dans le petit Tableau suivant : 

Valeurs des coordonnées. Désignation iml 
des sommets» χ. τ. z. 

A ....... λ a a 
Β a h b 
C...... b b b 
D \b |b b 

a b — a b 
F...... a a 2« 
G-...... α a h 

D'un autre côté, il est manifeste que les deux- pyramides triangu-
laires dont la différence constitue le pentaèdre ont, l'une pour base 
ABC {fig. a.) et pour hauteur A'G' —b — a {fig. i)

r
 l'autre, pour 

base ADE {fig. 2) et pour hauteur F'G' = b — 2a {fig. 1), Le volume 
de la première est £ {b— a)3 ; levolume de la seconde est— 2a)3. 
La différence ou le volume de la région de l'espace dont tous les 
points satisfont exclusivement à la condition voulue est 

[a{b - a)3 - {b - 2a)3]. 

4. Les coordonnées du centre de gravité du pentaèdre se déduiront 
donc par de simples compositions de moments des coordonnées des 
centres de gravité et des volumes des deux pyramides dont ce pen-
taèdre est la différence. 

Or on sait que, dans le tétraèdre, les coordonnées du centre de gra-
vité sont le quart de la somme des coordonnées correspondantes des 
quatre sommets. 

Pour la grande pyramide
r
 dont les sommets sont A, B, C et G, on a 

donc 
X = 1-H a + b), 
Y = -H a + b), 
Ζ 0. -t- 3ô), 
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et pour la petite, dont les sommets sont D, E, F et G', 011 a 

X' = |(3 a+$b), 
Y' = X( a + ib), 
Z'=»-(36 + 2fl). 

En prenant la différence des moments successivement par rapport 
k chacun des plans coordonnés, on trouve d'abord 

(A) 

f _ j(3a-hb)(b — g)3 — ±{6a-hb)(6 — 2<t}* 

j J ~ [{b — a}3 — — 2fl)3] 

f | (n 4- 3b){b — «)3 — y f2" H- 3b){b — 2a)3 

Telles sont les valeurs moyennes du plus petit, du moyen et du plus 
grand côté des triangles en nombre infini que l'on peut supposer 
formés sans autre condition que d'être compris entre deux limites don-
nées a et b, ces côtés ayant été rangés par ordre de grandeur crois-
sante et a étant plus petit que la moitié de b ; car cette dernière hypo-
thèse est implicitement admise dans la construction des fig. 1 à 4· 

Si, au lieu de considérer les valeurs moyennes absolues des côtés, 
011 cherche seulement les rapports de ces moyennes à la limite b, et 
que l'on pose 

« = el β = Ι-Τ' 

les rapports cherchés prennent la forme très-simple 

■r -*(,«—Lp«) 

b~~ α3— Αβ3 ' 

b a3—A β3 ' 

» ... (*'--!β'Ι-ΙΚ-Ιβ') 
b~ a3 — AS3 

6. Le cas où l'on a α > \b est beaucoup plus simple. Le solide qui 
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comprend la région de l'espace dont tons les points ont des coor-
données égales aux trois côtés d'nn des triangles possibles se réduit 
alors à un tétraèdre ABCG· (fig. 4) dont trois faces sont rectangles, et 
qui est représenté, tant en projections qu'en perspective, dans les 
quatre figures du cas précédent, dans lesquelles on ferait abstraction 
de la section EFD. Les coordonnées des quatre sommets sont données 
dans le tableau suivant : 

Sommets Coordonnées des sommets 
du tétraèdre. - - "n ι ^ 

χ. χ. ζ. 
A a a a 
Β χι b b 
C b h b 
G a a b 

Il résulte de là que les coordonnées du centre de gravité de ce 
solide ont pour expressions 

x = \(3a-hb), -j l x = %b, 
γ =i(« -I~ b), ) et, pour a = £ b | γ =^b, 
ζ —±(α -+-34),) ( ζ —ib. 

Ce sont précisément les mêmes valeurs que l'on obtient lorsque 
dans les formules (A) on fait b = 2a; nouvel exemple de l'existence 
de deux fonctions différentes pour exprimer une même loi mathéma-
tique, suivant le sens du signe d'inégalité qui lie l'une à l'autre deux 
données de la question, la loi de continuité se manifestant néanmoins 
par l'identité des résultats auxquels conduisent ces deux fonctions 
lorsque le signe d'égalité vient à établir le passage avant le renverse-
ment du signe d'inégalité. 

7. Cette méthode purement géométrique pour la détermination des 
moyennes valeurs de trois éléments variables paraît susceptible d'autres 
applications. M. l'ingénieur Chemin [*] m'en a signalé une qui rend 

[*] M. Chemin a pareillement exprime l'idée que l'emploi des coordonnées polyé-
Joiirn. de Math* (3e série), tome V. — AVRIL 1879. T 5 
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pour ainsi dire de pure intuition la solution du problème suivant, posé 
et résolu analytiquement par M. E. Lemoine dans le Bulletin de la 
Société mathématique de France (t. I, p. 3g) : 

Une tige (d'une longueur l) se brise en trois morceaux: quelle est la 
probabilité pour que, avec ces trois morceaux, on puisse former un 
triangle? 

Considérons les trois fragments comme les coordonnées-d'un même 
point de l'espace. Le lieu des points qui satisfont à la relation fonda-
mentale 

« χ -t-y -t- ζ = 1 -

est un triangle dont les sommets sont situés à la distance l de l'origine 
sur les trois axes des coordonnées. 

Mais, pour que le triangle soit possible, il faut que l'on ait simulta-
nément 

(2) 
[ -+- z, 
] Jfi Ζ -t- Xy 
( ζ <.r -hr· 

Les trois plans déterminés par les équations de ce groupe, en ayant 
égard à-l'équation (i), sont respectivement perpendiculairesàchacun 
des trois axes des coordonnées, à une distance de l'origine égale à l. 
Leurs intersections avec le triangle déterminé par l'équation (r) déter-
minent un nouveau triangle qui joint deux à deux les milieux des côtés 
du premier et qui, par conséquent, n'a que le quart de sa superficie. Or, 
c'est seulement à l'intérieur de ce triangle central que se trouvent les 
points dont les coordonnées satisfont à l'ensemble des relations (i) 
et (2); la probabilité cherchée est donc-j·. 

8. Au surpl us, il existe une solution analytique non-seulement pour 
le problème énoncéau débutdecetarticle, mais encore pour la question 
bien autrement compliquée de la valeur moyenne d'une fonction d'un 

driques permettrait d'étendre i'nsage de notre méthode géométrique à un nombre 
quelconque de variables. 
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nombre quelconque de variables. Cette solution, due à feu Philbert [*], 
va être exposée ici par la reproduction textuelle d'une note manuscrite 
rédigée, à ma prière, dans les premiers jours du mois d'avril I8JI. 

Note sur la détermination analytique de la valeur moyenne 
d'une fonction de plusieurs variables. 

« Soit U une fonction quelconque de κ quantités, u
{
, tu..., u

n
 qui 

varient, savoir : 

u,, de p, kq,, ces limites étant des nombres, 
w

2
, de p

2
 à j

2
, » fonctions de it,, 

«3) de p3kq3, » » 
t....»·.,·» 

«»» de p
n
 à q„, » » «<, «

2
, · · ·, 1 · 

» Si l'on imagine qu'une seule des quantités u varie entre ses limites ρ 
et q par intervalles constants égaux à du, la somme des valeurs que 

g 

prendra ainsila fonction U, et que nous représenterons par U, sera ... ρ 
égalé a 

Σ Vda 

du 

» Or, pour chaque système de valeurs particulières attribuées à 
«

2
,..., κ

Λ
_,, u

n
 varie dep„ à q

n
. 

[*] Henri Philbert, ingénieur desPnntset Chaussées, né à Bar-sur-Aube le 19 avril 
1826, décédé à Vitry-le-François le 2 décembre 1876, était doué pour les Mathéma-
tiques d'une remarquable aptitude dont une modestie et une réserve excessives l'ont 
empêché de tirer, au profit de la Science, ce qu'on pouvait attendre de lui. Bon con-
structeur, versé dans la connaissance du droit administratif, esprit philosophique, 
caractère élevé et bienveillant, Philbert a été suivi dans la tombe par les regrets de 
tous ceux qui l'ont connu. Il a succombé à une maladie d'épuisement contractée à la 
suite des fatigues et des privations du siège de Paris. Je conserve précieusement le ma-
nuscrit qu'il m'avait remis le 5 avril 1871 et la correspondance échangée avec lui à 

ce sujet dès i865. 
l5.. 
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» U acquerra doue aussi une somme de valeurs égale à 

du,. qn du 

» Si dans ce système on conserve u,, «2
,..., κ

/2
_2 constants, et que 

l'on fasse varier entre ses limites, U acquerra une somme de 
valeurs égale à 

ou à 

Pn- i ‘/J llU. dun_ 

dUn-l 

Σ In-1 
dUn—\dBn 

etc · 
» En continuan t ainsi, on voit que la somme des valeurs qu'ac-

querra U, lorsque chaque quantité a varié entre ses limites ρ et q par 
intervalles constants égaux à du, sera 

du,y du,... y vd„n 
du, du,... dun 

» Le nombre des valeurs données à U s'obtiendra eir faisant dans 
celte expression U = ι. Il sera, par conséquent, 

y du,...y </*„ 
du{du2 ... dun 

» La moyenne des valeurs de IΓ sera donc 

ώ,Υ du,... y w«„ 

^du,Xdu,..^d„, 
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et, lorsque les du deviendront infiniment petits, tendra vers l'ex-
pression 

f'du, f"du2... f'Vduf, 

fv'du, f* du* ... f""du
n

 ' 

qu'on appelle valeur moyenne de la fonction. U. 
Si les variables sont simplement assujetties à ne devenir ni inférieures 

à un nombre donné ni supérieures à un antre nombre donne, on aura, 
en prenant ee dernier nombre pour unité, en appelant a le premier 
nombre et en supposant les variables rangées par ordre de grandeur 
croissante, 

pi — U. p
2
 p

3
 — U

2t
 . . . , p

n
 -- 1, 

q, — ι, g* — i, q2 — i,, ... r — ι. 

» Si, alors, ou pose 
u„ = ι — e„, 

«λ-Ι — ' — 

u, = I — et, 

la première intégrale deviendra, en désignantpar Y la fonetionU trans-
formée et en posant ι — a = a, 

Γde, P\h.
2
... f""-]Vd,

n
. 

» En faisant Y -- i, on obtient pour valeur du dénominateur de 
l'expression considérée ci-dessus 

CC)'V*" °u 

» Lqi-sque U sera fonction seulement de «,, u
2r

..., u
k

 !φ étant < re), 
Y sera fonction seulement de t>,, <>

2
, , v

k
, et la preinière intégrale 
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pourra s'écrire 

f dv, f'dv
2
... f *'Vdv

h
 f*di>

n+
,... f" \b

n 

=ίΜ'·*>···Γ™,(ΓΓ^ 

=S.'*·!."*>■■ ■£"" 

» ia valeur moyenne de U sera donc 

I ( n 

ν.;:..,,) 
» Faisons U = «*, d'où V = ι — vk. Le numérateur devient 

*■*·"> <>"" 
κ" a"-1"' 

1.2 ... « 1.2... in — k) (n +-2 — A) ... (n-t- ij 

1.2 — η \ n-1- ι / 

» La valeur moyenne de uk est donc 

fi -F- J — H ι a-η -f- ι 

» Aucune des variables n'étant, par hypothèse, inférieure à a, la 
somme des η — t premières ne peut jamais être inférieure à (» — ι)α. 
Donc, si α ]> ^-A—, la somme des « —χ premières variables ne sera 
jamais inférieure à l'unité, et, par conséquent, la plus grande va-
riable u„, variant comme ci-dessus de w„_, à r, ne se trouvera jamais 
dépasser la somme de toutes les autres. 

» Mais, lorsque a < ̂  la somme », + «·+... + xi„_, pourra, 
pour certaines valeurs des variables, être inférieure à l'unité, et u

n 
variau t 



DÉTËRJI. GÉOM. DE HOYEHHES ET DE PROBABILITÉS. 119 
deu„_, à ι acquerra certaines valeurs supérieures à u, H-u

2
 -+-... 4-. 

Si l'on veut assujettir u
n
 à ne jamais dépasser cette somme, on devra 

adopter pour limite supérieure de u
n
 l'unité ouB4+a2 + —+ u„-\ι 

suivant que l'unité sera intérieure ou supérieure à la somme 
u, -t- u2

 + ... 4- et modifier en conséquence les formules pré-
cédentes. 

» Pour établir les nouvelles formules, nous nous donnerons la con-
dition plus générale u

m+
, < u, + u

2
 -f- ... -f- u

m
 m étant un nombre 

quelconque «· Supposons,par suite, a <[
 m t î nous aurons à faire 

varier u
m+

, de u
m

 à ι ou à S
m
 = «, +κ

2
+ ... + u

m
, suivant que l'unité 

sera > S
m

. 
» La somme des valeurs de U sera représentée par 

««
n+i

auL...
d

u„ (2 £ £_ ) ̂ £/<W · ·-fj"**» 

Σ' désignant la sommation relative à tous les systèmes pour lesquels 
i<S

m
 et Σ" la sommation relative à tous les systèmes pour lesquels 

S„<i. 
» Or l'expression symbolique entre parenthèses peut s'écrire 

Σ·χ>Σ"(χ;-0=2χ;-Σχ. 

en désignant par Σ la sommation relative à tous les systèmes possibles, 
sommation qui a été effectuée dans le problème précédent. 

» Il reste donc à effectuer la sommation Σ" ( laquelle, considérée iso-
lément, correspondrait à la recherche de la valeur moyenne deU pour 
le cas où, aucune des variables ne pouvant être inférieure à α ni su-
périeure à r, on assujettirait en outre celle de rang m + i à ne pas être 
inférieure à la somme des m premières)- A cet effet, nous transforme-
rons d'abord l'intégrale placée sous le signe Σ" en posant, comme dans 
le problème précédent, 

un==i,_v, 
W/.-. — t V

n
_ ι ·» 

r 
un,,=== * · 
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L'intégrale devient ainsi 

άν,η+κ J dvm+,. ..J Ydv,t. 

» Maintenant, pour obtenir 2", nous observerons que l'on a encore 

Pm — KM—I > Pm—\ — ^/N—2» - · · J Pï — J Pi — ̂ ' 

les limites supérieures q se trouvant d'ailleurs déterminées par le 
système d'équations (A) ci-dessous, en face duquel nous écrirons le 
système d'équations complémentaires de transformation (Β) : 

III, -f- ll2+... . f //ι— ι -+-qm— 1 5 U, H-«2 + Km_, + um— I — P,n l 
«,-+-«2+ ··+ 2q

m
_,=ï, U,+U

2
-±-...-h 2K

m
_,=I — f 

(A) ;···· (B) 
a,-h (m — r} q

m
_

2
 = i, u, + (m— r)a

2
 = t — v

%
 j 

mq, — i, τηϋί,^ι—ν, J 

» En posant χ — ma = β, on obtient pour 

jr /» i—n+**, 

la forme 
. 1 fdv, f"dv

3
...f"dv

m
^ 

» Faisons TT = uh. 
» Si k m, on a simplementV = ι — v

i}
 et le résultat del'intégration 

se déduit de celui obtenu dans le problème précédent en remplaçant 
simplement α par β. C'est donc γ-γ—- * pj* La valeur 
moyenne de u

k
 est, par conséquent, donnée par la formule très-simple 

1.2. ..η ι.-2 m 1.2...·Λ 

77-1-1 Λ" -7-2 7» 
1.2·.. 
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ou, en désignant par ρ le rapport^ et parP,„ le nombre de permuta-

tions de m lettres, 

("*) = ' 7X7" α 

.»+1 
r — X-

£. 
Pm 

» Mais, si£</n, κ* ouVse trouveàlafois fonction de c
A
_,, ρ

Α
_

2
, . .,e

2 

et v
t
, et la formule se complique notablement. 

» Faisons d'abord k = ι, d'où V = u, — 

L'intégrale 

j*ch\ £ do
2

. ■ ■ VrfiV 

prend la valeur 

_ι / β"1-' \ _ ι_ / ρ _ η β"-1-'\ 

» Il vient donc 

Λ. \ \P„ »+, Pn / pm I" \ P» n-t-1 P„ J 

P„ p., p„ 
OU 

/o» _ill) _ _Z_ --1 ?—) 

» On déduit de là facilement la valeur moyenne de «
2l

et, en général, 
on déduira de la valeur moyenne de uk..{

 celle de uk (k étant <m), car 
on a en général 

d'où 
(m— k-h i) (uk— uk_, ) = vk._, - vk, 

ZZt — -4 ; 

Journ. de Mack. (3e série), tome V. — AVRIL 1879. 16 
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» Or, posons 

f dv, / / KAm'„. 

» En substituant pour uk l'expression ci-dessus* il viendra 

Λ Τ m — Χ 1 V, P„+t Ρ J 

Λ 1 /n — X + r P„+, 

» La valeur moyenne de uk sera donc 

, , Ε" \ η -1-1 Χ) Ρ«{ + m-Α· +ι Ρ„ J 

» Mais on a 

(^~ W^l)H Pn, n+'' & ? 

d'où 

ou 

ι a"+' ι ι β"·" 

Ε («"- έ) 

("Α) — ("Α-|) -+- ^Γ7 ψ ' 

d'où l'on déduit la formule générale 

Λ,_ jl£\—ΐ_Γ(π_χ+ι) α-_ (a _ <Γ"1 _i_\ Ç] 

» Pour eu revenir au problème proposé, il faut faire m — « — ι 
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l'on obtient ainsi pour k — n la formule 

(*-P\ !_(*«—Cl) 

et, pour k< η, la formule 

\ η — r P»_i/ » + ' \ t — /"-+-! P„_i/ 

» Appliquons ces formules au cas de η = 3. On aura,en supposant 
a** / 

. (α'-Αβ*)-·|(««-Αβ.) 

—■§■(«·—frP€ï 
et I α4 — Αβ< 

"3 — 1 4 e3—Αβ3' 

formules dans lesquelles cc = i — a, β — ι — ·±α. » 

9. Telle est l'application, au cas particulier que nous avons traité 
géométriquement, de cette belle et délicate analyse de Philbert. Ces 
trois valeurs de u,, «

2
 et u

3
 sont précisément les mêmes que nous avons 

trouvées par des déductions purement géométriques pour et ί· 

10. L'application des formules à des exemples et la comparaison des 
nombres qu'on en tire avec les résultats constatés présentent assez 
d'intérêt pour qu'on en fasse mention ici. Les trois réseaux successifs, 
à mailles décroissantes, dont on peut recouvrir le territoire français en 
joignant deux à deux les préfectures, les sous-préfectures et les chefs-
lieux de canton étant tracés, et les termes extrêmes pour chacun de 
ces trois réseaux étant 

km km 
( 17,300, / 155,700, 

a = j 7,570, è=j 129,700, 

( ι V 29,600, 
16., 
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l'application des formules (A) (p. rxa) et la comparaison des valeurs 
moyennes que devraient avoir les côtés dans ces trois triangulations 
successives, d'après ces formules, avec les valeurs effectivement dé-
duites de mesurages directs, donnent les résultats suivants : 

Valeurs 

calculées. mesurées. Î\m lim 
* .6l>v* 65'rf 

preiectorai. ι 90 2 ·9*'9 7 
[ζ. no,gas ιο5,723 

Réseau --·-··· 49.4g4 

sous-prefectoral. ' ' To /i 
Réseau I * n>°00 

, y i8,565 i4,885 
[ ζ .. 22,325 '7)675 

La tendance effective à l'équilatérie ressort hien de l'inspection seule 
de ce Tableau, puisque nous voyons, dans les valeur&moyennes mesurées 
fies côtés des triangles d'un même réseau, des écarts beaucoup moindres 
que dans les valeurs calculées dans l'hypothèse où toutes les longueurs 
de ces côtés auraient été également possibles entre les limites extrêmes 
particulières à chaque réseau. 

11. Mais la Géométrie fournit eneore le moyen de mettre cette ten-
dance en lumière par un procédé différent. 

On peut convenir, en effet, de considérer comme à peu près équila-
têraux les triangles dans lesquels le plus petit côté ne diffère du moyen 
et le plus grand du moyen que dans uu rapport qui atteint au 
plus m ' " ι de chercher quelle serait la proportion relative dans le 
nombre total des triangles possibles si la possibilité était la même pour 
tous, et enfin de comparer la proportion calculée dans cette hypothèse 
avec la proportion fournie par l'observation. 

. Or, la région de l'espace dont tous les points ont pour coordonnées 
les côtés de triangles à peu près équilatéraux est déterminée, en vertu 
des considérations et de la définition précédentes : 
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i° Par les quatre relations(i), (i bis), (2) et (2 bis) données plus haut ; 
20 Par les relations nouvelles 

(4) r< ar, 

(5) ~ m — nJ 

En ne conservant que le signe d'égalité, les six équations donnent 
autant de plans qui délimitent la région de l'espace dont il s'agit et 
sont les faces d'un hexaèdre, lequel est une pyramide quadrangulaire 
tronquée par un plan perpendiculaire à la hase. Cette base et la 
section de troncature sont des trapèzes; toutes les autres faces sont des 
quadrilatères dans chacun desquels deux côtés sont perpendiculaires 
entre eux. 

Lesfig. 1,2 et 3 (p. 109) représentent les projections de cette pyramide 
tronquée suivant les contours apparents ACHM, A' B'K'N', A"C"1"M". 
Les trapèzes de la base et de la troncature sont CHIK {fig. 2) et 
A'L'M'N' (fig. 1) en grandeur naturelle. 

Ce même hexaèdre tronqué ALMN, CHIK se voit en perspective 
sur la fig. 4. 

On trouve facilement les valeurs des dimensions nécessaires à la 
mesure des deux pyramides dout l'hexaèdre est la différence. 

Ainsi, d'abord, pour la première on a 

CH — — b, IK = im ")n b, K'B' = CH. 

Ce qui donne pour l'aire du trapèze CHIK 

1 (2 m — n)n2^, 

et pour le volume 
r (2m — ")«' / , 
6 mz 

Pour la seconde, on a 

À'H' = —~a, M'L' = , . a, AM = A'N'. 
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L'aire du trapèze A'L'M'N' sera donc 

1 (2 m —n)n „ 
2 [m — ηψ ** ' 

et le volume de la pyramide 

1(2m — n)n' 

La différence des deux volumes a pour expression 

^«3(2/re —«)| — — 7 s|-

Le rapport de ce volume, proportionnel au nombre des triangles 
à peu près équilatéraux, au volume du pentaèdre qui comprend le 
nombre total des cas possibles, est 

τ (am — /2} [(m — η ]a£3— ηζ3η3] 
m'{m — «)'[(é— a)3 — 4(16— «}3j 

Telle serait la fraction vers laquelle convergerait le rapport du 
nombre des triangles à peu près équilatéraux au nombre total des 
triangles, si tous ces triangles étaient également possibles, s'il n'y 
avait aucune tendance à l'équilatérie, toujours dans l'hypothèse 
de α <-5 δ. 

12. Or, si l'on en vient aux résultats de l'expérience, on trouve 
que le nombre des triingies à peu près équilatéraux est beaucoup 
plus considérable que ne le comporte l'hypothèse d'égale possi-
bilité. 

En effet, supposons^ = 20, et considérons successivement, dans les 
trois réseaux que nous avons déjà examinés, d'abord les plus petites 
et les plus grandes distances, c'est-à-dire les valeurs de a et de b, 
ensuite les nombres effectifs de triangles dans lesquels le plus petit 
côté ne diffère pas du moyen, ni le moyen du plus grand de plus de 20 
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pour ioo. Les résultats auxquels on parvient sont consignés dijps le 
Tableau suivant : 

NOMBRE NOMBRE 
VALEURS EXTRÊMES MPP0RT ^ des 

isbicatio* de i des trianeIef 
véseaux. , ,, lr7E,eS Êquilaté-

a. b~ «y. £ Τ 

Préfectoral.17,300 155,700 9 166 42 σ,253α 0,1037 

Sous-préfectoral..» 7»570 129,700 17 721 1S0 0,2499 ο,ι^68 
Cantonal» *»700 29,Coo 17 81G 224 0,2745 o,i46S 

La tendance à l'équilatérie se manifeste donc par ce fait que la pro-
portion des triangles à peu près équilatéraux, dans chacun des trois 
réseaux, excède considérablement celle qui se produirait si tous les 
triangles étaient également possibles. L'excès est de 64 pour 100 dans 
le réseau préfectoral; de 70 pour 100 dans le réseau sous-préfectoral, 
de 87 pour 100 dans le réseau cantonal. 

13. On trouve encore dans la Géométrie un auxiliaire utile pour 
résoudre d'une manière presque intuitive un genre de questions dont 
la solution analytique ne se présenterait peut-être pas avec le même 
degré de simplicité. Nous avons donné des exemples de ce genre 
{Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 28 juin 1876), 
lorsque nous avons déterminé les probabilités respectives que les 
équations 

Z~ —!~ pZ —f~ (J Oj 
Ζ3 -r- p: -h q = Ο 

aient toutes leurs racines réelles, ρ et ç étant compris entre des limites 
déterminées, et toutes les valeurs de ces coefficients étant considérées 
comme également possibles entre ces limites ± Ρ, ± Q. 

Il s'agit de comparer, dans le reetangle dont les sommets ont pour 
coordonnées ± Ρ, ± Q, à la superficie 4PQ de ce rectangle, une aire 
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bornée, dans le cas du deuxième degré, par la parabole ordinaire 

y= 'x2, 

et, dans le cas du troisième degré, par la parabole semi-cubique 

4 jî3 + 27 y* — o. 

La probabilité que les racines sont réelles, dans le deuxième degré, 
a pour expression 

P*-r- 12 Q 
. =4Q ' 

et, dans le troisième degré, 
2 ^/3 Pâ 
45— 

H». 5. 

-H. 

1,0 oa ο,ι 0,1 0,3 too 

47 Ζ Α 

«S|îS$$^S;=5$3« 

— ̂ —1-4r X — V -0 V^N— f- - — 

V^^k-γ^κτ^χΓ^-^ 

• ~Tl 'Κι 1 '-qr^ 
400 oa ο,ι ο,ι OA to 

-ï 

Si l'on fait Ρ = Q = 1, il y aura, dans l'équation du deuxième degré 
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i3 à parier contre 11 que les deux racines sont réelles, et, dans l'équa-
tion du troisième degré, environ 923 à parier contre 77 qu'il n'y 
aura qu'une seule racine réelle, la probabilité de tomber sur le cas irré-

ductible ayant pour expression ~j~ = 0,07698. 

Lzfig. S met en évidence le résultat relatif à l'équation du troisième 
degré suivie de son second terme. Car, si l'ou considère comme va-
riables, dans cette équation, les coefficients ρ et y, et que l'on con-
struise la série des droites représentées par q — — zp — z3, lorsque 
l'on y fait varier z de dixième en dixième d'unité entre -1- t et — 1, on 
obtient précisément cette figure, et c'est l'aire de la parabole semi-
cubique enveloppe de toutes ces droites qui, rapportée au rectangle 
4 PQ, fournit l'expression de la probabilité cherchée. 

Ce mode d'évaluation est applicableà une équation d'un degréquel-
conque dans laquelle il y a deux coefficients variables, et le diagramme 
(i<ig. 6) donne, non pas la construction exacte, mais la configuration 
générale delà courbe enveloppe de toutes les droites comprises dans 
l'équation 

γ — zx 4- ο, ι5ζ2 — o,9oz3 4- z5. 

Dans la partie centrale teintée d
l
d

1
d

3
r

2
 il n'y a pas moins de cinq 

cours de droites qui s'entre-croisent; il y en a trois dans la partie du 
plan à gauche du contour Ar, d, A' et dans l'espace d

2
d

2
r

3
 ; il n'y eu a 

plus qu'un à droite du même contour. La probabilité d'avoir cinq, 
trois ou une seule racine réelle lorsque les coefficients χ et y varient 
entre des limites connues, dans l'équation du cinquième degré 

z5 —o,95z3 4- o,i5z2 4- xz — y = 0, 

est donc déterminée par la comparaison d'aires planes dont les con-
tours peuvent être construits et les superficies évaluées avec autant 
d'approximation qu'on le veut. 

14. On a vu, dans ce qui précède, un lieu géométrique qui est un 
solide servir, par la détermination de son centre de gravité, à l'évalua-
tion des moyennes valeurs des variables comprises entre deux limites 

Journ. de Math. {3e série), lorae V. — AVRIL 1879» r7 
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données et qui entrent dans la composition d'une fonction. Des con-
sidérations analogues ont fourni la valeur d'une probabilité cherchée, 
dans divers cas, par la comparaison de superficies planes- Or la déter-
mination des centres de gravité, comme celle des aires, comporte im-
plicitement, au moins, des calculs d'intégrales définies. D'un autre-

Kg. 6. 

+y 

. jMu 

Ζ \ 
~ΊΓο /ir\ \ 

/ A 

côté, les volumes et les superficies que l'on a 
rencontrés, dans cette étude,-sont circonscrits 
par des surfaces ou par des lignes dont les équa-
tions peuvent être considérées comme les limites 
d'inégalités dont l'origine se trouve dans l'es-
sence même des qu'estions' posées. Celte liaison 
entre le calcul des conditions d'inégalité, le 
Calcul des probabilités et le Calcul intégral», été 
signalée par l'illustre Fourier, en i8e3, dans un 
Mémoire lu à l'Académie des Sciences dans Tes 
séances du 10 et du 1-7 novembre 1823, et dont 
il a donné le résumé dans la Partie mathéma-
tique de l'Analyse des travaux de l'Académie 

-pendant la même année. Ce résumé inspire le vif regret qu'un 
Mémoire d'une aussi grande importance et d'un tel auteur n'ait pas 
été publié. 

Il fut rendu compte des Communications de Fourier dans le Bulle-
tin des séances de la Société Philomathique (mai et juin 1825) et dans 
la Partie Mathématique du Bulletin Fêrussac (juillet 1826). 

Mais, dès la fin de 181 r, M. Gergoune, dans le t. Π des Annales 
de Mathématiques, avait signalé l'existence de cette nouvelle branche 
d'analyse, et il est revenu à plusieurs reprises sur le même objet 
(t. XIV et XVH du même recueil), pour lequel ilparaît avoir le droit 
de revendiquer la priorité. 

Les nouvelles applications que l'on vient d'indiquer semblent de 
nature à prouver que la matière signalée par Gergonne et mise en 
œuvre par un maître tel que Fourier est assez riche pour qu'on ne 
puisse pas la regarder comme épuisée. 


