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PURES E1 APPLIQUEES 337

AV AAIRAN VW “w
\

THESES
DE MECANIQUE E_T D’ASTRONOMIE;

Pan M. LEBESGUE,

Professeur- suppléant & ta Facullé des Sciences de GGrenoble

—

: PREMIERE PARTIE.

Formules pour la transformation des fonctions homogénes du second
degré a plusieurs inconnues.

I.

Le probleme dont nous allons nous occuper conduit & certaines
équations déterminées qui se présentent souvent daus les questions de
Mécanique , d’Astronomie et de Physique, et que M. Jacobi a récem-
ment étudiées (*). D’autres mémoires publiés antérieurement par
divers géométres se rattachent plus ou moins 4 notre sujet. On con~
sultera_par exemple les Exercices mathématigues de M. Cauchy
(tome IV, page 140) et surtout le Bulletin des Sciences mathématiques
de M. Férussac (tome XII page 314 ) ou se trouve I'extrait d'un excel-
lent mémoire de M. Sturm. Nous nous bornons ici 4 ces citations gé-
nérales.. Le lecteur jugera ce qu’il peut y avoir de neuf sinon dans nos
formules, au moins dans la maniére de les démontrer.

Provrime. Etant donnéde une fonction homogéne du second degré a
plusieurs inconnues , il faut en faire disparaitre les rectangles de ces
inconnues, au moyen d'une substitution , qui laisse la _fonction homo-
gene et du second degré entre le méme nombre de nouvelles inconnues.

(*) Journal de M, €relle, tome XII, p. 1.
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(35) . _ dU _dU

Oy = — T T

ou il faudra changer u en Ua.
La remarque faite sur les racines égales montre que aj,. peut se

présenter sous la forme g , mais non sous la forme -'-:- .
Dans la formaule (33), quand on a mis daos dd—g- , pour n sa valeur

- ' dU . .
particuli¢re U, on peut encore remplacer _— par le produit

(U, ~U,) U.—U,)...(0,~U,_)(U.—U.,})...(0.—U,),

selon que n est pair ou impair, pourvu cependant que toules
les racines soient inégales. Cela suit de ce qu'en posant U =
(u—U,) (u—=U,).. .(#—U.,), il en résulte

du U U U
du T u=—=U, + u—U, +een + u—U,"

8i dans cette équation I'on fait, par exemple, u=U,, le premier
terme se réduit a (U,—U,) (U,—U,..... (U,—U,), et tous les autres
disparaissent & cause du facteur nul U,—U,. On en dira autant pour
les autres substitutions #=U,, u=U,.,.u=U,...e=U,. Cette

transformation pourra, dans cerlains cas, faciliter la discussion en
déterminant le signe du dénominateur.

Résumeé de la solution.

La transformation de la fonction (¢) en la fouction (7), par le
moyen de la substitution (3), est renfermée uniquement dans les
formules (22), (32) et (33).

L'équation (22) fait connaltre les coefficients U,, U,....U, de la
transformée (7) par le moyen de la résolutioa d’nue équation du
n* degré.

L'équation (33) fait connaitre la valeur absoluc des n* coetfi-
cients de la substitution (3), par 'extraction de la racine carrée du
quotient de deux coeflicients difféerentiels du premier membie U de
Péquation (22).
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Comme ces coefficients peuvent étre pris soit avec le signe -, soit

avec le signe — , I'équation (32) donne le moyen de combiner conve-
nablement les signes en montrant que les termes de la série.

Bryuy By A3 o v o0 elpy,
ont les mémes signes que ceux de la série

dU dUu dUu du
uu dA-n’ dA;,,,' trr dA-u

ou l'on doit faire #==Ua. On pourrait encore prendre tous les signes
opposés. Cela tient au signe que l'on donne i a,, .

V.

Autre transformation de Uéquation homogéne du second de réan
€q 1
inconnues.

La transformation précédente est fondée sur la relation......
x4 x4 oA xi=yi4ryi4. ..+ 7:, si Pon prend une autre
équation de condition, la solution du probléme aura besoin de modi-

fication. 11 est une autre transformation aussi utile que la précédente,
c'est celle fondée sur la relation

T x A X — X =y o +--~+JZ--5—-J’2~

Il serait long et d'atllears inutile de recommencer le calcul, il suffira
d’indiquer ici les changements a faire dans une partie des equahon
des articles 1 et IlI.

Les équations de (1) 2 (8) inclusivement n’éprouveant aucun chan-
gement. ‘

Dans 'équation (g), il (aut changer le signe du dernier terme de
chaque membre, changement qui entraine tous les suivaats,

Dans les n — 1 premiéres équations (10) il faudra changer le signe

du dernier terme du premier membre, et dans la n° qui répond &
- a==n, il faudra changer le signe du dernier terme du premier mem-
bre et de plus le signe.du second membre.
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Dans toutes les équations (11) le dernier lerme changera de signe.

Dans les équations (12) les derniers termes des seconds membres
changeront de sigue, etil en sera de méme du premier membre de
la 7.

Dans les équations (13) les signes des derniers termes des premiers
membres changeront : de plus dans la ¢ équation il faudra changer le
signe du deuxiémc membre.

Dans les équations (14), les derniers termes changeront de signe.

Dabs les équations (15) il faudra changer A, ,—U,en A,, + U,.
De plus si a == n, il faudra dans toutes changer U, en~—U,. D'ailleurs
dans la derniere équation (15) il faudra toujours changer le signe du
dernier terme du premier membre , et changer celui du second mem-
bre, seulement pour 2 = n.

Les équations de (16) a (a1) ou de Varticle II ne changent point.

Dans les équations de (22) a (26), il faut seulement changer A, ,— «
en A, , + u, et d'ailleurs changer le signe de la racine U,.

Dans l'équation (27) il faut changer le signe du dernier terme
dU
dA,..

Dans I'équation (28) il faudra dans le second membre prendre néga-

Ve t les termes tels que (—‘—ﬂi)’
tivement les termes tels q B,)

Ce qui a ét¢ démontré pour la réalité des racines et sur leur égalité
n'a plus lieu ici méme pour le cas de deux inconnues.

Daus 'équation (29) il n’y a rien a changer dans I'équation (30), et
dans la (31) il faudra changer le sigue de [z, n] au dénominateur et
aussi au numérateur pour a== 7.

Dans I'équation (32) il 0’y a rien a changer : dans la (33),, il faudra
pour le cas de 2 ==, changer le signe du sccond membre , et de plus
remplacer U, par — U,

Enfin si 'on pose

x, = x,c088,, x, = x,c088,,...2., = x,cos6,_,,
Y == 0aCOSQ,, Yo = IaCOSPyye.sVa_, = YaC0osQ, _,,

et d'ailleurs,

cos* 0, 4 cos*h, +.. .+ cos*f,_,

f
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il en resultera

cos* @, -+ cos*Q, ++ cos*P,_, = 1;

et Pon transformera la fonction

A, .cos*8-2A, .cosd, cos §,4. . .42aA, ,_,cosB,cos 8, ,42A, , cosh,
4 A..cos*f4.......42A, ., cosb,cosb. 424, ,cost,

-
.

+ A, ._.cos',_~+2A,  ,cosb,_,
+ An, nY

€n

U.cos*9, 4+ U, cos* @, . . .= U,_, cos*¢,_, — U,,

ou
(U, —U,)cos* ¢, 4+ (U, — U,) cos* ¢, 4. . .~ (U,_, —U,)cos* @, _.
au dénominateur pres, par le moyen de la substitution

a;, 08, ~Fa, .co800.-}... +a; ._, COSPn_. +a;, n
a,,,C05 Patan, ; COSy.n.. o4 @p;p_,COS Q,_,-’-a,,' n

cos B =

ot il faut donner a i toutes les valeurs 1, 2, 3...xn.

Il serait inutile d’entrer dans de plus longs détails sur cette seconde
transformation, L'application qui en sera faite plus loin, éclaircira ce
qui peut rester d'obscur dans les indications précédentes.
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SECONDE PARTIE.

APPLICATIONS.

L

Exemple de la premiére transformation. Determination des axes
principaux de rotation.

Les équations du mouvement d'un corps solide contiennent les neuf
intégrales définies suivantes : fxdm, [ydm, [sdm; fxydm, fxzdm,
[ysdm; fz*dm, fy*dm, [z*dm étendues i toute la masse du corps
dont I'élément est dm, et qui est rapporté€ a trois axes de coordonnées
rectangulaires x, 7, z.

Il importerait donc de simplifier les équations différentielles du
mouvement par un changement d’axes et d’origine qui fit disparaitre
un certain nombre de ces intégrales, quand bien méme les nouveaux
axes ue devraient pas jouir de propriétés mécaniques remarquables.

Les trois premiéres intégrales disparaissent quand on met I'origine
au centre de gravité du corps. Les trois suivantes peuvent aussi dispa-
raitre, quelle que soit 'origine; il suffit pour cela de choisir convena-
blement la direction de trois nouveaux axes rectangulaires de méme
origine.

Pour démontrer cette proposition en faisant usage des formules de la
premiére partie, on remplacera x, 7y, z, par x,, x,, Xy, et l'on
supposera que pour les axes sur lesquels se comptent ces coordon-
nées, on ait trouveé

jx}dm = A,,, [fxidm = A, ., [xidn = A,;,
fxx,dm = A, ,, [radm = A, ;, fxaddm = A, ,:

afin de trouver de nouveaux axes de coordonnees rectangulaires de
méme origine et pour lesquels on ait

"o . Cr e R L RPN P P R R PP T TR T BT TR S
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Sridm = U,, [rdm = U,, [ridm = U,,
rydm= o, frydm = o, [fr.ydm=o,

wl
=
-2

on posera les équations

x; = al.l]l + az,a]l + al,3‘)’3’
X, = a,,7, + 3,57 + Qs 373,
Xy = aS,:fx + 6’3,!]! + as, 373!

qui, en supposant la relation
x, X X =yl .+,
donneront les équations

al,lxl + (ll,lxl + as.nxa’

¥ =
C T = T, -+ d,.7, + a3 o X3
¥s = G, 3%, — d,7, ~+ a; 7.

Les neuf coefficients @, .@,,.. . -@s 5 vepresentant les cosinus des angles
que les axes des deux systémes font entre eux. Ainsi q, ; est le cosinus
de I'angle que I'axe des x, fait avec I'axe des y5; le premier indice se

rapporlant aux x et le second aux y.
Si l’on calcule [yidm et que I'on évite les transpositions de factcm s

et par suite les reducllons on trouvera

f_y‘dm _ U == a, ( l,lal,l '+ Al,aas,l + Al,sas,l)
+ as,x(As,lal,u + An,naa,t + As,aas,:)
-~ ay, .(As ey A, sy~ Agsa; :)

.ou A, , représente [x,x.dm, comme A, , représente fx.x. dm ainsi
A,,=A, .. Cetie valeur de U, est précisément celle trouvée dans la
premiere partle pour B, .. On trouvera pareillement que U, et U,

reviennent 2 B, , et By 5.
Si V'on calcule f)f,r,dm avec la méme attention d’éviter les lranSpo—

sitions de facteurs, on obtiendra
ﬁxf;d _ a’x,x(AJ,lal,; + ‘&l,:az,z + Al,3a3,z)
+ aa,x(Az,lal,z + JA,,,a,,, + A:,3a3,:)
+ a3,|(A3,xax,: + 1\3,:(1:,2 + A3,3a3,3)°
Tome 1L, — Sepremeae 1837, 47‘
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De méme encore , on aurait
ff’]ld’n = al,:(Al,xax,l + Al,za:!x + A|,3a3,|)

+ a:,n(Anua’l,l + A:,zaz,x + Aa,3a‘3,l)
+ a3,:(A3,lal,x '\-i— A'J,:a:,x + A3,3a3,l)'

Ces deux quantités ne sont autres que celles représentées par B, , et
B, . dans la premiére partie; on reconnait facilement leur égalité. Le
probléme de déterminer les axes principaux, ou des axes pour les-
quels on ait

Jr.ydm = o, [y.ydm = o, [y.y;dn = o,

dépendra donc des €quations

Bl,l = Ux, Bl,a = 0, Bx,3 =.0’
B,.,=o, B,=0U,B,;=o,
B3’1 = 0, Bg', = 0, 83'3 — Ug-

Ce probléme est donc analytiquement l¢ méme que celui de faire dis-
paraitre les rectangles de la fonction

Al‘lx: + 2Al,zxxxn + 2Al‘3xl'r.3
+ A:,:x: + 2A2,8"rlx3
-+ A3,3x§-

L’équation qlii détermine U, = [y'dm, U, = JyAm, Uy=fy.dm
sera donc

U=(A1.l -u)(A,,,-u)(Am-u) "A;,s(A.,. -u)—A:,?-(A:,: - u) "A:,/_Aa,s - “)—f"'
2A A, :A; .= 0, et les neuf cosinus qui déterminent la position des
axes principaux seront donnés, tant pour la valeur absolue que pour
les signes, par les deux équations

& __dU.dU a,« __ , dU dU
",“ - dAl'k - d_ll ) a4y, « - ’dAn ' dAS,.‘!,
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Si 'on effectue les différentiations indiquées et, qu'en supposant
les racines inégales on remplace % par un produit de différences

des racines U,, U,, U, on aura

at . = (An,iz - Ul) (AS,&—' UI) - A’:,S
BT (U, —TU,) (U, — Uy) ?

(Al.l - Uv) (AS,H - Ul) - Aar,ﬂ
(U, —TU,) (U, —Ty) ’

(Al,! - Ul) (Ul,ﬂx - Ul) - A’l’,n
(U! - Un) (U| — U‘?) ’

3
R,

2
a‘3,l

Pour avoir les valeurs de a:,, al,, @3,, il faudra au numérateur
changer U, en U, et prendre pour dénominateur le produit (U,—U,),
(U, —Us).

Pour avoir les valeurs de a2, a2 ;, a,, il faudra an numérateur
changer U, en U, et prendre le produit (U;—U,) (U,—1U,) pour
dénominateur.

Quant aux signes, on prendra ceux des coefficients différentiels

dU dU 4u.
d:\,'a’ dA, 3 ’ dAjzps '

ou il faudra faire u="U, pour a,,, a.,, a;,; v =1U, pour a,,, a,,,
ay,; et u=U;, pour a,3, @,3, as;. |

La discussion des formules précédentes ne présente aucune diffi-
culté, elle a été trop souvent présentée pour qu’il soit nécessaire de
la mettre ici. La conséquence qu'on en tire, c'est qu'en général il n'y
a qu'un systtme d’axes principaux et qu’il y en a toujours un. Ce-
pendant pour le cas de deux racines égales (pour 'équation en ), il
y a une infinité de systtmes ayant un axe commun, et enfin pour le
cas des trois racines égales, tous les systémes d'axes rectangulaires
passant par Porigine donnée sont des axes principaux.

1l suffira d’ajouterici que les formules précédentes ne different de
celle du § II du mémoire de M. Poisson sur le mouvement d'un
corps solide, que par un facteur supprimé aux deux termes des frac-
tions qui représentent les neuf cosinus, qui fixent la position des axes
principaux.

£7..
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I.
FExemple de la seconde transformation.

Prosrine, Trouver lattraction qu'exercerait une planéte sur un
point matériel, si la masse de cette planéte était distribuce sur les par-
ties de son orbite, en raison di temps qu'elle met a les parcourir ?

Ce probleéme sera traité ici fort succinclement, mais il serait trés
facile de déduire de la solution les diverses formules que M. Gauss a
exposées dans le mémoire ou il s'occupe de la présente question.
( Determinatio attractionis, etc......)

Solution. Soit a le grand axe de Vorbite, & le pelit, et a*—b*=a’e’,
de sorte que e soit Pexcentricité, si I'on représente par § I'anomalie

excentrique, par T le temps de la révolation, et par n= —2—’5 la vitesse

moyenne angulaire de la planele on aura ndt = (1 —ecos@8)df. La
masse de la planetc étant prise pour unité, la partie de cette masse qui
serait distribuée sur le petit arc parcouru pendant Pinstant dt sera

dt __ ndt __ (l—-tcosﬂa
T = &aT — = 2=« :

Sil'on prend le grand axe de ellipse pour axe des x, le petit axe
pour celui des y, et la perpendiculaire menée par le centre au plan de
Porbite pour l'axe des z, les coordonnées d’un point de l'ellipse seront .
x = a cos§, y==>bsinf. Par conséquent, si les coordonnées du point
attiré sont A, B, C, la distance du point de Vellipse dont les coordon-
nées sont a cosf, b cosd, o i cc point, scra donuée, en la représentant

pac r, par I'équation
= (A—acosf) 4 (B—bsinfp 4 C,
ou par
r* = a*cos'§ -4 2 % o0.cosfsin§ — 20acosb
4+ b*sin*f — 2Bbsinb
+ A* 4+ B 4 C-.

L'attraction de Vélément de l'orbite sur le point donné sera....

[ T T
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e co88) dd - .
. e::,' )% et ses composantes parallélement aux irois axes seront
2%

X (A — acos b) (1—e cosh)dd

f

" awr’ 4
Y — (B — & cosf) (1—e cosb)dd
- 25 ’
7 = C(1 — ecos i) db

Y

. ’ e . : dVv
, il en résulterait X = — —

(t=—ecosfydd
e ax 7

Si l'on posait V =
- 2&r

Y= — % y L= — g—g , mais il vaut mieux traiter directement les

quantités X, Y, Z. :
Pour faciliter Uintégration il faut simplifier le radical, par consé-
guent en vertu de la valeur précédente de r*, si 'on pose

cos §==cosf,, sinf=cosf,, A,.=a*, A,.=o0, A, ;=A, =—Aa
A=,==b.a A2,3='—A3,u A3,3=A.+B’+C'.

on aura a simplifier I'expression

A,,cos*8, 4 24, ,cosb, cos 8, 4 24, ;cos,

+ A,.cos*8, 4 24, cosd,
“+ Ay,

par le moyen de la substitution ‘
G c°s¢l +,ain COS Py + a,,s
a3,, COS P, 4 a3, COSQ, +a3 3’

G, cos@, + ay 5, CO3Q, +a:,3
a3,,CO8 P, =} @13,,C08Qy +as 3’

cos §, =

cos 9, ==

oi l'on posera pour abréger,
| Y = @,,C080Q, -} 4;,C080, + 4.
cette substitution réduira r* & la forme
[(U, — U;)cos*e, + (U, — Uy)cosg,] : v2.

Les quantités U,, U,, U, étant les racines de Véquation
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U=(A 0 —u)(A .,,,-—u)(A 3 z+l‘)—A;’ 3(A| .l_u)—A:,_s(Az, 1""”)
_A:,a(A 3,3+u)+2A 1,2A4,3Az,3=0 ’
qui revient a

(a*—u) (b*—u) (A*+B*+-C+-u)—Brb* a*—u)—A*a*(b*—u)=U=o0.
ou bien encore a
u3+(Ao_'_ Bs_’_Cn_ at— b un+ [albl___al(Bl+ Cn)]u_‘__a:bsCa =o0;

sous celte forme on reconnait une équation qu se présente dans le
calcul de I'attraction d’un ellipsoide sur un point extérieur, au moyen
du théoréme de M. Ivory.

La premiére forme de I'équation en u, montre que les trois racines
sont réelles; en effet st 'on pose

=..... cessasienas aY b, 0, —_m ,

U prendra les signes... 4, —, <, —.

11 aura donc trois racines réelles et inégales, sauf certains cas, ou
quelques-uns des nombres a*, 5%, o deviendraient racines. Il pourrait
alors y avoir deux racines égales a 5%, ou deux racines &gales & zéro.
Le premier cas se présente pour B==o0 et A*%* —g'e*C*=a’b'e*,
Cest-a-dire pour une suite de points formant une hyperbole dont les
sommets sont les foyers de lellipse et dont le second axe est égal
au petit axe de l'ellipse, Pour ce cas (U, —U;) cos* 0, 4 (U,—U,)
cos*@,=U,—Uys, lirrationalité¢ disparait et l'intégration ne présente
aucune difficulté. Le second cas ne peut se présenter que quand le
point attiré est sur I'ellipse : il doit par conséquent étre mis de coté.

Pour le cas général, ou des trois racines inégales, on prendra les
deux racines positives pour U, et U,, I'on supposera U, > U,, la ra-
cine négative sera représentée par Us. Au moyen des formules (52).
et (33) modifiées convenablement, on déterminera les neuf coeffi-
cients de la substitution. Cela étant fait, soit en posant

cosf, = cosf, cosh, = sinf, cos®, = cose, cosP, = sinQ,
)’ = a!_t COS¢ + a?r,:s‘n¢ + a3,3)
ycosd = a,,cos@ + a,,sin@ + a,,,
')/sing = a,,c0s¢ - a4,,sin@ -4 a,..

© A e W g B AR AR R T I AT}
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Différentiant les deux derniéres et éliminant d il vient

vl = [cosb(—a,, sin p-+4-a, ,cos®)—sin (—a, ,sin P-4-a, , coé ®)]de,
multipliant par ¢ et réduisant, on a
vdi=[(a, .a, ;-a, ,a,.)cos¢-+(a, .a, :~a, :a, ,)sin ¢p+(a,,;a,,,-a,, ,.)Jde;

maisicil'ona

Y = 8,7, 4 a,.x, — a;,%;,
y. = az,zxz + an,axu - a3,ax3)
—J: = Q,3%, = 3,3X, — A33%s;

tirant de 1a la valeur de x; et la comparant &
Xy = Ao ) == A3, Vs b a3,
on trouvera en écrivant, pour abréger,
E=—a; (@, .0, 5=, 308, )—a, (4, 8, =, a0, Y- 5(a, .4, .~a, ,a, ),
Péquation
Ex,=(a, .4, —a.a..) y.-(a. .a, —a, .a,,) y.4(a. a,.—a, .a.) 7,
et par suite
Ea, ,=(a,.a,:;-a, ..), Ba, . =(a, @, a.1a,,), Eay =(u, a, -a,.a.);
par conséquent, | |
vdl = E(a;,cos@¢ 4 a,,sin@ + as;)dp, ou vdl = Edg.

Quant a E, on vérifiera trés facilement que sa valeur est =1 ou —1,
C'est-a-dire que l'on a E*==1 en vertu des relations qui existent enire
les coefficients de la substitution.

Les quantités A —acos§, B—bsinf, 1 —ecosf, par la substxtu-
tion des valeurs de cos§ et sin f se réduisent a

(Leosp-+Msing+-N):v,(Lcosg+M'sing+-N') : o( L"cosp+M"sing+N"): V;

d’ou 1l résulte
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X ==E(Lco3p + Msing-+N)(L"cosp-+M"sing +N*)dp 12w [(U,~Us)cosp -+ (Us=Us)sin’e]*
Y == E(L/cosp+4M'sinp+4 N')(L"cosp+M"sinp+4 N")dp: idem ,

Z =CE(agcos¢ +a3,.5in¢ + a3 s)(L"cosp+-M"sinp + N")dp: idem.

- 8i l'on observe que les intégrales

sin pdo fcos¢d¢ fsin ¢ cos pdp
28 [(U,—Us) cos’ o+ (U, = Us)sin’ Pk ’ idem ’ idem

sont nulles quand on les prend depuis ¢==0, jusqua @==3600, ce
qu'il faut faire ici; il suffira dans les numérateurs de X, Y et Z de
conserver les termes renfermant cos*@, sin* ¢ et ceux indépendants
de 9. Si donc l'on pose

P — arx cos* ¢dp
o 3% [(U,~Ugcos*p 4 (U, —Us) sin'@]% ’

sin® odp
f ax [(U, = Uy) cos*¢ + (U, — Uy) sin* 0] 3

on aura entre les mémes limites

EX — (LL"-{- NN")P + (MM"+ NN")Q,
EY = (UL’ 4 N'N)P 4 (M'M" 4-N'N") Q,
EZ = (a;, L'+ a;;N")CP +(a, M"+a, .N")CQ.

Quant aux intégrales P et Q, elles se raménent, ainsi qu'il suit, aux
fonctions clliptiques.
La quaatité¢ (U,—U;)cos*@ +- (U, —U;) sin*¢ peut s’écrire. ...

(U,~U;)—(U,—U,) sin*@; si l'on pose U,—U, -—m,g _g’ = c*,

Yon aura

1 cos® pde : Q = ! sin® ¢dgp
2w (1 — ¢ sing)? ey (v — c*sin’p )-1 ’

or Vintégration par parties donne

__sin‘edp _ singcos*e + cos® ¢dp
Vl — ¢*s5in%@ Vi—c'sin'e (1 = ¢ sin'np)% ’

cos® odp sin @ cos @ . sin® ¢dp
AT

1 —c'sin’g c*sin’ (1 — ¢ sin*g)o
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Si I'on représente les premiers membres de ces équations par P.etQ,
on trouvera d’abord

o
P4+ Q —f"/"—L“—_F(C’ @)p

c? sin’ @

puis

c'sin"odp
fVl — ¢* sin’g f\/x — c*sin*p /‘dQ Vl_c‘ sin*g: F(c,¢)¢—-E(c ?);

de 1i résulie

* gdp |
ok _ft/:lic’sm"p = %F(c,’ 9 — -'—E(c, ¢):
- cos* pde _ __[1=c
Q' - ‘/I—C'Siﬁ - C.E(C, ¢) )F(C Q),

et par conséquent

acramP = [- cos* pdp = F(C,, E(c,cp)+ ¢* sin ¢ o8 @

__...__‘.:1___.;—-‘
(1— csin’ )3 —c sin*p’
sin® pd¢ 1 c* sin'g q:oso
gcﬂr,-rmPQ: - _C,E(C » ¢)"F(c) (P)"' (1-c*) ‘/ I-csin® ¢'

(1—c*sin*g)?
on aura doﬁc entre les limites o et 360°

crm’P = 2[F (c) — E(c)],
crm*Q = 2 [-' i ~ E(e) —-F(c)] )

conformément i la notation des fonctions elliptiques.

Tome {f. — Seprmmese 1837, 48
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Pour simplifier la solution, on fera usage de la notation suivante :

1°. Les inconnues seront x,, x,. .., x, au nombre de ».

2*. Tout terme renfermant le rectangle x.xs, ou le produit de
deux inconnues différentes, aura pour coefficient Ay,g. le premier
mdice étant celui du premicr facteur du rectangle, et le second
celut du second facteur. On supposera A.,s==A;., puisque l'on a
Toxp=2px.. Le coeflicicnt d'un carré, tel que x,*= x,x., sera
par analogie A, ..

D’aprés ces conventions, on remplacera la fonction

Az 4+ 2A,,, xx, + 2A 50 L 2A,, x,1,.
4+ A xS A 20, a0 2A,, 2.,
(1) , + A xS 4.4 24, 2,

+ A,z

Par la suivanie,
(At AL, x4 AL x).
F+x, (A, X A Asa Xy . o Ana ).
(2) :
—'l- Xo (An, X, 4= AL, X} + vt Apa X0)-
Si Ton fait '
Xy =y ) -+ Qs )s -+.. °+ Qi )ae
Xy = Qg ) +al.l Y -+.. -+ag.n]n;
©) :

'Z.‘u = ) -+ g Ya -+.. -+ Qnp Yne

tes valeurs, substituées dans la fonction (2), la laisseront homogene
et du second degré, en la réduisant 2 la forme
Y. (B, ¥, +B.y.+...+ Bis ¥a)
S 4+ 7. (Bu v +Bayi 4. ..+ B ya)
(4) : :

( -.4"_711 (B-‘v)’. + Bn,. 7: +' . + B"ﬂ']")'

] T I T TR T YR RS TR IR TP YT RN SRR
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Si I'on pose pour abréger

(5) Cu‘,n = Ai,l Qe = Aiﬂ Az u=t.. ’+ Al'," Qpe y
oi i et a peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de 1 a7, on
trouvera, en faisant la multiplication sans transpositions de facteurs,
pour ne pas confondre les rectangles, tels que x.xs et a2,

l}n,a =dad l,!.C l,¢+ a2,¢C2,1l+ see + an,ccn,u. ’
(6) Bﬂ’. —_— a.,c C],g"" aa,ﬁcn,x +' (R +an,ﬁ Cﬂ,l)
B’- = a.,.C;,E+ag,.Cg,p +° .. + an,tcn,ﬁ ’

et Pon verifiera trés facilement que l'on a B, g==Bg, . 2 cause de
Ao p=Apg,. :
8i l'on veut que la transformée en y soit de la forme

(7 Uyi+Uy+Usyis. ..+ U7,
il faudra poser

B|,|=U. » B],Q_—_-o ’ B|’3=0- RS B.,,..-_‘O,
B’,|=0 ’ BQ’Q=U., BQ,E;—'——O ..... Bu,p':o,

(8) :

Bii=0, Bhi=o0, B,i=o0.....B,.==U.,.

nn—1 _ n'4n

= T2
équations distinctes, entre les n*~-n inconnues suivantes : 1°, les 7.*
coefficients a@,,:, a:p).....am de la substitution (3), et, 2., les n

coefficients U,, U,. . ., U, de la fonetion transformée (7). On-doit douc
n*<4n

Ces équations , au nombre de n*, se réduisent & n -

encore se donner équations entre les inconnues, afin d’dter au

probléeme son indétermination. Il est bien des maniéres d’obtenir ces
nouvelles relations; la plus simple parait la suivante. On supposera
que Véquation

(9 R R R L L e,

soit satisfaite pour toutes les valeurs possibles données & YorVareer Jas
Mettant dans cette équation les valeurs de «,, a,. . . » . données plus
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haut (3), et rendaat le résultat indépendant de ¥,, Y-+« Yar OB
trouvera n équations de la forme ' :

(IO) autat.. +a.=1,
ou « prendra successivement les valeurs 1, 2..., n.

n.n—-1 ., .
On trouvera en outre —— équations de la forme

(l v) i A1, 8 = Gaje Qo) ==+« e Bne Ang =0,

ou « et B, essentiellement différents, peuvent d'ailleurs prendre
toutes les valeurs 1, 2..., n.

Les n* = équations du probléme sont donc celles qui portent les
numéros (8), (10) et (11). ‘

Il est facile de les distribuer en n systemes partiels de n =1 équa-
tions chacun, le premier contenant uniquement les -1 inconnues

U., al,l) ag,l ’ a3,|., .y a,.,.;
le second renfermant uniquement les 7 -1 inconnues
U. ’ al,'), aﬂ,l; a3,2° .y an,') )

et ainsi des aulres jusqu’au n'™, contenant uniquement les n -1
derniéres incounues

uU,, Qi,ny Gany, A3nes oy dape

Pour faire ce partage, il faut remarquer que les équations (3)

. donnent, au moyen des équations (10) et (11),

y: =a|,l xl + aﬂ,l .'l" +' . 0+ an,l xn)
Yo == Q1,2 X, - g0 Xy e o Aua ey

(12) :
J". = an X = Qs X, -+.. - Qnn Ly

et que celles-ci donnent a leur tour, en vertu de l'équation (g), les
suivantes :
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('3) a‘¢,1+a‘¢’g+.....+a°‘,n=l,

(14) au,|a,e,z+a¢,,ap,,-|-.....+a¢,na£,n=o,
qui ne diflérent des équations (10) et (1 1) que par le renversement des
indices,

Par exemple, si I'on veut obtenir le systéeme qui donnera la valeur
des n 41 inconnues

U¢7 al,n, ag,g,, 'a3,u X a,,,u,

on prendra les équations
B[’¢= o, B2,.= O.. 'Bd.,a= Ugo . -Bn,:(:o ’

auxquelles on joindra équation

a:,x+a:,x+ "'+a:,u= I.

Les n premiéres équations reviennent a

Ay Cl,z -+ a,,, Ca,a+- c o= Qny Cn,z =0,
al,? C!,a +a2,2 CQ,¢+- a. .+a,.7,C.1, —_— O,

a1, Cro a2 Cou . o o e Coy =0,

al,ﬂ Cl,x + aq,an’¢+1 ‘e -+ (ln,,, Cn,x = 0,

d’ou Yon tire tres facilement
C,,,f——-—d.,, U. y Cg’u — a:,e: U¢ e -Cn,u = all,,u Uu ;

la premiere C,.==a... U, s'obtient en multipliant les équations pre-
cédentes para,,;i, ai,....a.. (coeficients de C,,, ) respectivement,
et en faisant la somme des résultats. Les autres s'obtiennent d'une
maniére toute semblable.

Remplagant C, ., Gy -...Cn. par leurs valeurs, on aura donc
définitivement le systeme

"Tome 11. — Serremsse 1837 45
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(A by ""Uu) a,. -+ Al,v Ay’ . A, Ay =0,
An,l a4 ('A‘l,'l —Uz)az,z""- ot A-),n tp, =6’
A3y a4 Asnaa, .. ... ~+ Aj.a.,,=o,

(15) :

Ane Gt Anpa, ... .. oo+ (A, —U)a,,,=o,
A+ Hal, =1,

dont la solution n'offrc d’autre difficulté que la simplification des
résultats auxquels conduit I'élimination.

Les n—1 premiéres équations donnent, par exemple, les rapports

a1 ' a: an_l . . ’ : - N
22 L., Smer qui, substitués dans la ni™, conduisent a une
Q. a,,x [ PP

€quation du n'* degré en U,, ou tout simplement en u, dont les
racines, toutes réelles, sont les valeurs des n coefficients u,0,...U,.

. frorrrin g a,, a,, a,_,
Ces racines déterminées, les rapports 22z | 2oz | ~=2Z sont con-
a

e eay
2t Bpy nyo

nus. La derniére équation, mise sous la forme

a[("—) -+ :’ S — .. +(":—"“)'+1]=x,

an,! nyX

donue alors a;,,., et par suite, au moyen des rapports précédents, on
trouve a.., a;,, ...a,_, .. Les valeurs de ces coefficients se présentent
sous la forme de fractions qui sont toutes susceptibles de réduction
en vertu d’une propriété de I'équation du n¢ degré en u. Cette
équation s'obtient trés facilement encore de la maniére suivante : on
résout les n premiéres équations (15) par rapport a @.,., @a,x « .. dn, .
précisément comme si les deuxiémes membres n'étaient pas nuls; on
€gale a zéro le dénominateur commun des inconnues Qiyey QipyoerQny,
et le résultat n’est autre que I'équation en « qu'on peut noter U = o.
Le premier membre de cette équation n'est donc qu'une de ces fonc-
tions nommeées déterminants, fonctions qui, comme le dit M. Cau-
chy (Journal de UEcole Polytechnique , tome 10, page 51), s'offrent
delles-mémes dans un grand nombre de recherches analytiques. Clest
donc dansles propriétés des déterminants que 'on va chercher le moyen
de simplifier la solution qui vient d’étre rapidement indiquée.

B R L T R S R e ]
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1L

De quelques proprietés des déterminants.

Dirnmion. Si Pon considére le systeme d’équations

Aty A Lt 4. .. + A, t,=m,,
7 Y Y A, ta=m,,
(16) :

A"J ¢, + A-n ta+' v -+An.n by == M,

le dénominateur commun des inconnues ¢,, 2,...¢, est ce que Von
nomme le déterminant du systéeme des nombres

Ay Aaeea LA,
A, Ao AL
(1) .

U Auy Apaeen. A,

Comme ce dénominateur peut changer de signe, selon le mode de
solution qu'on emploiera, on conviendra de le prendre de sorte que
le terme A, A,, Ass...A,,, qui en fait partie, soit positif.

On trouve daus les éléments d’algébre une régle fort simple pour
former ce déterminant, et I'on en peut voir d’autres dans le mémoire
de M. Cauchy, cité plus haut. Voici quelques conséquences de ces
regles. "

Le déterminant du systéme (17) est aussi celui du systéme suivant.

Al,l Au.l LRI ‘-Aﬂ,l »
Aya Agaee o hAy,,
(18) :

A;,n A”no co s -An" ’

qui s'obtient en remplacant la série horizontale supérieure du systeme
45
43..
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(17) par la premiere série verticale, puis la deuxieme horizontale par
la deuxicme verticale, et ainsi de suite jusqu’a la deuxiéme horizon-
tale qui sera remplacée par la n* ou derniére verticale

I est un cas ou les systemes (17) et (18) resteat les mémes, malgré
ce changement ; c'est celui pour lequel on aurait A, 5 = Ag,. On
peut dire alors que le systeme est symetrique, puisque les nombres
qui le forment sont placés symétriquement par rapport aux nombres
aindices égaux A, A,,...A,. qui forment la diagonale du systeme.

Une autre conséquence de la rvegle pour former le déterminant,
c’est qu’il change de signe :

1*. Quand on change le signe de tous les nombres d'une méme
serie horizontale ou verticale ;

2*. Quand on change l'ordre de deux séries consécutives horizon-
tales ou verticales, d’'ou il satt que s1 P'on avance ou recule une série
de 4 rangs, le déterminant se trouve multiplié par (—1)

Ceci rappelé, si 'on représente par D le déterminant du systeme
(17), par [g, i] le déterminant du systéme qui se tire du systéme (17)
par la suppression de la série horizontale de rang g et de la série

verticale de rang i, et semblablement par la notation i’l le déter-

?
minant du systeme qui résulte de 'omission des séries horizontales de
rangs g et i et des séries verticales de rangs i et k dans le systeme (17),
on pourra, au moyen des remarques précédentes, établir les propor-

tions suivantes :
I. Dans tout déterminant symeétrique on a

(gil=1[ig]

Cela résulte de ce qu'il est permis de changer (17) en (18), sans
déplacer réellement les nombres du systeme.
II. Pour tout déterminant nul on a

(881 [Hi1=1[ig] (%]
et par conséquent pour un déterminant & la fois nul et symétrique

[:8] [5i] = (i8] = [8i]"
En effét, si dans le systéme (16) on sappose m,=m,...=m,=o,

" e B A LT I TR TE L L YRR A R
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et quon supprime !'équation de rang g, on trouvera

g+ .[iﬁ.]
(g.:11’

le facteur (—1)f*' provenant du déplacement de séries et du change-
ment de signe, qui résultent de application de la régle pour déduire
le numérateur [g,g] du dénominateur [8,i]- L'exposant de — | a
¢té augmenté d’un nombre pair pour simplifier le résultat. Si, dans le
méme systeme (16), on supprime Péquation de rang i, on trouvera
pareillement

£ = (-1

u

o yiag [5228]
W =TS

. . e & . ’
Multipliant la valeur de -tti par celle de ~—» ona de suite le résultat
i ¢

de Yénoncé.
III. Dans tout déterminant non symétrique on a, quels que soient
les indices du nombre A, égaux ou non,

dD . . |

dk,, = (—a)y* [ig].
Le coefficicnt différentiel de D est pris par rapport & A, supposé
différent de tous les nombres A.g; ce qui n'arrive pas pour un déter-
minant symetrique ou l'on a A, == Ay

IV. Pour un déterminant symétrique on a toujours
dD . dD .
(19) 7x-=18:8) (20) ;= (=1 alig).
Ces deux propositions se déduisent de la formule
D=A,,[n,n] — Asa_, [ny2-—1] 4 A,y [r,n—2]—. ..,
qui se tire immédiateient des équations (16), ot Pon a fait
m,:m-......::m,,:o.

Différentiant la valeur de D, en observant que le coefficient A,,
w'entre que dans le premier terme, sans entrer dans [7,n], on trouve
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gAB- = [n,n], et cela est vrai pour tout déterminant symétrique ou

non symétrique. Par un déplacement de séries horizontales, et dun
méme nombre de séries verticales, on trouve sans changement de

. dD . .y
signe - = [g,8] > en amenant le terme A, 2 la derniere place de

Ja derniere horizontale.

=mem(n2, 1],

. . fps ap
Pour un déterminant nou symétrique on irouve -
Ry}

. dD . . ,
et plus généralement i, = (—1)+¢ [i,g], au moyen de déplace-

ments de séries qui améneraient A, a la place qu'occupait A,._.,
C'est-a-dire & Pavant-derniére de la derniére horizontale.

Si le déterminant appartient 4 un systeme symétrique, comme on
aA,,_,=A._,., €0 différentiant D, il faudra avoir égard au coeffi-
cient A,_ ., contenu dans les déterminants partiels [nyn-1], [n,n-2]ete.
Or, le méme calcul, qui a fait tirer la valeur de D du systeme (17),
fera tirer semblablement

(18] == Aucra (e o] A Ancain [imaf) + A i) - o

du systéme (18).
daD

On aura donc = LS

et par suite

dbD daD
=_[" s2=1 ]—'A m—1 [::'—":r‘z]"" A n,l—a[L"::] —A n,u—s[:::?z] '+' '

7 W T W
m=—[n,n=1]—Au 20 ]HAN ol —A P i B o
=—{n,n—1}—{n,n —1|=—2[n,n—1],

. eu remarquant que I'on a A,.=A,. et [55]=[:.], puisque le sys-
téme est symétrique.
Plus généralement, par un déplacement de séries horizontales et

, e . dD . . .
de séries verticales, on trouvera -— = (—1)it6[i,g], comme il est

dit dans I'énoncé.
V. Dans tout déterminant nul, mais non symétrique, on a

dD \ ¢dD \ __ dD dD
\da;, dAs«-') = A, dAi’

T L L AL R IR I L I B BN TR T HE S | e . T R L L L IR T LT IRR AR ey Y
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et dans tout déterminant a la fois nul et symétrique, on trouve

dD N\ dD dD
(21) (d—-——Al’g) ——3 4 Z-IA—"; mo
Ces équations ne sont que la traduction de celles de la proposition 1.
Les équations (19), (20) et (21) vont servir 4 simplifier la résolution
des équations (15).
I.

Deéveloppement de la solution des équations (15).
Calcul de Uégquation en u.

L’équation en # n'est autre que le déterminant du systéme

A'l,l - u? Al,l’ }\x,!) . " . ~A|,- ’
AI,I) An,n—u’ An,!) e An,m)

Al,lu A:,-’ A!‘,n ree .A,,,,,—ll.
On la représentera donc par
(22) U=dét'[Al,|""'ug A,‘.-'-—u. . .A,,',,--u]:::(),.
Ainsi, pour n==2, on aura
(25)‘ U=(A,i—u) (A,,—u)—Ai,.
Pour n =5, on aura
(24) U=(A,,—u) (A, —u) (Ass—u)
—AZ(A,—U)-A2 (A, ~1)- Al (A s-t)+2A ,A, 3A, =0,
Pour n =4, on aura ‘
(28) U=(A, —u) (A, —u) (Ass—u) (Ay—u)
—'-AQ,‘(A i,.—-"u)(A,,,-—-u)-f-z A o.zA s,4A SJt(Am_u)
—A :A(A " —u)(A s.a_u) +2A |,8A 1,4A !.4( A’,I——u)
——"A:,s(A".——U)(A4,4—u)-{-—2A,,,A.AA,"(A&;,—M)
—-—A;,,(A,',—u)(A,,,-—u)-l-zA,,,A,,:,A,,,(A“—u)
"'Ah(As--’_u) (A“,—--u)
—A :,;(As.s“"u) (A‘M—u)
—-2A,‘,A3,‘A.,,AM—l—A:‘A:,s
—2A 3 ,:A 3.¢Al.4A n.3+A :,SA:,4
~—2A l,sAs 4A |.4As,3+A :,;A ;,4

l
=]
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A ces exemples particuliers qui suffiront pour les applications, on
peut joindre les remarques générales qui suivent.

Premigre remarque. Quel que soit Je nombre 7 des inconnues de
la fonction a transformer, si les coefficients A,,, A,a. . Aa_ia) €t
par conséquent A, ., A,,. .., A,,, sont nuls, le déterminant, pour
le cas de n inconnues, se trouvera, en multipliant par A..—u, le
déterminant trouvé pour le cas de n—1. Cela suit de la valeur de D
dounnée plus haut.

Deuxiéme remarque. Le nombre n étant quelconque, si le déter-
minant ne renferme que des coefficients a indices égaux , ou dont un
des indices soit 7, tels sont A, . et A,., [équation en » sera

(26) (A —u) (Asy—).. . .(Ana—u)
A2, (A —u) (As3—u). .. (A e =2)
—Ala (A y—u) (A3 —u)... .(A,._,,,._‘—u)

__"A;-—l,n(Al,l—u) (Au,'x"'u)- .o '(An—!,ﬂ—l—uf) ’

le premier terme contenant les n facteurs A,, —u, Aya—u....
Ann—1u, et les autres, qui sont négatifs, ne contenant que n—2 de
ces coefficients. Ainsi, par exemple, pour le terme ou entre A.,, les
deux facteurs a omettre sont A,, — u, A,. — u indiqués par les
indices de A, ..

Réalité des racines de Uéquation en u.

1. L'équation U==o0 a ses racines réelles pour n=2. Eu effet .
on a dans ce cas

we=tutho g Ly /(A — Aan ) 440,

valeurs reelles.

II. Quel que soit n, si les nombres ou coefficients A,z ont tous
deux indices égaux, ou dont I'un soit 5, I'équation en » aura toutes
ses racines réelles.

T AL R ok i R R U TR T TR BT ' Cr e



PURES ET APPLIQUEES. 349

En effet, dans ce cas, 'équation en » est celle notée (26) Si Pon
suppose ‘que Ay 1, As,a .« ., Any soient rangés par ordre de grandeur,
de sorte que 'on ait

m>A[,1>Ag‘g>-o-u>An,n>—w’
et que dans cetle équation (26) on fasse successivement

U= ®, Al,l - A?,b son 'An—l',!l—l ’ An,n,"“‘m

U pfendra les signes o — < - — + 4,
ou bien e -+ + - —_ 4,

selon que n sera pair ou impair. Ainsi, dans tous les cas, les 7z racines
sont réelles, puisqu’il y a 7 changements de signe.
i plusieurs des nombres A, ;, Aza. .., Ay, étaient égaux, si Fon
avait, par exemple, A,,=A,,, 'équation (26) prendrait le fac-
teur A,, —u, d'ou la racine u=A,;,;. Ce facteur supprimé, on
trouverait une équation semblable du (7—1)’ ‘degré, dont l'on prou-
verait de méme que les n—1 racines sont toates réelles.

Si les coefficients A, ,, A,,. .., A, n'étaient pas rangés par ordre
de grandeur, il suffirait d’un déplacement dc termes pour retomber
dans ce cas. Ainsi la démonstration est générale.

L. Quels que soient les coefficients A, g, si I'équation en « a
toutes ses racines réelles pour r=m 1, elle les aura aussi toutes
réelles pour n=m. Ceci étant démontré, comme dans tous les cas
les racines sont réelles pour 7= 2, elles le seront encore toutes pour
n=73, n=4, et'en général pour n quelconque.

En née considérant que les m — 1 inconnues X;, Xy. ..y Ly, qui
entrent dans la fonction homogéne du second degré, qui, en outre,
contient x,,, on pourra, d’aprés 'hypothése, faire disparaitre les rec-
tangles des m — 1 inconnues x,, X,.. ., Ly c’est-a-dire avoir une
transformée ou tous les coefficients seront nuls, a exception de ceux
qui auraient des indices égaux, ou dont I'un des indices serait m,
Or, d’apreés la proposmon précédente, par une nouvelle transforma-
tion, celle-ci conduit 2 une équation en 7, dont toutes les racines
sont réelles. Il reste donc 4 montrer que les deux transformations
‘pourraient étre remplacées par une seule, qui conduirait par counsé-
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quent a une équation en u ayant toutes ses racines reéelles, Or, si la
premiére suhstitution est exprimée par les équations

Xo==d,, Y, Yate e e tQaYns .ﬁr,=a,,.y, -+ etc.,

et si la deuxi¢me substitution est exprimée semblablement par les
équations de méme furme

yi=b, 2, bt F. e F D02, ya=0b,,3 +...ctc.,
I'élimination de y,, 7,..., ¥, donnera
X m=Cy % €2 F e o Cptny Xy==0,,2, -+ .. - €lC.,
ou l'on aura en général
Cipx == iyt by b @iya by =« - Qin b
Or les cocflicients ainsi formés satisfont, comme on le vérifie tres

facilement aux relations (10), (11), (13) et (14), ce qui d’ailleurs est
une suite des deux équations

izt A=yt b Y st
qui entrainent la suivante
XA a2

Ainsi les deux substitutions sont remplacées par une seule qui fait
disparaitre tous les rectangles et qui conduit 4 une équation du
n* degré en x, dont toutes les racines sont réelles. Cette démonstra-
tion n’est que le développement de celle que M. Poisson a donnée
dans son mémoire sur le Mouvement dun Corps solide , pour le cas
de trois variables (*).

Racines egales.

Quand 'équation en z, U =10, a des racines égales, ou satisfaisant

T

U — o, ces racines satisfont aussi 3 Véquation 28— =
due = 7 q dA,,,g"""O’
quels que soient les indices « et 3 égaux ou non.

En raison de la forme de 'équation en z, on a
_ q ;

a léquation

(*) Vovez aussi le mémoire de M. Jacobi, d¢ji cité.
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. dU _dU dU &
(27) — & = da,, + dA +' et da,,.’

Elevant au carré les deux membres de cette équation, les doublant et
les simplifiant au moyen de I'équation (21), on aura

(28) ZU) dA.,.)+ (dA,,,) REEERR Zf,.,,.).
+ (:TX,‘,‘) :Zf ) +-. (dAa ) +

Pour le cas des racines égales, le premier membre devenant nul, i

’
en scra de méme du second , et par conséquent de chaque terme en
particulier, puisque les racines sont toutes réelles.

Calcul des coefficients @,z @i s ..oy 8oy de la substitution (3).

Pour trouver les coefficients de la substitution (3), il suffit de
remarquer que 'on a, en employant les notations de l'article 1I,

(29) 2t () ]

a, . [n,n]"

Alors, au moyen de I'équation .

a‘:,x +a:,ot +"o-o+a:,’“= T,

on trouvera, en mettant pour [n,i{]* sa valeur [n,n] [i,i],

. (7]
(30) G = T F o] b FInm]

il suffira pour cela de supprimer le facteur [r,z] commun aux deux
termes de la fonction. Par suite on aura

’ ‘ ? Ir_-klk]
(31) ey == (1] 4{2,2]4-. . ... +[n,n]’

Enfin, au moyen des équations (19}, (20) et (27), les équations (ag
et (51) deviendront

; au 14U, dU_
('2) an,z - 2 EA—R; * dAn,l !
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