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PURES ET APPLIQUEES 337 

THÈSES 

DE MÉCANIQUE ET D'ASTRONOMIE; 

PAR M. LEBESGUE, 
Professeur-suppléant à la Facul té des Sciences de Grenoble 

PREMIÈRE PARTIE. 

Formules pour la transformation des fonctions homogènes du second 
degré à plusieurs inconnues. 

I. 

Le problème dont nous'allons nous occuper conduit à certaines 
équations déterminées qui se présentent souvent dans les questions de 
Mécanique, d'Astronomie et de Physique, et que M. Jacobi a récem-
ment étudiées (*). D'autres mémoires publiés antérieurement par 
divers géomètres se rattachent plus ou moins à notre sujet. On con-
sultera par exemple les Exercices mathématiques de M. Cauchy 
(tome IV, page 140) et surtout le Bulletin des Sciences mathématiques 
de M. Férussac ( tome XII page 314) où se trouve l'extrait d'un excel-
lent mémoire de M. Sturm. Nous nous bornons ici à ces citations gé-
nérales. Le lecteur jugera ce qu'il peut y avoir de neuf sinon dans nos 
formules, au moins dans la manière de les démontrer. 

PROBLÈME. Étant donnée une fonction homogène du second degré à 
plusieurs inconnues , il faut en faire disparaître les rectangles de' ces 
inconnues, au moyen dune substitution, qui laisse la fonction homo-
gène et du second degré entre le même nombre de nouvelles inconnues. 

(*) Journal de M. Crelle, tome XII, p. 1. 
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(5ù' a*>* — 3Â^7 ' d» ' 

où il faudra changer u en Ua. 
La remarque faite sur les racines égales montre que a*,

x
 peut se 

présenter sous la forme ^ , mais non sous la forme ~ . 

Dans la formule (33), quand on a mis dans , pour η sa valeur 

particulière U«, on peut encore remplacer ̂ par le produit 

=T(U.-U,) (U
E
—U.).. .(U.-U«_,)(U,-U^T)· · -(^-U

N
), 

selon que η est pair ou impair, pourvu cependant que toutes 
les racines soient inégales. Cela suit de ce qu'en posant U = 
{u—U,)(«—Uj). . . («—U„), il en résulte 

du ~ u—U, u—U» u—ÏV, 

Si dans cette équation l'on fait, par exemple, K = U,, le premier 
terme se réduit à (U,—U,) (U,—Us) (U,—U„), et tous les autres 
disparaissent à cause du facteur nul U,—U,. On en dira autant pour 
les autres substitutions U = U

A
, î/=£=US. . .u — Xi,.. .«=U„. Cette 

transformation pourra, dans certains cas, faciliter la discussion eu 
déterminant le signe du dénominateur. 

Résumé de la solution. 

La transformation de la fonction (f) en la fonction (7), par le 
moyen de la substitution (3), est renfermée uniquement dans les 
formules (aa)> (3a) et (33). 

L'équation (aa) fait connaître les coefficients U,, U,... .U„ de la 
transformée (7) par le moyen de la résolution d'une équation du 
n' degré. 

L'équation (33) fait connaître la valeur absolue des n" coeffi-
cients de la substitution (3), par l'extraction de la racine carrée du 
quotient de deux coefficients différentiels du premier membre U de 
l'équation (aa), 
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Comme ces coefficients peuvent être pris soit avec ie signe -f-, soit 
avec le signe —-, l'équation (3a) donne le moyen de combiner conve-
nablement les signes en montrant que les termes de la série 

Gif* f Gfyxf » · · ·.an, x 

ont les mêmes signes que ceux de la série 

dAmn, dkM> dki,: » dA.,,m ' 

où l'on doit faire u = U«. On pourrait encore prendre tous les signes 
opposés. Cela tient au signe que l'on donne à a

n
,
K

. 

IV. 

Autre transformation de l'équation homogène du second degré à η 
inconnues. 

La transformation précédente est fondée sur la relation 
χ]-\·χΙ + . ..-1-=jrî-f-yΐ + · · .-f-ril, s> l'on prend une autre 
équation de condition, la solution du problème aura besoin de modi-
fication. Ί1 est une autre transformation aussi utile que la précédente, 
c'est celle fondée sur la relation 

x2 + x2 -f-· · --f- — xl == jr\ 4- jr\ +· · ·-f- fi-* — y\· 

Il serait long et d'ailleurs inutile de recommencer le calcul, il suffira 
d'indiquer ici les changements à faire dans une partie des equations 
des articles I et III. 

Les équations de (ι) à (8) inclusivement n'éprouvent aucun chan-
gement. 

Dans l'équation (9), il faut changer le signe du dernier terme de 
chaque membre, changement qui entraîne tous les suivants. 

Dans les η — ι premières équations (10) il faudra changer le signe 
du dernier terme du premier membre, et dans la n' qui répond à 
a. = n, il faudra changer le signe du dernier terme du premier mem-
bre et de plus le signe du second membre. 
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Dans toutes les équations (ι i) le dernier terme changera de signe. 
Dans les équations (12) les derniers termes des seconds membres 

changeront de signe, et il en sera de même du premier membre de 
la n'. 

Dans les équations (i3) les signes des derniers termes des premiers 
membres changeront : de plus dans la n' équation il faudra changer le 
signe du deuxième membre. 

Dans les équations (14) » les derniers termes changeront de signe. 
Dans les équations (i5) il faudra changer A„,„ — U* en A„,„ +U„. 

De plus si a=±n, il faudra dans toutes changer U. en—U„. D'ailleurs 
dans la dernière équation (i5) il laudra toujours changer le signe du 
dernier terme du premier membre , et changer celui du second mem-
bre, seulement pour a = n. 

Les équations de (16) à (21) ou de l'article II ne changent point. 
Dans les équations de (23) à (26), il faut seulement changer A„,„— u 

en A„-f- M, et d'ailleurs changer le signe de la racine U„. 
Dans l'équation (27) il faut changer le signe du dernier terme 

AV 
dk ' 

Dans l'équation (28) il faudra dans le second membre prendre néga-

tivement les termes tels que ■ 

Ce qui a été démontré pour la réalité des racines et sur leur égalité 
n'a plus lieu ici même pour le cas de deux inconnues. 

Dans l'équation (29) il n'y a rien à changer dans l'équation (3o), et 
dans la (3i)' il faudra changerle signe de [n, «] au dénominateur et 
aussi au numérateur pour α= n. 

Dans l'équation (5a) il n'y a rien à changer : dans la (33)', il faudra 
pour le cas de a sa η, changer le signe du second membre, et de plus 
remplacer U„ par — L», 

Enfin si l'on pose 

X, = x
m
 cos θ,, x

%
 = x

n
 cos ô

a
,. .χ„_, = χ

η
 cos 0„_, , 

7. = 7- cos φ,, J. = j
n
 cos φ,,.. — j.cosip,.,, 

et d'ailleurs, 

cos*θ. cos'6, cos®0„_, = ι , 
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il en résultera 

cos*<p, + cos2φ, COS1 <p„_, = I ; 

et l'on transformera la fonction 

A,,,cos'D.+AA,,,cosô, cos ô,4~... +:ÏA,. cosÔ,cos (L-.-faA,, „ cosô, 
+ A,,, cos*9,+ +AA,,„_, cosθ, cos 9,_,4-aA,, „ cos0, 

4- A„_
ti
 cos'fl^.+aA^.,^ cos0„_, 

4- A„, n, 
en 

U, cos1 φ, 4- U, cos1 Φ.4-- · -4- U„_, cos1®,,., — U„, 
ou 

(U, — U„) cos1 φ, + (U, — U.) cos1 φ, -4-... -f- (U„_. — U.) cos' <p,_. 

au dénominateur près , par le moyen de la substitution 

cos û _ ai,'c0*9i +"·. ,CO*Wi+·· · 4 "i. COSÇn-, +α,\ η 

où il faut donner à i toutes les valeurs 1, 2,5...«. 
U serait inutile d'entrer dans de plus longs détails sur cette seconde 

transformation. L'application qui en sera faite plus loin, éclaircira ce 
qui peut rester d'obscur dans les indications précédentes. 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS. 

I. 

Exemple de la première transformation. Détermination des axes 
principaux de rotation. 

Les équations du mouvement d'un corps solide contiennent les neuf 
intégrales définies suivantes : fxdm, fydm, fzdm; fxjdm, f xzdm, 
fyzdm; fx'dm, fy*dm, fz'dm étendues à toute la masse du corps 
dont l'élément est dm, et qui est rapporté à trois axes de coordonnées 
rectangulaires x, jr, z. 

Il importerait donc de simplifier les équations différentielles du 
mouvement par un changement d'axes et d'origine qui fit disparaître 
un certain nombre de ces intégrales, quand bien même les nouveaux 
axes ne devraient pas jouir de propriétés mécaniques remarquables. 

Les trois premières intégrales disparaissent quand on met l'origine 
au centre de gravité du corps. Les trois suivantes peuvent aussi dispa-
raître, quelle que soit l'origine; il suffit pour cela de choisir convena-
blement la direction de trois nouveaux axes rectangulaires de même 
origine. 

Pour démontrer cette proposition en faisant usage des formules de la 
première partie, on remplacera χ, y, z, par .r,, x

t
, x

s
, et l'on 

supposera que pour les axes sur lesquels se comptent ces coordon-
nées, on ait trouvé 

fx\dm = A,,,, /x\dm = A, ,, fx\cbn = A}3, 
fχ,χ,ώη sas A, ,, fx.Xjdm = A. ,, fx

t
Xjdm = A,

/S
: 

afin de trouver de nouveaux axes de coordonnées rectangulaires de 
même origine et pour lesquels on ait 
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fr\Hm — U,, fjldni = U,, fy\dm = U3, 
fy,y

%
dm = o, fy^dm — o, f)\y3dm = ο, 

on posera les équations 

■r. = -f- α. + a.
 3
y

3
, 

χ, = «.,.τ. 4- 4- «..sTs, 
*s = + a

3

 ,.jr, + «3,3/3, 

qui, en supposant la relation 

x\ 4- *1 4- *1 = y\ 4- y\ 4* y\, 

donneront les équations 

y, = Λ,,Χ, + η.,.χ. + α
3ι1

χ3, 
r, = η,,χ, + rr,,

4
x, + «s, *Xî, 

y 3 = «1,3·^. 4" rt.,3·*". + «3
 i3

Xj. 

Les neuf coefficients a,■ .«j,
s
 représentant les cosinus des angles 

que les axes des deux systèmes font entre eux. Ainsi a
t 3

 est le cosinus 
de l'angle que l'axe des x, fait avec l'axe des y

3
 ; le premier indice se 

rapportant aux χ et le second auxjr. 
Si l'on calcule fy\dni et que l'on évite les transpositions de facteurs 

et par suite les réductions, on trouvera 

fy\dm = U, = «.^(Α, ,α, , + A.yi,,, -f- Α,,,ί^,) 
4" «»,ι(Α.,,«,,, -j- A

t>
,a,

)t

 -f- A
t>3

a
s>t

) 
4" «3,1(^3,1 «,,, 4· A

St
a

%i
, 4- A

3i3
a

3 t
) 

.ou A
ti

. représente fx
k
x

x
dm, comme A

l>t
 représente fx

x
x

%
dm : ainsi 

A,, = A,,,. Cette valeur de U, est précisément celle trouvée dans la 
première partie pour B,On trouvera pareillement que Û, et U

} 
reviennent à B

a>1
 et B3 3. 

Si l'on calcule fy,y
t
dm avec la même attention d'éviter les transpo-

sitions de facteurs, on obtiendra 

Jyτy*dfîl — ^1,1(^1,1^,.? Ί ^
Χ|
4α 4" A

Ij
3ÎÏ3

ja
) 

+
 2>ι

α
ι>Ί
 + A

ija
a

3a
 -+* A

3j3
a

3 3
) 

+ ^3
(
i(A+ A3

ί3

Λ,
(ί

 -f- Α
3(3

α
3(3

). 
Tome IL — SEPTEMBRE 1837. 47 
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De même encore, on aurait 

Fy2y1dm = α,^Α,,,α,,, + A
I(

,«
V
 + A ,,

3
a
v

) 
~h ai,*(A "+· A, + A,,3#3,i) 
■+■ fl3,-.(A

3
 -f- A

3il
a

aiI
 + A

3)3
a

3>l
). 

Ces deux quantités ne sont autres que celles représentées par B
1(1

 et 
B

21
 dans la première partie ; on reconnaît facilement leur égalité. Le 

problème de déterminer les axes principaux, ou des axes pour les-
quels on ait 

fj'jÂm = o, f/, Xidm = o, fy\ γ* dm = o, 

dépendra donc des équations 

Bi » — U
x
 , Rj a O, Ri.3 Ο, 

®>,i ® » ®*,> 1— U
a
, Β,

 3
 — o., 

®3,Ι — o, B
3jJ

 — o, B,
3
 — U

3
. 

Ce problème est donc analytiquement 1| même que celui de faire dis-
paraître les rectangles de la fonction 

Α,,,χϊ + ΐΑ,,,ατ,α:, + aA.^a;,^ 
4- A, jc\ aA,

 3
zvr

3 

■+■ A 
3>3

xl. 

L'équation qui détermine UU, = Jjjim, U3=/j3tf/n 
sera donc 

U=(A,
<
i-u)(A

a>a
-u)(A

3
,
3
-u)-A;

i
3(A, ,-«)-Aî 3(A,.,-U)-A;/A,s-«)-h 

aA Αι,3Α
3>ι
= o, et les neuf cosinus qui déterminent la position des 

axes principaux seront donnés, tant pour la valeur absolue que poul-
ies signes, par les deux équations 

a' k'x <*Am ' du ' aS)X JA3>3' 
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Si l'on effectue les differentiations indiquées et, qu'en supposant 

les racines inégales on remplace par un produit de différences 

des racines U,, U
2
, U3, on aura 

x2,1 = — (ϋ,—ϋΟίϋ. —Us) , 

a2,I = _ (Α,.,-ϋ,ΐίΑ,^ —U,)-A»ris, 

„2 (Α,,ι — U,) (UïiJ: —U,) — Aai>2 

Pour avoir les valeurs de a\
>3

, a
2j2

, a
3>2

, il faudra au numérateur 
changer U, en U

2
 et prendre pour dénominateur le produit (U

2
—-U

x
), 

(U2-u3)._ 
Pour avoir les valeurs de a'

l 3f Λ
2ι>3

, α\ 3, il faudra au numérateur 
changer U, en U

3
 et prendre le produit (U3 — U.) (U3 — U,) pour 

dénominateur. 
Quant aux signes, on prendra ceux: des coefficients différentiels 

dkit3* <rfA2j3 rfA3j3 ' 

où il faudra faire «zrrU, pour a
l>t)

 a:
2>1

, M = U
2
 poura

I|2
, a

2 2
, 

às
>2

; et u = U
3
, pour Λ

1>3
, a

t i
, a

îfî
. 

La discussion des formules précédentes ne présente aucune diffi-
culté, elle a été trop souvent présentée pour qu'il soit nécessaire de 
la mettre ici. La conséquence qu'on en tire, c'est qu'en général il n'y 
a qu'un système d'axes principaux et qu'il y en a toujours un. Ce-
pendant pour le cas de deux racines égales (pour l'équation en «), il 
y a une infinité de systèmes ayant un axe commun, et enfin pour le 
cas des trois racines égales, tous les systèmes d'axes rectangulaires 
passant par l'origine donnée sont des axes principaux. 

Il suffira d'ajouter ici que les formules précédentes ne diffèrent de 
celle du § II du mémoire de M. Poisson sur le mouvement d'un 
corps solide, que par un facteur supprimé aux deux termes des frac-
tions qui représentent les neuf cosinus, qui fixent la position des axes 
principaux. 

47·. 
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If. 

Exemple de la seconde transformation. 

PROBLÈME. Trouver Tattraclion qu'exercerait une planète sur un 
point matériel, si la masse de cette planète était distribuée sur les par-
ties de son orbite, en raison du temps qu'elle met h les parcourir? 

Ce problème sera traité ici fort succinctement, mais il serait très 
facile de déduire de la solution les diverses formules que M. Gauss a 
exposées dans le mémoire où il s'occupe de la présente question. 
(Determinatio atlractionis, etc ) 

Solution. Soit a le grand axe de l'orbite, b le petit, et a*—b*=za%e*, 
de sorte que e soit l'excentricité, si l'on représente par θ l'anomalie 

excentrique, par Τ le temps de la révolution, et par « = γ la vitesse 

moyenne angulaire de la planète, on aura /ult = (i —ecos6)<#). La 
masse de la planète étant prise pour unité, la partie decetle masse qui 
serait distribuée sur le petit arc parcouru pendant l'instant dt sera 

dt ndi (t — c cos t) di. 

Si l'on prend le grand axe de l'ellipse pour axe des χ, le petit axe 
pour celui des γ, et la perpendiculaire menée par le centre au plan de 
l'orbite pour l'axe des z, les coordonnées d'un point de l'ellipse seront, 
χ = a cos 0, yz=b sin θ. Par conséquent, si les coordonnées du point 
attiré sont A, B, C, la distance du point de l'ellipse dont les coordon-
nées sont a cos ô, b cos ô, ο à ce point, sera donnée, en la représentant 
par r, par l'équation 

ιΛ = (A — a cos ô)· + (β — b sin ô)* ■+· C*, 
ou par 

r* = λ* cos* 8 + a xo.cos8 sin 8 — aAa coeô 
-f- δ* sin* θ — aBôsinO 

+ A* -f- B· -f C*. 

L'attraction de l'élément de l'orbite sur le point donné sera.... 
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^e
* ses composantes parallèlement aux trois axes seront 

Y (A — a cos ô) ( ι —β cos$)d3 

v (B — b cosfl) ( 11 —e co&$)d!} 

Z = 7 C(i—e cos β) dÙ 

Si 1 on posait V =
 a

 ^ „ il en résulterait X = — ̂  , 

Y = — , Ζ = — — , mais il vaut mieux traiter directement les 

quantités X, Y, Z. 
Pour faciliter l'intégration il faut simplifier le radical, par consé-

quent en vertu de la valeur précédente de r% si l'on pose 

cos0=Scos6,, sin 0=cos ô, » A Α,,,βο, Α,,ίβΑ,,ρ:-Αλ 

A»,»—A
J)3

——Α
3(
,, A3

(
3—A'-f-B'-f-C*. 

oil aura à simplifier l'expression 

A,,
)

cos*0
I
 -f- aA.^cosô, cos β, -(- aA.jCOsô, 
+ A

a l
cos*0, -f- aA,

i3
cos0, 

■+· A
3j

3 , 

par le moyen de la substitution 

cos A — cos^' mf-'a'"cosf>* + a'.s 

COS θ = <3.,| cos^i -f- a», .cosy, +«2,3 

où l'on posera pour abréger, 

> = «v cos φ
τ
 -+>■ e

î)1
cosip,.+ λ

33
. 

cette substitution réduira i* à la forme 

[(U, — U
3
) cos'φ, + (U, — Uj) cos2(p.] :

 v
\ 

Les quantités U
r
, U,, U

3
 étant les racines de l'équation 
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USS^A,,,— u)(A,
>;i
—M)(A

31
+«)—AI.ACA.,,—u)—Aï

f3
(A,.,—«) 

—Aî ,(Aj 3-f-«)+aÀ, ,A« .A,
 3
s=o, 

qui revient à 

(a*—u) (I*—u) (A'-F-B'+G'-F-U)—Β
4
Έ*(Α*—«)—A*a\b*—M)=U=O. 

ou bien encore à 

«3-f-(A*-f- B*-f-C*— a*— f- Γa*b*—aYB*+ =0 : 

sous cette forme on reconnaît «ne équation qui se présente dans le 
calcul de l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, au moyen 
du théorème de M. Ivory. 

La première forme de l'équation en «, montre que les trois racines 
sont réelles; en effet si l'on pose 

u — a*, b*, o, —co , 
U prendra les signes. . . + , "4"» —· 

U aura donc trois racines réelles et inégales, sauf certains cas, où 
quelques-uns des nombres a*, b% ο deviendraient racines. Il pourrait 
alors y avoir deux racines égales à b1, ou deux racines égales à zéro. 
Le premier cas se présente pour B = o et A*b* — d*e'C* = a'i'e*, 
c'est-à-dire pour une suite de points formant une hyperbole dont les 
sommets sont les foyers de l'ellipse et dont le second axe est égal 
au petit axe de l'ellipse. Pour ce cas (U, —-U

3
) cos,<p,-f-(U

î
—U

3
) 

cos*<ρ„=υ,—U
3

, l'irrationalité disparaît et l'intégration ne présente 
aucune difficulté. Le second cas ne peut se présenter que quand le 
point attiré est sur l'ellipse : il doit par conséquent être mis de côté. 

Pour le cas général, ou des trois racines inégales, on prendra les 
deux racines positives pour U, et U,, l'on supposera U, > U,, la ra-
cine négative sera représentée par U

s
. Au moyen des formulée (5a) 

et (33) modifiées convenablement, on déterminera les neuf coeffi-
cients de la substitution. Cela étant fait, soit en posant 

cos0, = cosô, cos0„ = sinô, cos φ, = cosp, costp, = sin φ, 
y = n

3 t
cos<p + a

3 a
sin<p -j- a

i l} 
y cos β = α

ι τ
 cosip -h «

1(1
sin<p -f- «

l3
, 

^sino rt
a i

cos^ -{- η, ,βιηιρ -f- a,
 3

. 
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Différentiant les deux dernières et éliminant dv il vient 

vcfà = [cosô(—e,
tI

sin<p+a
aa

cos<p)-—sinfl(—a,,sin(p4-a,,
3
co9<p)]i/®, 

multipliant par ν et réduisant, on a 

f,rfô=[(a
J|
,a

1|
3-^

i
3a

li
,)cos<p+(a,

)
,a,,,-fl

Ij3
a

5
,
I
)sin(p+(a,

iI
a,

il
-a

Jil
a

Ii5
)K?; 

mais ici l'on a 

r. = a
t
.x. H- α,.χ, — a

}
,x

3) 

JFa ^1,1^1 Ι ^3.1^3 J 
— _/3 = 4- a,

>3
a-

a
 —- α3>3χ3 ; 

tirant de là la valeur de x3 et la comparant à 

x3 = a
0)l

y, H- α3>1 y, + a3>3jr3, 

on trouvera en écrivant, pour abréger, 

E=—a3,1(a2,2a1,3-a2,3a1,2)—a1,2a(a1,1a2,3-a2,1a1,3)+a3,3(a1,1a2,2-a2,1a,1), 

l'équation 

ΕΛ7
3

 ——* (^a,î^l
(
3' 3™ ,'i^i ,t) JF^a^i^ija)^5 1 

et par suite 

Εα
3 ,=(«,/,,3-«

a
,3«.,,), Εα3.2

=(«.,.«:.,3-«
Ι)

3«
3
,>), Ert

3i3
s=(a, ,«

2>
 -β, ,α, . 

par conséquent, 

v*d§=· E(a
3>1

 cos<p-f-a
3>1

 sin<p + a
3>i

)df, ou vdiï — Ed<p. 

Quant à E, on vérifiera très facilement que sa valeur est -f- ι ou — i, 
c'est-à-dire que l'on a E'= ι en vertu des relations qui existent entre 
les coefficients de la substitution. 

Les quantités A — a cos θ, Β— ù sin θ, ι—-e cos θ, par la substitu-
tion des valeurs de cos G et sin G se réduisent à 

(Lcosp-f-Msinp+N) : e,(Lcos(p+M'sinp-f-iN') : o(L"cos^-(-M"sin^-(-JN"):V,· 

d'où il résulte 



564 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

X=E(Lco3^-f-Msin|p-|-N)(I/'cosf4-M'sinp-fN'Vip:aw[(U
I
-Uj)cos,p-f (U.-UjJsin'f]· 

Y = E(L'cosi>-f"M'sin^-j- N')(I/cosp+M"sinp4N")i/<p: idem , 
Ζ—CE(ajCOS<p+<j3| .sinç+α3>ί)(ΙΛ:οβφ-j-STsin?+Ν ")dp'. idem. 

Si l'on observe que les intégrales 

/' sin φάφ Γοοιφάφ /"sin φ cos fdp 

sont nulles quand on les prend depuis φ — ο, jusqu'à φ = 36ο°, ce 
qu'il faut faire ici ; il suffira dans les numérateurs de X, Y et Ζ de 
conserver les termes renfermant cos*φ, sin* φ et ceux indépendants 
de φ. Si donc l'on pose 

P = J ο 3x[(U,—Uj) cos* 0 + (U, — U3) si n* Ip] Ϊ ' 

Q = J 0 a* [(ϋ, — Uj) cos*φ + (U, — Uj) sin* φ] » ' 

on aura entre les mêmes limites 

EX = (LL"+NN")P + (MM" 4- NN")Q, 
EY = (L'L" 4- N'N")P 4- (M'M" + N'N") Q, 
EZ = (a3„L"+ "*,$") CP 4-KM"+a3,3N")CQ. 

Quant aux intégrales Ρ et Q, elles se ramènent, ainsi qu'il suit, aux 
fonctions elliptiques. 

La quantité (U,—U
3
) cosa<p 4·(U„ —U

}
) sin*φ peut s'écrire.... 

fU,—U
3
)—(U,—UJsin1?; si l'on pose U, — U

3
 = ~ ̂  = c», 

l'on aura 

ρ = 1 Γ C0{t' q — 1 f sin* *d<p <* - cl sin'* >* ' 2"V (« - «· «η*φ )i ' 

or l'intégration par parties donne 

E /sin* φάφ sin φ cos* φ j Ç* cos* φάφ, 

E y ι — c'ein'* = ~~ ]/ι — c'sin* φ + ^ ~"C 'J ( , _ c. gin.f)i,, 
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Si l'on représente les premiers membres de ces équations par P, et Q,„ 
on trouvera d'abord 

P, 4- Q. = f ,-4- — == F(c, φ), 

puis 

J v \-~c* ύα'φ-J γ,-C sin-φ ~J d* Vl~C' sin'<p=F(
C
^)~E(

CiÎ
p) 5 

de là résulte 

P
-=/ï7CTî=?

F
(
c
'«-?

E
(
c
'«' 

Q1 = SV1—c2sin2Q = I E (c,q) — (i—c2)F (c,q), 

et par conséquent 

2C2ΛΛ= Γ "**» , = F(c,,p)- #(,_ca sin»"' ρ VI—c*!sin>' 

ac*-7Tm,Q= f , = -i-,E(c,i)-F(C,?) ''^r . 

on aura donc entre les limites ο et 56o° 

cVm'P = 2 [ F (c) — Ε (c)], 

cVm»Q β 2 , E(c) — F (c) j , 

conformément à la notation des fonctions elliptiques. 

Tome 1[. — ScFtoibre iS3y. 4^ 
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Pour simplifier la solution, on fera usage de la notation suivante : 
ι ·. Les inconnues seront χ,, x

%
..., x

m
 au nombre de n. 

2*. Tout terme renfermant le rectangle χ
Λ
Χβ, ou le produit de 

deux inconnues différentes, aura pour coefficient Α
Λ
,#, le premier 

mdice étant celui du premier facteur du rectangle, et le second 
celui du second facteur. On supposera Ayt·,., puisque l'on a 
χ„Χβ^=ΧβΧ

Λ
. Le coefficient d'un carré, tel que χ

Λ
*=ζχ

Λ
χ

Λ
, sera 

par analogie Α«
)β

. 
D'après ces conventions, on remplacera la fonction 

7~» " TT ï ¡ ï ï à ITT 
+ A

ta
 xr 4- 2A

t
, x^x

s
 +.. .4- 2A,.„ x

t
x

n

. 
4- A33 χ/ 4-, . .4- aAj,, Xjjr,. 

1 

4- A„,„ x*. 

Par la suivante, 

/ χ, (A,., x, 4~ A,,
a
 Xt 4-· ■ ·4- A,,„ x

n
)· 

(a) 
4~ Xi (A, , x, 4~ A,,. x

%
 4"· · ·4~ An,· Xn)· 

4" X» (An,, X, 4" An,a x\ 4"· · ·4~ Ann Xn)' 

Si l'on fait 

X. = a,.t r. -4- Ö...T» +• • •+ 
x· = rtn,i Jt 4- · ·4- ^»,nJK»f 
: 3 

x. = 4- "n,. J. 4-· · -4- a-ven-

tes valeurs, substituées dans la fonction (2), la laisseront homogène 
et du second degré, en la réduisant à la forme 

ί y, (R,,,e. 4-B,,.e, 4-· · ·4-Βι,»^")· 
\ 4-e» (b«..1 e> 4- 4~· · *4- )-

4-yη {Β» ι yι 4" B„, y, 4~· · ·4- B^e*)· 
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Si l'on pose pour abréger 

(5) C,> = A,-, 1 a■+· A;,, A;,η On,Λ , 

où ( et λ peuvent prendre toutes les valeurs entières de 1 à η, on 
trouvera, en faisant la multiplication sans transpositions de facteurs, 
pour ne pas confondre les rectangles, tels que χ

Λ
Χβ et ΧβΧ

Λΐ 

i(iera très facilement oue l’on a IL ¿ == Kâ 
b/g

>e
 as<Xi,cCi,e+ea,j6Ca,*H"· · · "ΉΛη,/ί C,,

e
, 

B»
 >(

s s= « ι,« C, -f- «a,« C9j(É+... H- α„
)β

 CH,n, 

et l'on vérifiera très facilement que l'on a Β*, β = B&„ à cause de 
A«

)(
a=ssA fo. 

Si l'on veut que la transformée en y soit de la forme 

(7) U.yî + U.yî + UsyiH-.. . + U„ y\
t 

il faudra poser 

r'Pi* - IB. .¿SESai.rtCt c4'03..Ca* .-4-rtn-C„ o J 
Bj,ieo » Ba,a==U„ B

3
;(:=0 Bj η—Ο, 

: 
B»,|=0 , B„,,—Ο , B

R)
3^>0 « . . - .Bfijn—sUn-

Ces équations, au nombre de nm, se réduisent à η 4- s=s 
équations distinctes, entre les n%-\~n inconnues suivantes : i°. les «* 
coefficients tf,,·, α,

(1
, a*>n de la substitution (3), et, a*., les η 

coefficients U,, U,..., U„ de la fonction transformée (7). On doit donc 
encore se donner " " équations entre les inconnues, afin d'ôter au 
problème son indétermination. Il est bien des manières d'obtenir ces 
nouvelles relations; la plus simple parait la suivante. On supposera 
que l'équation 

(9) x] 4- Xi +... ·+■ x* = J\ 4- y; H-... -f. y; 

soit satisfaite pour toutes les valeurs possibles données ày,,yy„· 
Mettant dans cette équation les valeurs de χ,, x

%
. . ar, données plus 
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haut (3), et rendant le résultat indépendant de yt, j,..., y», on 
trouvera n équations de la forme 

(ιο) Λί,« "♦"· · •·+·Λϊ,«= ' Î 

où λ prendra successivement les valeurs ι, a..n. 

On trouvera en outre —- équations de la forme 

(' ' ) <ti,« at,β "1" **»,« Οι,β "4™· · 'αη,* α
η>

β ses Ο , 

ou α et β, essentiellement différents, peuvent d'ailleurs prendre 
toutes les valeurs i, a.. n. 

Les n* + n équations du problème sont donc celles qui portent les 
numéros (8), (ίο) et (ι i). 

11 est facile de les distribuer en n systèmes partiels de n -f· ι équa-
tions chacun, le premier contenant uniquement les n-f-1 inconnues 

υ., Λι,ι, rtj, i, a
n>

, ; 

le second renfermant uniquement les « + i inconnues 

υ,, Λι,ι, βι,ΐι Ί3,ι· · ·ι ι 

et ainsi des autres jusqu'au ntn", contenant uniquement les n -f- ι 
dernières inconnues 

U„, j #3f
n* · ·ι 

Pour faire ce partage, il faut remarquer que les équations (3) 

donnent, au moyen des équations (io) et (ti), 

/ y, —ah, x, aa,i + · · .-f- «π,ι 
I y

t
 s a,

t
ι χ, 4"û

3i
j x

t
 -f-·. .-j- > 

i12) < : 

\ y
n
 =s α,,β Jr. -+■ +· · ·+ a*,« » 

et que celles-ci donnent a leur tour, en vertu de l'équation (p), les 
suivantes : 
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('3) «*a,i + «*«,0 ·+" I > 
04) &«, , a$,i -+■ Λ

α>4
 β0

;ΐ
 -(- -f-«a,n =0, 

qui ne diffèrent des équations (ιο) et (ι i) que par le renversement des 
indices. 

Par exemple, si l'on veut obtenir le système qui donnera la valeur 
des η -j- ι inconnues 

U« , &
ί>Λ

 f , Λ3,α * · · * · &n,a , 
on prendra les équations 

Β ,* — ο, β,,# *— ο... Β
Λ

,
Λ
 — U

e
.. · B«

(ï
 — ο, 

auxquelles on joindra l'équation 

H- «î,* H- ·. · -t- «*,« = ι · 

Les η premières équations reviemnetat à 

«,,, C,,» ·+- a,„ Ca,»4-· . - . -t- α
η
,ι C.„ = o, 

βι,ι Ci,, ·+* Cli
f
2 Cj,« "4" · ■ . . "I- ûiijiC»,, — ο, 

#1,* C,,» -+- aa,« Ca,* fln,«C„,» ssU» , 

Οι,π Ci,» —j- iîa,n Ca,* "4"" ' ■ · ·™4~ <tn,n Cn,* — Ο , 

d'où l'on tire très facilement 

C,
#
» — Λι,κ Un , Ca,« — Ιΐ,κ U» · « · . C«,*1— "π#· U» î 

la première C„. = a,,
x
 U« s'obtient en multipliant les équations pré-

cédentes para,,',, α,
)3
., . .a,,

n
 (coefficients de Ci,») respectivement, 

et en faisant la somme des résultats. Les autres s'obtiennent d'une 
manière toute semblable. 

Remplaçant C,,», C*, C„,, par leurs valeurs, on aura donc 
définitivement le système 

Tome II. — SEPTEMBRE ,837. 45 
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r--*»' 
Aj,! Λι,χ "4" [A],) U

a
)<l^i4- · · ·4* A ,,n Un,y —· Ο , 

Aj,, a,,,+ Aï,,a,,„ + -f- A3,,, a„,
r
 = ο, 

: 

An,, Λ|„+ A
n
,
a

fla,, -f- +(A„,„—U,)a„^ = o, 
a',, ■+· -f- -+■ = » » 

dont la solution n'offre d'autre difficulté que la simplification des 
résultats auxquels conduit l'élimination. 

Les η—ι premières équations donnent, par exemple, les rapports 

— , — , a"~"x qui, substitués dans la nirm.', conduisent à une 
équation du n"m' degré en U,, ou tout simplement en u, dont les 
racines, toutes réelles, sont les valeurs des η coefficients U,, U,.. .U„. 

Ces racines déterminées, les rapports — , — , sontcon-
nus. La dernière équation, mise sous la forme 

<·[(£)■ + <£)*-··· + (*?)'+'>■' 
donne alors «i,,, et par suite, au moyen des rapports précédents, on 
trouve a\

!X
, a*,,.. . . Les valeurs de ces coefficients se présentent 

sous la forme de fractions qui sont toutes susceptibles de réduction 
en vertu d'une propriété de l'équation- du n* degré en u. Cette 
équation s'obtient très facilement encore de la manière suivante : on 
résout les η premières équations (i5) par rapport à α

Ι(Κ
, α,,, ... a,,,. 

précisément comme si les deuxièmes membres n'étaient pas nuls ; on 
égale à zéro le dénominateur commun des inconnues a

l>x
, a,

!X
...a„,

x
, 

et le résultat n'est autre que l'équation en u qu'on peut noter U = o. 
Le premier membre de cette équation n'est donc qu'une de ces fonc-
tions nommées déterminants, fonctions qui, comme le dit M. Cau-
chy ( Journal de l'École Polytechnique, tome 10, page 5i), s'ofïrcnt 
d'elles-mêmes dans un grand nombre de recherches analytiques. C'est 
donc dansles propriétés des déterminants que l'on va chercher le moyen 
de simplifier la solution qui vient d'être rapidement indiquée. 
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U 

De quelques propriétés des déterminants. 

DÉFINITION. Si l'on considère le système d'équations 

A... t.-J-A... t, + + t, — m% 
A,,, t, -f- A*,, t

%
-\- -f- At

n
 — m

x
, 

: 
A,,., t, + A,,, i, ·+· + A„,« t

n
 — m* y 

le dénominateur commun des inconnues t
f
, £β...ίη

 est ce que Ton 
nomme le déterminant du système des nombres 

A ij i l • • • • • A ij,« » 
1 À 

a<i
 ι A ·. · « * A

 1(Π 9 

(17) < : 

V An,, An,*· · . . . An,η* 

Comme ce dénominateur peut changer de signe, selon le mode de 
solution qu'on emploiera, on conviendra de le prendre de sorte que 
le'terme A,,, A

M
 ASiS.. .A,

)B
, qui en fait partie, soit positif. 

On trouve dans les éléments d'algèbre une règle fort simple pour 
former ce déterminant, et l'on en peut voir d'autres dans le mémoire 
de M. Cauchy, cité plus haut. Voici quelques conséquences de ces 
règles. 

Le déterminant du système (17) est aussi celui du système suivant. 

» «1# ~ ■ * ——WtW J -ï —- — 1C 1*»C plpmpntc fl’oii 
A,,» A,,

a
.. .. .A,,,, 

: 
Α,,η Α*,η · · · · · Α

α
,
a
 , 

qui s'obtient en remplaçant la série horizontale supérieure du système 
45.. 
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{ι 7) par la première série verticale, puis la deuxième horizontale par 
la deuxième verticale, et ainsi de suite jusqu'à la deuxième horizon-
tale qui sera remplacée par la n' ou dernière verticale 

il est un cas ou les systèmes (17) et (18) restent les mêmes, malgré 
ce changement; c'est celui pour lequel on aurait == Α^«. On 
peut dire alors que le système est symétrique, puisque les nombres 
qui le forment sont placés symétriquement par rapport aux nombres 
à indices égaux A

til
 AM. . .A„., qui forment la diagonale du système. 

Une autre conséquence de la règle pour former le déterminant, 
ces! qu'il change de signe : 

1*. Quand on change le signe de tons les nombres d'une méfne 
série horizontale ou verticale ; 

2·. Quand on change l'ordre de deux séries consécutives horizon-
tales ou verticales, d'où il sait que si l'on avancé ou recule une série 
de k rangs, le déterminant se trouve multiplié par (—1)\ 

Ceci rappelé, si l'on représente par D le déterminant du système 
(17), par [g, j] le déterminant du système qui se tire du système (*7) 
par la suppression de la série horizontale de rang g et de la série 

verticale de rang i, et semblablement par là notation DC3 le déter-

minant du système qui résulte de l'omission des séries horizontales de 
rangs g et i et des séries verticales de rangs i et k dans le système ( 17), 
on pourra, au moyen des remarques précédentes, établir les propor-
tions suivantes : 

I. Dans tout déterminant symétrique on a 

M = lMl 

Cela résulte de ce qu'il est permis de changer (17) en (18), sans 
déplacer réellement les nombres du système. 

II. Pour tout déterminant nul on a 

lg>8~\ [v] = ['»*] [éV-], 

et par conséquent pour un déterminant à la fois nul et symétrique 

[g>g] M = M1 = [ft1']*· 
En effet, si dans le système (16) on suppose .. =m

x
—o, 
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et qu'on supprime l'équation de rang g, on trouvera 

" ~l J [ér,'V 
le facteur (—1),+-' provenant du déplacement de séries et du change-
ment de signe, qui résultent de l'application de la règle pour déduire 
le numérateur [g,#] du dénominateur L'exposant de — ta 
été' augmenté d'un nombre pair pour simplifier le résultat. Si, dans le 
même système (16), on supprime l'équation de rang /, on trouvera 
pareillement 

Jjl — ( ,y+t Ι*'Ό 

Multipliant la valeur de — par celle de — , on a de suite le résultat 
de l'énoncé. 

III. Dans tout déterminant non symétrique on a, quels que soient 
les indices du nombre A

<iS
 égaux ou non, 

dD 

Le coefficient différentiel de D est pris par rapport à A
(iJ

, supposé 
différent de tous les nombres Α

Λ}
β ce qui n'arrive pas pour un déter-

minant symétrique où l'on a A^ss AfJ. 
IV. Pour un déterminant symétrique on a toujours 

lËTtous le* nombres A»^ ; ce<p» n’arrive pas pour rmetriauL* oii l nn a AA... 

Uës deux propositions se déduisent de la formule 

D== A„,„ [«,«] — [n,n~~i] 4- Α.,„_ [n,ra—2]— 

qui se tire immédiatement des équations (16), où l'on a fait 

m, = m
t
 s=m

n
 = o. 

Différentiant la valeur de D, en observant que le coefficient A„,„ 
n'entre que dans le premier terme, sans entrer dans [«,«], on trouve 
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= Γη,λ] , et cela est vrai pour tout de'terminant symétrique ou 
«»■ * 

non symétrique. Par un déplacement de séries horizontales, et d'un 
même nombre de séries verticales, on trouve sans changement de 

signe — [g,gl, en amenant le terme A
M

 à la dernière place de 

la dernière horizontale. 
Pour un déterminant non symétrique on trouve [n,n-i], 

et plus généralement = (—i)i+e au moyen de déplace-

ments de séries qui amèneraient Aj,, à la place qu'occupait A„,
B
_

I
 , 

c'est-à-dire à l'avant-dernière de la dernière horizontale. 
Si le déterminant appartient à un système symétrique, comme on 

a =A
n
_,,n, en différentiant D, il faudra avoir égard au coeffi-

cient A„_ , „ contenu dans les déterminants partiels [η,η-1], [n,n-a]etc. 
Or, le même calcul, qui a fait tirer la valeur de D du système (17), 
fera tirer semblablement 

[n,i] = A„_,,„ + A,_.,, + A
N

_
SIL>

 -r.... 

du système (18). 
On aura donc ̂ , et par suite 

Itèrae est symétrique. 

==—[«,«-1]—A._,,. Κ] + 
=—\n,n—1]—[n,« — 1]=—tfn

t
n—1], 

en remarquant que l'on a A
n
,
K
=A

ï)B
 et [î; 5] = [££], puisque le sys-

tème est symétrique. 
Plus généralement, par un déplacement de séries horizontales et 

de séries verticales, on trouvera^- = (—1)'+£[/,g], comme il est 

dit dans l'énoncé. 
V. Dans tout déterminant nul, mais non symétrique, on a 

\dki,
g
) \dkei·) dkg,

s
 dki,i ' 
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et dans tout déterminant à la fois nul et symétrique, on trouve 

(a,) Wy -4 5*y, se 

Ces équations ne sont que la traduction de celles de la proposition IL 
Les équations (19), (ao) et (ai) vont servir à simplifier la résolution 

des équations (i5). 
III. 

Développement de la solution des équations (i5). 
Calcul de l'équation en u. 

L'équation en u n'est autre que le déterminant du système 

A,,, u
 f
 A

I>A
, A

AIJ
,.... A,,

A
 , 

A,,,, A
#I
,—W, A

A
,
S
,.... Α,

>Λ

, 

A,,n, A,,., A},,, ·. ». A
a
,
B
 u. 

On la représentera donc par 
(22) U=dét.[A,,, — u, A

M
—u.. . A„,„—«] = o. 

Ainsi, pour η = a , on aura 
(a5) U = (A,,, — M) (A,,, — u) — A;,,. 

Pour η = 5, on aura 
(24) U=(A,,,—«) (A»,.—u) (A

SiJ
—u) 

—Α^(Α
Μ

—Μ)-Α^Α.,
11

-Μ)-Α',,(Α3,,-Μ)4-2Α,.
1

Α
1

,
1
Α

Μ
=Ο. 

Pour η = 4 » ο" aura 

(a5) U=(A,,,-«) (A»,.—«) (A
3
,
S
—«) (A

4L4
—M) 1 

I i.« "I > LL 
—A °

4
( A,,, —«)( A S,3—«) H- A A,, J A, ,

4 
A J,

4
( A

 A
,»—« ) I 

V* » r.T 7 V 

—A*,
4
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A ces exemples particuliers qui suffiront pour les applications, on 

peut joindre les remarques générales qui suivent. 
Première remarque. Quel que soit le nombre η des inconnues de 

la fonction à transformer, si les coefficients A,,„, A,,„. . . A
n
_,,,, et 

par conséquent A,
M

, A„,,. .A,
VJ

_, sont nuls, le déterminant, pour 
le cas de η inconnues, se trouvera, en multipliant par A,,,—u, le 
détermiuant trouvé pour le cas de n-—i. Cela suit de la valeur de D 
donnée plus haut. 

Deuxième remarque. Le nombre η étant quelconque, si le déter-
minant ne renferme que des coefficients à indices égaux , ou dont un 
des indices soit n, tels sont A«,

a
 et l'équation en η sera 

(26) (ΑΙ,Ι —u) (Α
2)1

 — W)... .(A
N>E

—u) 
—A'

h
„ (A,,,—u) (A3,3—«) (A—u) 

"~™A
a
,n (A,,£ —- m) (Aî,3 —u)... .(A 

Ά^_
1ΙΛ

(ΑΙ,Ι —·Κ) (A
3J
, —— M). . . .( A

N

_,
IT

T_,—M) , 

le premier terme contenant les η facteurs A,,,—u, A,,,—u. ... 
A

n
.n — u, et les autres, qui sont négatifs, ne contenant que «—2 de 

ces coefficients. Ainsi, par exemple, pour le terme où entre A«,„, les 
deux facteurs à omettre sont A«,

a
 — u, A„

 n
 — « indiqués par les 

indices de A
K>

„. 

Réalité des racines de Γéquation en u. 

I. L'équation U =s ο a ses racines réelles pour n = 2. En effet. 
on a dans ce cas 

„
 = ± ft

 - Aa,a y + 4A:,„ 

valeurs réelles. 
II. Quel que soit n, si les nombres ou coefficients Α

Κ)
β ont tous 

deux indices égaux, ou dont l'un soit η, l'équation en u aura toutes 
ses racines réelles. 
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En effet, dans ce cas, l'équation en η est celle notée (26). Si l'on 
suppose que A

I)W
 A

a
,a ..A„

)n
 soient rangés par ordre de grandeur, 

de sorte que l'on ait 

00 Ai
(
t ̂  Aa,a ̂  · · « · -Α

π
,η ̂  0O , 

et que dans cette équation (26) on fasse successivement 

U '— 00 } A,,, , Aa,a · · · ·Απ—ι,·—, , Anjii,--"®. 

U prendra les signes H- — -(- — _μ
 f 

ou bien — —*- + "i~ — +> 

selon que η sera pair ou impair. Ainsi, dans tous les cas, les η racines 
sont réelles, puisqu'il y a η changements de signe. 

Si plusieurs des nombres A,,,, A
a
,
a
..., A

R)R
 étaient égaux, si l'on 

avait, par exemple, A,,, = A
a
,
a

, 1 equation (26) prendrait le fac-
teur A

I(
,—u, d'où la racine assAi,,. Ce facteur supprimé, on 

trouverait une équation semblable du (η—ι)' degré, dont l'on prou-
verait de même que les τι—ι racines sont toutes réelles. 

Si les coefficients A
I(I

 , Aa,a. .., ΑΠ)
„ n'étaient pas rangés par ordre 

de grandeur, il suffirait d'un déplacement de termes pour retomber 
dans ce cas. Ainsi la démonstration est générale. 

III. Quels que soient les coefficients Α
α
,β, si l'équation en u a 

toutes ses racines réelles pour n — m—1, elle les aura aussi toutes 
réelles pour η = m. Ceci étant démontré, comme dans tous les cas 
les racines sont réelles pour η = 2, elles le seront encore toutes pour 
η = 3, n = 4, et en général pour η quelconque. 

En ne considérant que les m — 1 inconnues x
t
, x

a
..., af

m
_, qui 

entrent dans la fonction homogène du second degré, qui, en outre, 
contient x

m
, on pourra, d'après, l'hypothèse, faire disparaître les rec-

tangles des m— 1 inconnues x
lt
 x

%
..., x

m
—,, c'est-à-dire avoir une 

transformée où tous les coefficients seront nuls, à l'exception de ceux 
qui auraient des indices égaux, Ou dont l'un des indices serait m. 
Or, d'après la proposition précédente, par une nouvelle transforma-
tion , celle-ci conduit à une équation en τι, dont toutes les racines 
sont réelles. U reste donc à montrer que les deux transformations 
pourraient être remplacées par une seule , qui conduirait par consé-

Tome II. — SEPTEMBRE IS3Y. 4® 
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quent à une équation en u ayant toutes ses racines réelles. Or, si la 
première substitution est exprimée par les équations 

x,===a,,,^+fl,.«r,HFTT.-ha,x%=at,,y,-KeIcT¡ 

et si la deuxième substitution est exprimée semblablement par les 
équations de même forme 

.T. = £.,.2, -Μ..Λ + · "+b
ltK

z
n
,jr

i
 — b

t
,
t
z, +.. .etc., 

l'élimination de y,, jr
t
..y„ donnera 

χ, ■— c,
a
,z, -4- c

ljt
z

% -f"... , x, — c
t|

|Z, -j- · · · etc., 

où l'on aura en général 

C]
>u
 = a

iyl
 bh* -f- a,-,

a
 + ... + a

i>n
 b„

>v
,. 

Or les coefficients ainsi formés satisfont, comme on le vérifie très 
facilement aux relations fio), (ι ι), (i3) et (i4)> ce qui d'ailleurs est 
une suite des deux équations 

x\+x\+.. .+x;=j;+^+· · .-hr,:, yH-· · ·Η-/;.=ζΗ-3Η-.. .-H; 
qui entraînent la suivante 

X\ + X\ "4" · · · + X» — + Z\ -4-. . . + 2«· 
Ainsi les deux substitutions sont remplacées par une seule qui fait 
disparaître tous les rectangles et qui conduit à une équation du 
?i' degré en u, dont toutes les racines sont réelles. Cette démonstra-
tion n'est que le développement de celle que M. Poisson a donnée 
dans son mémoire sur le Mouvement d'un Corps solide, pour le cas 
de trois variables (*). 

Racines égales. 

Quand l'équation en u, U = υ, a des racines égales, ou satisfaisant 

à l'équation ̂  = ο, ces racines satisfont aussi à l'équation ^—^=o
; 

quels que soient les indices λ et β égaux ou non. 
Eu raison de la forme de lequation en u, on a 

(*) Vovei aussi le mémoire de M. Jacobi, déjà cité. 



PURES ET APPLIQUÉES. 35. 

d\J _dXJ . du ~ JA d\J dk JJ» dA + • • 

Élevant au carré les deux membres de cette équation, les doublant et 
les simplifiant au moyen de l'équation (21), on aura 

(2δ) 2\ώΓ) — 2 (sâ~) + \Ίκ£) + +2Ga^„) 

+ {dÂZJ +2{d&z) + "Ks^ï) +· · · 

Pour le cas des racines égales, le premier membre devenant nul, il 
en sera de même du second , et par conséquent de chaque terme en 
particulier, puisque les racines sont toutes réelles. 

Calcul des coefficients a
l>t

, a,
jX
.. a

n
,„ de la substitution (5). 

Pour trouver les coefficients de la substitution (3) , il suffit de 
remarquer que l'on a, en employant les notations de l'article II, 

,*,) S-=(_,)*** M. 

Alors, au moyen de l'équation 

«î,* -h + + ««,*== 1 , 
on trouvera, en mettant pour [η,ι]* sa valeur [η,η] [ϊ,Γ|, 

V 1 — [«,«] + M +· · ·+[«,»] ' 

il suffira pour cela de supprimer le facteur [n,ra] commun aux deux 
termes de la fonction. Par suite on aura 

(3Λ ai — \M 

Enfin, au moyen des équations (19), (20) et (27), les équations (29 
et (5i) deviendront 

(52) — =
 1

^Γ~
:

7Γ Π>· 
46.. 


