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RECHERCHES SUR LES NOMBRES ; 

PAR M. LEIÎESGUE , 

Professeur-suppléant ύ la Faculté «les Sciences de Grenoble 

§ I" Nombre de solutions de la congruence . .-\-kum~l 
(mod. pzsthm-\~ i). Le module étant supposé premier. 

Quoique M. Libri ait déjà donné une formule très remarquable qui 
détermine le nombre de solutions d'nne congruence quelconque, j'ai 
cru devoir cependant reprendre la question en suivant une autre mar-
che, afin de ne pas supposer la résolution de l'équation χτ=ζ ι, vou-
lant au contraire la déduire des formules de ce paragraphe. 

I. 

Congruence conditionnelle à laquelle satisfait le nombre de solutions 
d'une congruence algébrique et entière f(x,, χ

Λ
 ... j7

l4
)=o(mod. p). 

On suppose ici que la fonction f(x„ ·. .xt) qui renferme k in-
connues est une somme de termes de la forme .... χ*, où les 
exposants sont des entiers positifs et le coefficient A un entier positif 
ou négatif. De plus quand une inconnue manque dans un terme, on 
l'y fait entrer avec l'exposant zéro. 

Il est question seulement ici des solutions en nombres entiers posi-
tifs et moindres que le module, zéro n'étant pas excepté des valeurs 
données aux inconnues. Voici comment on déterminerait les solutions 
et leur nombre, si la grandeur du module ne rendait pas le calcul 
impraticable. On arrangerait k à k, de toutes les manières possibles et 
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sans exclure la répétition d'un même nombre, les p nombres... 
ο, i, 3,. ··(/> — «); ce qui donnerait p* arrangements : les uns tels 
que A,, a,,.. .a, donnant /(A,, . .aA) = o(mod. p) seraient les 
solutions et les seules solutions, puisque les autres arrangements tels 
que β,, /3,,.. . /?

A ne donneraient pas /(β,, β,,. .. /3A) = ο (mod. ρ). 
Le nombre de sôlutions ainsi déterminé peut être représenté par S», 
l'indice rappelant le nombre des inconnues que renferme la con-
gruence. 

Quelquefois il est avantageux d'exclure zéro des valeurs données 
aux inconnues : dans ce cas les solutions se trouvent parmi les (ρ—ι )* 
arrangements k à k des ρ— ι nombres ι, 2, 5...(ρ — ι). Ce nombre 
de solutions peut être représenté par s

t
: il est en général moindre 

que S
A

. 
Ceci posé, voici la congruence conditionnelle à laquelle satisfait le 

nombre S
A
 de solutions d'une congruence 

f(x,, x
if

... χ·
Α
)=X » = ο (ni od. p). 

THÉORÈME. Soit S» le nombre de solutions de la congruence 
f{x,, x

t
,.. .χ») Ξ ο (mod. ρ), si l'on fait f(x,, x

t
,.. .x»)= X* et. 

que l'on suppose XÇ~" z="S.Kx"x\. .. .xf, on aura, en représentant 
par ΣΑ

<0>
_

0
 la somme des coefficients des termes du développe-

ment de Χξ-1, où les inconnues entrent toutes (c'est-à-dire en nombre k) 
avec des exposants multiples de ρ— ι et phis grands que zéro, 

(1) S
A
 = (—ΣΑ,^.,) (mod. ρ). 

DÉMONSTRATION. On substituera dans X?-' pour χ,, χ.,. . .x
k les 

nombres qui résultent de chacun des pk arrangements k a k des 
nombres ο, 1, 2,.. .(ρ—i).Pour chaque solution (α,, a

%
,.. .et,) on 

trouvera Χ?-1 = 0 (mod ρ), puisque l'on aura X
A
 = o(mod. p). 

Pour toute autre substitution, on aura \f"=i (mod. p), puis-
que X

A
 ne sera pas divisible par p. La somme des résultats de ces subs-

titutions successives sera donc 

= S, χ ο + (/)' - S,) χ I Ξ — S» (mod. p). 

D'un autre côté, si l'on pose pour abréger 
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οβ4-ie-f-a"-f-, ..-+·(/> — i)" = fa, 

la somme exacte des valeurs de Xf' ou de 2 Axfx*.. . xi sera 
ΣΑ fafb. . . fg. On le voit de suite en faisant d'abord les substitutions 
pour χ, et sommant,ce qui donne 2A/Vr*...a:f ; puis pour x

m
 dans la 

somme précédente et sommant de nouveau, ce quidonne ~2.Sfafb...Xg·, 
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on trouve ΣΑ fafb.. .fg après avoir fait 
les substitutions pour les k inconnues, que l'on suppose toutes dans 
chaque terme, ce qui introduit des sommes f o=p, dans les termes 
où des inconnues manquent. Or on a par des théorèmes bien connus 
fa ~ ο (mod. ρ) , si a n'est pas multiple de ρ— ι, et fa ~p—*i ^ 
— ι (mod.p), si a est multiple de ρ— ι. D'après cela chaque terme 
de ΣΑ/Λ/έ.../^ seraso(mod.p), on = A(—i)'(mod.p), ce cas arri-
vant et ne pouvant arriver que quand les exposants a, b,...g en nom-
bre k sont tous multiples de ρ— ι et plus grands que zéro. Si pour 
rappeler cette circonstance on représente le coefficient A deA(—i)h 

par A
i(p

_0, la somme des valeurs de Xf · ··*"? sera 
donc 

es 2A
/fr

_0 (— ι f (mod. ρ), 

mais elle est aussi 

= — S» (mod., ρ), De là résulte —S* s (—i)* 2A
<Cp

_0 (mod. ρ), 

ou encore 

S* ==(— i)*+,2A
(fr

_0 (mod. ρ). 

Comme il est dit dans l'énoncé. 
Si l'on exclut les solutions renfermant une ou plusieurs inconnues 

égales à zéro, on trouvera tout-à-fait de même la formule 

(a) S» == (_i)* [,— 2A'<p_0] (mod. ρ) 

où ΣΑ'φ_ΐ) indique la somme des coefficients du développement de 
Xf1 répondant à des termes dans lesquels les exposants des inconnues 
sont tous multiples de ρ — ι, sans ajouter cette restriction qu'ils 
doivent être plus grands que zéro. C'est pour rappeler cette circons-
tance que la lettre A a été accentuée. 

33.. 
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La formule (a) est beaucoup moins commode pour les applications 
que la formule (il, dont nous nous servirons principalement. 

Quand il n'y aura qu'une ou deux inconnues, les congruences con-
ditionnelles (i) et (2) détermineront complètement S, et S„ ou s, et s . 
Mais pour un plus grand nombre d'inconnues il faudra employer 
une autre méthode. Car si les nombres S, et s

k
 deviennent plus grands 

que le module, la congruence conditionnelle donnera pour S» et s
t 

une expression hp-^-σ où er sera un nombre déterminé moindre 
que p, mais où Λ restera indéterminé. M. Libri a déjà donné des con-
gruences analogues à celles (1) et (2); mais, comme les précédentes, 
elles ne sont qu'un premier pas vers la solution du problème qui fait 
l'objet de ce paragraphe. 

II. 

Nombre de solutions de la congruence xm~a (mod. p~ hm -f- 1).· 

La congruence axm = ù(mod.p 5= hm 1) se ramène à 
y" = A (mod. ρ) en faisant A~bam~' et y 3 ax (mod. ρ), puisque 
l'on a amxn^ba*,~' (mod.p) ; ou bien encore à xf = A (mod.p), 
puisque, en posant ag~ 1, bg= A, l'on a agxm ~ bg (mod.ρ). 
Comme d'ailleurs le nombre de solutions ne change pas, nous con-
sidérerons directement la congruence x"=a (mod.ρ). 

Ici X, sss xm—a, et le terme général du développement de X/~" est 
p—t.p — a., .p—n

 ( i.q.3... 

— a"x"(p~l~'^ (mod. ρ ). 
On rendra l'exposant de χ multiple de p-i, en posant mn=(p-i)g; 

et si d est le plus grand commun diviseur de m et de ρ— ι, η prendra 

lesval'eurso, de là, au 

moyen de la formule (ij, où l'on fera k=i, on trouvera 

(3) S, = i+arf -f-a d a d = * '(mod. ρ). 

a~*-
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Oiy évidemment, on ne peut ayoir ni S, = p, ni S, >p, donc 

p—' 
i". Si l'on a a d = ι (mod. p), il en résultera S, =5 d. 

p—t 

20. Si l'on n'a pas a d ~ 1 (mod. p) , il en résultera s
t
 =0. 

Ce dernier cas résulte de ce que «p~'— 1 =0 (mod. p). 
La condition de possibilité de la congruence xm = «(mod. p) est 

p—, 
donc a d = 1 (mod. p) et le nombre de ses solutions est d, ce nom-
bre représentant le plus grand commun diviseur de m et de p— 1 

La congruence «(mod. p) n'ayant que d racines réelles, on la 
ramènera à la forme ad = «'(mod. p=gd-t- 1) en posant 
nw = if(mod.p— 1). D'après cela on considère principalement le cas 
de la congruence .ζ1" = « (mod. p.7=hm-f-1), pour lequel dzz=m ; 

p-t 
alors la condition de possibilité devient a m — 1 (mod. p) et le 
nombre de solutions est égal à m. Si l'on avait «=o (mod p) il n'y 
aurait qu'une solution, savoir JC:=So. Quand la congruence.... 
a:m~a(modp.) est possible, on dit que a est un résidu de m' puis-
sance pour le module p; et particulièrement un résidu quadratique, 
cubique, biquadratique, selon que m est égal à 2, 3 ou 4. 

Voici les énoncés de quelques propositions qui serviront plus loin. 
Les résidus de m'puissance pour le module p — mh -}-1 sont les 

p— » 
racines de la congruence x m = 1 (mod. p). Ils sont en nombre 

> et si Vun deux est représenté par a, lajormule aym les contient 

tous. 
Les nombres qui ne sont pas résidus de m1"" puissance pour le 

module p, sont nommés non-résidus ; ils sont en nombre 

p — 1 — -—■' = (m·—'1).——■■ : ils se subdivisent en m— 1 clas-

ses de nombres chacune. Voici le principe de cette classification 
importante : il est bon de le rappeler ici, à cause de l'usage continuel 
que nous en ferons. 

La congruence χ!* = ι (mod. ps== hm ■+■ 1), ayant pour racine un 
certain nombre entier r, les nombres r, r% r3,.. .r" = 1 (mod. p) sa-
tisferont tous à la congruence a"s 1 (mod.p). Or si l'on a 
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mxa*b&cY... ou a, b, c.., sont des nombres premiers différents, 

on a prouve qu'il y a ~j~· · · · valeurs de r, telles 

que les puissances successives r', r*, r3,.. .r™ seront toutes incongrues 
suivant le module p, et formeront par consequent la suite complète 
des racines de la congruence λ"= i (mod. ρ = hm -f-1). Les racines 
r qui jouissent de cette propriété' sont dites primitives (*). D'après cela 
on classe les nombres i, 2, 3.. .(ρ— 1), ainsi qu'il suit : 

Soit r une racine primitive de χ" = 1 (mod. ρ) et f une racine pri-
mitive de ρ ou de xp~' = 1 (mod. ρ). 

(*) Voici tes énoncés de deux propositions qui prouvent l'existence des racines 
primitives et qui en déterminent le nombre. 

Si l'on représente par A,, A». ·. -A
t
 des nombres entiers ou des polynômes de 

firme a -f- bx -f- ex* -f- .. .fxk, etc. Si de plus l'on représente par P, le produit 
des quantités A„ A,... At, par P, le produit des plus grands communs diviseurs 
des mêmes quantités combinées 202, par Pj le produit desplus· grands communs 
diviseurs des mêmes quantités combinées 3 ά 3, et ainsi de suite : le plus petit 
nombre, ou le poljnome de moindre degré divisible par A,, A,, ... A

{
 sera 

P-.Ps-Ps···· 
P, p4.p6....· 

Si ton suppose m — a "b cy (β, b, c.. . étant des nombres premiers 
m m m 

différents) et que Ton fasse A, = x a— t, A, = X 1 — ι, χ 'c—ι, etc., 
la congruence qui donne les racines primitives de la congruence ι"βι (mod, ρ) 

sera -— g p ρ'· ■ * es ο : (mad■ ρ) son degre m . 

marquera le nombre des racines primitives. 
Nous omettrons tes démonstrations qui ne présentent aucune difficulté. Nous 

pourrons revenir dans un autre mémoire sur la détermination des racines primi-
tives et la construction des tables qui résolvent la congruence χ™ Β α (mod. ρ), 
comme les tables de logarithmes résolvent ι" = β. (V. les Recherches arithmé-
tiques de M. Gauss.) Nous ajouterons seulement que la congruence précédente 
s'étend aux racines primitives imaginaires delà congruence «"mi (mod.p 
= hm—ι). (V. De Residuis cubicis commentatio numéros», J. de M. Crelle, 
tome II.) 

Pour la détermination de la congruence aux racines primitives, on peut con-
sulter les exercices mathématiques de M. Cauchy, année 1829. J'avais donné an-
térieurement la même congruence dans le Bulletin du Nord, journal scientifique 
et littéraire publié à Moscou. 
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ι". On aura r~ p* (mod. p == km -f- t)· 

ρ-1 
2°. Ze^ résidus de mlm' puissance ou les racines de χ m ~ i(mod.p) 

seront p", pm, ρ"",... ρ(*—<>
 : leur formule est ym. 

5'. Les non résidus de première classe, ou les racines de..... 
x™ — r~ p4(mod.p) seront les nombres p, pm+1, pim+',.. ,ρ(*-'>+· 
leur formule est fym. 

4°. Les non-résidus de deuxième classe, ou les racines de.... 
xi~r*=j>*k(moâ. p) seront les nombres p*, .,. pO·-»>-+-». l

cur 
formule est p'ym. 

5*. En général, les non·résidus de g"m' classe , ou les racines 
de la congruence x* = re=fél (rnod. ρ) , seront les nombres 

dont la formule est p'y" 
On emploie fréquemment les conséquences suivantes : 

p—' 
Pour le cas de m nombre pair, — ι sera résidu de mUmt puissance, 

pour le module p. Pour le cas de nombre impair, ce qui ne peut 

Ipuuf te IKVUMit A UP —flWIIL»JC UïtpWÎ y ÇÇ 

Le produit abcd... sera résidu de m'"" classe pour le module p, si 
la somme des numéros de classe des facteurs non-résidus, est multiple 
de m, ou deforme Κ m. Ce produit sera au contraire un non-résidu de 
g*"" classe, si la somme des numéros de classe des facteurs non-rési-
dus est de la forme Km-f-g, 

Si a est un non-résidu de première classe, les nombres a1, a", 
à?,.. .am~l, seront des non-résidus de i", 2% 3%... (m—r)'™" classe 
respectivement. 

Quoiqu'il y ait de l'arbitraire dans le numérotage des classes de 
non-résidus qui change avec la racine primitive p, celte classification 
n'en est pas moins importante, ainsi que l'a prouvé M. Gauss par sa 
résolution de l'équation χ" = χ, où il ne reste guère à faire que des 
simplifications de calcul, qui n'entraient point dans le plan de son 
ouvrage. 
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III. 

Nombre de solutions de la congruence a
y
x,m -f-

= a3(mod. ρ = hm -+- i). 

Pour le cas de a
3
 = ο (mod. ρ) ; on a de suite ce théorème : 

'La congruence σ ,x ,m -f- a^x" = ο ( mod. ρ) a une seule solution 
(χ, = ο, x, = o), si — α,α*-' est non-résidu de mpuissance, et 
ι _μ ;n( ρ— ι) — «,α.™-1 eri résidu de mUn" puissance. 

Pour le second cas les /n(/;--i) solutions autres que x,=x>
3
, ar,=o, 

résultent de la résolution de im~ — (mod./j), en posant 
zx„ ~ a,x, (mod. ρ). 

La formule générale a
t
x,m + a,ar.m~rt

3
(mod. p) se ramène de suite 

à la formule particulière Λ·"—aym~b (mod./j) en posant x~a,x,
f 

y =.r„ a=—«.a,"-1, b=a
3
am~' (mod. ρ), ce qui ne change pas le 

nombre de solutions, c'est donc cette dernière que nous allons consi-
dérer pour simplifier les calculs. 

La congruence xm~aym+b(rnod. p=shm ι), a un nombre de 
solutions multiple de m et moindre que mp. 

En effet, si l'on peut avoir «/"+ £=o(mod. ρ), cela aura lieu 
pour m valeurs de y, à chacune desquelles correspondra χ=o, on 
aura d'abord m solutions. 

Ensuite toute valeur de y qui donne ay^ + b congru à un résidu de 
m'"" puissance, donne m valeurs correspondantes pour x, d'où résul-
tent m solutions. Il faut encore remarquer que si la valeur dey qui 
rend ay"-\-b résidu de mpuissance n'est pas zéro, il y aura m va-
leurs dey, qui donneront pour ay-^b, la même valeur residue, 
d'où m* solutions par la combinaison des m valeurs dey avec les m va-
leurs de x. 

Enfin, pour toute valeur dey qui ne rend pas ay"-\-b résidu de 
m'"" puissance, il n'y aura aucune solution. D'après cela : 

Le nombre de solutions de la congruence 
χ"~αγ™ b\ mod.pz=hm -hi) est toujours multiple de m et prend 
l'une des trois formes : 
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i·. km* si fb et—bam~l sont non-résidus de mlat' puissance par 
rapport au module p. 

a®. km*-\-m, si des deux nombres b, — bam~' Pun est résidu et 
Vautre non-résidu de mitn" puissance par rapport au module p. 

3e. si b et bam~% sont tous deux résidus de ml·*" puis-
sance pour le module p. 

11 suit de ce qui précède que y ne prenant que ρ valeurs ο, ι, 
a...(ρ—ι), le nombre des solutions ne saurait surpasser mp. Pour 

ρ—1 

qu'il fût égal à mp, il faudrait avoir (aym-\-b) m ~ ι (mod. ρ) pour 
toute valeur de γ: mettant donc pour y les nombres ο, ι, 2...(ρ—i) 

p—' 

et sommant, il en résulterait a m (ρ— ι) ~o (mod. ρ) eu remarquant · 
que si l'on pose. o* 4- ï* -f- a' +· · ·(ρ — ï)* = fg, toutes les sommes 
comprises dans le résultat seront =o (mod. ρ) à l'exception de f(p—i) 
qui sera ~p— ι (mod. ρ). Mais on ne peut avoir 
p-Ï 

a m (ρ — i) — o(mod. p) sans supposer a = o(mod.p), ce qui n'est 
point. Le nombre de solutions est donc toujours moindre que mp. 

La congruence (ι) prendra donc la forme...., 
mS'

e
s(*—ι) 2A2(p—-i) (mod.p), en posant S,=mS'

e
; et comme S', 

est moindre que p, elle suffira pour déterminer cette inconnue. 
Voici maintenant la congruence qui donne S

a
 ; on y suppose 

A Ι ■ 1,2.3....h, 
A» s= (A-J-i) (A4-s)....2k, 
A, sas (aû-f-i) 3«, 

AM-.=[(
W

—
A)A4—Ι)Λ=(Ρ—H-I)(P—H—2).. .=A,(—IF, 

==[(M—.,. .mh =s(p——1) (p—2).. .Ρ-—ΛΞ=Α,(—-IY. 

La relation A^, =(—i)'Af(mod.. p) servira pour simplifier les 
résultats. 

THÉOBÈME. La congruence qui donne le nombre S
A
 des solutions 

le la congruence xn—ajrm=b (mod. p) est 
TOME II. — JCIUET I83Y. 34 
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(4) —S
a
 = ak (mod. ρ = hm-\-1) 

4~ -f· j^· aW 

+ a»»^-éîa.»6» + ̂  ahb>h 

4.
 a

4» 4.
 α

ημ 4. AjAs
 +

 A4 ̂  
w 

G /.(«-11* I A|"-' -f—I.H I -1. ^I=j 

Cette formule se trouve immédiatement par le développement de 
(af — c)p—'·, où l'on fait c=ajm-{-b. 

Négligeant d'abord les termes où χ n'a pas un exposant multiple de 
ρ— 1, et le terme où χ n'entre pas avec^*, on aura en réduisant tous 
les coefficients à l'unité, d'après l'article précédent, 

çhg,m(p—l—h)j^£th 1—»A) | ^ ^ _ 4. £,(m— 

Maintenant, si l'on développe la puissance ca=A)", en effa-
çant tous les termes sans y et ceux où l'exposant n'est pas multiple 
de ρ — ι , on trouvera 

a

khy.m.kh^ m(M— ij AilAiz.' fit·
1
— ai) _ 

A*AA_ * st A,A, 

On tirera de là les valeurs de ck, c",.. . d'où la congruence de 
de l'énoncé. 

Si l'on voulait avoir la congruence donnant le nombre des solutions 
qui ne contiennent aucune inconnue égale à zéro, il faudrait prendre 
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(5) s* = akbk (mod. p=ihm -f- i) 

4. Ai akbk + aik 

4- A? a*kbk-1- ~ rt"/·'"1 -f i3* 

_l_
 Λ(«-.)»_μΑΐ=2Λ<«—,

i

4_A^îTW>«-«)*.4_£C'"-O» 

_|_ amh + ~ a<m—... + -?ahb^m~l^-\-bmh 

qui se trouve précisément de môme en négligeant quelques termes de 
moins dans le développement de (xM — c)p~'. 

Il faut remarquer que les congruences (4) et (5) ne contenant que 
ak, bk et leurs puissances, restent les mêmes, si a et b venant à chan-
ger , restent résidus de mu"" puissance, quand ils sont résidus; et si 
quand ils sont non-résidus, ils restent non-résidus de la même classe. 
En un mot, les congruences (4) et (ô) restent lés mêmes, quand a 
et b changent de valeurs numériques sans changer de classe. En général 
pour toute congruence axm-\-bym-f-... -\-kum~ /(mod. p—hm-\-i), le 
nombre de solutions restera le même, quand les coelïicients a, b ,...k, l 
resteront des mêmes classes. En eifet, si le terme axm devient 
agmym = a(gy)m, y se tirera de χ au moyen de la congruence. .. 
gy = χ (mod. ρ). 

Les formules (4) et (5) donnent les valeurs de S, et quel que soit 

ρ : il est vrai cependant que les coefficients polynomiaux ^, -,etc., 

rendent le calcul d'autant plus long que ρ est plus grand ; mais,nous 
verrons, dans des cas particuliers, des théorèmes qui donneront un 
moyen expéditif de calculer ces coefficients. 

Nous allons montrer maintenant comment les deux cas précédents 
conduisent aux valeurs de S* et slt quel que soit le nombre, k des in-
connues. 

34.. 
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IV. 

Nombre de solutions de la congruence 
+β»·*Γ-ΐ-· · = <3*^1 (mod. p-=hm-\- ι). 

Soient Ρ et Q deux fonctions de la forme 

«Ι^Γ-Ί-λ,^ΓΗ- · · · 4- afxJt y? -H -f- * · · -hbj? ; 

représentons par Ρ*, Ρ, Ρ', P'',.. .pt™-') les nombres de solutions de 
la congruence P=A(mod.p), selon que A sera zéro, résidu de 
m'"1" puissance, ou non-résidu de ι", 2e, 3',.. .(m—i)'""' classe. 
Autrement g étant un non-résidu de première classe, soient 

P° le nombre de solutions de la congruence P = o(mod. p), 
Ρ ou P(in) le nombre de solutions de la congruence P=g* (mod. p), 
P* le nombre de solutions de la congruence P = g (mod. p), 
P"le nombre de solutions de la congruence P=g* (mod. p), 

Pt*_,) le nombre de solutions de la congruence P ~gm~l (mod. p). 

Donnons à Q", Q, Q', Q"...Qte~° et à Π0 des significations ana-
logues et nous aurons la proposition suivante : 

THÉORÈME. Le nombre de solutions de la congruence 
P — Q (mod.p = hm + i) est en posant P — Q = Π. 

(6) Π"=P*Q° H- h[PQ -+- P'Q' +P"Q"-f-.. .+P<—->Q<—■>], 

DÉMONSTRATION. En effet pour une solution, on doit avoir simulta-
nément P = A, Q = A(mod. ρ), A étant un nombre quelconque, 
qui peut être congru à zéro pour le module p, ou encore résidu ou non 
résidu de m'"" puissance, par rapport au même module. Comme l'on 
devra prendre chaque solution de P=A(mod./j) avec chaque solution 
de Q= A(mod.p), pour en tirer les solutions de P = Q(mod. p), on 
voit qu'à A ==o(mod. ρ), il répondra P°Q0 solutions de P= Q(môd. p). 
Si A au lieu d'être =o(mod. p) était résidu de m,m' puissance pour 
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le module p, on montrerait de même qu'il y aurait PQ solutions qui 
donneraient P=Q=A (mod. ρ) et par conséquent P^Q(mod. p). 
Maintenant si la congruence P=A(mod. p) est possible, P=Afm 

l'est également et a le même nombre de solutions, ces solutions sub-
tenant, comme il est très facile de le voir, en multipliant par f les 
valeurs de x,, x

tt
.. . qui satisfont à P = A(mod. p). Ainsi à cha-

cune des = A valeurs résiducs de mitm' puissance qu'on peut 

prendre pour A, il répond PQ solutions, ou en tout APQ solutions. 
On trouve semblablement AP'Q' solutions de P = Q (mod j> , pour 
lesquelles on a P=Q= à un non-résidu de m'™" puissance et de 
première classe; pareillement on trouve AP"Q" solutions de la con-
gruence P —Q(ruod. p), pour lesquelles on a P=Q= à un non-
risidu de mtme puissance et de deuxième classe et ainsi de suite. D'où 
le résultat de l'énoncé. 

La formule (6) subsistera pour P-f-Q= n=o(mod. p). Si A est 
impair il suffira, comme il est très aisé de le voir, d'augmenter les 

indices de Q de Cela vient de ce qu'en représentant par p une 
hm 

racine primitive de p, on a — ι s f» J (mod. p), ou en posant 

A = aA'-|- 1 , — 1 = f a (mod. p), ou en d'autres termes de ce 

que 1 est un non-résidu de — classe. 

Pour le cas particulier de Q=»g\r", g étant un uon-résidu de pre-
mière classe, et par conséquent gk un non-résidu de k"mr

 classe, on 
aura évidemment 

Q*=I, Q'=Q"=Q"'. · .=Qi*-,)=Qt*",",).. .=Q("_,)=o, 

En sorte que l'équation (6) deviendra dans la supposition de... 
Π=Ρ—Q=P — g^x" ~ 0 (mod. p), 

(7) π° = ρ· 4-ίρ — t)pw 

d'où l'on tire 

(8) F--ho—om 
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On parviendra au môme résultat pour Π = Ρ-j-g^x" ~ ο (mod. ρ), 
si h est pair, mais si h est impair, il faudra changer Pw en 

pO-"). 

Les formules précédentes ramènent tous les cas à ceux de Α = ι et 
A.s= a, c'est-à-dire à ceux de une et deux inconnues, précédemment 
traités ; car si l'on prend d'abord la congruence 

a,χ",' + 4-. ..+ akxT ~ (mod. ρ), 

il suffira de poser et 'e!i nombres de solutions pour des 
congruences contenant l'une f inconnues et l'autre g inconnues 

a
t
x, -f-... +dfxy = A, —,xj+,—... — a

k
x? = A (mod. ρ) 

donnera le nombre de solutions d'une congruence contenant f-\-g 
inconnues, savoir de 

α,χΤ-h + . · .+ a
h
x^~o (mod./>). 

Ensuite, par la formule (8), on passera du cas de la congruence 
α,χ',"-!-.. .4- a

t
x'"— a

k
+,x?+, =o (mod. ρ), au cas de la congruence 

a,χ'" + · · .+ a
k
xT = a

k
__, (mod. ρ). 

Nous allons donner des exemples de ces calculs. 

V. 

Formules générales pour le nombre de solutions de la congruence 
a,χ] 4- a

%
x] · ·+ a

k
x\ = «,+l(mod. p — 2Λ4- i). 

Examinons le cas de a
k
+

y
 = o, auquel les autres se ramènent, 

comme nous venons de le voir. 
La congruence a,x\ 4-· · ·4* α*χ1 = ο (mod. ρ) se réduit ainsi qu'il 

suit à une forme plus simple. 
i°. Tous les termes tels que a^c* dont le coefficient at est un résidu 

quadratique de ρ, pourront être remplacés par d'autres termes, tels 
que /?. En effet, soit fli^g^mod. p) et gx, —y, (mod./)), il en 
résultera a,x] ~y) (mod. p). 
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20. Tous les termes tels que afxy dont le coefficient a{ est un non-
résidu quadratique, étant passés dans le second membre, quand — 1 
sera non-résidu quadratique, ce qui arrive pour ρ de forme 49— '» 
la congruence prendra la forme 

y.-hr'-l·- - H-z'-f-.. .-f-z'i (mod. ρ). 

3*. Mais si —» 1 est résidu quadratique, ce qui arrive pour.. . 
ρ = 4q + 1 , —af sera non-résidu: quadratique aussi bien que af, 
dans ce cas η étant un non-résidu quadratique déterminé, on posera 
— α/ — nz* (mod. ρ) ou (nz)4 = — api (mod.p), ce qui est possible ; 
et la congruence prendra la forme 

7' H-Jl H 4-J/ = n(z\ + s"-j z}) (mod. ρ). 

Si tous les coefficients sont de même espèce résidus ou non-résidus 
quadratiques, la congruence devient 

y\ 4-y\ 4-· · ·-f·ι\ == ο (mod.p) 

qui est un cas particulier des précédentes. 
Pour le cas de la congruence γ\ -f-yl 4~· · ·4* fl ̂  # (mod. ρ), 

nous représenterons le nombre de solutions par Nj, N,, Ni selon que 
l'on aura a = o (mod. ρ), ou que a sera résidu quadratique, ou enfin 
non-résidu quadratique. Si la congruence au lieu d'être du second de-
gré était du m""", le nombre de solutions serait Nî pour « = o(mod. ρ) ; 

pour a résidu dew"1"' puissance; Ni pour a congru à un non-résidu 
de première classe, Ni pour a congru à un non-résidu de deuxième 
classe, et ainsi de suite jusqu'à Ni""'11 pour a non-résidu de (m — i)'*"" 
classe. Ici l'indice inférieur est indispensable pour marquer le nombre 
des inconnues. 

Dans le cas de m= 2, objet de ce numéro, quand les nombres 
Nï, Ni, Ni seront déterminés, le problème sera résolu , par la propo-
sition suivante dont la vérité s'aperçoit immédiatement. 

Le nombre de solutions de la congruence 
7' H- rl-l·- · '7f— 2H~· •-•4-3? (mod. ρ — 2^-f-1) est égal à 

N?N°4- ΗΝ,Ν, + Ν^Ν:). 
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Celui de la congruencey\+y\+· ■ .jrj~n(z].,.+«') (mod./J=2A-f"0 
où η est un non-résidu quadratique est égal à 

N/^-M^N; 4-N;N,). 

Ensuite pour le cas ou l'on n'aurait pas a
kJrX

 =o, soient 

P„ le nombre de solutions de a
x
x\-\-a

%
x\ +· · =O (niod.^), 

Π
0
 le nombre de solutions de la congruence 

a,x)-h.. .-ba
k
xl—a

t+t
x'=ο (mod.ρ), 

Le nombre de solutions de a,x\ -f-.. .-\-a
k
x\=a

k
+

t
 (mod. ρ), 

sera , comme il suit de la formule (8). 

La recherche est donc ramenée à trouver le nombre de solutions de 
la congruence 

+ Λ·! -f-· · ··+" Je* = « (mod./*). 

Voici d'abord deux relations qui serviront à simplifier les calculs. 
THÉORÈME. Quelque soit le module premier /7=2^+1, on a toujours 

(9) N; -f- A(Nt -1- N/) = 

DÉMONSTRATION. Cela se voit de suite en substituant dans.... 
Ρ = x]-\-xlx\, au lieu de x,, x

t
,...x

k
, chacun des arrange-

ments A à A des ρ nombres ο, 1, 2,.. .(/>—1). De ces arrangements 
il y en aura Nî qui donneront P=o (mod.p) à un résidu quadra-
tique déterminé, a par exemple, il en aura encore N» qui donneront 
Ρ=ajr%, quel que soit y. Ainsi comme il y a A résidus quadratiques, 
il y aura AN

S arrangements qui donneront P = à un résidu quadra-
tique. De même ii y aura AN'* arrangements qui donneront Ρ congru 
à un non-résidu quadratique; or il faut avoir P=o, à un résidu ou à 
un non résidu quadratiques, d'ailleurs le nombre total des arrange-
ments A: à A est égal à pk, on aura donc NîH-AfJV. 4-Ν'»)== ρχ. Ce 
qu'il fallait démontrer. 

THÉORÈME. Si le module ρ est de forme 4*7 -F- 1 , on aura 

(10) N;=I-KP—..4-N,+N,)= I-HP— 
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et si p est de forme kq — τ, on aura 

(") i+(P — .)(NL-H-· · ·H-N'.-f-N',)= 1 +(ρ— ι ) 2N/_,. 

DÉMONSTRATION. En effet, dans le premier cas, on a par la formule 
(7) N;=N;_

I
-+-(p—i)N»_,. Pareillement Nj_

I

=NÏ_
J
+(/>—i)N,_. 

et ainsi de suite jusqu'à N° = N° -f- (ρ — i)N, : ajoutant ces équations 
membre à membre et remarquant que l'on a N; ES Ι , on trouve de 
suite la formule (10). 

La formule (11) se tire de même de l'équation 

Nï = NLI-M/>— 0N»—· 

Les formules (9), (10) et (11), pour le cas de la congruence 

x? -Ι-ΛΓΓ+· · · + ·£*" = rt(mod./>=: hm «-f- 1). 

se changent en 

(12) m + λ(Ν
4
+Ν; -K..+ Nr°) = P\ 

(i3) N* = I -f- (p— 0ΣΝ,_. pour h pair, 

04) Ν* = 1 -f- (ρ— i)2N,I, pour h impair 

La démonstration est absolument la même. 
Si l'on voulait exclure les solutions renfermant des inconnues égales 

à zéro, il faudrait remplacer les équations (12), (i3) et (14) par 

(i5) Nî ·+- A(N, + N; +... -f Njr-'O — (p — I )», 

(16) Νï — (p — 0 N»_, pour h pair, 

07) Ν° = (/>—pour h impair. 

La démonstration est presque la même. 
Venons-en aux formules générales pour le nombre de solutions de 

la congruence χ' -f-·.. -f- x\ ~ α (mod. ρ). 
D'abord la congruence (3) donne immédiatement ce théorème déjà 

démontré par M. Libri. 

THÉORÈME. Le nombre de solutions de la congruence 
Tome II. — AOÛT 1837. 35 
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a,x]~f- a
t
x\ = a

s
 (mod./?) est ρ— ι si —a

t
a, est résidu quadratique, 

P.t p+u si — a,a
t
 est non résidu. 

DÉMONSTRATION. Mettons la congruence sous la forme..., 
(α,χ,γ — (—a,a

t
) x\ = a,a

s
(mod. ρ), ou y\—ay\ = b (mod. ρ) : la 

congruence (3) devient — S, = as(mod./;), ou bien S, = —(—α,α^)" 
(mod. ρ) ou S,=sp ι (mod./;), selon que —a,a

t
 est résidu, ou non 

résidu quadratique. De plus, on a S, < 2ρ 'et pair, il faut donc poser 
S
t
~pzpi. Pour le cas de a,=za

t
— i, —a,a

t
= — i, il y a 

donc ρ—ι solutions, si pzzz^q-j-i, et ρ-}-ι, si /> = 4</—1 > car 

dans le premier cas, —« est résidu, et dans le second, il est non ré-
sidu quadratique. 

Dans le cas de a3=o, ou de la congruence a,x\-\-a
%
x\^o{moà. ρ), 

il y a 1-4-2 (/>—1) solutions si —a,a
t
 est résidu quadratique, et 

seulement 1 , si — a,a% est non résidu. 
Cette proposition est un cas particulier d'une plus générale dé-

montrée au commencement de l'article III. 
Voici maintenant la proposition générale : 

THÉORÈME. On a. pour k nombre impair , 

rN; = «*-, 

(.8) 
p—ι i—1 

Ν, = pk~> 4- (—1) « ' T~
m/)

 y
 f 

F—I A— I *—» 

Ν; = />*- — (—ι) « •~r.p~r
t 

et pour k pair, on a 

('θ) 
N; = /-4- (— 1) » •ϊ.ΐρ—ή pi 

f—l k k 
N, = N( = p*—— (— 1) » 'i.p·* 

DEMONSTRATION. De la congruence x'+x' 4-. . .-i-xi~a(mod.p), 
nous tirerons les deux suivantes : 

i») 1«+^·»+.·"*-«*·.. , J (mod./.). 

<|UÎ n'en font qu'une. Nous égalerons leurs nombres de solutions; de 
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là nous tirerons N» ou Ν*, d'où il sera facile de déduire N°, et ensuite 
N; ou IN*. 

Premier cas. p=z 4<jr+ 1 et a résidu quadratique. La première des 
congruences (20) a parla formule (7) un nombre de solutions égal à 

Nî -|- (ρ — I)N
4

. 

La deuxième des congruences (20) deviendra en posant 

P = ̂ -t-^+,..4.^_„ Q = a^+I~ P~Q(mod./>). 

Si l'on représente par P% Q° les nombres de solutions des congruences 
P = o, Q = ο (mod. ρ) ; par Ρ et Q les nombres de solutions des 
congruences Ρ s à un résidu et Q~à un résidu, suivant le mo-
dule ρ ; et enfin par P* et Q' les nombres de solutions des congruences 
Ρ ̂  à un non-résidu, Q= à un non-résidu pour le module p, le 
nombre de solutions de la congruence P==Q (mod. ρ), sera 

P°Q° + h (PQ -f- P'Q'j ; 

mais d'après les notations convenues, 

P„ = Nï_,, P = N4_., P' = 

et d'après les théorèmes qui donnent le nombre de solutions de 
ax\ — x\~b (mod. p). 

Qe = 1 + 2(p — 1), Q = p — 1, Q' = p — 1 , 

car — αχ — ι — a est résidu quadratique. 
Le nombre de solutions de la congruence P = Q(mod. p), devient 

donc 

[» + 2(p— ■+* k[(p—I,N,_, -h(p — I)N;_O, 

égalant ce nombre à N? —|-(p — i)N» et simplifiant au moyen des 
équations (9) et (10). , on aura , à cause de 

ΣΝ, = N. -{- N._, +.. .-f- N, -f- N,, 
l'équation ΣΝ, = -f. pk-~' + 1, 

pareillement, 

ΣΝ,_, = p2N,_, + p*- + » , 
35 . 
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d'où 

N» == /?N,_. ■+■ pk— — pk", 

qui revient à 

(21) N, - /,*-■ = p(Ni_. - /)*-»). 

Cette équation montre que les quantités N,—-ι , N,—p, Ns—p", etc. 
forment une série récurrente dont l'échelle de relation est ο, p. 

Soit en général A, Β l'échelle de relation d'une série récurrente : si 
l'on veut que ax" -f- by" soit le terme de rang «-f-1 » " faudra 
poser 

ax* -f~ by" = A(ax*~l + by"~') + Β(ax"~" -f- by*~') . 

qui peut s'écrire 

ax"~% (x* —■ λχ + B) + by"~"(y" — Aγ — Β) = ο , 

à laquelle on satisfera en prenant pour χ et/ les racines de... 
ca — Az — Bs=o. Puis il faudra déterminer a et b, de maniéré 
que ax° ·+■ by' et ax -f- by soient respectivement égaux aux deux 
premiers termes. Dans le cas préseut on a 

A = o, B = ̂ , z" — p, d'où x=\/p, y — — \/p: 

de plus, 

!•/— V-P-zl. h — \üt±i 

Les équations qui déterminent a et b sont donc 

a -f- b = ι, (a — b) j/ ρ — — ι, 

d ou l'on tire 

a = ¥P=l, b = ^-p, 

et par conséquent, 

^fVpr'+^weY-·, 
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ou bien encore, 

(2a) Ni — />*-' = i (Vp—i) Cl/p)*~* — i{Vp 4-0 (— Vpf~%-

Ce qui donne pour k nombre pair, 
k 

N
s
 = pk— —~ρ·* ', 

et pour k nombre impair, 
k—l 

Ν» = ρ*— 4- ρ 1 . 

On aurait pu obtenir ces deux équations par de simples éliminations 
et sans recourir aux séries récurrentes, car la valeur de N» dépend de 
celle de N»_,, celle-ci s'obtient au moyen de N

A
_

4
 et ainsi de suite , 

jusqu'à ce qu'on parvienne à N
a
 et N, dont les valeurs sont connues ; 

dans ce calcul, il faut traiter séparément le cas de k pair et celui de 
k impair. 

Au moyen des valeurs trouvées pour N», l'équation 

N? = t -f-(ρ — ι) (N»_, 4"N»_,4-,..+ Ν,-f- Ν,), 

donnera pour k impair; 
N? = p*-\ 

et pour k pair, 
k 

Ν; = ρ1-' + (/' — 0 -p*"'· 

Deuxième cas. Ρ = 49 + 1 et a non-résidu. 
Pour k impair l'équation Nj — h (Ν» -+- N»') s p*, donne 

Ν» + N,' = ^—5 = a ρ*-', d'où l'on tire N; = ap4——N„ 

ou bien 
k—χ 

Ni = p*-' — ρ 1 -
Pour k pair, on a 

NH-N; = aEP*—ρ*-1—(ρ— 1 )p* ' D:(p— i)=a(p*—~pft ')=2N; , 
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d'où 
N; = N». 

Troisième cas. Ρ s=4?—1 et a non-résidu quadratique. 

Les nombres de solutions de deux congruences (ao), sont ici en 
vertu de Q°— ι, Q=Q'=/>-f- ι, égaux respectivement à 

N?+^P—ON; , N?_, -H [(/> + (p+ 

égalant ces deux nombres, il vient 

2N;=-p2N;_a4-^-; 0'-'- 0; 

pareillement 

2Ν;_,=~Ρ2Ν;_
3
+^7 (/"-1), 

d'où 
n; 5= — pNi_, 4-/>*— + pk~%, 

ce qui revient a 

(a3) N — p*-« ss=— p(N;_
a
— p*~s). 

Cette équation traitée comme l'équation (ai^T donnera 

(a4) N;-./-■= \ ( ν-,Η-'Χ»/-/>)*"·+i(- V-p+iX-i/-pY-' ; 

car il faut remarquer qu'on a ici Ni — ι = — ι et Ni — ρ = ι, 
puisque Ni = ο, Ni =p -f-1 ; de là résulte 

__ — V—p+t , j/~p + i 
iV—P *V—p 

Pour k nombre impair l'équation (24) donne 

N; = />*-- (—p) »', 

et pour k nombre pair, elle donne au contraire, 

Ni = P*-' -H— pi ' 
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Oq pouvait obtenir ces valeurs de N* par de simples éliminations. 
L'équation Njsss 1-f-(p—i)2N\_, donnera, comme plus haut, 

pour k impair, 
Ni = pk~>, 

et pour k pair, 
k 

Nj. = pk~' — (ρ — i)p1 

Quatrième cas. ρ = 4? — 1 et a résidu quadratique. L'équation 

N, -+-^~ (N
A
 4- N'

(
) 5= pk donne encore pour k impair 

A—R 

= 2//-', d'où Ν
k
—pk~l -f-(—p) a , et pour k pair N»-f-N'»=2N

A
_, 

d'où N'
A
 = N

A
. 

/*—1 

Si l'on remarque maintenant que l'on a(— 1) 4 = + i pour... 
p—' 

ρ = 4? + ι et (— 1 ) 4 = — 1 pour p — 47 — 1 , on aura les résul-
tats de l'énoncé. 

Les formules (22) et (24) se déduisent avec la plus grande facilité 
d'une formule très générale et très remarquable donnée par M. Libri, 
dans son mémoire sur la Théorie des Nombres . nous reviendrons 
plus loin sur cette formule. 

VI. 

Nombre de solutions de la congruence .......... 
a,x\ + a

t
x\ ~ a

3 (mod. yy == 5Λ -4- 1 ). 

i°. Si a3 — o, il y aura, comme on l'a vu, τ ou i-f-5 (p— 
solutions selon que — α

Λ
α\ sera résidu ou non résidu cubique f 11 rj. 

2°. Dans le cas général, nous ramènerons la congruence précédente 
à la forme j\ — ay\ = b (mod. ρ == 3A + 1). Ici, en posant 

2 h {ih— 1 ) (2 h —{h1) _ 
1.2 3 h . -

la congruence (3) donnera 



376 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

(a5) — S, — ak ■+■ a®* -t- Qa*ô4 (mod. ρ = 5A -f- ι ). 

Comme h est pair, on voit que les signes de a et b venant a changer, 
S, n'en conservera pas moins la même valeur. Comme a* et bk, selon 
les valeurs particulières de a et de b, peuvent prendre trois valeurs, 
qui sont les racines de la congruence ζ3 = J (mod. ρ), savoir ι, r, 
et r* en représentant par r une racine primitive de ζ* = ι (mod. ρ j, 
ou ce qui est la même chose dans le cas présent, où il y a deux 
racines primitives, une des racines de z* -f- ζ -f- ι = ο (mod. ρ), .ou 
encore de (az-f- ι)*=—3 (mod. ρ). On voit de suite que la con-
gruence^! — ay\ — b (mod. ρ) peut présenter neuf cas correspon-
dants aux neuf combinaisons des trois valeurs de ak et des trois 
valeurs de bk. Soit donc un a non-résidu cubique de première classe , 
nous aurons les neuf congruences suivantes à côté desquelles sont 
inscrits les nombres de solutions, représentés par les lettres A, B, C, 
différemment accentuées. 

j ;~-jr:^i(inod.p) Aeol. 
i r 
f i 

j'J—ay\zsHmoà.p) A'sol. 
y3—aj\msa B' 
y\—ajr]m;a% C 

Vy I * UV I» I tlOlIUll * 
f3—a'j-\aea B" 
h 

Si l'on substitue dans la congruence (a5) les valeurs de ak et «·*, 
qui sont r et r*, on obtiendra, au moyen de la relation ι -f-r-f-r*=o 
(mod. ρ), les congruences 

A == — a — Q, A'== ι — Qr, A" = ι — Qr* (mod. Pif 
R = — a — Qr, B' = Ï — Qr*, B'=i-Q, 
C = _ 2 — Qr·, C'=r-Q, C = ι — Qr, 

d'où l'on déduira facilement les congruences 

(*6) A -f- 3 = C' sas Β" = ι — Q ι mod. ρ =? 3A -f- ι ), 
B+ 5 = A'5=C'= ι — Qr, 
C -f 5=Β'-Α"~ι — Q^. 

Par exemple, la congruence (a5) donnant A -f- 3 = i — Q (mod. ρ) 
et C'=i—Q (mod.ρ), comme A et C" sont moindres que 3ρ et 
que A -t- 3 et C sont divisibles par 3 , il en résultera que la différence 
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A 4-3—C' sera divisible par 3p, d'où suit nécessairement A+ 3 = 0', 
et ainsi des autres congruences. 

Les congruences (26) donneront immédiatement A, B, C, A', B',C, 
A*,.B*, C*, quand on aura déterminé Q et r. Pour déterminer r on a la 
congruence (ar -f- 1)* = — 3 (mod. ρ) 

ou r ΞΞΞ ( mod. ρ). 

Nous donnerons plus bas la manière de calculer presque à la fois 
r et Q, ou plutôt le reste de Q divisé par p. 

Les congruences (26) donnent par addition 

9 H-A + Β -f- C = A' -H B' +C' = A" + B" 4- C"== 3 (mod. ρ), 

ce qui résulte encore de l'équation 

9 + A + B4-C = A' + B' + C' = A"4-B" + C"=s5(/>H-i), 

qui est une conséquence immédiate des équations 

I + 5(»-i)+ h (A ■+■ Β + C) = />·, 
1 4. h (A' 4- B' 4- C') = p\ 
1 4- h (A· 4- B' 4- C") = p', 

qui se prouvent précisément comme l'équation 

N° 4- Λ(Ν,4- N( 4- NI) = />·. 

On a donc entre A', B', C' la relation 

(27) A'4-B'4-C' = 5(/»4-i). 

Les deux autres équations qui donneraient A4-B4-C et A"4-B"-f-C", 
résulteraient de (26) et de (27); de sorte qu'il est inutile de les écrire. 

On peut trouver entre A', B', C' une autre relation qui conduira à 
la valeur du reste de Q divisé par p; mais pour les cas particuliers où 
ρ sera un petit nombre, il sera plus court de calculer le reste de Q au 

lü-J- n 

Soit la congruence .r? — ax\ =ji — a'jl (mod. p) où a est un 
TONIF II. — AOUI 1837. 36 
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non-résidu cubique de première classe, la formule (6) donnera pour 
le nombre de ses solutions 

r + h ( A'A" + B'B" 4- C'C ), 

ou d'après les équations (26) , 

r + A(A'B' + B'C' + A'C'). 

Mais si l'on écrit la congruence précédente sous la forme x\ —jr\ = a 
(x\ — a/') (mod. ρ), la formule (6) donnera pour le nombre de ses 
solutions 

ι -f* '3 1 ) H" ̂  (AG' 4 BA' -j- CB') ,· 

nombre qui, par le moyen des équations (26), devient 

, 4. 5 (ρ-1 ) + h (Α'· + ff· 4- C") — (ρ-1 ) (A' + B'+C'); 

égalant ces deux valeurs du même nombre, on a 

A'B' 4- A'C' 4- B'C' = A'· 4- B'» 4- C'· — 5 ( A' 4- B'+C' ) 4- 9, 

d'où, en simplifiant au moyen de l'équation (27), on tire 

A'B' 4- A'C' 4- B'C' = 3 (p· -h ρ 4- 1 ). 

Si l'on pose A' — B' = gu, u sera nécessairement entier, et à cause 
de A'4-B' = 3(p4- v)—C', on aura 

A' =7 [3 (P+ 0 — C' 4J"9«], B' = J[3 (p4- 0— C' — 9«). 

Sul>stituant dans A'B'4-A'C'4"B'C', on trouvera, réduction faite, 

(28) (C'—ρ — ι)· 4- 27«' = 4p. 

Soit 4" 4* 2
7

M* =5 4P> où L et M sont positifs, cette équation n'aura 
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qu'une solution (*) ; au moyen d'une table de carrés, il sera très facile 
de déterminer L et M par voie d'exclusion. Ce calcul fait, on posera 

C'—p— ι — rfc L et η — M, d'où A' —B'ssdfcgM. 

La première équation donne C' = ρ + ι L ; et comme C' doit 
être divisible par 3, le signe de L sera déterminé, il faudra poser 
=fcL = 3/+i=3A — 2; en donnant à Ζ et λ le signe convenable, 
il en résultera C' = 3(ù +λ), et paroonséquent 

(29) A + 5 = C' = Β' = 3(A + A), 

^ + 5 = A'==CI’ = 5 (A+i-^±My, 

t + 5 = B' = A' = 5(a+,-^^). 

Si l'on compare la première de ces équations avec la première des 
congruences (26), il en résultera χ — Q — 3( Λ -j- λ) = 3Λ -{- 2 =b L 
(mod. ρ), ou bien — Qs^L (mod. ρ): on a donc ce théorème qui 
est dû à M. Jacobi. 

THÉORÈME. Le coefficient — ~~Γ~\—étant divisé par ρ 

donne un reste ( < ̂  ) toujours égal à L sous la relation.... 

L*-f-27M = 4p> en prenant L, positif ou négatif, de la forme 
3/+x. 

( J. de M. Crelle, tome 2. De residuis cubicis commentatio 
numerosa ). 

Quant au signe de M, il reste nécessairement ambigu dans les équa-

(*) Voici comment le prouve M. Gauss. Soit s'il est possible une nouvelle so-
lution Z/a -f- 27Jf " = 4Ρ > on obtiendrait 

i". (LL' — 27 MM)* + + L'M) = 16 p\ 
2». (LL' + 27 MM) + 2n(LM — L'M) = 16/Λ 

3°. (LM' + L'M) (LM· — L'M) = 4p' (M" — M"). 

La 3* équation montre que le nombre premier p, divise un des nombres 
LM' -H L'M, LM'—LM', tandis que la première et la deuxième font voir que 
chacun de ces nombres est moindre que p. Donc, etc 

36 
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tions (29), parce qu'il dépend' de la valeur de r, racine primitive de 
ζ3 = 1 (mod. ρ), et que cette congruence a deux racines primitives 

' ^—-(mod. ρ). L'équation A' — B'= =fc9M revient à 

—(2r+i)Q==fcgM (mod. ρ) qui se réduit à L*-f-a7M*=o(mod. p). 
Cette dernière congruence, qui se tire immédiatement de l'équation 

L* -f· 27M*=4P ? donnera très facilement la valeur de ρ, car on en 
tire L = 3M\/ — 3 (mod. ρ), ou, si l'on veut, 9M — L y/ — 3 
(mod. p). Cette dernière congruence revient à — (ar-f- i)Q —=±=oM 
(mod. ρ). 

Les valeurs de A, B, C, A', B', C'f A", B", C", pourraient conduire 
à des formules générales pour le cas d'un nombre quelconque d'in-
connues, et l'on obtiendrait encore, pour le cas principal, des séries 
récurrentes dont l'échelle de relation aurait trois termes; mais les 
calculs seraient assez longs. Nous donnerons pins loin la formule de 
M. Libri, qui ne présente point cet inconvénient, et qui deviendra 
très facilement applicable au moyen des propositions précédentes. 

VU. 

Nombre de solutions de la congruence . 
+ (mod. ρ ■+· 1 ). 

Nous traiterons ici le cas de la congruencej*·,4 — aj\ ~ b (mod. p
jt 

auquel les autres se ramènent. Les formules générales seront données 
à la fin du paragraphe. 

Le nombre S, des solutions de la congruence précédente est déter-
miné complètement par la congruence (3), qui devient ici 

—S
a
=a4+(al4+^£4û4)Ya*ibi-\-~a''b%k (mod. ρ). 

Or, A
3
 — (—ι)4 A,(mod.ρ), on aura donc pour h pair, et en posant 

aA(aA-i)...(A+i) Λ 
ι. a h 

(3o) — S
a
=a/1-+-a,4-f-aJ'' + Qe4i4(i-f-a''-f-iA) (mod. ρ), 
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et pour h impair 

(50 —S
1
~ah-\-ati-+-an + QaKbi(i — ah — bh) (mod. p). 

Les valeurs de ah, bh, et de leurs puissances, quelles que soient les 
valeurs de a et b, sont les racines de la congruence ζ4 — ι (mod. ρ), 
savoir, 1, r, r*, r3, en représentant par rune racine primitive de la 
congruence z*= 1 (mod. ρ), ou, c:e qui est la même chose dans le 
cas présent, où il y a deux racines primitives, r satisfait à la con-
gruence 2' -f- 1 = ο (mod. ρ). 

Ainsi la suite 1, r, r", r3 pourra être remplacée par 1, r, — 1, — r. 
Quand on connaîtra r et le reste de Q divisé par p, on pourra em-

ployer les formules (3o) et (Si); mais comme le calcul direct du reste 
de Q est fort long, et même impraticable quand p est un grand 
nombre, nous démontrerons plus loin un théorème de M. Gauss, qui 
déterminera très expéditivement le reste de Q, au moyen de l'équation 
L* -I-4M* = p, qui donnera aussi la racine primitive r. 

Premier cas. h = 2J1', p = 8k' + 1. 

Si l'on représente par a un non-résidu biquadratique de première 
classe, la congruence ji — a/i = b (mod. p) sera susceptible de seize 
formes, dont nous écrirons le tableau avec les nombres correspon-
dants de solutions, représentés par les lettres A, B, C, D, différem-
ment accentuées. 

JÎ—tf=3i, A; jr\—aj*=z 1, A'; j4—a'yi=i, A"; ν 
f*-a'yi= 1 ,A">. 1 

Jrî—fhza, B; f—ay4~a, B'; Β", I 
y*—» y *==***f. m f. X 

»; B'; r,~n'r*==a, b" ; f 
fi—a3j*==a?, C'". 1 

γ\—/=as, D; fi—afi==a\D'·, f—n»ri==a3, D"; 
γ\—a3y^=a3,Dw. 

Substituant dans la formule (3o) les valeurs de axi, a?k, on aura, 
réductions faites, 
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A= —3—3Q, A'=i— (ar— i)Q, A"=i+Q,\ 
TV=T_n 

5—(2Γ—i)Q, B'=i+(2r-f-i)Q, B"=i—Q, / 

C=_5+Q, C=,_Q,' C»=.+Q, )(««^·Ρ=ν·+<> 
c=i—Q. 

D=—5-H>/H-i)Q, D'=i— Q, D"~I+Q, 1 
D"=i—(ar—i)Q, / 

d'où l'on tirera très facilement 

(32) A+ 4 = 1 — 3Q, \ 
Β + 4 = A' = D'" == 1 — (ar—i)Q, I 
C *4" 4 —■ A*s= C" == 1 4~ Q, >(mod. ρ = 4^ 4~ t}· 
D-f- 4=B' = A"' = , 4-f2r-4-,ÌO. I 
C'=D'= B"=D" =B"' = C'" ~ 1 — Q.J 

On trouve encore les équations 

16 + A + B + C4-D = A' + B' + C
/
 + D' = A' + B' + C"-F- D' 

— A'" H- B'" 4- C" + D'" = 4 (ρ +1 ), 

qui se prouvent tout-à-fait de même que l'équation 

ΝΪ+Λ(ν.+Ν; + Ν:+Ν;)=/>·. 
On aura donc, au moyen des équations (3a), les nouvelles équations 

(53) A + B+C + D = 4(/)-3), 
Β + D +2B"=4(/'— 1 ), 

C + B = 2 (/»— ι ). 

Les deux dernières conduisent à Β + D = aC. 
Si l'on pose C-— B" = i6u, Β ■— D = i6v, il s'ensuivra que η et ν 

seront entiers, et les équations (33) donneront 

B" = d — 1—8«, Β = p—1 -f- 8« ■+■ > A = ρ —· q — 34«, 
C — ρ — ι 4- 8«, D = ρ — ι 4- 8" — 8^· 

Or, il existe entre m et ν une équation indéterminée qui les fait con-
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naître sans ambiguïté (sauf celle du signe), par la raison qu'elle n'a 
qu'une solution ; c'est l'équation 

(34) ρ = (Ι 4- 4«)* + 4V*> 

que l'on obtient de la manière suivante : , 
Le nombre a étant un non-résidu biquadratique de première classe, 

la congruence — a%x\ ~ a(j\ — ay\) (mod. ρ) a, d'après la for-
mule (6) et les relations précédentes, un nombre de solutions repré-
senté par 

ι + h (AD' + B"A' + CD' D"C'). 

La même congruence, mise sous la forme x\ — aj\ = a\x\ — γ* ), a 
pour nombre de solutions 

!
 + iQh -j- h ( A'C + B'D -f- C'A -j-D'B); 

égalant ces deux valeurs du mèm ; nombre, on trouve 

B"(B"-f-C — A+ 8) = D1 + C(B — D), 

qui se réduit, par la substitution des valeurs de A, B, C, D, B'', à 
l'équation (34). 

On prouvera, comme dans l'article précédent, que l'équation 
L' + 4M* = /? n'a qu'une seule solution en nombres positifs, et en 
déterminant convenablement le signe de L, on pourra faire ' — 
± L. D'ailleurs on a C — B"= i6m= 2Q— 4 (mod. ρ), ou 
8m = Q — 2 (mod. ρ). Par conséquent l'on aura Q=±aL (mod. p = 
irenr r*P tiipfirpmp rìp IVI Cnncc 

Q = =fc L (mod. ρ). 

De là ce théorème de M Gauss : 

-■< La quantité τ —— (mod. ρ) est toujours égale a 

» =+= L Ç < m prenant /j=L· -f- 4M1 et ± L = 1 -f- 4 u. » 
Quant au signe de ν il dépend de r, qui se détermine paraM — 

L\/ — ι = Lr (mod. p)
t
 congruence qui revient à B — D= i6j>, ou 

du moins qui s'en déduit. 
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Les quantités A, B, C, D, etc., étant déterminées par ce qui pré-

cède, on calculera, par le moyen de la formule (6), le nombre de 
solutious pour toute autre congruence contenant plus de deux incon-
nues. Voici un seul exemple qui suffira pour que l'on puisse appliquer 
dans tous les cas la formule générale qui sera donnée plus loin. 

Pour trouver le nombre de solutions de la congruence 

x\ + 4- H- 1 ο (mod. ρ = φ -+·1 ) : 

Si l'on représente par Π® et P° les nombres de solutions des 
congruences Πs= χ\-^·χ^~\-χ\·^-χ?ΐ = ο el + 

(mod. ρ), la formule (8) donnera pour le nombre cherché - _
t
 -, 

Or xf[ -f- a/\ -f-xf = ο (mod. p = 8A'+ i), revenant à χ\ + χ\-
γ\ (mod. ρ), on aura 

P"= ι. [ i—{—4 (p—1)] +Α·4·Α = χ + 4(p—0 + (p—1)^· 

Quant à la valeur de Π*, en mettant x\ xi + xi ·\~ x\ = ο 
(mod. ρ) sous la forme χ* (mod. ρ), ce sera 

[ι + 4(ρ-0]'+^ (Α· + Β·Η-0· + Ό·). 

Le nombre cherché est donc 

4Î 1 H- 4 (ρ — Ο ] + A +B 4~C +D —A=p'-f-i7p-f-io4-56u-f-64«% 

par la substitution des valeurs de A, B, C, D. 
Les congruences (3a) montrent de suite que ce nombre est indé-

pendant de la racine primitive r. 

Deuxième cas. h = ah -j~ ι, ρ — 8« -f- 5. 

Dans ce cas la formule (3i) donne 

As—3+Q, 
B=—3—Q, 
C=—3-f-Q, 
D=—5—Q, 

A ~i—Q, 
B'=i—(ar—i)Q, 
C'=i+(ar-|-i)Q·, 
D'r=I—Q, 

A"=i+Q, 
b"==i-f-(2r-(-i)Q, 
C"=i—3Q, 
D = i—(2/'—i)Q, 

A'"ξι—Q, 1 
B'"==i—Q, 
C'"=I (2Γ I)Q,( 
D"'==I+(2M-l)Q.J 

(mon. p) 
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d'où l'on tire 

A 4" 4 s==' ̂  4" 4 ~ == 1 *4" Q » 
(55) B + 4 = D-h4s=A'=D'=A":=D"'= ι —Q, I 

B' = D" = C'n = ι — (ar — ») Q , /(mod. ο=8Λ'+5). 
C = B' = D"'== ι ·+·(»·+ i)Q, 
C"= ι — 5Q. 

On a de pins les équations 

(56) A" + B" + C" + D" « 4 (/» 4- » ), 
B" ·+■ D"4- aBw = 4 ( />4-1 )» 

A"4- B»'=Q(p+0, 

qui donnent les deux suivantes : 

A" H- C" = aB'", El" + D" as â A". 

Si l'on pose A"—B'" = 4«, D" — B"= i6p, on aura, comme il est 
facile de le voir, u et ν entiers, et de plus 

B"' = p-f->—iu, B" = f+i+a« — 8p, C" = p+i— 6uf 

A ' = ρ -f- I 4· 2U J D" ρ -(■ ι 4" 2U + 8v. 

Si l'on cherche, par le moyen de la formule (6), les nombres de 
solutions des congruences 

x*~axi==Si--aji, a*—yi==ct(.r;— yf) (mod./>=8A'4-5), 

qui reviennent à la même, et où le nombre α est un non-résidu 
biquadratique de première classe, on trouvera , en égalant ces 
nombres, 

I4-A(A"+B'M-C"4-DO=(I4-I6A)s+A(AB4-BC4-CD+DA), 

ou, réductions faites, 

(57) ρ = ϊί·4·4ν». 

Donc si l'on pose ρ s L* 4" 4M", L et M étant positifs, il faudra faire 
TmmU. — Αοοτ i®j. 3^ 
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m — d= L, en choisissant le signe de sorte que A" — ρ -f- ι ± aL. 
devienne multiple de 8. Il faut, pour cela, prendre d= L = ι + 4«'. 
On a encore ici A" — Β'" = 4« = 2Q (mod ρ), et par suite \ Q = L 
(mod. /7), comme dans le premier cas. 

Pour donner un exemple de l'application des formules (6) et (8J, 
nous chercherons le nombre de solutions de la congruence αή -f- x\. . 
4- xî-h 1 = 0 (mod. ρ = 84' + 5), nombre qu'il est nécessaire d'ob-
tenir pour pouvoir employer dans tous les cas la formule géuérale qui 
sera démontrée plus bas. Nous représenterons par Π la fonction 
ari-f-art -f- x% -f- x\) et par Ρ la fonction αή + .r* -f- xi. 

Le nombre cherché sera, d'après la formule (8), ——p. 

Si l'on écrit la congruence Π=ο (mod. ρ) sous la forme x\—(—ι)χί· . 
= (—1) [pâ

s
—(—1) Λ4] (mod. ρ), qui rentre dans la forme χή—a'x\.. 

= a*(d^—à'x^) (mod. ρ), on aura, pour le nombre de solutions, 

Π·=ι+Λ ( A"C" H- B"D" -f- C"A" 4- D"B"). 

Quant à la congruence P = o, ou xî+f-xi~—O$ (mod. ρ), elle a 
pour nombre de solutions P° = 1 4" 4^ C". 

Le nombre de solutions cherché sera donc 

—-— -~C' = ρ —ηρ 4- ι ο 4-56« 4-64«', 

par la substitution des valeurs de A", B", C", D*. 

Nous ferons observer, en terminant ici ces applications, que nous 
pourrons reprendre dans un autre mémoire pour le cas de m =5, 
que pour ce cas et celui de m = 6, c'est-à-dire pour ρ = 54 4- ι et 
ρ = 64 4-i, les formules qui donnent les nombres de solutions 
des congruences αχ* 4- by* +ku? = l (mod. ρ = 544- ι), 
αχ* -|-4/64- 4-4«® — / (mod =6Α4— ι ), renfermeraient les 
deux coefficients binomiaux 

aft.(2ft — 1) (4-1-t) 3ft.(3A—Q aft 
1. 2 h ' 1. 2 ft ' 

et comme leur détermination directe serait fort longue, et souvent 
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même impraticable, on ferait dépendre leur détermination de la ré-
solution de certaines équations indéterminées. Pareillement, pour 
p—qh-\~\,.. .ρ=8Α+ι, les formules contiendraient les trois coeffi-
cients binomiaux 

ih{ih—\)..(h+f) 3A.(3A—ι).. .(ah-^-ι) 4Λ.(4Λ—i)...(3A+0 
1. A ' 1. A ' 1. 2 h ' 

et ainsi de suite. 
Il se présente donc ici un problème important à résoudre, et dont 

voici l'énoncé : 

« Soient ρ = mh +1 et A, = 1. a... h, A, = (A-|-1 ) (A 2)... 
ah, As

=(nh+i) (aA-f-a) SA, · A
mi

=(rn—1) (Α + 0· · -mh ; 
on demande les valeurs de ~ , ~, ( mod. ρ), η étant — 

ou l'entier immédiatement supérieur; ou, s'il est possible, les valeurs 
de A,, A,.... .A» (mod. ρ), c'est-à-dire les restes de ces quantités 
divisées par ρ nombre premier. » 

Ce problème a été résolu dans quelques cas particuliers ; la solu-
tion générale serait fort utile pour la détermination des équations 
auxiliaires qui servent à l'abaissement de l'équation xp = ι ; c'est ce 
qu'on verra dans l'article suivant ; et elle ne serait pas moins utile 
pour l'établissement des lois de réciprocité dans la théorie des résidus 
de puissances, ainsi qu'on le montrera dans un autre paragraphe. 

VIII. 

Nombre de solutions de la congruence A„-f-A
1
.x'

1

m-f- A^x
%

m-\-
A,1" xk

m ~ ο (mod. ρ — hrn + ι ). 

Pour trouver le nombre de solutions d'une congruence φ(χ, xk. . . 
x

k
)—o{moâp) déterminé ainsi qu'il a été dit dans l'article premier, 

il suffit de chercher une fonction ψ (se,, x
%
..., χ

Λ
) qui se réduise à 

l'unité pour toute solution χ, = α,, jr. = , xkz=iak, et qui se 
réduise à zéro pour toute substitution χ, — ζ,, χ

Λ
 = £».. .xk = £λ, 

qui ne satisfait pas à la congruence φ (χ,, χ
Λ

. .., xk) = o (mod. ρ) 
la somme des valeurs dé 4 (λ\ , α·,. . .. x

K
) formées en mettant suc-

3
7
.. 
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cessirement, au lieu de x>, χ,..χ,, les p* arrangements k à k des 
nombres o, 1,3... ρ — ι, sera le nombre des solutions que nous 
représenterons par S,. 

Pour le cas de ρ nombre premier, en représentent par R une 
racine imaginaire quelconque de l'équation 7? = 1 , on sait que 

Β (i-4-R'4-R*i4-R,< + .. .-f-R^'*) devient 1 ou o, selon que le 

nombre entier i est divisible ou non divisible par p. 
On peut donc poser 

4.=^ (i-f-R·· -f R* +... -t-Rfr-'V). 

Pour abréger, on a écrit 4· et φ. au lieu de 4(χι> x·· · - j ■*·)· · 
P(x,, x...., x, ). De lli résulte 

(38) S» ̂  β Ζ ( ι -f- R·· -f- R*v* -f-.,. R^ 

la somme étant prise, par rapport λ χ,, depuis χ,=0 inclusivement 
jusqu'à χ, =p (exclusivement); par rapport à x», depuis x,=o jus-
qu'à x

a
=p, et ainsi des autres. 

Pour calculer plus facilement cette somme, représentons par f une 
racine primitive de ρ ou de af~' — 1 =0 (mod. ρ = hm1), et 
posons 

jr. = R'- +R" + *'"+ H-R*"", 

:r. = R'' + Rr" + R'"' +....+R""""', 

R. = R" + R'"' + R'— +...+R"-"·-, 

r. = R'" + R-"- + R'■**·+...+R-"""·, 

Jm-y — R + R ■+· R* +...4-R 

Ces m quantités seront nécessairement les racines d'une équation du 
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degré m, puisque si l'on remplace la racine R par une autre 
racine imaginaire, telle que R' , là suite, γ deviendra 

fi >/«+,· - · ,JT»—i » qui n'en diflëre que par l'ordre des termes. 
Appliquons la formule (58) à la congroeitoe 

A„-f Α,χ-4- A,x." 4- + A,χ,"· == ο (mod. p = hm 4- 1), 

ou plutôt à la congruence 

f 4- fxf 4- fx* H -+- f*x" = ο (mod. p = hrn-j- 1), 

puisque tout nombre entier est congru à une certaine puissance de la 
racine primitive f.

 > 

On voit de suite que la formule (58) donne 

pS» = p* 4- Σ R· 4- Σ R'« 4-... .4- Σ R**-* . 

Cherchons donc la valeur de 2R'*-, ou plutôt, en prenant pour le 
nombre entier positif i la puissance f qui lui est congrue suivant le 
module p, cherchons la valeur de Σ R'"»· Mettant pour φ. sa valeur, 
on trouve immédiatement 

X R'·* = R'"' ÏR'"""- IR-"" · XR^*·"·, 

chaque somme étant prise, comme on t'a dit, depuis zéro jusqu'à p. 
Or, si l'on met pour x, les nombres 1, a, 3, 4· · Ρ—l> Qu . 

f~y, X,1" donne, à l'ordre près , les termes p", f4", pris 
chacun m fois. 

Soit en effet x, = (mod. ρ = hm 4- · ), * ·*■ f étant tous deux 
moindres que m, il en résultera x,"== (mod. ρ)} or i peut 
prendre m valeurs ο, 1, 3.m—-1; le terme ff* se trouve donc 
répété m fois, et il en c t de même de f", f"", etc. 

Ayant donc égard à la valeur x, == o, on trouvera XRiV* ss 
14-*"/,, et par suite 

XR'"f = R'*+" («4-t»/»+0 (i+m/H·)· · 
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faisant successivement n = ο, ι, a...ρ— a, et ajoutant toutes les 
valeurs de 2R' *", ou trouve 

(39) i+my.) (i+?nj
f
) 

Ir.U'+nr.*,) ' +'"7i-e.)i I H-mr.».) ■ ■ ■ ( ■ +"V.~M 

&v»—.fl -t-wr.-»—.? (i +rny^m^) (i-fwr^—.). -
(1 +mjrf+m_,), 

où il faut ôter m des indices qui surpassent ce nombre. 
Examinons quelques cas particuliers. 
Soit d'abord 1 -f- jc,·" -f- xj" ... . + x

y
m = ο (mod. ρ — Λ/η -f-i), 

il faudra faire a=b = c... . = g=o. Si nous représentons le nombre 
de solutions par Ν», il viendra 

(40) piï^p'+ro (t+Wo)k+r, Ο-f .. .+.T—.(H 

formule due à M. Libri, qui la démoutre de même. 
Considérons encore la congruence 

. .-f-x4"= /* =— ft*T (mod ¡>z=hm-\-i ). 

Comme on doit ôter m des indices qui surpassent ce nombre, pour 
h pair on posera a —f, b = c,.. . = γ = ο , et la formule (3g) 
deviendra 

'40 PS* 
+//-. (1-+-/«-.)*· 

Mais, pour h impair, on fera b == c.. ■=§ = o, et la 
formule (3g) deviendra 

(43) pSy—p'+J/^ O-hmj,)" ( t + mj,y ■+■ 

îfe ( 1 •+" 

Ces formules nous serviront plus loin 
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La formule (40) donnant les équations 

pN, = ρ 4-r« (1 4- my
0

) -\-y
t
 (1 -f my, ) -h j. (1 + my, ) -μ .. 

-hr—» (1+^—)· 
pN

a
 = p1 +7. ( ι + "ÎT. )· + j, (i+mj,)* + j

a
 ( 1 -f mj

a
 )*+ 

¡6f .*• 
pN,ssr ρ3 -f y. (1 + my„y +y

t
 ( 1 + my, )s-f-r. (' + '"J.)3 -f 

+JK
m

— (ι + ζη/^,)'. 

pN
ra
_,=pm 'H^r.CH-wr.y^+r.O+ »*/,)" '■·· 

4-Jm— (l4-»4rm-.)m", 

auxquelles il faudra joindre 

0 = 1 -Kr.4-.r. ■+·./» H—·+-/»_,· 

On tirera de ees m équations les valeurs des m sommes 

ro+r.+· ··+!«,-,, fo'-hr.'-l·· · , ·.y
a

m-hy,m +jr
a

m.. .-hr:ι., 

et par les formules connues on en déduira les valeurs des coefficients 
de l'équation en y. C'est là le procédé employé par M. Libri pour le 
calcul de l'équation en y; il se trouve complété ici par le calcul des 
nombres Ν,, N,, Ns. .. , Nn^.,, qui se fait au moyeu des formules de 
l'article IV. 

Noue ferons remarquer ici que les coefficients N,, N
a

, N
m
_, seront 

uniquement fonctions de certains coefficients binomiaux, aussi bien 
que les coefficients de l'équation en y, car r doit disparaître du résultat 
qui ne peut rien contenir d'indéterminé. Les exemples du paragraphe 
suivant confirment cette remarque. 

La formule (40) qui ne contient que les fonctions 

7.-+-/.+ · · yo'-hyS-h- · ·+7,ΐ,,.. 'y
0

m-\-y,m-h· ■ -jr—, 

qui se déterminent très facilement au moyen des coefficients de 
l'équation en y, sans qu'il soit nécessaire de la résoudre, pourra 
toujours être employée dès qu'on aura trouvé l'équation en y. Mais 



jgs JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
il n'en est pas de même des formules (Sg), (4«) et (4a) ; les fonctions. 

7/R<>-H7>«.,/,4-·. ·-+7A-.7—· » 7/7.'4-7/+.7.'4- ■. .4-7/-. 7-. , «TE. 

qui entrent dans la formule (40? P*r exemple, ne sont point des 
fonctions symétriques qui puissent se déterminer rationnellement par 
le moyen de l'équation en y. Cependant elles ont une propriété 
commune avec la somme 7? 4-7? 4-7? 4-·. .7™!,, c'est de conserver 
la même valeur quand la racine imaginaire de x? = 1, qui a servi 
pour former les fonctions y

0
, y,..., y_, vient à changer. Ce qui 

tient à ce que ce changement augmentant tous les indices d'un même 
nombre, le g'-'terme, par exemple, devient le premier, le(g4-i)ie# 

le deuxième, le (g4-a)tm* le troisième, et ainsi de suite. Quand on 
aura calculé ces fonctions, qu'on pourrait appeler circulantes, on 
pourra faire usage des formules démontrées dans cet article, sans qu'il 
soit besoin de résoudre l'équation en y, en la ramenant à une équa-
tion à deux termes, ce qui serait fort long (*). 

(1) Les autre· paragraphes de ce mémoire forment, pour ainsi dire, autant de 
mémoires séparés que nous publierons dans ce Journal, des que l'auteur nous 
les aura fait parvenir. (J. Liooville. ) 


