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RECHERCHES SUR LES NOMBRES;

Par M. LEBESGUE,

Professeur-suppléant & la Faculté des Sciences de Grenoble

§ I Nombre de solutions de la congruence ax™=by™4=.. ~=kum=l
(mod. p==hm-~1). Le module étant supposé premier.

Quoique M. Libri ait déja donné une formule trés remarquable qui
détermine le nombre de solutions d’nne congruence quelconque, jai
cru devoir cependant reprendre la question en suivant une autre mar-
che, afin de ne pas supposer la résolution de I'équation =1, vou-
lant au contraire la déduire des formules de ce paragraphe,

I

Congruence conditionnelle & laquelle satisfait le nombre de solutions
d'une congruence algébrique et entiere f(x,, x.,...x,)=o(mod. p).

'On suppose ici que la {onction f(ax,, x,,...2.) qui renferme £ in-
connues est une somme de termes de la forme Ax"x!....x7, ou les
exposants sont des entiers positifs et le coefficient A un entier positif
ou négatif. De plus quand une inconnue manque dans un terme, on
I'y fait entrer avec V'exposant zéro.

Il est question seulement ici des solutions en nombres entiers posi-
tifs et moindres que le module, zéro n'étant pas excepté des valeurs
données aux inconnues. Voici comment on déterminerait les solutions
et leur nombre, si la grandeur du module ne rendait pas le calcul

impraticable. On arrangerait k 2 &, de toutes les maniéres possibles et
Tome L. — Juinrer 1837, ‘ 33
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sans cxclure la répétition d'un méme nombre, les p nombres. ..
0, 1,2,...(p==1); ce qui donuerait p* arrangements : les uns tels
que a,, a,,...a, donnant f(a,, ,,...2,)=o0(mod. p) seraient les
solutions et les seules solutions, puisque les autres arrangements tels
que B,, B,,...f. ne donneraient pas f(8,, B,,...R£.) = o(mod. p).
Le nombre de solutions ainsi délerminé peut étre représcaté par S,,
l'indice rappelant le nombre des inconnues que renferme la con-
gruence.

Quelquefois il est avantageux d’exclure zéro des valeurs données
aux inconnues : dans ce cas les solutions se trouvent parmi les (p—1)*
arrangements £ 4 k des p— i nombres 1,2, 3...(p—1). Ce nombre
de solutions peut étrc représenté par s,: il est en général moindre
que S,.

Ceci posé, voici la congruence conditionnclle a laquelle satistait le
nombre S, de solutions d'une congruence

S(x,, x,...0)=X,=o0(mod. p).

Tutoréme. Soit S, le nombre de solutions de la congruence
Sz, x,,...x)=o0(mod. p), si lon fait f(x,, Xey...2)=X, et
que lon suppose Xi—' = ZAxtxi....xf, on aura, en représentant
par ZA,,_,, la somme des coefficients des termes du développe-
ment de X;~, ot les inconnues entrent toutes (¢'est-a-dire en nombre k)
avec des exposants maultiples de p— 1 et plus grands que zéro,

(1) 8, = (—h)"*" 2A,_, (mod. p).

Demonstration. On substituera dans Xz~ pour z,, x,,...x, les
nombres qui résultent de chacun des p* arrangements £ 4 & des
nombres o, 1, 2,...(p—1).Pour chaque solution («,, 2,,...a,) on
trouvera X;' = o {mod p), puisque Ion aura X,=o(mod. p).
Pour toule autre substitution, on aura X;~'=1 (mod. p), puis-
que X, ne sera pasdivisible par p. La somme des résultats de ces subs-
titntions successives sera donc

=§ xo+4 (P —8§) x1 = — 8§, (mod. p).

D’un autre cdté, si l'on pose pour abréger
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o' 102" o (p— 1) = [a,

la somme exacte des valeurs de X' ou de ZAxfx®...x§ sera
ZAfafb...[g Onlevoit de suite en faisant d’abord les substitutions
pour x, et sommant,ce qui donne ZA fax!...x§; puis pourux, dansla -
somme précédente el sommant de nouveau, ce quidonne ZAfafb...xh;
et ainsi de suite jusqu'a ce qu'on trouve ZAfa [b... fg apres avoir fait
les substitutions pour les & inconnues, que 'on suppose toutes dans
chaque terme, ce qui introduit des sommes fo=p, dans les termes
ou des inconnues manquent. Or on a par des théorémes hien connous
Sa=o(mod. p), si a n’est pas multiplede p—1, et fa=p—r1==
— 1 (mod. p), si a est multiple de p— 1. D’aprés cela chaque terme
de ZA/afb.. fg sera==o0(mod. p), on == A (—1)* (mod. p), ce cas ayri~
vant et ne pouvant arriver que quand les exposants a, b,...g en nom- -
bre £ sont tous multiples de p— 1 et plus grands que zéro. Si pour
rappeler cette circonstance on représente le coefficient A de A (—1)*
par Ay, la somme des valeurs de X2 '=ZAxtxl...xf sera
donc

= ZAg_ (— 1) (mod. p),
mais elle est aussi
= — S, (mod. p), De la résulte —8, = (~—1)*ZA,,_, (mod. p),
ou encore ‘
S, =(—1)*2A,,_, (mod. p).

Comme il est dit dans I'énoncé. .
8i 'on exclut les solutions renfermant une ou plusieurs inconnues
égales a zéro, on trouvera tout-a-fait de méme la formule

(3) 8, = (—1)*1 — SA4_,] (mod. p)

ou 2A’,, ,, indique la somme des coefficients du développement de
Xz~ répondant 4 des termes dans lesquels les exposants des inconnues
sont tous multiples de p—1, sans ajouter cette restriction qu'ils
doivent étre plus grands que zéro. C'est pour rappeler cette circons-
tance que la lettre A a été accentuée.

33..
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La formule (2) est beaucoup moins commode pour les applications
que la formule (1), dout nous nous servirons principalement.

Quand il n'y aura qu'une ou deux inconnues, les congruences con-
ditionnelles (1) et (2) détermineront complétement S, et S,, ou s, et s .
Mais pour un plus grand nombre d’inconnues il faudra employer
une autre méthode. Car siles nombres S, et 5, deviennent plus grands
que le module, la congruence conditionnelle donnera pour §, et s,
une expression hp=-c ou ¢ sera un nombre déterminé moindre
que p, mais ol % restera indéterminé. M. Libri a déja donné des con-
gruences analogues a celles (1) et (2); mais, comme les précédentes,

elles ne sont qu'un premier pas vers la solution du probléme qui fait
Vobjet de ce paragraphe.

IL
Nombre de solutions de la congruence x*=a (mod. p=hm--1).

La congruence ax™ = b(mod. p == km -+ 1) se rameéne i.....
y"=A (mod. p) en faisant A= ba"* et y =ax(mod. p), puisque
Ion a @"x"=ba"""(niod. p); ou bien encore 4 2" = A (mod. p),
puisque, en posant ag=1, bg=A, l'on a agx"= bg(mod. p).
Comme dailleurs le nombre de solutions ue change pas, nous con-
-sidérerons directement Ja congruence x"=a (mod. p).

Ici X, == x"—a; et le terme général du développement de X,»~* est

—1.p—2...p—n —y__M 1.2.3...n.a°
£ pl-2...’ll (—a)"x"'(l"" )= p-,x-.z..'j...n
= a"z"¢=~% (mod. p ).

On rendra l'exposant de x multiple de p-1, en posant mn=(p-1)g;

et si d est le plus grand commun diviseur de m et de p— 1, n prendra

x""(’—'—') .

les valeurs o, 1 .1—)—:-! , 2.”-;—' , 5.’—’5—'— yoo.(d— t).P;'; de la, au

moyen de la formule (1), oii 'on fera k=1, on trouvera

W @t e,
(3) S,=14a" 4+a ° ...4a =-——(mod. p).
a
a

R R RTE R T TTE TRTET R 11 AR S LARRERR!
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Or,. évidemment, on ne peut avoir ni 8, = p, ni §, > p, donc
: =t
1°, §i 'on a a4 = 1(mod. p), il en résultera S, =d.
—1 .

2°. Si lon n'a pas @ 4 = 1 (mod. p), il en résultera s, =o.
Ce dernier cas résulte de ce que @’~' — 1 =0 (mod. p).

La condition de possabllxte de la congruence x*=a(mod. p) est
P—1

donc @ 4 = 1 (mod. p) et le nombre de ses solutions est d, ce nom-
bre représentant le plus grand commun diviseur de m et de p—1

La congruence x"== a(mod. p) n'ayant que d racines réelles, onla
ramenera i la forme x*= a'(mod. p=gd—+1) en posant....
mi = d (mod. p — 1), D’aprés cela on considére principalement le cas
de la congraence z"=a(mod. p:=hm-}-1), pour lequel d==m;

. _P‘:l
alors la condition de possibilité devient @ » == 1 (mod. p) et le

nombre de solutions est égal & m. Si I'on avait a==0 (mod p) il n’y
adrait qu'une solution, savoir x:=o. Quand la congruence.
x"==a (modp.) est possible, on dit que a est un résidu de m pms-
sance pour le module p; et particuli¢rement un résidu quadratique,
cubique, biquadratique, selon que m est égal a 2, 3 ou 4.
Voici les énoncés de quelques propositions qui serviroat plus loin.
Les résidus de m* puissance pour-le module p==mhk -1 sont les
p—1
racines de la congruence 2 ™ = 1 (mod. p). Ils sont en nombre

£=2 , et si Tun d'eux est représenté par a , la formule ay™ les contient

tous.

Les nombres qui ne sont pas résidus de m"™ puissance pour le
module p, sont nommés non—n‘sidus; ils sont en nombre..
¥4

p—r =t =

(m— 1), P -+ ils se subdivisent en 7 1 clas-

ses de E—m-' nombres chacune. VOlCl le prineipe de cette classification

importante : il est bon de le rappeler ici, & cause de I'usage continuel
que nous en ferons.

La congruence x"= 1(mod. p==&m +- 1), ayant pour racine un

certain nombre entier r, les nombres r, 1%, %,...r" = 1 (mod. p) sa-
tisferont tous a la congruence X"™==1 (mod p) Or sitona....
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m=awbécr... ou a, b, c... sontdes nombres premiers différents,

$ qu'il a—1 b—1 c—1 1
on a prouvé quil y a m.— . ——.——.... valeurs de r, telles

que les puissances successives 7', r*, 1% . ..r" seront toutes incongrues
suivant le module p, et formeront par conséquent la suite compléte
des racines de la congruence x™==1 (mod. p == hin +-1). Les racines
r qui jouissent de cette propriété sont dites primitives (*). D'apres cela
on classc les nombres 1, 2, 3...(p — 1), ainsi qu'il suit :

Soit r une racine primitive de x™ =1 (mod. p) et p une racine pri-
mitive de p ou de x*=' =1 (mod. p).

(*) Voici les énoncés de deux propositions qui prouvent l'existence des racines
primitives et qui en déterminent le nombre. '

Sé l'on représente par A,y Ms.... A, des nombres entiers ou des polynomes de
Sorme a 4 bx 4 ex* 4 ... fx*, etc. Si de plus U'on représente par P, le produit
des quantités A, A,... Ay, par P, le produit des plus grands communs diviseurs
des mémes quantités combindes 2 a 2, par Py le produit desplus grands communs
diviseurs des mémes quantités combinées 3 4 3, et ainsi de suite : le plus petit
nombre , ou le polynome de moindre degré divisible par A, A,, ... A; sera
P,.Pg. Py....

P PP

Si Pon supposem=a 'bgc". ceivee..(a, b, c... élant des nombres premicrs

= n ™
différents) et que Pon fasse A, =2z%—1, A,==x be1, Ag===x !‘_—l , cte.,
{a congruence qui donne les racines primitives de la congruence x™ m= 1 (mod. p)
" —1 b—1c—

sera == ’fz.l":ﬁs p‘ Ps:.. &=0: (mod.‘p) son degré m .ea—l.é—[;—l-.c - S
marquera le nombre des racines primitives.

Nous omettrons les démonstrations qui ne présentent aucune difficulté. Nous
pourrons revenir dans un autre mémoire sur la détermination des racines primi-
tives et la construction des tables qui résolvent la congruence z" &= a (mod. p),
comme les tables de logarithmes résolvent =™ =a. (V. les Recherches arithmé~-
tiques de M. Gauss.) Nous ajouterons seulement que la congruence précédente
s'élend aux racines primitives imaginaires de la congruence z™ = 1 (mod. p
==km —1). (V. De Residuis cubicis commeniaiio numerosa, J. de M. Crelle,
tome II.)

Pour la détermination de la congruence aux racines primitives, on peut con-
sulter les exercices mathématiques de M. Cauchy, année 1829. J'avais donné an-
térieurement la méme congruence dans le Bulletin du Nord, jouraal scientifique
et littéraire publié 4 Moscou.
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1%, Or aura r= p* (mod. p= hmn + 1).
Pt
2°. Les résidus de m'™ puissance ou les racines de x ™ == 1(mod.p)

seront p°, p™, ('™, . . . P4 ¢ lenr formule est y™.

5°. Les non résidus de premiére classe, ou les racines de.....

= r==p*(mod. p) seront les nombres p, (™*', p™*,. . . ph—rdmtr
leur formule est py™.

4°. Les non-résidus de dewxiéme classe, ou les racines de.. ..
x'==r*=p*(mod. p) seront les nombres p*, pm+2, . pn—sIm+s. Joyr
Jormule est o*y™.

be. En général, les non-résidus de g*™ classe, ou les racines
de la congruence x™=r¢=p" (mod. p), seront les nombres.. ...
Py e, .. (O mbe dont la formule est pry™

On emploie fréquemment les conséquences suivantes :

p—1
Pour le cas de ™ nombre pair, —1 sera résidu de m* puissance,

-1 . . .
pour le module p. Pour le cas de —p—m— nombre impair, ce qui ne peut

m\ieme
arriver que pour m pair, ~ 1 sera un nor-résidu de (’5) classe.

Le produit abed. . . sera résidu de m*™ classe pour le module Ps St
la somme des numéros de classe des facteurs non-résidus , est multiple
de m, ou de forme Km. Ce produit sera au contraire un non-résidu de

= classe, si la somme des numéros de classe des facteurs non-rési-
dus est de la forme Km--g.

Si a est un non-résidu de premiére classe, les nombres a*, a*,
as,...a"", seront des non-résidus de 1", 2°, 3%,... (m~=1)" clgsse
respectivement,

Quoiqu’il y ait de larbitraire dans le numérotage des classes de
non-résidus qui change avec la racine primitive p, cette classification
n’en est pas moins importante, ainsi que I'a prouvé M. Gauss par sa
résolution de 'équation x" == 1, ot il ne reste guére & faire que des
simplifications de calcul, qui n'entraient point dans le plan de son
ouvrage.
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I

Nombre de solutions de la congruence ax,” <4 a,x,”
= a;(mod. p=hm1).

Pour le cas de ay= o (mod. p); on a de suite ce théoreme :

*La congruence ax,"”-fa,x,;"=o0(mod.p) a une seule solution
(x, =0, x,=0), §i = a,a,""" est non-résidu de m'™ puissance, et
1 4=m(p—1) si —a,a™"" est résidu de m"™ puissance.

Pour le second cas les m( p—1) solutions autres que x,=o,, x,=0,
résultent de la résolution de z"= —a,x, " (mod. p), en posant
zx,=a,x, (mod. p).

La formule générale a,x,” 4 a,x,"=a;(mod. p) se ramene de suite
2 la formule particuli¢re 2" —ay"="5 (mod. p) en posant x=a,x,,
y=x, a=—a,a,""", b=a;a"~ (mod. p), cc qui ne change pas le
nombre de solutions, c'est donc cette derniére que nous allons consi-
dérer pour simplifier les calculs.

La congruence x™=ay™-=b(mod. p=rmm +1), a un nombre de
solutions muitiple de m et moindre que mp.

En effet, si l'on peut avoir ay"-+b=o(mod. p), cela aura lien
pour m valeurs de y, & chacune desquelles correspondra x=o0, on
aura d'abord m solutions.

Ensuite toute valeur de y qui donne ay" -5 congru i un résidu de
m'™ puissance, donne m valeurs correspondantes pour x, d'ol1 résul-
tent m solutions. Il faut encore remarquer que si la valeur de y qui
rend ay®-b résida de m'= puissance n'est pas zéro, il y aura m va-
leurs de y, qui donneront pour ay™-5, la méme valeur résidue,
d’ou m* solutions par la combinaison desm valeurs de y avec les m va-
leurs de x.

Enfin, pour toute valeur de y qui ne rend pas ay™~4b résidu de
mi“™ puissance, il 0’y aura aucune solution. D’aprés cela :

Le nombre de solutions de la congruence. ....... Ceveenenaa.
zo=:ay™ 4 b(mod.p==hm 1) est toujours multiple de m et prend
l'une des trois formes : :

S e e e R e o e e e L R R L I TR IT RN R RO
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1°. km® si{b et —ba™" sont non-résidus de m™ puissance par
rapport au module p. _ ”

2% kmt~~m; si des deux nombres b, —ba™=* lun est rédsidu et
Lawsre non-résidu de mi puissance par rapport au module p.

3% km*==2m, si b et —~ba™~* sont tous deux résidus de m'= puis-
sance pour le module p. ' .

1l suit de ce qui préetde que y ne prenant que p valeurs o, 1,
2...(p—1), le nombre des solutions ne saurait surpasser mp. Pour

. p—1 -
qu'il fit égal & mp, il fandrait avoir (ay®+5) ™ = 1 (mod. p) pour
toute valeur de y : mettant donc pour y les nombres o, 1, 2. . (p—1)

el
et sommant, il en résulterait 2 ™ (p— 1)==o0 (mod. p) en remarquant -
que si 'on pose_'o‘ 1528, . . (p—1) == [g, toutes les sommes
comprises dans le résultat seront =0 (mod. p)alexceptionde f(p—1)
‘qui sera ==p— 1 (mod. p). Mais on ne peut avoir.,......... ..
e
a " (p—1)==0(mod. p) sans supposer a=o(mod. P)s ce qui n'est
point. Le nombre de solutions est donc toujours moindre que mp.

La congruence (1) prendra donc la forme....,............
mS', = (—1) ZA2(p—1) (mod. p), en posant S,=m§’, ; et comme S,
est moindre que p, elle suffira pour déterminer cette inconnue. -

Voici maintenant la congruence qui donne S, ; on y suppose

A = 1.2.3....},
A, = (h4-1) (h42)....2k,
Ay = (2h+1)........ -3k,

A,,,__.,=[(m--:z)k+1].'. o(m—1)h==(pohim1)(p—h—2). . ==AL(—1),
Ao =[(m—1)lit-1].....mh =(p—1) (p—2)...p—h=A[(~1}.

La relation A, ,==(—1)'A (mod. p) servira pour simplifier les
vésultats, ’
Trtorine. La congruence qui donne le nombre S, des solutions
e la congruence x"——ay®==b(mod. p) est '
Tome II. — JuiLrer 1839, _ 34
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(4) —S.=ad (mod. p = hm—-1)
+ a* +§1 at*b
-+ a® +%73: ab* 4+ %_3; atb*

+ aﬂ +_:_tanbh + }4_% aahbn + %}albzl

+ alm=1)h +A—;':'a(‘”')"b"+-é—'";—':4"—'-'-a(“‘a)"b'+ . A_A"L-_' atbim—a)k,
L ] 4% L}

Cette formule se trouve immédiatement par le développement de
(™ — ¢)?—*; ou l'on fait c=ay™+b.

Négligeant d’abord les termes o1 x n'a pas un exposant multiple de
p—1, et le terme ot x n’entre pas avec y, on aura en réduisant tous
les coefficients a P'unité, d’apreés Iarticle précédent,

chxm(p—l—h) + c:h .Z'm("-'_'h)—l—- Y. .+C("‘_')..‘L"".

Maintenant, si Pon développe la puissance c**==(ay"+ b)", en effa-
cant tous les termes sans ¥ et cenx ou l'exposant n'est pas multiple
de p—1, on trouvera

A A A
khgom AR K (he— 1) ks m(ChA—K) ke k=1 _(a—3)h L aham(hk—3h) ..
atym e < a bY +———A,A, a bty -+

A:F\:—' aahb(k—-)l:),lmh + _Aialb(k—n)l),mh.

2,3,

Qn tirera de 13 les valeurs de ¢*, ¢*,...c=*, d'ou la congruence de
de 'énoncé.

Si 'on voulait avoir la congruence donnant le nombre des solutions
qui ne contiennent aucune incounue égale & 2éro, il faudrait prendre

t AN Ap e gpe e
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(5) s,=a'® (mod. p==hm + 1)
+anh+ %’_ albb+ a*t
+ a3h+ Ai-'! anba_F%g ahbzk + b3h

+ a(m—l)l+ A:——la(m-z)hbh_*_ “+A':-'ah[)(m—-)k+b(m—|)l

Axﬂahb(m—l)a_'_bmh

—+ a™ - %—:" AL DLY /L DR

qui se trouve précisément de méme en négligeant quelques termes de
moins dans le développement de (x™ — c)y—".

1l faut remarquer que les congruences (4) et (5) ne contenant que
at, b et leurs puissances, restent les mémes, si a ct b venant a chan-
ger, restent résidus de m“™ puissance, quand ils sont résidus; et si
quand ils sont non-résidus , ils restent non-résidus de la méme classe.
En un mot, les congruences (4) et (3) restent les mémes, quand a
et b changent de valeurs numériques sans changer de classe. En général
pour toute congruence ax™4-by"4. . . 4-ku"=Il{mod. p=hm--1), le
nombre de solutions restera le méme, quand les coethcients a, b,...&, {
resteront des mémes classes. En effet, si le terme ax™ devient
agy™=a(gy)", ¥ se tirera de x aun moyen de la congruence. ..
gy = x(mod. p). : ‘

Les formules (4) et (5) donnent les valeurs de S, et s, quel que soit

. . . . A, A:!
p: 1l est vrai cependant que les coeflicients polynomiaux e A—',etc.,

rendent le calcul d’autant plus long que p est plus grand; mais,nous
verrons, dans des cas particuliers, des théorémes qui donneront un
moyen expéditif de calculer ces coefficients.

Nous allons montrer maintenant comment les deux cas précédents

conduisent aux valeurs de S, et s,, quel que soit le nombre. & des in-
conpues,

34..



264 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

1V.
Nombre de solutions de la congruence .. ....... Ceeaeanea s
a,x, 4 axl=4. . . Fax? =d,,,(mod. p==hm--1).

Soient P et Q deux fonctions de la forme
ax"axvt. . axp, b yr 4= byr - by

représentons par P, e, P, P", ... P les nombres de solutions de
la congruence P=A(mod.p), selon que A sera zéro, résidu de
m™ puissance, ou non-résidu de 1™, 2%, 3%,...(m—1)" classe.
Autrement g étant un non-résidu de premiére classe, soient

P° le nombre de solutions de la congruence P==o (mod. p),

P ou P®™ le nombre de solutions de la congruence P==g* (mod. p),
P’ le nombre de solutions de la congruence P==g (mod. p),

P"*le nombre de solutions de la congruence P=g* (mod. p),

P(~—1 le nombre de solutions de la congruence P=g=—*(mod. p).

Donnons a4 Q°, Q, Q/, Q"...Q®™~" ct a [1° des sigmifications aua-
logues et nous aurons la proposition suivante :

TrtontMe. Le nombre de solutions de la congruence.........
P=Q(mod.p = hm -~ 1) esten posant P — Q=11

(6) 0°=PQ +A[PQ+PQ +P"Q'+. . .4-P=Q=),

. DemonstraTioN. En effet pour une solution, on doit avoir simulta-

nément P=A, Q==A (mod. p), A élant un nombre queiconque,
qui peutétre congru a zéro pour le module p, ou encore résidu ou non
résidu de m'™ puissance , par rapport au méme module. Comme I'on
devra prendre chaque solution de P= A (mod. p) avec chaque solution
de Q= A (mod. p), pour en tirer les solutions de P=Q(mod. p), on
voit qu'a A==o(mod. p), il répondra P*Q* solutions de P=Q(mod. p).
Si A au lieu d’étre =o (mod. p) était résidu de m*™ puissance pour
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le module p, on montrerait de méme qu'il y aurait PQ solutions qui
donneraient P=Q==A (mod. p) et par conséquent P==Q(mod. p).
Maintenant si la congruence P==A (mod. p) est possible, P=A f*
Vest également et a le méme nombre de solutions, ces solutions s'ob-
tenant, comme il est trés facile de le voir, en multipliant par f les
valeurs de x,, x,,... qui satisfont & P=A (mod. p). Ainsi i cha-

. | . » .
cune des E;n— = h valeurs résidues de m'™ puissance qu’on peut

preodre pour A, il répond PQ solutions, ou en tout APQ solutions.
On trouve semblablement AP'Q’ solutions de P=Q (mod. p}, pour
lesquelles on a P=Q== 4 un non-résidu de m"™ puissance et de
premiére classe; pareillement on trouve AP'Q" solutions de la con-
gruence P=Q(mod. p), pour lesquelles on a P=Q== a un non-
résidu de m'™ puissance et de deuxicme classe et ainsi de suite. D'od
le résultat de I'énonce.

La formule (6) subsistera pour P—4-Q==I=o(mod. p). Si % est
impair il suffira, comme il est tres aisé de le voir, d’augmenter les

indices. de ( de '—g Cela vient de ce qu'en représentaut par p une

hm

racine primitive de p, on a —1==p? (mod. p), ou en posant

. h'm+-’-nq
h=ah'41, —1=¢ 3 (mod. p), ou en d’autres termes de cc
leme

que —1 est un non-résidu de —  classe.
2

Pour le cas particulier de Q==g*2", g étant un non-résidu de pre-
miére classe, et par conséquent g* un non-résidu de A*™ classe, on
aura évidemment

=1, @=Q'=Q"...=Q =Q*. . .= Q~=o, QP

En sorte que l'équation (6) deviendra dans la supposition de. ..
N=P—Q=P —g'x™ =0 (mod. p).

(7) M=P +(p—1)P®,
d'ou lon tire '

(8) Pw . M—F
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On parviendra au méime résultat poar M= P+ g*x™ = o(mod. p),
st h est pair, mais si A est impair, il faudra changer P® en

ket

Les formules précédentes raménent tous les cas a ceux de k==1 et
k=2, c'esl-a-dire & ceux de une ct deux inconnues, précédemment
traités; car si 'on prend d'abord la congruence

4,7 4 a2 . . .+ a,x] =: (mod. p),

il suftira de poser £= f+4-g, et les nombres de solutions pour des
congruences contenant l'une £ inconnues et l'autre g inconnues

ax+. .. taxp=A, —ap,. 27 —...—axI=A (mod.p)

donnera le nombre de solutions d’'une congruence contenant f+-g
inconnucs, savoir de

a,x? =+ a,xi—. . +ax;=o0 (mod.p).

Eosuite, par la formule (8), on passera du cas de la congruence
a, 27 4. . . axl — a,, X7y, =0 (mod. p), au cas de la congruence
a,x? . . .4 a3l = a,,, (mod. p).

Nous allons donner des exemples de ces calculs.

V.

Formules genérales pour le nombre de solutions de la congruence
a,x; + a,x 4. . .4 a,x} = a5, (mod. p=2h—41).

Examinons le cas de a,,, =o, auquel les autres se raménent,
comme nous venons de le voir.

La congruence a,x} 4. . .axi=o0 (mod. p) se réduit ainsi qu'il
suit 2 une forme plus simple. :

1°. Tous les termes tels que a,x; dont le coefficient q; est un résidu
quadratique de p, pourront étre remplacés par d’autres termes, tels
que y:. En effet, soit a,==g*(mod. p) et gr,=y, (mod. p), il en
résultera a.x; = 7! (mod. p).

‘| wptee TEU U wr crgrirTerrree iYL RREIIEY Ay
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2°. Tous les termes tels que azx} dont le coefficient a; est un non-
résidu quadratique, étant passés dans le second membre, quand — «
sera non-résidu quadratique, ce qui arrive pour p de forme 49 —1,
la congruence prendra la forme

i i o yr= 2] == 21 . . .2} (mod. p).

3°. Mais si — 1 est résidu quadratique, ce qui arrive pour..
p=49 -1, — a, sera non-résidu quadratique aussi bien que a;,
dans ce cas 1 étant un non-résidu quadratique déterminé, on posera
— ag== nz* (mod. p) ou (nz)* =—ag (mod. p), ce qui est possible ;
et la congruence prendra la forme

7irid. = n(z 4 3. . 2 (mod. p).

Si tous les coefficients sont de méme espece résidus ou non-résidus
quadratiques, la congruence devient

Py o yi= 0 (mod. p)

qui est un cas particulier des précédentes.

Pour le cas de la congruence yi:--yi-+...~4yi==a(mod. p),
nous représenterons le nombre de solutions par N, Ny, N; selon que
'on aura a = o (mod. p), ou que a sera résidu quadratique, ou enfin
non-résidu quadratique. Si la congruence au lieu d’étre du second de-
gré était du m"™, lenombre de solutions scrait N; pour a=o(mod. p);
N, pour a résidu dem*™ puissance; N, pour a congru a un non-résidu
de premiére classe, N; pour @ congru i un non-résidu de deuxiéme
classe, et ainsi de suite jusqu’a N;" pour a non-résidu de (m—r)
classe. Ici I'indice inférieur est indispensable pour marquer le nombre
des inconnues.

Dans le cas de m=2, objet de ce numéro, quand les nombres
Nz, N., N; seront déterminés, le probléme sera résolu, par la propo-
sition suivante dont la vérité s'apercoit immediatement.

Le nombre de solutions de la congruence...................

P yide = Bk o2 (mod. p = 2h4-1) est egal a
NNz 4 2 (NN, 4 NeN)).
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Celui de la congruence y'4yi+. . .yi=n(z.. , .~3;) (mod. p_...nb+x)
ou 7 est un von-résidu quadratique est €gal a

NNy + 2 (N,N; 4 NZN).
Ensuite pour le cas ou l'on n’aurait pas a,,., = 0, soient

P, le nombre de solutions de a,x}+a,x <. . .~a,x} =0 (mod. p),
I1, le nombre de solutions de la congruence....ec.c0iuvun....
a,x; =~. ..~ a,x; —a, ., x* =0 (mod. p),

Le nombre de solutions de a,x} «}-. . . +axi=a,,., (mod. p),

& o

——, comme il suit de la formule (8).

sera

La recherche est donc ramenée & trouver le nombre de solutions de
la congruence

X + X + Xy .. 27 = a (mod. p).

Voici d’'abord deux relations qui serviront a simplifier les calculs.
- TutoniME. Quel que soit le module premier p==2h--1, on a toujours

(9 N; o (N, o N) = p

DimonsTraTiON. Cela se voit de suite en substituant daos....
P = x}4-z; ...« x}, au lieu de x,, x,,...24, chacun des arrange-
ments & a k des p nombres o, 1, 2,...(p—1). De ces arrangements
il y en aura N; qui donneront P=o0 (meod. p) & un résidu quadra-
tique déterminé, @ par exemple, il en aura encore N, qui donneront
P=ay*, quel que soit y. Ainsi comme il y a % résidus quadratiques,
il y aura AN, arrapgements qui donneront P= & un résidu quadra-
tique. De mémae ii y aura AN', arrangements qui donneront P congru
a un noun-résidu quadratique; or il faut avoir P=o0, 4 un résidu ou a
un non résidu quadratiques, d'ailleurs le nombre total des arrangc—
ments k a k est égal 2 p*, on aura donc Ni—4-A(N.<4-N')==p*. Ce

qu’il fallait démontrer.

Taéorine. Si le module p est de forme 4941, on aura

(10) Ni=1( p—1)(NiL,Nieit-. . . +N+-N,)=1+4{p—1)2N,_,,
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et si p est de forme 4q—1, on aura

(11) Ni=a(p—1)(Nie=- . N AN =14 p—1)ZN,_,.

Demonstratior. En effet, dans le premier cas, on a par la formule
(7) Ni=Ni_. 4+ (p—1)Ni_.. Pareillement Nj_,=Ni_~4(p—1)Ns_,
et ainsi de suite jusqua Ny =N; <4~ (p — 1)N,: ajoutant ces équations
membre 3 membre et remarquant que I'on a Ni==1, on trouve de
suite la formule (10).

La formule (11) se tire de méme de I'équation
Ny = Ni_, = (p—1)Ni_..
Les formules (g), (10) et (11), pour le cas de la congruence

X e A, A2 = a(mod. p = hm - 1).

se changent en

(12) Ny 4 AN, =N .. .4 N&=) = pt,
(13) Ni=1-4(p—1)EN,_, pour £ pair,

(14) o= 1 (p—1) ENS‘E)l pour % impair
La démonstration est absolument la méme.

8i 'on voulait exclure les solutions renfermant des inconnues égales ‘
a zéro, il faudrait remplacer les équations (12), (13) et (14) par

(15) Ny ANy =N A NE) = (p— 1),
(16) Ny =(p—1)Ni_, pour £ pair,
) |

(17) t=(p-—1)N; pour Aimpair.

La démonstration est presque la méme. :
Venons-en aux formules générales pour le nombre de solutions de

la congruence x}—-. ..~ x} = a{mod. p).
D’abord la congruence (3) donne immédiatement ce théoréme déja

démontré par M. Libri.

TaeonkMe. Le nombre de solutions de la congruence........
Tome 1. — Aovr 1835. 35
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a,x* + ax: = as (mod. p) est p—1 st —a,a, est résidu quadratique,
rt pet=1, Si —a,a, est non résidu.

DemovstrATION. Mettons la congruence sous la forme..........
(ax,) — (—a.a) ri=aa;(mod. p), ou y—ay,=b (mod. p): la
congruence (3) devient — 8, = a* (mod. p), ou bien §,=—(—a,a,)"
(mod. p) ou S, === 1 (mod. p), selon que — a,a, est résidu, ou non
résidu quadratique. De plus, on a §, < ap ‘et pair, il faut donc poser
S,=p==1. Pourle cas de aq,=a,=1, —au,=—1, ilya
donc p—1 solutions, si p=4q-1, et p-1, si p=4g—1; car
dans le premier cas, — t est résidu, et dans le second, il est non ré-
sidu quadratique. .

Dans le cas de a;=o, ou de la congruence a,xaxiz=o(mod. p),
il ya 1=k2(p—1) solutions si —a,a, est résidu quadratique , et
sculement 1, si —=a,a* est non résidu.

Cette proposition est un cas particulier d'une plus générale dé-
montrée au commencement de P'article 111

Voici maintenant la proposition générale :

Tutorime. On a pour k nombre impair ,

N&‘! —_— pk—l,

e e R
(18) Ny == p=t o (=) 3 7 p 3,

p=t bmt A

N‘=Pk—1_(__x)1 1_P1'

et pour k pair, on a

Pt & k.

Ni=p= (— )% (=) P

(19) \

gtk )

N, = N, = prt— (= 1) 2.p

Diyonstration. De la congruence xi—4x’ 4. . .xt=a(mod.p),
nous tirerons les deux suivantes :

j XX+ xh = axdy,, ]

120) - . s '
l.. AR ot Xp 5= AX 14, ~— T4, '

(mod. p),

qui n'en font qu’unc. Nous €galerons leurs nombres de solutions; de
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12 nous tirerous N, ou N, , d'ou il sera facile de déduire N, el ensuite

N; ou N,.
Premier cas. p==/4g1 et a résidu quadratique. La premiére des
congruences (20) a par la formule (7) un nombre de solutions égal a

Ny + (p — 1)N,.

La deuxiéme des congruences (20) deviendra en posant
P=aitai+. . o 2i, Q=axi,—i, P =Q (mod. p).

Si I'on représente par P¢, Q° les nombres de solutions des congruences
P=o0, Q=0 (mod. p); par P et Q les nombres de solutions des
~ congruences P= 4 un résidu et Q=2 un résidu, suivant le mo~
dule p; et enfin par P’ et Q' les nombres de solutions des cougruences
P=: i un non-résidu, Q= & un non-résidu pour le module p, le
nombre de solutions de la congruence P==Q (mod. p}, sera

PQ° + A(PQ + PQ;
mais d’apres les notations convenues,
P, =N_, P=N,_, P=N_,
et d’aprés les théorémes qui donnent le nombre de solutions de
ax: — 2, = b (mod. p).
C=1+4+2ap—1, Q=p—1, Q=p—1,
car — a X — 1 =a est résidu quadratique.

Le nombre de solutions de la congruence P=Q(mod. p), devient
donc

[1+ 3(p— )] Nies + Al(p— 1)Niey + (p — DN/,
égalant ce nombre & N; 4 (p —1)N, et simplifiant au moyen des
équations (9) et (10), on aura, a cause de

. EN, =N, + N, +...4+ N, + N,,
Véquation ZN, = p=N,_, 4 p*' <+ 1,
pareillement,

EN., = PZNI—S + pt A+,
, | 35.
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d'ou :
Ny = pNie, + p*—' — p,

qui revienl a
(21) N, — p= = p(Np_, — p*-).

Cette équation montre que les quantités N,—1, N,—p, Ny—p*, elc.
forment une série récurrente dont I'échelle de relation est o, p.

Soit en général A, B P'échelle de relation d’une série récurrente : si
Fou veut que ax” ~by" soit le terme de rang n-+1, il faudra

poser
axt 4 byr = Alax= 4 by=) + Blaaz™™ o by=).
qui peut s'écrire
ax"*(x* — Ax &+ B) « by ()* — Ay — B) = o,

a laquelle on satisfera en prenant pour x et y les racines de. ..
2* — Az — B = 0. Puis il faudra déterminer a et &, de maniere
que ax® -} by° et ax 4+ by soient respectivement €gaux aux deux
premiers termes. Dans le cas préseut on a

A=o, B=p, 22=p, dou x=yp, y=-—yp:
de plus,
NN—i=2—1=1, Ne—p=p—1—p=—r,
Les équations qui déterminent « et b sont donc
adb=1, (@—byp=—1,
d'ou P'on tire

— Vp—r — Vp+
=S YT Sue

et par conséquent,

N, — pr=t = VP i ) VT A1
V* P - 2y/p (VPJ + 2y/p ( ‘/p)
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ou bien encore,

(22) Ny — p= = (v p—1) (VP — £ (VP + 1) (—Vp)™.

Ce qui donne pour k nombre pair,’

N, =p~t—p ,

et pour & nombre impair,

k=1

Ne=p—~4p->.
On aurait pu obtenir ces deux équations par de simples éliminations
et sans recourir aux séries récurrentes, car la valeur de N, dépend de
celle de N,_,, celle-ci s'obtient au moyen de N,_, et ainsi de suite,
jusqu’a ce quion parvienne 2 N, et N, dont les valeurs sont connues ;
dans ce calcul , il faut traiter séparément le cas de £ pair et celui de
k impair. '

Au moyen des valeurs trouvées pour N,, I'équation

Ny=1 +(P— 1)(Nl—l +'Nl-a+' . '+N1+Nr) s

donnera pour k& impair;
N§ == r

et pour k pair,
K
N=p"+(p—1).p .

Deuxiéme cas. P=4q~1 et a non=résidu.
Pour k impair 'équation N} — % (N, 4~ N;) = p*, donne
X—1

N+ N, = =2 = 2p=, doilon tire N = ap——N,

ou hien
2 4

N = p"‘"v —p2.
Pour k pair, ona

NN ==[P*—-p""-'-( P—-I)P;_‘ ]=(P—l)=2(P‘"'—p;_')=zN{ ,



a4 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

d'ou

N‘, — N.-
Troisiéme cas. P==4g—1 et a non-résidu quadratique.

Les nombres de solutions de deux congruences (20), sont ici en
vertu de Q°=1, Q=Q =p-t1, égaux respectivement a

N p—1)N, N +E= [(p 4+ )N+ (p+ N_):
égalant ces deux nombres, il vient

EN] = — pEN,_, + 2 (p——1);

P——l
pareillement
=N, _, = —p=N,_, +5§ (pr=t—1),
d'ou

is===pN .o p 4P,

. ce qui revient a

T e m ey

(a3) N —pt=—p®N_.—p")
Cette équation traitée comme I'équation (217 donnera
(24) Nim p=r=t (V1 VP i (- Vpti)(= v =—p)

car il faut remarquer quon a ici N;—1=—1 et N, —p=1,
puisque N, =o, N.=p-+1;dela résulte

b V=P, V—ptr
ay—p 2V/—p

Pour & nombre impair I'équation (24) donne
k—1

N, =p~'=—(—p)* >

et pour k nombre pair, elle dounne au contraire,

f 4
N = p=' - (—pF
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Ou pouvait obtenir ces valeurs de N; par de simples éliminations.
L’équation Nj==1-4(p— 1)EN'\_, donnera, comme plus haut,
pour k impair, ‘
N; = p*,
et pour £ pair,

k
| -
Ni=p~ —(p—1)p" ~

Quatrieme cas. p =4q— 1 et a résidu quadratique. L’équation
N, -!—Bl:—' (N, 4 N',) = p* donne encore pour k impair N, -~ N,
' ) k=1 V
= ap*~, dou Ny=p*—' == (—p) 2 , et pour & pair N,=-N,==2N,,
dou N',=N,. :
P
Si 'on remarque maintenant que 'on a (—1) * = 1 pour...
' Pt
p=4g-+ 1 et (—1) * =— 1 pour p==4qg ~ 1, on aura les résul-
tats de I'énonce. v
Les formules (22) et (24) se déduisent avec la plus grande facilite
d’une formule trés générale et trés remarquable donnée par M. Libri,
dans son mémoire sur la Théorie des Nombres . nous reviendrons
plus loin sur cette formule.

VI.

Nombre de solutions de la congruence.

a,x; =+ a,x; = a; (mod. p == 3h 1)
1°. 81 @;=o0, il y aura, comme on I'a vu, 1 ou 15 (p—,
solutions selon que — a,a’ sera residu ou non résidu cubique (11 1)
2°. Dans le cas général, nous raménerons la congruence précédente
a la forme yi —ayi=b (mod. p=3h+1). lei, en posant

2h (2h—1) h—2). . th41)
1, 2 3.. .. . R . = Q.

la congruence (3) donnera
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(35) —S,=a'+4-a*+Qa't* (mod. p=3~+1).

Comme & est pair, on voit que les signes de a et b venant a changer,
S, n’en conservera pas moins la méme valeur. Comme 4* et &, selon
les valeurs particuliéres de a et de b, peuvent prendre trois valeurs,
qui sont les racines de la congruence 2= (mod. p), savoir s, r,
et r* en representant par r une racine primitive de z* =1 (mod. p),
ou ce qui est ]a méme chose dans le cas présent, ol il y a deux
racines primitives, une des racines de 2* = z =1 =0 (mod P)s ou
encore de (2z+ 1)*=— 3 (mod. p). On voit de suile que la con-
gruence 7} — ayi== b (mod. p) peut présenter neuf cas correspon-
dants aux neuf combinaisons des trois valeurs de a* et des trois
valeurs de &*, Soit donc un « non-résidu cubique de premiére classe ,
nous aurons les neuf congrueuces suivantes 2 coté desquelles sont
inscrits les nombres de solutions, représentés par les lettres A, B, C,
différemment accentuées.

yi—y:==1(imod.p) Asol.|yi—ayi=s(mod.p) A’sol. _r’ -a*y 3= (inod. p)A"sol.
yi—ylmea B yi—aris=a B yi—aylea B"
yi=yeza® C yi—ayis=a* C ri—atyisa Cc*

Si T'on substitue dans la congruence (25) les valeurs de a* et a*,
qui sont r et r*, on obtiendra, au moyen de la relation 1 4 r-r*=o0
(mod. p), les congruences

=—2—0Q, '=1=—=Qr, A'=1—Qr (mod. p),
B=—2—Qr, B=1—0Qr, B=:—0Q,
C=—2—0Qr C=:1—Q, C=1-—-0Qr

d’out Yon déduira facilement les congruences

(26) A+3=C0C=B"=1—Q 'mod. p....5h+1,
B4 3=A'=C=—-Qr,
C+3=B=A"=1—-Qr.

Par exemple, la congruence (25) domnant A 4« 3=1—Q (mod. p)
et C'=1—0Q (mod. p), comme A et C' sont moindres que 3p et

que A 4+ 3 et C' sont divisibles par 3, il en résultera que la différence
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A 4-3—C sera divisible par 3p, d’'ou suit nécessairement A+4-3=0’,
et ainsi des autres congruences.

Les congruences (26) donneront immédiatement A, B,C, A’,B',C,
A*, B’, ’, quand on aura déterminé Q et r. Pour déterminer r on ala
congruence (ar - 1)* = — 3 (mod. p)

[

—
ou r = :—'—'—'-‘;!—:? (mod. p).
Nous donnerons plus bas la maniére de calculer presque a la fois
ret Q, ou plutdt le reste de Q divisé par p.
Les congruences (26) donnent par addition

9+A+4B4C=A"+B (' ==A"+ B" - C"= 3 (med. p),
ce qui résulte encore de I'équation |
0+A4+B4-C=A"+4B 4C=A"4B"+C'=35(p+1)
qui est une conséquence immédiate des équations
i4+3(p—1)+ k(A 4B + C)=p,
1 4+ 2 (A + B 4 C) = p*,
Lt A (AT B ) =
qui se prouvent précisément comme I’équation
N: o A (N, 4= N, o N) = p.

On a donc enlre A’, B/, (' la relation

(27) NA4B+C=5(p41)

Les deux autres équalions qui donneraient A4-B—-C et A"~} B" - C’,

résulteraient de (26) et de (27); de sorte qu'il est inutile de les écrire.
On peut trouver entre A', B’, €’ une autre relation qui conduira a

la valeur du reste de Q divisé par p; mais pour les cas particuliers ou-

p sera un petit nombre, il sera plus court de calculer le reste de Q au

2h.(2h—1)...(h41)

| S S k.

Soit la congruence x} — axi=y; —a’y; (mod. p) ou a est un
Tome I1, = Aovr 1835, 36

moyen de la formule Q =
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non-résidu cubique de premibre classe, la formule (6) donnera pour
le nombre de ses solutions

t = h(A’A" - BB 4-C'C),
ou d’aprés les équations (26) ,
14k (AB 4+ BC A4 AT).

Mais si 'on écrit la congruence précédente sous la forme x} — yi=a’
(a3 —ay}) (mod. p), la formule (6) donnera pour le nombre de ses
solutions ‘

1 -k 3 (1) o b (AC'+BA! + CB),
nombre qui, par le moyen des équations (26), devient
b5 (p— 1) h (A B 0) — (p—1) (A o+ B
égalant ces deux ﬁleurs du méme nombre , on a
AB 4 A'C 4BC =A" 4+ B*-C*— 3 (A'+-B'4-C ) g,
d'ol1, en simplifiant an moyen de P'équation (37), on tire
AB 4 A'C BC =3(p*+p+1).

SiYon pose A' — B' = gu, u sera nécessairement entier, et a cause

de A'+B =3(p-41)—C, on aura
A=2i3(p+1)—C-49gu], B=:[3(p+1)—C —gu).
Substituant dans A'B’+4- A’C’ - B'C’, on trouvera, réduction faite,
(38)  (C—p—r)aur=4p

Soit 4* -4 27M* = 4p, ou L et M sont positifs, cette équation n'aura
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qu’une solution (*); au moyen d’une table de carrés, il sera trés facile
de déterminer L et M par voie d’exclusion. Ce calcul fait, on posera

C—p—r1=x:tLet u===kM, dot A'—B' ==kgM.

La premiére équation’ donne C'=p-41=kL; et comme C' doit
étre divisible par 3, le signe de L sera déterminé, il faudra poser
£ L=3/4 1=3A=—2; en dounant & /et A le signe convenahle ,
il en résultera C'=3(k~}- ), et parconséquent

(29) A+5=C'=B"=5(h+A),

B4+ 3=A=(C=3% (h+1—A$:M),

CAH+3=PR =A"= 5(h+1—zi23M).

Si I'on compare la premiére de ces équations avec la premiere des
congruences (26), il en résultera 1 —Q=3(h4N)=3h+a2==L

(mod. p), ou bien — Q =gt L (mod. p): on a donc ce théoréme qui
est dd a M. Jacobi.

Trtoreme. Le coefficient” — 2"_______(2""') (A+1)

. étant divisé par p

donne un reste (<§) toujours égal a L sous la relation. ..
L*+27M=/p, en prenant L, positif ou négatif, de la forme
31+ 1.

(J.de M. Crelle tome 2. De residuis cubicis commentatio
' numeresa ).
Quant au signe de M, il reste nécessairement ambigu dans les équa-

(*) Voici comment le prouve M. Gauss. Soit s'il est possible mne nodvelh;- 50~
lution L'* + 29M* = {p, on obtiendrait

1. (LL — 29 MM'Y* + 29(LM’ -+ L'M) = 16 p»,
2°. (LL' + 297 MM') 4 29(LM — I'M) = 16p*.
3. (LM + L'M) (LM' — L'M) = 4p* (M — M>.

La 3¢ équation montre que le nombre premier p, divise un des nombres
LM" 4 L'M, LM'— LM, 1andis que la premiére et la deuxiéme font voir que
chacun de ces nonibres est moindre que p. Donc, etc.

36
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tions (29), parce qu'il dépend de la valeur de r, racine primitive de
=1 (mod. p), et que cette congruence: a deux racines primitives
—Li;-/—-i(mod p). L'équation A’ — B'=gM revient a

—(2r-}=1)Q==tgM (mod. p) qu1 se réduit a L*=-a7M*=0 (mod. p).

Cette derniére congruence, qui se tire immédiatement de I'équation
L*~27M*=4p, donnera trés facilement la valeur de p, car on en
tire L=3My/— 3 (mod. P), ou, si l'on veat, gM =L/ —3
(mod. p). Cette derniere congruence revient 4 — (2r--1)Q===0oM
(mod. p).

Les valeurs de A, B, C, A, B, €', A", B", C", pourraient conduire
a des formules générales pour le cas d'un nombre quelconque d'in-
connues, et I'on obtiendrait encore, pour le cas principal , des séries
récurrentes dont I'échelle de relatlon aurait trois termes; mais les
calculs seraient assez longs. Nous donnerons plus loin la formule de
M. Libri, qui ne présente point cet inconvénient, et qui deviendra
trés facilement applicable au moyen des propositions précédentes,

VII.

Nombre de solutions de la congruence........ Ceeaiiae. -
axtta,xi=a; (mod. p= 4/:-}-1)

Nous traiterens ici le cas de la congruence y,* — ayi==6 (mod. p,,
auquel les autres se raménent. Les formules générales seront données
a la fin du paragraphe.

Le nombre 8, des solutions de la congruence précédente est déter-
miné complétement par la congruence (3), qui devient ici

—S,=a'- a"'+A—Alb* )+a3'+ a“b“-i- a'6** (mod. p).
Or, A;=(—1)" A, (mod. p), on aura donc pour % pair, et en posant
2k (2h—1).. (h+l) = Q,

I. 2 cvieees o

(30) —S,=a" +a"'+a"‘+Qa‘b"(1+a - 5*) (mod. p),

SRR RS RICT RS 4 v crpap e e e . e I S Y LR TR TR L T RN T SR TR S
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et pour / impair
(1) —S,=a4a" 4 Qe (1—a' — 1) (mod. p).

Les valeurs de at, b*, et de leurs puissances, quelles que soient les
valeurs de a et &, sont les racines de la congruence z*= 1 (mod. p),
savoir, 1, r, r*, r*, en représentant par r une racine primitive de la
congruence z*= 1 (mod. p), ou, ce qui est la méme chose daus le
cas présent, ou il y a deux racines primitives, 7 satisfait 4 la con-
gruence 3* -~ 1 == o (mod. p).

Ainsi la suite 1, r, r*, r* pourra étre remplacée par 1, r, —1,—r.

Quand on connaitra r et le reste de Q divisé par p, on pourra em-
ployer les formules (30) et (31); mais comme le calcul direct du reste
de Q est fort long, et méme impraticable quand p est un grand
nombre , nous démontrerons plus loin un théoréme de M. Gauss, qui
déterminera tres expéditivement le reste de Q, au moyen de 'équation
L* <4~ 4M* = p, qui donnera aussi la racine primitive 7.

Premier cas. b= 2ak', p=28~ -+ 1.

Si I'on représente par a un non-résidu biquadratique de premiere
classe, la congruence yf— ayi=b(mod. p) sera susceptible de seize
formes, dont nous écrircns le tableau avec les nombres correspon-

dants de solutions, représentés par les lettres A, B, C, D, différem-
ment accentuées. -

ri=yi=n, A; yl—ayi=n, A yi-atyi=, A
Jri—atyi=1 A",
Yi—yi=a, B; yl—ay'=a, B'; yl=—a'yi=a, B';
Yi—a’yi=a, B".
f‘f"ﬂ—:—a’, C; )’f—djﬁ“:‘d’, Cl; f:__agyEa,7 CII; (mOd[)=4h+l)
]Q_as ’=a., Cl".
yi—yiz=ad, D; yh—ayi=a’,DV; yi-—n*yi=a’, D;
yi—a’yi=a®,D". '

Substiluant dans la formule (30) les valeurs de a*, a*, a*, on aura,
réductions faites,
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A= -3-3Q, A'=1—(ar—1)Q, A"=14-Q,

A"=14-(ar4-1)Q,
B=—5—(2r—1)Q, B'=1+4(2r+1)Q, B'=1—(Q, _
B*=1—Q, _
C=—3-Q, ‘=10, Me=14-Q, (mod. p=4h+-1).
C"=1—Q,

D=—35+4-(2r41)Q, D'=1-—0Q, D'z=1-4=Q,
, : P=r1—(2r—1)Q,

d’ou Yon tirera trés facilement

(33) A+ f=1—3Q,
B4 4=A"=D"=1 — (2r—1)Q,
CH+ 4=A=C=1+40Q, (mod. p =4k - 1).
D4 4=B=A"=1 4 (2r41)Q,
C/=DI= B’I=D" =Blll — CIII =1 Q.

On trouve encore les équations

16 +AfBad-Ct-D=A' 4B FC oD = A" B +C 4D
=AIII+BIII+CIII+DIII=4(P_,_‘)’

qui se prouvent tout-a-fait de méme que Péquation
No o (N, N, o N N2) = p
On aura donc, au moyen des équations (32), les nouvelles équations

(53) A4+ B4 CHD=4(p—3),
B+4+D42B'=4(p—1),
C+4+ B'=a(p—r1).

Les deux derniéres conduisent 3 B 4 D = aC.
Si I'on pose C=—B" = 16u, B— D = 16v, il s'ensuivra que u et ¢
seront entiers, et les équations (33) donneront

B =p—1—8u, B=p—1-4-8u--8¢, A=p—g—24u,
C=p—1-+48u, D=p—1 4 8u~— 8.

Or. il existe entre u et v une équation indéterminée qui les fait con-
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naltre sans ambiguité ( sanf celle du signe), par la raison qu'elle n’a
qu’une solution ; c’est 'équation ‘

(34) p=(1 + fuy + 4",

que l'on obtient de la maniére suivante : \

Le nombre a élant un non-résidu biquadratique de premiére classe,
la congruence xf — a*x! =a(yi-—ay?) (mod. p) 2, dapres la for-
mule (6) et les relations précédentes, un nombre de solutions repre-

senté par .
1+ k(AD' +4- B’A’ -}- C'B’' + DC’).

La méme congruence , mise sous la forme x! — ayi=a*(xi—7»!), a
* pour nombre de solutions

1416k 4+ h(AC4 BD+ CA 4 DB);
égalant ces deux valeurs du mém~ nombre, on trouve
B'(B"+4C—A+48)=D*+4C(B—D),

qui se réduit, par la substitution des valeursde A, B, C, D, B”, a
Péquation (34).

~ On prouvera, comme dans larticle précédent, que I'équation
L* 4 4M* = p v’a qu’une seule solution en nombres positifs, et en
déterminant convenablement le signe de L, on pourra faire 1 + 4u=
=+ L. Dailleurs on a C— B"= 16u== 2Q — 4 (mod. p), ou
84==Q — 2 (mod. p). Par conséquent l'on aura Q=zkaL (mod. p=
8% + 1). Comme L est moindre que £ p, on pourra poser

=== L (mod. p).
De 1a ce theoreme de M Gauss :

. 20 (2h—1). (h41)
R

« La quantité § =t = (mod. p) est toujours égule a

n =L << 21), en prenant p==12 - 4M* et =L =1+ 4u. »
Quant au signe de v il dépend de r, qui se détermine par M=

Ly — 1 =Lr (mod. p), congruence qui revient & B— D= 167, Ou
du moins qui s'en deéduit.
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Les quantités A, B, C, D, etc., €tant délerminées par ce qui pré-
céde, on calculera, par le moyen de la formule (6), le nombre de
solutions pour toute autre congruence contenant plus de deux incon-
nues. Voici un seul exemple qui suffira pour que 'on puisse appliquer
dans tous les cas la formule générale qui sera donnée plus loin.

Pour trouver le nombre de solutions de la congruence

i 2t 1==0 (mod. p=4h +41):
Si l'on représente par I1° et P° les nombres de solutions des
congruences 1= x4 4zt +xi - xf=0 et P=xi4-ai4-xl=0
n°-p°

s |

(mod. p), la formule (8) donnera pour le nombre cherché
Or ¢ + xt 4 xi=o0 (mod. p=_8k'+41), revenant & xf 4 xi=
74 (mod. p), on aura
Pe==1.[14 (p—=1)) k4. A=1+ 4(p—1)+ (p—1)A.

Quant 2 la valeur de I1°, en mettant x! 4 xi 4 x4 aj=0
(mod. p) sous la forme a% + &t=yi -1 (mod. p), ce sera

[1 +4(p—1)]’+P_4_l (A*~ B+ C* D),
L.e nombre cherché est donc
dit4(p—1)] +ﬂ}gﬂ’A=P'+l7P+10+56u+64u‘,

par la substitution des valeursde A, B, C, D.
Les congruences (32) montrent de suite que ce nombre est indé-
pendant de la racine primitive r.

Deuxiéme cas. h=2k +4-1, p=8~'+5.

Dans ce cas la formule (31) donne

A=—3+Q, A'=1—Q, A'=14Q, A"=1—(Q,

=3—=Q, B=1—(2r—1)Q, b'=14-(2r41)Q, B"=1—Q,

(=—3+Q, C=14(ar+1)Q, C'=1—3Q, Cl=1—(2r—1)Q, (mod. p)
D=—5-—0, D'=1—Q, D'=1=(2r—1)Q, D"=1+4(2r+1)Q.

[ T T R T e S TR I IR ISR TE T T ') ] e VhE T At R YRR Ty
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d'ou Ton tire -

A4+ 4=Ch4=A"=14Q, .
(35) B + 4 = D4-4==A"=D'=A"=D"=1—Q,
=D"=C"=1 — (ar —1)Q,  (mod. p==8k'+-5).
C' =B =D"=1<4(ar41)Q,

On a de plus les équations

(36) A+ B O IV = 4 (pt1),
B o= D" ef= 2B™ = 4 (p+-1),
A"+ B”"'--Q(P+l),

qui donuent les deux suivantes:
An + CII = 2:Bm , BII + Dll =3 A"-

Si I'on pose A" —B" = 4u, D' —B'= 16¢, on aura, comme il est
facile de le voir, u et v entiers, et de plus
B'==pt1—au, =p4142u—8v, C'"=p1=6u,
A=ptt1+42u, D'=pd1 - au -+ 8.

Si l'on cherche, par le moyen de la formule (6), les nombres de
solutions des congruences

—axi=yi—ayi, —j‘-——az(x*-—j‘) (mod. p=8k'+4-5),

qui reviennent a2 la méme, et oi le nombre @ est un non-résidu
biquadratique de premiere classe, on trouvera, en égalaut ces
nombres ,

=+ h(A"* 4 B4 € D')=(1416h) + HAB-BC+ CD+DA),
" ou, reductions faites,
(37 p=u'+ 4.

Donc si Pon pose p==L*+ 4M*, L et M étant positifs, il faudra faire
Tome L. —~ Aovur 18, 37
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u==L, en choisissant le signe de sorte que A" = p 4= 1 == 2al.
devienne multiple de 8. Il faut, pour cela, prendre &= L= 1 4 4u.
Ou a encore ici A” — B" = fu==20Q (mod p), et par suite ; Q=L
(mod. p), comme dans le premier cas.

Pour donner un exemple de Vapplication des formules (G) et (8),
nous chercherons le nombre de solutions de la congruence xf 4 x4, . .
4 xi 41 =0 (mod. p= 8k' -+ 5), nombre qu'il est nécessaire d’ob-
tenir pour pouvoir employer dans tous les cas la formule générale qui
sera démontrée plus bas. Nous représenterons par IT la fonction
i - x4 -4 ah 4 %, et par P la fonction 2% - x4+ xi.

Le nombre cherché sera, d’apres la formule (8), n;)::)“.

Si I'on écrit la congruence [T=o (mod. p) sous la forme xi—(—1)xi. .
= (1) [2t—(—1) xf] (mod. p), qui rentre dans la forme xi—a*xi..

= a*(x}—a’x}) (mod. p), on aura, pour le nombre de solutions,

I'Io =1 + h (AHCH + B”D'l + CIIAII + D'/BH)’

Quant & la congruence P=o0, on 2! 4-xi=—a% (mod. p), elle a
pour nombre de solutions P° = 1 - 44 C".
Le nombre de solutions cherché sera donc
A"CII+B"D”

2

C"=p'—7p+ 10 =~ 56u - 64u°,
par la substitution des valeurs de A", B*, C’, D",

Nous ferons observer, en terminant ici ces applications, que nous
pourrons reprendre dans un autre mémoire pour le cas de m=5,
que pour ce cas et celui de m = 6, cest-a-dire pour p == 5k 4 1 et
p="6h -1, les formules qui donnent les nombres de solutions

des congruences ax’ 4 by® ... .. “+hf=1(mod. p=5h1),.....
axt 4 byt 4-..... ~+ku®=1(mod p=6~-1), renfermeraient les
deux coefficients binomiaux
ah. (2h—1)}..... (k1) 3h.(3h—nD)...... 2k
1. 2..0civennns. h Yoyl R

et comme leur détermination directe serait fort longue, et souvent

BEER B T R R R T BT T R L o] e .
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méme impraticable, on ferait dépendre leur détermination de la ré-
solution de certaines équations indéterminées. Pareillement, pour
p=7h+1,...p=8h+1, les formules contiendraieut les trois coeffi-
cients binomiaux

ah(2h—1). (k1)  3h.(Bh—1)...(2h41) 4h.(4h—1)...(3h+1)

L. Becov.endh 2 1. 2...... B P L. Bieeen.es 3 ’

et ainsi de suite.
Il se présente donc ici un probléme important a résoudre, et dont
voici I'énonce :

« Soient p=mh41 et A,=1.2...h, A,=(h41)(h+2)...
sk, As=(2h+1) (3h+2).....3k,... . Ap=(m—1) (h+1)...mh;
Ay A
A, K
ou Uentier immédiatement supérieur; ou , s'il est possible, les valeurs
de A,, A,.....A, (mod. p), cest-a-dire les restes de ces quantités
divisées par p nombre premier. »

Ce probléme a été résolu dans quelques cas particuliers; la solu-
tion générale serait fort utile pour la détermivation des équations
auxiliaires qui servent a abaissement de I'équation x* =1 ; clest ce
quon verra dans larticle suivant; et elle ne serait pas moins utile
pour V’établissement des lois de réciprocité dans la théorie des résidus
de puissances, ainsi qu'or le montrera dans un autre paragraphe.

A, ,
on demande les valeurs de -+ 3 (mod. p), n étant —;?
T

VIIIL.

Nombre de solutions de la congruence A, A, x,"+ A, x," =4
4+ Arx =0 (mod. p=hm—1).

Pour trouver le nombre de solutions d’une congruence ¢{x, ,. . .
x,)= o0 (mod. p) déterminé ainsi qu'il a été dit dans l'article premier,
il suflit de chercher une fonction < (x,, x,..., x,) qui se réduise a
Punité pour toute solution x, —=a,, x,=a,..., xy==a,, et qui se
réduise a zéro pour toute substitution z,=§¢,, x,=8§,...2,=§6,,
qui ne satisfait pas a la congruence ¢(x,, x,..., 2:)=o0(mod. p)
la somme des valeurs de ) (x,, x,. ... x,) formées en mettant suc-

2
37..
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cessivement, au lieu de x,, x,..., x,, les p‘r arrangements & & & des
nombres 0, 1, 2... p—1, sera le nombre des solations que nous
représenterons par S,.

Pour le cas de p nombre premier, en représentant par R une
racine imaginaire quelconque de l'équation = 1, on sait que
;(1+R‘+R"+R"+. ..+ Ré=) devient 1 ou o, selon que le
nombre entier i est divisible ou non divisible par p.

On peut donc poser

4.=1-f_(x+n¢- 4 R ... -RO—),

Pour abréger, on a écrit 1. et ¢. au lieu de 4 (x,, 2;.. ., 22). .
¢(x,, x,..., x2). De La résulte

(38) Si= 2 (1-+Re - R .. ROD),

la somme étant prise, par rapport & x,, depuis x, =0 inclusivement
jusqu’a x,=p (exclusivement); par rapport & x,, depuis x,=o0 jus-
qu'a x,=p, et ainsi des autres. .

Pour calculer plus facilement cette somme, représentons par p une
racine primitive de p ou de 2’ — y=o (mod. p=~Am+4-1), et

-posons

yo=R' 4=R" 4+ R 4..... +RM
(ayart- s

7o =R 4R £ R .. ..4R ,
» {T =31 h—-)-—:
yo =R 4+ R 4 R T,

,.m

7o = R 4 R™ 4 R 4R,

Yo =R 4 R 4 R R

Ces m quantités seront nécessairement les racines d’une équation du

o e n e W e w
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" degré m, puisque si Von remplace la racine R par une autre

racine imaginaire, telle que R", la suite j,, Freo o Ymea deviendra

YasLewrsYeopar - 3 Yomr» qui 0'en différe que par l'qrdre des termes.
Appliquons la formule (38) a la congrnence

A+ Ax "+ Az 4... .+ A,&.‘Eo(mod. p=hm+1),
ou plutdt a la congruence
P N A A TR S D = o (mod. p=hAm +-1),

puisque tout nombre entier est congru a une certaine puissance de Ja
racine primitive p. ‘,
On voit de suite que la formule (38) doune

pSh=p +ZReZRe .. = Z R,

Cherchons donc la valeur de Z Ri*, ou plutot, en prenant pour le
nombre entier positif i la puissance ¢* qui lui est congrue suivant le
module p, cherchons la valeur de Z R+ Mettant pour ¢. sa valeur,

on trouve immédiatement

’l+l P‘hg’m

sRTTERTTNLLL L TR,

chaque somme étant prise, comme on I'a dit, depuis zéro jusqu’a p.

* Or, si Pon met pour x, les nombres 1, 2,3, 4...p—1,0up, ...
p—, z» donne, 2 lordre prés, les termes (=, p*...¢'", pris
chacun m fos. v '

Soit en effet x, = (**f (mod. p=hm 1), i et f étant tous deux
moindres que m, il en résultera x,"== g+ ==p" (mod. p); or ¢ peut
prendre m valeurs 0, 1, 2..., M=1; le terme (/™ se trouve donc
répété m fois, et il en c t de méme de p*, p*", etc.

Ayant donc égard a la valeur x, == 0, on trouvera ZR/'*/" =... ..
14 my,, et par suite o

IR =

IR = R (14 myse) 1+ MY - - (1my )
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faisant successivement =0, 1, 2...p — 2, et ajoutant toutes les

valeurs de SR"*", on trouve

(39) pSi=p* . (1+my,) (1==mpy) ( 14my.). .. (14 my,)
Yortmya,) (my; ) a4my. ) . (14my,L),

Yowmea(1H1Y o) (1M ) (1Y ).
(1mygpmas)s

ol il faut dter m des indices qui surpassent ce nombre.

Examinons quelques cas particuliers.

Soit d'abord 1 4" 4 2," 4 ... .4x," = o (mod. p=hm-1),
il faudra faire a==b=c....== g==0. Si nous représentons le nombre
de solutions par N,, il viendra

(40) pNu=p'~fy, (14-my Yy, (14my - . Ay, (1bmy,._, ),

formule due a M. Libri, qui la démontre de méme.
Considérons encore la congruence

I xS T b2t = = T (w0 p=hmet ).

Comme on doit dter m des indices qui surpassent ce nombre, pour

h pair on posera a=f, b=c....=y =0, et la formule (3g)
deviendra
1) pSy=pr ey i my Y e g (A Y e

+ Y= (LY )™

Mais. pour % impair, on fera ge=f4-3, b=c...==g==o0, et la
formule (3g) deviendra ‘

@D PS=prar Oy - pen (b my Y
+f.f—l+:;— ([+Hlj._, )k'

Ces formules nous serviront plus loin
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La formule (§0) donnant les équations

pN=py.(ttmy)+y,(14my) +r.(1my)+.....
+f--—l (I+mjm—l)' R

pNa=p* 4. (1+my. ) +7, (1+my. ) +r. (+my. 4. ..
+ Fuer (1Y )

pNs=p* +r.(tmy. ) 4y (1my P4y 1+ my P4
Yo (1 My, )

PNoci=p . (m) y, (b my) ey, ()"
+\ym—: (1+"’:]m--l )"“"’

auxquelles il faudra joindre

o=1=Yotri Vst F Y.

On tirera de ces m équations les valeurs des m sommes

7o+rl+' ¢ '+fm—| H] ]u’+jl.+' . '+JV:n—-1 e ‘fom+.ynm+fam' . -+7’,.Z"_. y

et par les formules connues on en déduira les valeurs des coefficients
de P'équation en y. Clest la le procédé employé par M. Libri pour le
calcul de I'équation en y; il se trouve complété ici par le calcul des
nombres N,, N,, N5..., Nu_,, qui se fait au moyen des formules de
Particle IV.

Nous ferons remarquer ici que les coeflicients N,, N,, N,._, seront
uniquement fonctions de certaiuns coefficients binomiaux, aussi bien
que les coeflicients de 'équation en y, car r doit disparaitre du résultat
qui ne peut rien contenir d’indéterminé. Les exemples du paragraphe
suivant confirment cette remarque.

La formule (40) qui ne contient que les fonctions

]o+f|+‘ . '+l'll—l) foa+.}'1’+‘ . ._+_},.m=_l, .. 'j0m+jlm+' . 'fm—-lm 2

qui se déterminent trés facilement au moyen des coefficients de
Péquation en y, sans qu’il soit nécessaire de la résoudre, pourra
toujours étre employée dés qu'on aura trouvé I'équation en y. Majg
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il n’en est pas de méme des formules (3g), (41) et (42); les fouctions

03 L A 0N € pEER o/ S (VR 75 O o /1% S RN o /S8 S

qui entrent dans la formule (41), par exemple, ne sont point des
fonctions symétriques qui puissent se déterminer rationnellement par
le moyen de I'équation en y. Cependant elles ont une propriété
commune avec la somme 2y +ri<4...r.2,, Cest de conserver
la méme valeur quand la racine imaginaire de 2’ =1, qui a servi
pour former les fonctions y,, 7,..., Yu—, vient a changer. Ce qui
tient a ce que ce changement augmentant tous les indices d'un méme
nombre, le g'™ terme, par exemple, devient le premier, le (g-1)
le deuxiéme, le (g-2) le troisieme, et ainsi de suite. Quand on
aura calculé ces fonctions, qu'on pourrait appeler circulantes, on
pourra faire usage des formules démontrées dans cetarticle, sans qu'il
soit besoin de résoudre I'équation en y, en la ramenant & une équa-
tion a deux termes, ce qui serait fort long (*).

(1) Les autres paragraphes de ce imémoire forment, pour ainsi dire, autant de
memoires séparés que nous publierons dans ce Journal, des que I'auteur nous
les aura fait parvenir. (3. LiooviLLe. )



