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COXGBL'RSCKS STBATIFIABI.ES. 4*ÎI 

Sftr its tatiiiruetttes stmtijiafoies j 

PAIS P. VL\CB\SLM. 

Introduction. 

Les roupies de congruences stratiliables. dont la notion relative-
ment récente est due η M. IL Fubini ('\ ont fait l'objet d'études 
approfondies de ta part d'un certait» nombre de géomètres, et plus 
particulièrement de MM. < L Fubini et S. Finikott'ι -* >. 

Deux congruences Κ. et Κ sont strttiijtabfts «/uns itn stitsuni forment 
un couple simplement stratiliable). si l'on peut établir entre leurs 
rayons une correspondance hninivoque telle «pie les r! plans passant 
par un rayon quelconque de k puissent recevoir, lorsque le rayon 
varie, une variation au cours île laquelle chacun d'eux enveloppe une 
surface * le point caractéristique étant situé sur le rayon corres-
pondant de k. 

Les congruences k et k' sont tiouMtmtnt $tr*ttijîabtt$ tforment un 
couple stratilïable\ si l'on peut intervertir les rôles de k et k* dans la 
détinition ci-dessus. 

Dans le Mémoire cité. M. Finikotl" étudie d'une façon générale les 
propriétés des congruences doublement stratiliables. et le cas où les 

\ ' ι « ». Fi rim. é>« «/r«Hf <-Λι.«ι </(' tfi rritr <r salirtransformazioni 
dviie siifH'r'irir Ιί ι Inu-ili ι if Xfalrmatit^t pun » -*,{ ttpfdiritia. série t\. S. t. 
<*>-». ). j>. » ji -»Γ»7 i. 

.-•S. IÙMKOFF. -Sur /r.« rtMU-rtteMvr.* sfnttijiuides t ÛrM^iwt· «W iVrrofo 
t/'lfCiMJi/U-!» dt 1. 33. 1>V»0. [K Ôè ·. 
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dé\eloppables se nvm^'fiJenl «laws deux congruences associées lui 
{omel d'énoncer un grand nombre de résultats très remarquables. 

Pans le Mémoire actuel, j'envisage surtout les couples de con-
gruences Κ et Κ simii&Mts : les plans laissant par un 
rayon de Κ enveloppent ae* surfaces * Σ ν les points de contact étant 
situés sur le rayon correspondant de Κ. 

On sail que. quelle que soit la congruence Κ. il existe une intitulé 
vie congruences k formant avec k un couple simplement stralifiable. 

La détermination de k se ramène à l'intégration d'un système de 
trois équations aux dérivées partielles linéaires à quatre fonctions 
inconnues | équations y i i du paragraphe 11. 

On peut se donner arbitrairement Γη ne vie ces fonctions et attribuer 
vies valeurs arbitraires aux trois fonctions restantes pour u — ~y*~L 
« et ο sont les vieux j vara mètres lixant un couple quelconque vie rayons 
associés dans k et k et y est une fonction fixe arbitraire. 

La grasule généralité vie la solution vin problème peut laisser pré-
voir la possibilité vie grouper les différentes congruences k" sirnph*-
snent stratitïabies avec une congruence k arbitrairement donnée, en 
familles telles que Γοη puisse. a\ec les rayons homologues d'une 
même famille, former vies configurations géométriques variées. 

La présente recherche traite vies vieux configurations les plus 
simples an point vie vue projectif. 

Kt»\ isageons les ray ons des diiïèrenles congruences k simplement 
stratiliables avec k. homolognes vl'un rayon déterminé vie k. Il en 
existe une infinité v|uî sont dans un plan y- ·. Lorsque le rayon envi-
sagé vlans k varie, les rayons homologues cessent d'èt re coplanaires. 
Je cherche à assembler les congruences k en familles telles que les 
rayons homologues vies congruences d'une même famille soient cons-
tamment dans le même plan. La chose est possible si l'on choisit pour 
plan ν ~ % le plan langent à l'une quelconque des surfaces yii enve-
loppées jvar les plans issus du rayon générateur de l'une quelconque 
vies congruences k' simplement stratitïabies avec k. 

J'étudie ensuite un problème plus particulier et je recherche, parmi 
les congruences simplement stratitïabies avec k. à ray ons homologues 
coplanaires. dont il vient d'être question, celles qui jouissent de la 
propriété suivante : les ravons homologues situés vlans un mémo 
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plan « - » restent t»mt*munent eimcmtmnts en tin pnint w «A* \ ~ i 
/*>rsipte ( - * dèpitiee. 

La solution de ce nouveau problème dépend d'une certaine êqua-
tion aux dérivées partielles du deuxième ordre. 

J'examine le cas où la congruence Κ est conjuguée à la surface 11 * 
enveloppe des plans ν r. ν La considération des congruences k'àraxons 
homologues concourants dans \ fournît sans etïbrl une intînité de 
nouveaux couples île congruences straiilïaldes. transformés du couple 
de départ. L'étude de ces couples transformés permet d'obtenir autant 
tie solutions que l'on veut du problème suivant : 

Itètenmner Aw etttpies tA* réseau^· tr&r »/«c Aw tangentes aiuv etmrfoes 
lies »A*tf.r nWtitLr se ettrresfmndeni deu.e ti tAv/.r duns tine liaistm de 
simple slruti/iutniite. 

Le Mémoire cité de M. Finiboif contient des exemples de pareilles 
transformations de couples strati fiables, ties exemples intéressent sur-
tout le cas où h* couple de départ est doublement stratilïabïe et 
conjugué. 

La transformation que j'indique dans le Mémoire actuel s'applique 
au cas. plus général, d'un cxuipte conjugttè simplement sirtitijiahle. 

Je termine par l'examen du cas particulier où le couple de con-
gruences i Kh i est doublement stratilïabïe conjugué et barmonùpie. 
et je signale certaines conligurations formées de quadruples conju-
gués doublement stratilîabîes, ou de tétraèdres dont les trois couples 
d'arêtes opposées décrivent des congruences doublement stratïlïabies 
conjuguées et harmoniques. 

I. — Formules relatives aux couples de congruences 
simplement stratifiables. 

Uans ce paragraphe, j'établis, d'après M. Finikoli \ Minutie ait· >. 
les formules fondamentales relatives aux couples de congruences sim-
plement stratifiables dont il sera fait «sage dans la suite. 

La congruence t k t étant supposée rapportée à ses develop pables 
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J χ' = const., a — const. |. désignons par (.η el (ν* les foyers du 
rayon ι M. « ι Y1 κ 

On a les deux equations 

*1 ^ t -r« — ~r~ *■ — ~r~ ι >rfl — r» v . tï.r i)\ \ 

où ; et 7 sont des fondions des paramètres « et » . 
La congruence t k'V tonnant avec l k.1 un couple simplement strn-

liliable. sera définie par les deux points (\) et t \ ». où Γηη quel-
conque de ses rayons coupe les plans focaux correspondants du rayon 
homologue de la congruence (Κ), plans qui sont définis par les points 
ι a\ v. .r..i et (.r. ν. y„\ 

Les coordonnées y \ * et <^ t n'étant définies qu'à des facteurs 
communs près, nous pouvons poser 

(3) \ p .r -- tf Vxv. 
^ — ·/·■■' — Ν-

soit, en résolvant par rapport à et v,.. 

(3) v\ p ·*' — *fy. 
hV — - /', >. 

Soit ι - ) un pian issu du ravon yn, »1 de ι k u si yr -f- /.y > est le poin t 
où ι. r. > coupe le ra\ on (.ν. < ι de ι k \ l'équation du plan est 

. \. t. r Ài«— ... 

où le premier membre représente un déterminant dont les quatre 
lignes s'obtiennent en affectant les lettres, successivement, des indices 
ι. a. .1. 7, sont les coordonnées courantes du plan ιu). 

Le point caractéristique du plan (~\ lorsque u et » varient, est 
déterminé par les trais équations 

15 
ι :·. \. \ . ' · /. v » — ... 

ι \. 1. — κ. 

.3. \. ,r - U'v—1. 

«'ι . .r · «lc»u:iie les ijuaiiv coordonnées lioinugènes «ta point ..t-,. .... .r.y 

el chaque equation. écrite pour .r. eu représente quatre. 
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Si (~) est Tun des plans qu'il faut associer au rayon (M, c) de Κ 
pour que, conformément à la définition de la stratifiabilité, le point 
caractéristique du plan soit sur le rayon (u\ vi de k. on pourra 
poser. \Z) désignant le point caractéristique. 

/. -- - λ > ·. 

On exprimera que le couple < k. k l est simplement stratiliable. en 
écrivant que l'on peut determiner une fonction /.(«. * i dépendant 
d'une constante arbitraire et vérifiant identiquement le système ιx) 

On trouve sans peine que λ doit satisfaire au système 

1 Λ * λ.,— y, λ- — pi λ - ^ 
to = dh2ρ A </. 

Chaque solution des équations (.Ό donne une surface (ΣΙ enveloppée 
par le plan t -11 le point de contact étant sur (.r. p· t], et pour que k 
et k" soient en liaison de stratifiabilité. il faut et il suffit qu'il existe 
x' surfaces t. Σ K 

t'.eia a lieu si la condition d'intégrabilité du s\ stème yLi est vérifiée 
identiquement. 

Kn exprimant qu'il en est ainsi, on est conduit au système 

(4) 
/·., l'„·— '·.'/>/, '» 5J. 

'/■■■ /V/ - f? ?" 

tv = pq1 po ok 

"l'oute solution {p. p,. q,1 du système ^4! définit, par ses coor-
données linéaires relatives au tétraèdre de sommets (.r\ y vs. 
ur.l. yv Λ le rayon générateur ι \. \ I d'une congruence k* formant 
avec k un couple simplement stratiliable. 

On voit quel est le degré de généralité de la solution. La con-
gruence k est arbitraire, et pour déterminer k' on peut se donner 
<irhù)\iir>m»'nt Lune des quatre fonctions inconnues (/*, p,. */, </,). 
ρ par exemple, puis attribuer aux trois fonctions restantes des valeurs 
arbitraires pour u = si «Λ. > étant une fonction arbitrairement 
choisie. 

Pour procéder à une étude approfondie des couples de congruences 
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stratiiiables, it convient de connaître aussi les formules donnant les 
dérivées partielles de X et \ . 

En calculant de deux façons dilVèrenles tes dérivées secondesxm. 
et au moyen des équations (il et (a'V. on trouve 

l à 1 \„— M* \v -yV. 

V \ - M, 1 y, V 

avec 

I (v 1 

VI —/'« - ρσ. 

^ —'h' — fh't /'?- pv. 
VI, — /*,.■— f/'/i ""po. 
\, = y,.. — /»»/, - /1,3- : ffit. 

Si les congruences Κ et Κ' sont en liaison de slratiliabilité. on 
déduit du système ( 'i) 

\ : \M M, ... 

de sorte que les formules t à 1 prennent la l'orme 

\Λ i \
u

— M.' yV. 

V-=- VI 1 - y, \. 

Il reste à exprimer \... Y„. Nous écrirons, en introduisant huit nou-
velles fonctions. 

< 7 > X1 =l'\ -- (é _ It.r - S. . 

Yi =OV" l'V · S,.1 H, ;. 

Les conditions d'intégrabiiilé des équations ι à 1 et t.7 ) sont : 

1 8 1 

l'., - L'1,** y/i VI. 
1V= n«y -y,/, - - VI,. 

Qn' «V.» -l'y- y, -S. 
'Λ.~- ΙΝΛ t'.- · '/>>■ s·.· 
I>„ = - VI.. ·· Vil I' — [> 1 · » ys, S y, - VT V,'/. 

Ih. r - VI,,. · M,' I', /V - «,»,$ Sy,-- V.1 - V/.. 
S,. . OU, — S/I, - tio ■ ι VI - VI, îy - t'N V. 
s,..--- 1 », 15 S,/» - It,η ι VI, VI .y, l',\, λ,... 

Pour le couple straliliable dans un sens, on doit tenir compte 
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île ce que 
\ = „. \—«. \l~\l, = ,». 

Moyennant ces hypothèses particulières, on a, pour un lei couple, 
le tableau île dérivées suivant : 

I » 

,rt — »\ 

vf\ · ·/, ' - /·. >. 
\,

t
 ~ if \ — M*. 

\ — M, \ — l\\ ~ S^r -R2y. 

.r, r- \ — p.r — tf \\ 
V,. - ι 5\*\ 
v— - r\ - <v* - n.r- s» . 
\, " *y\ \ — \l \. 

relies sont les formules fondamentales qui sont à la base du 
Mémoire de M, Fini ko IV. 

M. Fiuikott" applique ces formules à IV lu de du cas, particu-
lièrement intéressant, où les congruences F sont conjuguées aux sur-
faces (ΣΧ 

J'aurai moi-même à envisager, d'un point de vue nouveau, les 
couples de congruences pour lesquels la condition ci-dessus est rem-
plie. Je résume donc les résultais de M. FîuîkoiV. 

La forme quadratique fondamentale de la surface ΣΛ '/Λ est propor-
tionnelle au déterminant 

Z1, Z1Z.,d2 Z1. 

I n calcul simple montre que le déterminant précédent est propor-
tionnel à la forme 

• 11 f.t tf.S^ ft, ' «in; - » M /. niu *h" ι /.It - St rA'v 

Pour que la congruence Κ. soit conjuguée à la surface ( Σ κ il faut et 
il sui'tit que les lignes coordonnées forment sur «. Σ) un réseau 
conjugué, ce qui se traduit par la condition 

\l · ... 

Le tableau n, I \ montre alors que 

V-Tyt. t.— y,\, 

l .es équations promeut que les foyers du rayon y\, \ ) de Κ ' qui 
correspondent aux développables »·-= const., et « = const, sont préci-
sément les points \ et \ . D'où ce résultat dû à M. Fnbinî < foc. cit. \ : 
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Si ht congruence Κ. if un ctmple simplement slrati/iahle est conjuguée 
mue sur faces enveloppées \Σ\ la congruence Κ' est harmonique à(E). 

Les foyers du ravon de fa congruence Κ' d'un couple de congruences 
t k k) conjugué et harmonique mue surfaces enveloppées t il > sont dans 
les plans focaïur de Κ. 

On démontre d'ailleurs que, réciproquement Ο ■ · l'ubini, lw\ rit.); 
si les foyers d'une congruence sont situés dans les plans focaux homo-
logues d'une autre congruence et si les développables se corres-
pondent, les deux congruences sont en liaison de slratifiabilité (con-
juguées et harmoniques). 

Les congruences k'de l'espèce qui vient d'être signalée [formant 
avec k un couple stratiliable dans un sens, conjugué et harmonique 
aux surfaces enveloppées ι i-i]« s'obtiennent au moyen du système 

l loi 
p'v = Pi = qp, po 

■f /'·.-/ v* :-·· 

·/- · /'·/= r ~on. 

La congruence k est arbitraire. Il existe une inimité de congruences 
associées k*. I ne congruence k' est entièrement déterminée si on lui 
impose la condition de contenir une surface gauche ^arbitrairement 
donnée) correspondant à une surface gauche choisie dans k. 

II. — Congruences simplement str&tifiables 
avec une congruence donnée, à rayons homologues coplanaires. 

Envisageons une congruence quelconque k' simplement stratiliable 
avec k. Soit t. X, Y ) le rayon de k' correspondant au rayon t a\ y ) 
de k. X et Y sont, comme il a été expliqué au paragraphe précé-
dent, les points où le rayon (X. Y ) perce les plans focaux de k issus 
de (,r, y). Ces points sont définis par les formules (ai où /», q. /i,. </, 
vérifient le système ^4). 

Moyennant (41 les équations tya) définissent χ' \aleurs pour λ. 
Adoptons l'une de ces valeurs et conservons-la dans la suite; nous 
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obtenons ainsi une surface t, Σ) bien déterminée. lieu du point 
Ζ — .r + λ»·. | Σ) est l'enveloppe du plan X, \ . Z). 

Nous allons chercher s'il existe dans le plan t r. κ en dehors de la 
droite i\l ), d'autres droites engendrant. lorsque l ~) varie, des con-
gruences simplement stratiliables avec k. 

Soit H une congruence autre que k*. en relation de stratilîabilitc 

Fig* i-

y Z X x 

avec k. et telle que le ravon yti, c) de Θ soit constainment situé dans 
le plan ι ~) correspondant aux mêmes valeurs ιι. c des paramètres. 

Désignons par y ς ) et ( r, t les points où le ravon yu^ »5 de Θ peree les 
plans locaux .r. .*v) et (*p, r. du ravon (.r. r) ( //g-. iV 

Si //, if. p\. (f\ désignent, pour la congruence Θ, les quantités 
analogues aux quantités />. </./»,. y, relatives à k', on aura les équa-
tions suivantes analogues aux équations ^ 2 ) : 

ι 1 1 J 
£ =/.'.«· -r- <f y ~ .t\: 
n = »/', -!-ρ'

κ
ι· H V„. 

Jour», tie Muth., Mme \lll. — Faso. IV. MÎ't. 55 
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Le rayon y u, c) de θ sera dans \ si 

( » ι ï l~\ »»/.. 
»; — \ — «/.. 

tu el n étant des fondions à déterminer des deux variables u et » . 
Remplaçant dans (12 ï ; et r

4
 par leurs expressions ι 1ι). \ et Y par 

leurs expressions (2}, et Ζ par .r -r- λ ν. λ étant la fonction adoptée 
pour définir ». nous obtenons les deux équations 

/»' .«· -- tf ' ν — < /» — m Cr — ( «/ — «ι λ « <, 
>f. -r - /»', ι — t</, — m ί .{· — S /·, — ni. \». 

Ces deux équations devant avoir lien pour les quatre indices, nous 
aurons 

..3) /·' ■/' ~ »>■ i'\~ /»..··«>. 
•t Ί ~ '»'■ </. = V* - »· 

Il s'agit maintenant d'exprimer que la congruence β est simplement 
strati liable avec Κ. 

La condition de stratifiabililé se traduit par le svstème suivant, 
analogue au système (4) du paragraphe I : 

« 1 ! ' 
· p . - »'/%/'. tis-. 
P = P1q - Pp - p 
'/- ~ /'Y. -pio - oa. 

Récrivons le système 1y 4) en y remplaçant p\ /»',. 1/ , ·/, par leurs 
expressions iy Y». Nous obtenons, en tenant compte des équations 11 i » 
elles-iuèmes. 

« t \"l 
Ml.« — M. t. - M /, = H/M — ΜΗ À»/. — S »1(1 À. 

«(,}. — Ml b — l\U*i. — M λ'/ — iWtiJ MIS. 
M, /e|| — MM/. — Mill — M Io. 

Si maintenant on tient compte des expressions ça)de λ* et λ,, on 
constate, après un calcul facile, que le système ty.»"» l

H
'
ul ^ écrire 

Μ
Λ

— MM/, i. - «y — inn }.. 
>. tit

 k
 — î.l III»/, λ — IM/ — Ml M À ». 

M. τ ' /»M - MM/, - IMM — Il IT. 
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et se réduit par suite ait système des tieuA- équations suivantes : 

« ι Λ » 
mz= wîi/.à — m/ — um λ» 
ft, — pu - wir/

t
 — m η — η /7. 

Si les deux fonctions m et η vérifient le système ^κ>\ les équa-
tions (ni. où p\p\. ont les expressions ( i*»). définissent une 
congruence Θ. simplement stratiliable avec K. dont le rayon (M. ci 
est. connue le rayon homologue de Κ . constamment situé dans le 
plan tangent correspondant ι r. i à (« t. 

Le rayon générateur de Θ est défini par les deux points : 

t II» ι 
£ — ι, /ê ■ m · .(■ ■ ι -/ - #« λ » < — .<·,. 

r, - ■ ·/. η >..·- · f, ■ ni. « » — ι». 

On voit quel est le degré de généralité de la solution obtenue. 
On peut attribuer aux fonctions ut et « solutions de ^i5) des valeurs 
arbitraires pour u — ;p). ζ étant une fonction arbitrairement 
choisie. 

tin est parti d une congruence k. déterminée [/». <y. />,. »/, fonctions 
déterminées vérifiant ( ί t|. et l'on a adopté une valeur déterminée 
pour λ. En faisant varier ces éléments, on a le résultat suivant : 

Les différentes congruences, formant avec une congruence arbi-
traire k un couple simplement stratiliable. peuvent être groupées en 
une infinité de familles telles que /ex rayons homologues d'une même 
famille ^ corresptmdant à un mt'nw mvon r tie k t restent constamment 
dttns Je même plan lonn/ue r décrit k. le plan eortespondant à efun/ue 
f amille enveloppant l'une des surf aces \ Σ ι «XXUCÎVCX ù k. 

III. — Recherche des congruences θ simplement stratifiables 
avec k, à rayons homologues coplanaires et concourants. 
— Surfaces associées à un couple. 

Nous nous proposons maintenant de rechercher, parmi les con-
gruences θ simplement stratifiables avec k appartenant à une même 
famille, celles qui jouissent de la propriété supplémentaire d'avoir 
leurs ravons homologues concourants. 
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V- ν étant la surface enveloppée servant à définir la famille β, les 

congruences * Γ) cherchées» si elles existent» «^instituent une ou plu-
sieurs familles incluses dans la famille Θ, telles «pie tout plan tangent 
* τΛ à «ΣΊ coupe les différentes congruence^ ι Γ ι «ruue même famille 
suivant «les faisceau ν «le· ravous honml««gucs concourants. 

Not«»ns «pie l'existence des familles «Γι n'est nullement assurée 
»« p*v«irf. 

En effet» m et η satisfont déjà au système 11 '» ». Astreindre U-s 
rayons homologues d'une famille «le congruences θ à passer constam-
ment jmr un même point de leur plan» revient à imposer une «-ondition 
supplémentaire aux fonctions m et w» On aura «loue à exprimer «pi'utt 
certain système en m et η est «xunptèteioenl întégrahle. l-eseomlïtions 
«l'intégraliililé fciont intervenir «les lelations entre p. p. » »/, ·/ » λ» et 
l'on pourrait eraïmhv soit «pie ces relations soient incompatibles avec 
celles «pii cxpriimml la slvatiliahilité. soit qu'elles limitent la «lèteruù-
nation de ρ» p.» «/» «/., «le sorte «pie certaines surfaces enveloppes » — ι 
puissent seules contenir des îaisveoux concourants «le ravons homo-

logues» 
Il est asse* remarquable tpi'en vertu même des conditions «le strati-

tinhilitc. le prviblème que nous nous JHISOIIS soit possible, et d'une infi-
nité «le layims. piour nue surface enveloppée ι Σ ι >irf»tlnttrrnh'H/«·Α»ι>»«·. 

k «Haut donnée arbitrairement, el k « p, p,. »/. »p ι étant l'une «piel-
eoinprc des congruences simplement slrutilïabïes avec k. choisissons 
une solution λ du svslcme « d » du paragraphe I. «le f»y«»ii à avoir une 
surface envel«»ppée \Σι bien déterminée. 

L'ensemble des congruences β simplement st rat diables a ν «χ- k. 
dont les rayons tu» «Astrnt situés «lans le plan tangent correspondant 
«~ià « Σ ι, est «ièfini par les formules « it> ». où m et w vérifient les 
relations « ι » ι. 

Prenons sur le rayon « \ \ > «Se k" un point «le coordonnées· 
« \ — ». ; étant une fonction «les «leuv paramètres w et c. et cher-
chons à «lètermïner ; «le fayon que forsque « et r varient, M s«»it c«»u>-
tamtnetil bv sommet d'un faisceau formé par les rav«»ns honioïogims 
d'une /wwli*· de congruences θ. 

Le rayon générateur «l'une congruence rt» situé «lans le plan « r» », 
est «létini par Ses «leuv j*»inls « ς ι et « \ V du |«aragrapl»e précèdent, t'.e 
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rayon jvassera constamment par le point e> si les fonctions m et η sont 
telles que l'on ait 

X - zY— *; *v 

ret JT étant certaines fonctions tie a et de »·. ψ 

Kn tenant compte des expressions (taïde!; et τ,, l'équation ci-dessus 
s'écrit 

i ?· - ο \ c. -sit - < rm ~ s«» » X -- «v 

t"ette equation doit avoir lien jnuir les quatre indices; on en déduit 

r = 1.S — — W - ÏW-I'», 

Il faut donc, pour que le problème pose soit possible, que Γοη 
puisse déterminer les fonctions m et η a\oc nue constante arbitraire, 
de façon que leur rapport soit une fonction lise yt H. CV 

Le sommet w du faisceau aura alors pour coordonnées 

w= X - zY. 

; étant la fonction en question. 
Le système à vérifier par m et « est le suivant ; 

tri 
m, - . w·^ ». - mtt i. 
wv— pu -· #ΐ«γ- - tun — «)-. 
m ~#»3. 

Les deux premières équations du système \ ι y > sont les équa-
tions « ι '» »qni expriment que les congruences envisagées appartiennent 
à la famille des congruences β étudiées an paragraphe précédent. 

Dans la troisième équation, y est une fonction à déterminer pour 
que le système admette une infinité de solutions en m et n. 

Ltudions les conditions d'ïnlègrabililé du système f ty V 
Si Ton tient compte de la troisième expiation dans les deux pre-

mières, et si Ton remplace dans la première équal ion m„
:
 par n

x
 y -f-n y,.. 

le système peut s'écrire 

s »s» 
Nx = (q h, - ν -Λ - . 

*/· ■»·/,— t.TtM -
v nz 
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Exprimons Tintégrahilité du système formé par les deux premières 
équations 118V En égalant les deux expressions de . nous obtien-
drons après division par η ( ' \ une équation de la forme 

' \ η; — t>H - (. ■>. 

Le calcul des coefficients donne 

\ ... 
b ·/ - ï ~ ->./·— >.,. 

t: - {p -s./,—Is·]» —| y, λ f ~ V* j ' 

Si Γοη tient compte de Texpression de λ, fournie par la deuxième 
des équations (3\du paragraphe 1, on voit que le coefficient Β est identi-
quement mil» de sorte que Tunique condition d'intègrabilité du sys-
tème t^i8) est C = o. 

Développons la condition trouvée; nous obtenons une équation du 
deuxième ordre eu g» qui» compte tenu des équations * ο ) et ( î S peut 
s*êerire 

(»!»» - -/i.· ■··/„- - <ys-i-£—y.i —"· 

Tour toute solution ζ de Téquation ^19), le système 118 > est com-
plètement intègrable et donne m et η avec une constante arbitraire. 

Les équations* il> * du paragraphe II définissent alors χ' congruences 
simplement stratiliables avec K. formant une configuration telle que 
tout plan tangent à la surface *Σ) [définie par la valeur adoptée 
pour >»] coupe les x' congruences suivant un faisceau de rayons homo-
logues concourants. 

A toute congruence Κ, arbitrairement choisie, on peut faire corres-
pondre une infinité de configurations analogues. Chaque congruence Κ' 
simplement strati fiable avec Κ en livre une infinité dépendant des 
deux fonctions arbitraires introduites par Tiutègratio» de Téqua-
tion (iq) et de la constante arbitraire attachée à λ. 

Il est à noter que Téquation (19Λ ne contient pas λ. La même fonc-
tion 3 solution de * tq^ sert donc à définir x' configurations du type 

p » it ο» sans quoi on aurait m — m — ο et Γοη obtiendrait la congruence Κ 
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étudié [les plans des faisceaux de rayons homologues étant les plans 
tangents aux surfaces («) correspondant aux x' valeurs de λ ]. 

Cette dernière remarque conduit immédiatement à une autre con-
figuration que l'on peut obtenir avec des rayons homologues de con-
gruences simplement stratifiables avec K.. 

Les coordonnées du point ω par lequel passent les rayons homo-
logues des congruences correspondant à une fonction 3 déterminée 
solution de l'équation 1 iqi sont 

w = X - pY. 

soit, en tenant compte des expressions t ·» > de \ et 4 : 

'<> = — '/ν — -«·,·> — -1 '/,-r — f.it ~y
K
Y 

Ces coordonnées ne dépendent pax de λ. Si donc on envisage les oc' 
plans tangents aux différentes surfaces t Σ4 relatives à la congruence 
ΚΛ Y. Y > aux points où ces surfaces coupent un même rayon r de K, 
le point tu = Y — ; 4 . qui est situé dans ces oc' plans tangents, est le 
sommet de oc' faisceaux de droites (chaque faisceau est situé dans l'un 
des plans tangents \ chaque droite de l'un des faisceaux engendrant 
lorsque r varie une congruence simplement stratifîable avec K . 

On définit ainsi xa droites concourantes, engendrant chacune, 
lorsque r varie, une congruence simplement stratifîable avec K, les 
χ- rtiycns homologues ne cessant pas d'être concourants lorsque r varie. 

Kn résumé, nous pouvons dire : 
11 est possible de grouper les congruences simplement stratifiables 

avec une congruence donnée K. en familles de x~ congruences jouissant 
des propriétés suivantes : 

Les χ- congruences formées par les rayons homologues tie chatpte 
famille sont formées par des droites issues d'un point tu. .1 leur tour les 
χ- ctatgruenees de chacune des familles ci-dessuspetteen têtre groupées en 
familles de x' congruences telles que les x' rayons homologues de chaque 
famille forment des faisceaux plans ayant pour sommets les points tu 
correspondants. 

I ne quelconque des familles de congruences simplement stratifiables 
avec K. donnant lieu aux configurations qui viennent d'être indiquées, 
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se trouve déterminée dès que Γ on a livé une congruence particulière Κ ' 
simplement slralîliahle avec· K. et que l'on a fait choix de la solution ^ 
de l'équation du deuxième ordre tqp) associée à k'. 

('Inique fonction s vérifiant (ip) définit un point w sur chaque 
rayon de k'. I/ensemble des points <·> relatifs aux différents rayons 
de k ' détermine une certaine surface ίί- que nous dirons usxocu r an 
couple ̂ k. k'V 

Chaque couple admet une inimité de surfaces associées dépendant 
de deux fonctions arbitraires d'un argument, définies par les équa-
tions 

(•>.0) = ι /»,r ·· »/r 'f 1 -r · ft, y \ „ >. 

IV. — Étude du cas particulier où la congruence de départ K 
est conjuguée aux surfaces {1 > enveloppées. 

Ces considérations qui précèdent trouvent une application intéres-
sante dans le cas où la congruence K est conjuguée aux surfaces (Σ> 
enveloppées par les plans issus des rayons de l'une des congruence k' 
simplement stratilîable avec k. 

Ivnvisageons plus particulièrement les configurations définies aux 
deux paragraphes précédents, dérivées de cette congruence k . 

Les quantités /1,/»,, y- y, sont alors liées par les équations (10) du 
paragraphe I que nous récrivons 

^ I <> 1 

/'«=-7V = '/'/> — ?=■-
·/« /'> 7 —f>?- p. 
'/>·-- Ρ'ίι --/',5· — =■„. 

On a vu an paragraphe 1 que les foyers des rayons de k' sont situés 
sur les tangentes aux courbes du réseau de (Σ^ correspondant aux 
développables de K. Nous appellerons ce réseau le réseau k' est 
fmriHonûfue au réseau t Σ>. 

Soit θ l'une des congruences simplement slralîtiahles avec K. déri-
vées de k* déterminées au paragraphe 11, et (Σ"> la surface enveloppée 
dont les plans tangents contiennent les rayons homologues de k" et 
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do Θ. Parmi les χ' surfaces enveloppées par les plans issus des rayons 
de β ligure évidemment la surface (Σ>. 

Ainsi, θ est simplement stmtijiaM'e avec Κ el Κ. est conjuguée à 
Γιιηι· ν —) des x' surfaces envefopftèesparies pians issus des rayons de Θ 
(donc à toutes les autresV 

Il résulte alors d'un théorème de Fuhitii énoncé au paragraphe I 
que Θ est harmonique au réseau (Σΐ. Donc : 

Ni h. est conjuguée « ( toutes ies congruences θ sont harmoniques 
« i Σ\ 

l.a famille Θ donne d'ailleurs la totalité des congruences harmo-
niques au réseau t Σ ι. 

Nous avons vu au paragraphe précédent qu'au couple de con-
gruences t Κ. K"i on pouvait associer une famille de surfaces Ω-, 
il- étant le lieu du point w du rayon (ΝΛΛ de k'(w=\— z^ Κ 
ζ étant une solution quelconque de l'équation (n}\ qui, dans le cas 
actuel, eu égard aux équations ν ι ο >, s'écrit 

Ό* " iw- - W - — Ά··ν = °· 

< iliaque congruence Κ simplement stratiliaide avec Κ définit une 
famille de surfaces il-. Dans le cas actuel [k conjuguée aux x' sur-
faces ι Σ1 enveloppées par les plans issus des rayons de k' |, l'étude des 
surfaces il

c
 présente un certain intérêt. 

Avant d'aborder celte étude, nous avons besoin de rappeler une 
propriété connue des congruences harmoniques à un réseau donné. 

Soit t Jig· (Ζ t un réseau quelconque admettant pour première et 
deuxième tangente (Ζ. U t et ι Z, S). 

Désignons par t PQV t IV <1,1 deux congruences quelconques har-
moniques au réseau < Ζ t: Ρ et P, (deuxièmes foyers des deux con-
gruences Ί sont situés sur la première tangente (Ζ, ID du réseau; 
Q et Q, ^premiers foyers > sont sur ( Z, S). Le point ω où se coupent 
t PQ ι. ι P . Q. >, intersection des tangentes aux courbes e des réseaux 
t Pi, ι, l'A [ou des tangentes aux courbes a des réseaux ( Q i, (Q, i| 
décrit un réseau conjugué à (PQ) et t P, Q, V 

La droite d'intersection des plans tangents aux réseaux y Ρ i, (P, >, 
passe par <y et décrit une congruence harmonique à chacun des deux 

Joum. tie Math., leinc XIII. — Fasc. Ι\. IR-4- -1'1 
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réseaux; le point w est donc le premier foyer de cette congruence, et 
la droite en question p>jT,i est la première tangente du réseau U-JV 

De même les plans tangents aux réseaux t s) et (3,) se coupent sui-
vant la deuxième tangente t t>j"l\,) du réseau (wV 

Kig* ». 

v Q Q1 a s 

Cela étant, envisageons dans le plan tangent v,V ^ « /· ^ à l'une (ΙΛ 
des surfaces enveloppées par les plans issus du rayon ν \, \ t de K', le 

Kig. S. 

ti K K X1 K2 

faisceau des ravons homologues des congruences Θ harmoniques 
à ^Σ) dont il est question plus haut, passant par le point ω^\ — s\ ) 
(fig. 3). 
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Soient k', k,, K
2
. ... les rayons du faisceau. D'après la proposi-

tion qui vient d'être rappelée, les x1 congruences k'. k',. k!,, ... 
sont conjuguées au réseau ( toY[ porté par la surface il.]. Celte conclu-
sion s'applique évidemment aux χ ~ congruences analogues à k', 
k,, k

ï(
 .... obtenues en remplaçant ( X) par l'unequelconque des χ ' 

autres surfaces enveloppées par les plans issus de t \. \ ). 
On peut doue dire que le réseau (w ) est con jugué à χ - congruences 

simplement struttfiables avec k, cliaeuue de ces congruences étant 
harmonique au\ χ ' surfaces enveloppées correspondantes (aux 
réseaux portés par ces surfaces. Ainsi : 

Les congruences formant avec une congruence déterminée K un couple 
simplement strati/iahle conjugué et harmonique au.r sur faces enveloppées, 
peuvent être groupées en familles de χ - congruences telles que les 
χ - congruences de chaque famille soient conjuguées à un même réseau. 

Ayant plus particulièrement égard à la congruence k't \. Y ) qui a 
servi à définir la surface il- (le réseau C.J 1 remplaçons 3 par l'une quel-
conque des solutions de l'équation çrq'Y. Nous obtenons ainsi une infi-
nité de surfaces il- ^dépendant de deux fonctions arbitraires d'un 
argument Y. k' est conjuguée à toutes ces sur/aces. 

V. — Sur une transformation des couples de congruences 
simplement stratifiables. conjugues et harmoniques aux 
surfaces enveloppées. 

Nous allons étudier d'un peu plus près les surfaces il- introduites 
dans les deux paragraphes qui précèdent. 

Il est possible de rattacher à la considération de ces surfaces une 
méthode de transformation des couples de congruences simplement 
stratifiables conjugués et harmoniques aux surfaces enveloppées. 

lin couple (RK") étant connu, chaque solution 3 de l'équation \ iqA 
du paragraphe IV définit deux nouveaux couples du même type. Les 
rayons homologues des deux couples enveloppent deux réseaux se 
correspondant de telle manière que les quatre tangentes aux courbes 
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des deux réseaux on doux points homologues quelconques (oumissent 
doux couples simplement si raliliuhles conjugués et harmoniques comme 
le couple de départ * kk' κ 

On connaît dos exemples particuliers do couples do roseaux se cor-
respondant par tangentes homologues stratifiables. 

\iosi M. Finikoli, dans son Mémoire, signale que si deux con-

gruences k et k'forment un couple conjugue doublement si rati lia hle. 
les réseaux déterminés par les développables de k et k' sur deux sur-
faces enveloppées quelconques t —* et tûA sont dans la relation indi-
quée: les deux tangentes à Tun des réseaux donnent, avec les tangentes 
homologues de l'autre, deux nouveaux couples conjugués doublement 
stratilïables ( ' Y 

Dans l'exemple ci-dessus, le couple ^k k » étant connu, à un 
résau iX) déterminé on peut faire correspondre oc" réseaux (X'\ tels 
que le couple 11t * — ^ soit slraliliahle. 

I lans le cas de la simple slratifiabilité, que nous allons examiner, à un 
réseau ^ Ξ1 on peut associer une in Unité de nouveaux réseaux tièpendunt 
de deux fonctions nrfdlruiies d'un argument et formant avec 1.1) des 
couples de réseaux conjugués et harmoniques simplement stratilïables. 

Le couple simplement stratiliable ( k. k A étant con jugué et harmo-
nique, soit li- l'une des surfaees associées à ce couple | lieu du point M 

de la ligure ( l ij. 
Aux deux familles de développables de k et k , correspond sur IL 

un certain réseau < M « | nuV paragraphe IV J. 
Soient w'F, et ΜΊΑ les deux tangentes de ce réseau. wT, est la tan-

gente à la courber . const, ^première tangenteV wT,est la deuxième 
tangente. 

Fnvisageons ι //g. l'une quelconque , k par exemple t des 
χ 1 congruences k\ k

t
. k .... simplement slralilïahles avec k dans 

un couple itarmouique et conjugué, et dont les taxons homologues 

. ' > Si deux réseaux se correspondent de manière «pie leurs tangentes t'en neuf 
deux couples de congruences stratilïables ι simplement ou doublement '·. non-
diions «pèils tonnent un couple stratitiaide de réseaux. 

Si les tangentes homologues des deux réseaux décrivent des congruences -ira-
litiables «Mujucuées et barmouùptes. nous dirons «pie les reseaux sont conjugués 
et liarui>>ui«pies « siinpleinent ou doublementy. 
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concourent dans chaque plan tangent ^r.) à l'une des surfaces enve-
lop péées —pZ), au P°'nl ω correspondant. 

Y Vêtant le deuxième réseau focal de k*. nous avons vu au para-
graphe IV pthéorèmo rappeléV que le plan tangent en Y au réseau en 
question contient la première tangente toT, au réseau t/V». Homme ce 
qui vient d'être dit pour \Yi se répète pour les deuxièmes réseaux 
focaux des χ 1 congruences. \ V,, à ,, .... on voit que les plans 
tangents aux différentes surfaces (à V (V,). ^Y

3
), .... aux points où 

ces surfaces sont coupées par la tangente (. /Λ ) à la courbe n du 
réseau enveloppé par pr.) forment un faisceau d'axe ωΤ,. 

Il résulte de là que lespremières tangentes des deux réseaux t,iri efpu) 
se correspondent dans une liaison île stmtijialnlitc. 

Mu envisageant les premiers réseaux focaux \, X„ Y
s
, .... des 

congruences k', k,, k ,. . . on voit que leurs plans tangents aux 
points où ils son! coupés par ta deuxième tangente du réseau ρΣ) 
forment un faisceau d'axe tuT

2
. Les deuxièmes tangentes des deux 

réseaux r il « et ^ r. > se correspondent ilonc elles aussi dans une liaison 
de simple straliliabilile. 

Nous avons trouvé le inoven de faire correspondre, par l'intermé-
diaire de ta function 3 solution de t 19 K au réseau t it. un antre 
réseau vt,JÎ formant avec 11 » un couple simplement straliliable t au 
sens précisé plus haut V 

t '.haque solution a de ptp'i donne un réseau simplemen t straliliable 
avec \ Σ ». Les dillerent s réseaux t ru » ainsi obtenus sont d'ailleurs tous 
conjugués à la congruence k' qui a servi à former l'équation t itf » 
comme on l'a observé à la lin du paragraphe l \ . 

Il est clair que l'on peut faire jouer à chacune des congruences k,, 
k

a
, k... le rôle particulier que l'on a fait jouer à ΚΛ Chacune 

de ces congruences fournit une équation aux dérivées partielles du 
deuxième ordre analogue à (tp'h définissant une infinité de nouv eaux 
réseaux peu \ tous simplement stratîlîables avec le réseau e Y ». 

Il ν a plus. Envisageons le couple simplement straliliable formé 
par les congruences engendrées par les tangentes homologues y Ζ, \ t 
et peu'l'Y [nous pourrions dire {Ζ\ » et ( <u T, y] aux deux réseaux e 1 ) 
et e eu ». Le réseau \ eu ) est conjugué à la congruence formée par les 
deuxièmes tangentes à l'un quelconque des deuxièmes réseaux 
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focaux Y. Y,, Y
s

, ... des congruences Κ', Κ.,. K
;!

 . ... On sait 
alors que la congruence décrite par la première tangente wî, au 
réseau |w) est harmonique aux réseaux Y, ^ ^ .... 

Donc, les di Ile rent s couples de congruences simplement stratifiables 
trausformés du couple initial ι k k ' t sont eux aussi des couples con-
jugues et harmoniques atur surfaces enveloppées connue le couple 
initial. 

11 résulte de là que les différents réseaux transformés du réseau t Σ t 
par l'intermédiaire de l'une quelconque des congruences k'. k

t
. 

kl, , . et des équations çnO associés, forment avec t-ï des couple* 
tie irseamv simplement strutifitibfes conjugués et harmoniques. 

Notons que les points des différents réseaux associés à ι ΣΙ sont tons 
situés dans le plan correspondant de ^ Σ'κ 

On peut évidemment, en envisageant deux congruences correspon-
dantes de l'un quelconque des couples de réseaux que l'on vient 
d'obtenir, leur faire jouer le rôle que l'on a fait jouer à k et k , et 
Ton conçoit ainsi la possibilité de poursuivre indéfiniment le procédé 
île transformation. 

VI. — Congruences doublement stratifiables. 

l ue congruence k arbitrairement donnée ne fait généralement pas 
partie d'un couple de congruences doublement stratifiables. 

Les congruences doublement st rat diables forment une classe spé-
ciale. Les notations étant celles du paragraphe l si Γοιι exprime que 
les rôles des congruences k et k' peuvent s'échanger, les formules 
du paragraphe I conduisent aux équations suivantes t.roir FisiKorr, 
Mémoire cite\ pour déterminer une congruence k ç.t\ v) rentrant dans 
un couple doublement st rat diable et les congruences k ν /», «/. p

x
. q, t 

associées 

un 

.»-* —51. -i-,\ — fKC — If V, 

> . τ t — */\·*' — > , > , 5".»', 
\. ./\ M.,, - Γ\ — MI — K.( . 
I - ηΛ l'N — It, >. I. ,fx \ — M r. 



COVORVKSCRS STRVTIKI.VBLKS. I 

équations auxquelles il faut adjoindre 

t ·! î » 

p. ·- We — ~ J>« --· V\\ — 'fit — M* 
/ν -- w- - ?~ — xh IV= W- — v/> ·M. 
·/< "P ·■/ /·■> —f. . -- IV.'— '*</ 7«-
V1— Mi - ihτ-*». ν·.· - 'W - <*> ·/« ~ Vt-

15, M, M, I' -/· . 
H M. M, 1*,·-/·, ·· 
Iî? - »5,« V. >\lv. 
η» » t» r .·.·Mq. 

Nous avons vu au paragraphe II qu'une congruence k étant arbi-
trairement donnée. on peut grouper !es congruences k' simplement 
stratiliables avec Κ en familles telles que les rayons homologues d'une 
même famille « .correspondant au même rayon r de ΚΛ restent cons-
tamtnent dans ie même plan lorsque r décrit k. le plan correspondant 
à chaque famille enveloppant l'une des surfaces \iét associées à Κ 

i'e résultat général s'applique au cas particulier où Κ l'ail partie d'un 
couple doublement stratitiable ^couple stratitiable \ 

Chaque congruence Κ" simplement stratitiable avec Κ fournit, 
connue on l'a vu au paragraphe IL uneinlinite de congruences θ. déli-
âtes parles équations v ι .Vt et til jouissant de la propriété indiquée. 

Mais, si K. forme avec Κ un exmpîe stmtiJùMe* rien ne dit que 
parmi les congruences Ο t. dont Κ' fait partiel il y en ait d'autres 
que Κ formant avec Κ un couple stratiliahle. 

l»e même, et à plus forte raison, on ne peut pus affirmer a pW 
que l'on puisse grouper les congruences β en familles analogues à 
celles du paragraphe III. à rayons homologues coplanaires et concou-
rants. les congruences de chacune de ces familles formant avec Κ un 
couple stratitiable. 

Nous allons envisager le cas particulièrement intéressant où le 
couple ν k. k * est un couple et»«juguv et Aurmom'qw. > étant l'une 
des surfaces enveloppées par les plans issus des différents rayons de k", 
les développables de k et k' correspondent à un réseau conjugué 
de [réseau k est conjugué au réseau et k* est harmo-
niqne à ce même réseau. Chaque rayon de k' est dans un certain plan 
tangent n à ̂  e. Nous allons rechercher d'abord les congruences 
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autres que Κ* dont les rayons AU»! situes dans les plans tangents à ν— » 
et qui forment avec Κ un couple slratiliahle conjugué et harmonique. 
Nous chercherons ensuite à grouper les congruences obtenues. eu 
familles à rayons homologues concourants. a tin de réaliser si possible 
une transformation des couples slratïfiables conjugués et harmoniques 
analogue à celle étudiée an jvaragraphe IV . 

Si le couple « Kk i est conjugué et harmonique, on aura comme 
Ton sait dans les expiations » χ ι ► et », aa » 

\t. O Ρ·„ 

On voit alors sans peine que les deux systèmes»ι » et » a-» > {«cuvent 
se mettre sous les formes t - > 

1 *3 * 

.î .. ~ j t ^ .,c „ -r \ - %, M' — ·ψ t „ 

y , - - V — ·*,·«·- -fvy- y. -e·. 
\ , ·/ \ . \..= pX - zY -
V c = -- — r\ /». V t. f, V 

V a i ί 
ί'· Γ · ; Ψί· — ?--
?. = — I*?· - S- ï«Pp - P p - Z 
V - /SV' é" ~ - t- t'-l· -1 · --

l ne congruence β étant définie par les équations ν *~e * dta paragraphe II 
l.ftg- Ο 

sua· 
£ r - \ .■*<Z. 
5. \ A/. 

β formera avec k un couple strut itiahle conjugué et harmonique si les 
équations t :» "O restent vérifiées lorsqu'on remplace p. f. p

5
. ♦», par les 

quantités f»\ «/", p.. »/, définies par les équations » ι i > que nous 
récrirons 

i»S = t -·-/* ~ **. f\ --ρ, · *ί. 
«/ ·/ **<·. "if;: '· -ft Λ-

»! s Les <XM*çruetti-es il un couple siranitsalde swrt des ιΜβίηιβκχ· I» « λ«-
svaiBi-e \Y |v^rtienlière> dont les devefoppables i»OetvepSei*t sur «rHaque «sppe 
nie la surface locale MU réseau cottjweué è*a!iee»6e . 

h - « IVur le derail du calcul. iWr >. Foivorr. jfe-jmtfùre eùv. 
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Or. (»B A TU «A paragraphe U que trois des èquiiions \a4) sont 
vérifiée? si * et « vérifient le système 

« «à ·■ 
m.x-=: — 38^ — 3»«?du 

m2 = p^m - m— smm — i»ïr. 

Il reste à exprimer que les fonctions w et « vérifient aussi les trois 
équations restantes 

s -»5 ι 
f >. —ÎV- -
·#.-· =#** -- -"-

f;. ··"·#♦>.>% -Is " —z 

Un remplaçant dans rio/. ν . p
s
. «$.. par leurs expressions 413 i. et 

en tenant compte tie ce que. par hypothèse. p. f-x vérifient le 
système ^24 Κ iv système· t aài s'écrit 

' V»L> '; 

m.
t
_~ s*

v
à —mi 

swi* — — aw-i — sbIl^ 
m^ m — *§..a»i —mi - mz 

La première ripiation y-Λ» τ est vérifiée en vertu fies équations , ι > > 
et fie l'expression fie λ.- donnée an paragraphe I 

» é ·■ L ···-·*..♦.-· ~i\î - y 
ï.- — ~îè — pi —y. 

tenant au système fiesdeux fieraières equal i«o«s 4 ni ». il peuts eerire 
en ègarfi à cette même expression fie λ. 

«S &·> 
ja»„ — -*mp — a»r— — a»r5u 

m = pm - pd— «ri — sm^ 

Les congruences θ que ikhîs recherchons existeront fionc si le système 
fies quatre équations \i 5) et (10 A est compatible en m et ». 

Si Γοη compare les deux expressions fie m,.-, et celles fie n,
H
 en 

tenant compte fies équations * 1 ô ». * i5'\ t a.| » et. fies· expressions \3) 
fie λ,, 'et >.. on constate, après un calcul qui ne présente aucune diffi-
culté. que les confiitions de «compatibilité fies équations (ι5Λet 4 i.V) 
suai identiquement vérifiées. 

ne et A peuvent donc être calculées avec deux «constantes arbi-
traires. Ainsi : 

-AMOT·®. ÎÎ -<FOEV_ FERAS» XÎLS. — ESSE. IT. 'S-H3 7 
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Si une congruence Κ fait partie d'un couple strati fiable conjugué 

et harmonique \K. k">« et si est l'une des surfaces enveloppées 
par les plans issus des rayons de k'. il existe χ- congruences formant 
«teerR un etutple strutijiahle conjugue et harmonique et telles que chaque 
plan tangent à * « x les coupe sui*-*tnt xa mvtwi homologues. 

VII. — Congruences formant arec une congruence donnée des 
couples straùfiables conjugués et harmoniques à rayons homo-
logues coplanaires et concourants. — Transformation des 
réseaux R. 

I tans ce paragraphe, nous rechercherons s'il est possible île grouper 
tesx~ congruences Θ déterminées au paragraphe précédent, en familles 
de x' congruences telles que tout plan tangent à ̂ Σx coupe chaque 
famille suivant un faisceau de x* rayons homologues concourants. 

.( priori le problème semble impossible. Nous allons voir qu'on peut 
le résoudre, et que chacune des xa congruences β dont il est question 
ci-dessus fournit x' familles de congruences jouissant de la propriété 
indiquée. 

k étant l'une des xa congruences β déterminées au paragraphe 
précédent. V et Y désignant toujours Ses points où un rayon quel-
conque de k' perce les plans focaux correspondants de k, envisageons 
comme an paragraphe 111 le poïn! w du rayon ι Y. Yx de coordonnées 

s. \zY 

g étant une fonction des deux paramètres u et » . 
Nous avons vu que l'on peut déterminer la fonction g | solution de 

l'équation u 9 > {de façon que to soit le sommet d'un faisceau formé par 
les rayons homologues de x ' congruences simplement slratiliabies 
avec k. 

L'équation » a été obtenue on étudiant l'intégrabilité du sys-
tème* ig x. Ici. nous désirons que les x ' congruences coupées par les 
différents plans tangents (tA à < Σ> suivant des faisceaux de sommets ω. 
forment avec k un couple doublement strati fiable conjugue et harmo-
nique. Aux équations 11g * du paragraphe 111 il faudra donc adjoindre 
les deux équations * 1Y * du paragraphe précédent. 
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Il faudra donc, pour que Ton puisse grouper les χ - congruences Θ 
du paragraphe VI en familles de χ " congruences coupées par chaque 
plan (-") suivant un laisccau de rayons homologues concourants, qu'il 
soit possible d'intégrer le système suivant aux fonctions inconnues /», 
«, 3. la solution laissant subsister une constante arbitraire dans les 
expressions de /» et η : 

i 'ΐ— Ί 

tit,.zn*f mut. 
/#. — pit - //fry, - tu fi ■ it },5\ 
m^~\mp m-— ftp — tft 37,, 

tt„ —-zp
y
n f/, η λ //"λ— «17, 

tti Γ- // ̂ , 

Remplaçons « par ~ dans la deuxième et la quatrième des équa-
tions (27Y. Après un calcul simple, ces deux équations deviennent 
respectivement 

t *»S I 
Ui," ~ ζ · ··'/-

{
i I -, r: τ. 

Si le système ça8) est iiitëgrable, la première et la troisième des 
équations ^ ay! yqui forment un système intégrable) donneront m avec 
une constante arbitraire, après quoi la dernière équation donnera ». 

On aura donc, comme on le voulait, m et « avec une constante 
arbitraire. 

Or. si l'on exprime que le système < a8! est intëgrable, eu égalant 
les deux expressions de ( 1 ) , on eonstate | eu égard aux équa-
Iions ν 2.| )| que la condition d'iutégrabilité est identiquement satisfaite. 
Les équations (28Y donneront donc 3 (avec une constante arbitraire!. 
Lne fois la fondions choisie, on aura/» avec une constante arbitraire. 

m puis /I = - ■ 
Pour chaque valeur de la constante tigurant dans les expressions 

de m et /1, on aura une congruence θ dont le rayon générateur est 
défini par les deux points ς, η dont les coordonnées ont les expres-
sions (y ti) du paragraphe II : 

l U> 1 
^ = i ρ — m ix — 1 <y — «ιλ tr — xv? 

T. — 1 *fx — ft >.*· ■ ι /1, — /1/. \y — r
w

. 
37. 
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Les χ'1 valeurs de la constante arbitraire dont dépendent ni et n. 
définissent x' congruences Θ doublement stratilïables avec K.. con-
juguées et harmoniques aux surfaces enveloppées, et telles que les 
dillerents plans tangents à (14 déterminent dans ces χ 1 congruences 
χ 1 ravons homologues coucou rant au poiut t-j ΞΞ \ — ; \ . 

Les points w relatifs aux dillerents rayons * \. 4 4 de Κ'engendrent 
une surface LL [associée au couple \ KK i|. 

Chaque valeur de la constante figurant dans ρ donne une surface 
associée, et la congruence Κ' est conjuguée aux différents réseaux 
qu'elle détermine sur les χ ' surfaces associées (twr £ \ ). 

Plaçons-nous maintenant plus spécialement au point de vue de la 
transformation des couples de irseau.v stmti fiables comme nous ravons 
l'ait au paragraphe V. 

Nous avons vu que si MT, et w f, sont respectivement la première 
et la deuxième tangente du réseau νw 1 ι Ai.'- wT, correspond à la 
première tangente du réseau Σι "/.) dans une liaison de simple stralifia-
hilité fies rayons homologues étant conjugués et harmoniques au 
réseau (—4]: et Γοιι a un résultat analogue pour les deuxièmes tan-
gentes des réseaux çt>>4 et t Σ4. 

Il y a lieu de se demander, dans le cas actuel, si la liaison de 
slratiiiabilité entre les deux couples de tangentes homologues des 
réseaux (eu 4 et ( Û4 ne serait pas double au lieu de simple. 

Prenons les coordonnées du point w sous la forme 

'* ' \ \ 

'•jΤ, est définie par les deux points 

( ' \ Λ S -t I '· \ M · 

En tenant compte île l'expression de ( ~ ) et en remplaçant Y. 
et Y„ par leurs expressions » YD. on constate immédiatement que ωΤ, 
passe par çy-4. 

De même mT- passe par ç .t-4. Donc, dans le cas actuel, le 
plan (.r, v. w4 est tangent à la surface il- ; comme le résultat subsiste 
pour toutes les valeurs de la constante qui rentre dans ç. on voit que 
les différentes surfaces IL ne sont autres que les surfaces enveloppées 
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par 1rs plans issas des rayons r/c Κ avant lours points caractéristiques 
sur les rayons correspondants de k . 

Il suffit alors de se reporter au Mémoire de M. Finikoli \Jï M > pour 
voir que les deux eouples de tangentes homologues des réseaux ι bf 
el yt'j > se correspondent dans une liaison de double stratifiabiliu1, el 
que le réseau twi est, comme le réseau tun réseau R [les con-
gruences des tangentes sont des congruences U |. 

Noire méthode générale de transformation des réseaux simplement 
si rat diables étudiée au paragraphe Y se réduit ici à une méthode de 
transformation «les réseaux R indiquée par M. Fiuikolf. 

Nous ferons observer qu'une surface enveloppée t b ) associée à Κ 
étant eboisie. chacune des congruences θ étudiées au paragraphe \ l 
eon u vu qu'il y en a χ - 't peut jouer le role de R' Comme à R' soul 
associées x' surfaces IL. on voit que les développements du para-
graphe actuel fonl correspondre à un réseau ( R t porté par ( b ι 
χ " réseau de la même espèce. 

VIII. — Quadruples doublement stratifiables 
conjugués et harmoniques attachés à un couple. 

Knvisageons un couple doublement stralitiable conjugué et harmo-
nique \KK 1. Désignons toujours par a·, y les foyers de Κ. et par N, 
Y ceux de k . 

Soient * Ζ > et ι ό ι les points décrivant deux surfaces enveloppées 
par les plans issus respectivement de k et de k" ( //g. j i. 

Nous avons vu au paragraphe précédent que le point ω est le sommet 
d 'un faisceau de droites situées dans le plan tangent yZ, \, \ ) à la 
surface t Ζ i, chacune de ces droites décrivant une congruence formant 
avec k un couple doublement si ra tillable conjugué et harmonique. 

Il suffit d'échanger les rôles k et k' pour voir qu'à son tour le 
point Ζ est le sommet d'un faisceau, situé dans le plan yw. .r. r ). dont 
les dillérents rayons décri\ent des congruences formant avec k des 
eouples doublement siratifiables conjugués et harmoniques. 

Le point Ζ joue le même rôle sur tous les rayons iZy !. s. Zy, ). 
\Zy

s
\ -. . du premier des deux faisceaux dont il vient d'être ques-
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lion, car, pour ton les les congruences (/.ν'», ι. /.ν, \ (.Zy-j >, , , ι Ζ » 
est l une des surfaces enveloppées par les plans issus de k'. 

De même, w joue le même rôle sur tons les rayons du faisceau t w Y V, 
V t'J Y ,. ^ ω\

 a
 Y, .... 

Il résulte immédiatement de là que si Fou considère un rayon quel-
conque du faisceau de sommet yZ). el un rayon quelconque du l'ai--

|-(S.4. 

y Y1 Y K K X1 

ceau de sommet (o>Y. soient i.Zy, Y el κ toi ,), on obtient un couple de 
congruences doublement stratiliables conjugué et harmonique lout 
comme le couple de départ \ kk'Y. 

Le couple (ω Y ) et (ZyY étant un couple du même type, comme on 
Fa vu au paragraphe précédent, ou peut dire que le quadrilatère 
gauche (Z.y,, <·>, Y ,Y jouit de celte propriété que ses deux couples 
d'arêtes opposées engendrent chacun des couples de congruences 
doublement stratiliables con jugués el harmoniques. Ils forment ce que 
M. Finikoll appelle un quadruple strati fiable mnjupuè et fummniqtie. 

En associant un rayon quelconque du faisceau ν Zt à un rayon quel-
conque du faisceau ι ω), on voit donc qu'il est possible de déduire d'un 
quadruple doublement siratitîable conjugué et harmonique donné 
\ Z, y, ».>, Y Y, χ - nouveaux quadruples de la même espèce. 

On peut faire jouer à chacun de ces x- quadruples transformés le 
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rôle du quadruple initial, et obtenir île la sorte une configuration 
renfermant autant de quadruples du genre indiqué que I on veut. 

Les congruences de tous ces quadruples sont des congruences IL et 
leurs nappes focales des surfaces II de Tzitzcica-Detnoulin. 

Envisageons un couple quelconque stralitiable extrait des deux 
faisceaux yΖi et (&>X Soient (.r, ) et (y, i les lovers du rayon issu 
de t '/.Y, ( \, i et y \ , ') les foyers du rayon issu de (ωΧ 

Les droites y.»', \, ") et (y, \ , ) d'une part, (.r, \ ,i et y y-, \, > d'autre 
part, engendrent deux nouveaux couples de congruences [ les couples 
associés L et I/. ï\ et Ν' de M. FiniknlV|. 

Les congruences (.»·, \ , t. i v, \, ï ont les mêmes surfaces locales que 
le couple ι .r, y, X y X, ce dernier couple étant formé de con-
gruences II, il résulte d'un tbéoreme de M. Finikoli que le couple 
associé (.«·, i , X (y, \, ) est un couple stralitiable conjugué et harmo-
nique comme le couple ι .r,. y, X

 (
 \ .. ^ , ï. 

Mais alors, d'après un autre théorème de M. FinikolL le deuxième 
couple associé yr, \ (y,. \ , 1 appartient au même type que les deux 
premiers, de sorte que les trois couples d'arêtes opposées du tétraèdre 
yr, y, Y , \, ï forment un triple de couples slratilîables conjugués et 
harmoniques. 

Les quatre surfaces focales (.r, X yv, X t \, X t. Y, i son! des surfaces II 
avec deux, et par suite χ 1 réseaux IL 

Si l'ou se rappelle maintenant qu'on peut remplacer le rayon > ,r,y, ι 
par un rayon quelconque du faisceau ι Ζ >, et de même (\, Y,) par un 
rayon quelconque du faisceau (cjX on voit qu'à partir d'un couple 
si rati fi able conjugué s k k ' et une fois les deux surfaces enve-
loppées ι Zi et ι i'ji fixées, on peut construire χ * triples de t oupies 
stralifiablos conjugués et harmoniques. 

En faisant varier les deux surfaces enveloppées ( Ζ ) et y·/), on 
obtient χ ' triples analogues. 

Les surfaces focales de ces χ ' triples sont autant de surfaces (lli 
possédant chacune χ 1 réseaux isothermes conjugués. 


