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CONGRUENCES STRATIFIARLER. f[ 14

Seer les congruences stratifiebles :

Pax P*. VINCENSINL

Inwroduction.

Les couples de congruences stratiliables, dout la notion relative-
ment vécente est due & M. G Fubint () ont fat Vabjet d'études
approfondies de la part d'un certzin nombre Je géomelres, et plus
particulicrement de MM. 6. Fubini et S, Finikelt { *).

Deux congruences K et K sont strettfiubles dans in sensiou forment
un couple simplement stratiiable). si Uon peut établiv entre lewrs
ravons unte correspendance biunivoque telle que les =' plans passant
par un rayon queleonyue de KN puissent recevoir, lorsgue le rayon
varie. une variation an cours de laguelle chacun d'eux enveloppe une
surface (), le point caractéristique élant situd sur le rayon corres-
pondant de K.

Les congruences K et N sont dowblenment stratifiables (forment un
couple stratitiable), st Uon peut intervertic les roles de N ot N daus la
défintion ci-dessus.

Dans le Mémoire ctté, M. Finiholl' étudie d'une facon générale les
propridtés des congruences doublement stratifiables, et e cas o les
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développables se corvespondent dans deux congruences assocides lui
permet dénoncer un grand nombre de résultats trés remarguables.

Dans v Mémeire actuel. penvisage surtout les couples de con-
sruences N ot N somplesicnt strairfodles - les plans passant par un
vayon de N cenveloppent =° surfaces s . les points de contact dtamt
Atuds sure le rayon correspondant de k.

O sait gue, guaelle que sout la congruence N il existe vue infinite
de congrucnces N formant avee N un couple stmplement stratiliable.

La détermunation de N se ramdne a Dintégration d'an systeme de
trols Huations anx dérinvdes partielles hindaires & quatre fonctions
woonnues | Squations ) de parageaphe 1]

On poud s deier arhitvairemeat Vane de ces fonchions et attrihuer
des valeurs arbitraives aux trows fonctions restantes pour @ == Tvn
& of v sond les deax pavamctres fixant ua couple quelcongue de rayons
assovics dans Koet N ot 2 est uae fonclion fixe avbatraire.

La grande généralid de @ solwtion du probléme peut laisser pré-
vorr la possibilitg de grouper los duitférentes congruences N simple-
menl stratiiables avee wne congruence N arhittairement dounde, en
familles telles que Uon puisse. avec les rayons humologues d'une
méme Ganille, former des configurations gomeélngues varices.

La prdeate recherche traite des deux configurations les phas
sumples au point de vae projecid.

Eavisageons fes ravons des diffdrentes congruences K simplement
stratiiables avee N howelogees d'an raven déterming Jde K. W en
eXisle une infinité gui sont dans un plan = Lorsque e rayon envi-
sagd dans N varie, bes ravons homologues cessent d'étre coplanaives.
Je chevche & assewbler les congruences N en fanulles telles gque les
ray vis homologues des congrucaces d une méme famille soent cons-
tamamenl dans ke méme plan. La chose et possible st l'en choasat pour
plan =t le plan augent A Vune quelcongue des surfaces (X enve-
loppees par les plans tsus du rayen générateur de Tune quelcongue
das congraences N smplewment siratifiables avee N

Fétudic casaite un probléme plas particalier et je recherche. parmi
fes congraences simplement <tratifiables avee K| & ray ons homologues
voplanaives, dont il viewt détee Gquestion, celles gui jourssent de Ia
proprtd swivanie : les ravons homologues situds dans un mdme
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plan « ) restent constamnment concourants en un point o de (Y
lorsque (=) se déplace.

La solution de ce nouvean probléme deépend d’une certaine &qua-
tton aux dérivées partielles du deuviéme ordre.

Fexamine le eas ou la congruence N est conjuguée a la surface « Xy
enveloppe des plans (7). La considévation des congraences K aray ans
howmologues conconrants dans (=) fournit s effort une inhimté de
now eaux couples de congruences straliliables, transformés du couple
de départ. Létude de ces couples transformes permet d'obtenic antunt
de selutions que Uon veat du probléme suivant :

Béterminer les couples de réscane tels que les tangentes aud cotrbes
des dewr réiseanx se correspondent dewr d dewe dans une liason de
simple stratiftabialiee.

Le Mémeire cité de M. Fatholl' contient des exemples de pareilles
transformations de couples stratifiables. Ces exemples tntéressent sue-
tout le cas o le couple de départ est doublement stratifiable et
conjugur.

La teanstormation yue ] indique dans le Meémoire actuel sapplique
au cas. plus gendral. d'un couple conjugué simplenent siraitfiable.

Je termine par Uexamen du cas particulier ot le couple de con-
gruences (AR est donblement stratifiable conjugué et harmoniyue.
et je signale vertaines coufigurations formées de quadvuples conju-
guds doublement stratihiables, ou de tétracdres dont les trois couples
dardtes opposdes déerivent des congruences doublement stratifiables
conjuguées et harmonujues.

I. — Formules relatives aux couples de congruences
simplement stratifiables.

Dans ce paragraphe, jétablis, d'aprés M. Funkoll' (Ménmtre eete ).
les formules fondamentales relatives aux couples de congruences sim-
plement stratifiables dont il sera fait usage dans la smite.

La congruence { K étant supposée rapportée a ses développables
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|v=vonst., u=consl.|, désignons par () et (3 les fovers du
rajyen Lao vty
On a les deux équations

l)‘ \ [ PR ’,\ A c).r i)l \‘
' } T — s vz =
; oy s VYT W ohe ¢

ou : et 3 sont des fonctions des parameétres u et v,

La congruence { K. formant avec (K) un couple simplement stea-
titiable, sera définie par les deux points (X)) et (Y ), ot Uun quel-
congue de ses rayons coupe les plans focaux corvespondants du rayon
homologue de la congruence { N), plans gui sont définis par les points
2LV el (v

Les coordonnées (X el (Y ) n'élant délintex qu'a des facteurs
conmmuns prés. Nous pouvons poser

vV NTopae - g e
L I e L L T

snit, en résolvant par rapport Q. el Ve

( e N — f L R SR

oy . .
e Y gy - pya

Soil (=) un plan issu du rayon {1, v) de (R O2 st =20 est e point

ol ( =Y coupe le vayon (a. v de (K éguation du plan est

RO e Rz

ot fe premier membre représente un délerminant dont les guatre
hgnes s'obtiennent en alfectant les lettres, successivement, des indices
1, 2, 3. j. 3, sont les coordonnées courantes dn plan (=)

e point caractéristique du plan (). lorsque « et v varieal, est
déterming par les trois équations

TN W IRVS =R TN

tS.

F S8 D Wiininay | N

NVl e
NV R

)
(

i

ey désigue les guatre coordonudes homogénes du point e g e e
ol chaque équation, fevite pour .. en veprésente quatve.
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Si{=)est I'un des plans qu'il faut associer an rayon (u, v)de K’
pour que, conformément a la définition de la stratifiabilité, le point
caractéristique du plan soit sur le raven (@, ») de N. on pousrrs
puser. ( 4) désignant le point earactéristique.

f—=r - };‘I'-

On exprimera jue le couple (k. R est simplement stratiliable, en

derivant ue Fon peut déterminer une fonction A{u. v} dépendant

Jdune constante arbitraire et véritiant identiquement le systeme 2\
O trouve sans peine gue « doit satisfaire au svstéme

L/ 1% AR LAY NN
V= ozl Pt oq-

Chague solution des équations (3) donne une surface (X) enveloppée
par le plan ()] le point de contact étant sur (., )], et pour que k
et N’ soient en hiaison de stratifiabilité, i faut et il softit quil existe
x' surfaces (X

Cela a licu si la condition d'imntégrabilité du systeme (3) est vérifice
ulentiquement.

En exprimant quil en est atnsic on est conduit auw systéme

* I JARE=R YT ITR AnT.
q .31 N 1/',f pulebt !‘l' —_ .fl:; - T,_‘

/

N v‘f]‘.-‘ ll'l‘ l'.i’."_ Tas

Toute solution (p. p,, ¢. ¢) du syvstéme 3} délimt, par ses coor-
données linéaires velatives an 1étraédre de sommets (@) (v
e, ) e rayon générateur ¢\, Y d'une congruence KN formant
avec N un coupie simplement stvatifiable.

On voit quel est le degré de généralité de la solution. La con-
gruence N est arbitraire, et pour déterminer K’ on peut se douner
arbitrairement 'une des quatre fonclions inconnues (p, pv. 4. q.)
p par exemple, puis altribuer aux trois fonclions restantes des valeurs
arbitraires pour u =z 3(+) ¢tant une fonction arhitvaivement
choisie.

Pour procéder & une étude approfondie des couples de congruences
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stratifiables, il counvient de connaitre ausst les formules donnant les
dérivées partielles de X et Y.

En calculant de deux fagons dillérentes les diérivies secondes v,
el ¥.., au moven des éguations (1) et (2), on trouve

A O S A

v A
LY = N\ - Moy g\l
avee
I3 \I fogatd Ila _— 'I“‘!l — 95‘
N AY =y I'ﬂ'] “I‘? 2 ?‘.N
vOo

M, = - oy - 95,
\ N, T e oy - T o T
Si les congruences K et K sont en haison de steatiiabilité, on
déduit du svstéme (1)

N o=y N\, == o, M- My =
de sorte que les formules () prennceat la forme

.. v N M g )y
NN
“ P |

It veste & exprimer \.. Y,. Nous décrirons, en introdwisant huit nou-
velles functions,

R W L N R Bl P

T . .
. FY,=— OX - PY S B

Les conditions dintégrabilite des dquations (3) el () sont :

P,= A — g, — M,
Pr== QU gy, — M,
O, = P =Py g =

< } V= MY Py g -

o Be == = Mo =Ml py - 0N S N -\
Rio= —~ My — My po s 8 Sy — Vs - Ny
R == OB, = Sp-BRe a0 M o= My - '\ ...
S,.‘ = l‘\‘. i® - Sw!’ - Ii,:;‘ \ W! Al 7 I ’l", \l \'..9

Pour le couple stratifiable dans un seus, on doit tenir compte
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de ce que
N=—u Ny, M- M, =

Moyennant ces hypothéses particuliéres, on a, pour un tel couple,
le tablean de dérivées suivant :

LT BN &= N — pae— g
\ oY — R UL LSRN N
"“, L WEIERT) R | P No=m = PN — Y — R — Sy
S THE SRS T N L N e e Y.o= g\ Ma

Telles sont les formules fondamentales gui sont a la base du
Mémoire de M. Finkoll.

M. Fiuikott applique ves formules a U'étude du cas, pacticu-
lidrement intévessant, o les congruences K sont conjugudes aux sur-
faces (XN,

Jaurai mot-méme & envisager. d'un point de vue nouveau, fles
couples de congruences pour lesquels fa condilion ci-dessus est vem-
plie. Je sume done les vésultats de M. Finikofl.

La forme quadratique fondamentale de la surface XiZ) ext propor-

tionuelle an déterminant
N S N T oY AN

Un caleul sumple montre gue le déterminant préeddent st propor-
tionnel & la forme

(] ;U:ﬁs,: Hﬁw.'.'i:v ’!\ll#f‘" f’l‘ - l‘ll: — va.’l‘f.
Pour que la congruence N soil conjugude A ka surface ( X), 1l faut et

il softit gque les lignes coordonndes forment sur (X) un  réscau
conjugnd, ce qui se traduit par la condition

\l T oAy,
L.e tableau 1) montee alors que
\(‘?’Tif\‘ \,:ul‘\.

Ces dquations provvent gue les foxers du raron (N, Y ) de K qui
correspondent anx développables v = const., et # = const. sont préci-
sément les points \ et Y. IVon ce vésultat die @ M. Fubini (foe. cir)
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St la congruence W d’un couple simplement strati fiable est conjugude
aux surfaces enveloppiées (X, la congruence W est harmonigue a (X).

Les fovers du ravon de la congruence W' d'un couple de congruences
(N K conjugud et harmontque awr surfaces enveloppées 2y sont duns
les plans focaux de N

Ou démontre dailleurs que, réciproquement (G, Fubini, loc. err,
si les foyvers d'une congruence sont situés daus les plans focaux homo-
logues d'uue autre congruence et si les Jdéveloppables se covres-
pondent, les deux congruences sont en linizon de siratifiabilité (con-
jugudes et harmoniques).

Les congruences K’ de Uespéce qui vient d’dtre signalée | formant
avee N un couple stratifiable dans un sens, conjugué et harmonique
aux surfaces enveloppdes (X s'abtiennent au moyven du svstéme

N e
ey - VP CU R (AN
l ll“ = I'NI: Ii’: - J

La congruence K est arbitvaive. 1l existe une intinité de congruences
assocides K. U'ne congruence K’ est entiérement déterminée si on lui
impose la condition de contenir une surface gauche (arbitrairement
donunée) correspondant i une surface ganche choisie dans k.

II. — Congruences simplement stratifiables
avec une congruence donnée, A rayons homologues coplanaires.

Envisageons une congruence quelcongue K’ stmplement stratifiable
avec K. Soit (\, Y) le rayon de K’ correspondant au rayen (., v)
de K. X et Y sont, comme il a ét¢ expliqué au paragraphe préeé-
dent, les points ont le ravon (X, Y) perce les plans focaux de W issus
de (&, ¥). Ces points sont défims par les formules (2) ou p, g, p. ¢,
vérifient le systéme ( 3).

Moyennaunt (j4 les équations (2) délinissent x' valeurs pour a.
Adoptons U'une de ces valeurs et conservons-la dans la suite; nous
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oblenons ainsi une surface (X) bien Jdéterminée, lien du point
£ =+ ay. (X) est lenveloppe du plan =\, Y. Z).

Nous allons chercher §'il existe dans le plan (7). en dehors de la
droite X)), d'autres droites engendrant. lovsque  7) varie, des con-
gruences simplement stratifiables avee k.

Soit O une congruence autve que K. en rvelation de stratifiabilité

avee k. et telle que le ravon (u, v) de O soit constamwment situé dans
le plan (=) corvespoudant aux mémes valeurs #, « des paramétees.
Désignons par (2) et (1) les points ot le rayon («, v) de 8 peree les
plans focaux (¥, @, @) et (@, v, ) du ravon (@, ¥) ( figw 1.
Si g’y s p. g, désignent, pour la congruence O, les quantités
analogues aux quantités p. ¢, py. g, relatives & K', on auea fes équa-
tions suivantes analogues aux éguations (2) :

i I :"h‘ O = !.l. Vo,
ARV . C
l VIS PV e vy
Journ. de Muth. . tome X1 — Fase, IV, e 55



fa8 P. VINCENSINI.
Le rayon (. v) de 8 sera dans ( ), 01

fI=N-—-mi&
l‘ £=Y — nt.

dif

i)

m el n étant des fonctions & déterminer des deux variables u et v,

Remplagcant dans (121 2 et v, par leurs expressions (1), N et Y par
leurs expressions (2}, et Z par @+ 2y, 2 ¢lant la fonction adoptée
pour détinie (21, nous obtenons les deux dquations

P gt v/map — b - g - R,

I T N el LI Sk I LN ¥ SRS

Ces deux ¢équations devant avair lieu pour les quatre indices. nous
aurons
0 5 p" = p = mi T
’ Vg == = k. I LD

H s'agit maintenant d exprimer que Ia congruence 8 est simplement
stratiliable avec K.

La condition de stratifiabilité se teadwit par le systtme suhvant,
analogue au svstéme (3) du parageaphe b :

ERR SR S

YY) - e e

! N R St

Reécrivons le svstéme (13) en x remplacant p', p.. ¢, ¢, par lears
expressions (13). Nous oblenons, en tenant compte des dquations gy
elles-mémes,

i T R S N N U R T N T YT
T T Y N S Y O N R AR T
/ B,TT R o Mg, e — T

St maintenant on tient comple des expressions 3y de 7, el 7. on

e
constate, aprés un caleul facile, que le systéme (137 peat $'éerire

ML ST ek — R — R
PO TS R e B~ iy - R,

MU~ @, — IR — BET,
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el se réduit par suite au sysi¢me des dewr édquations suivantes :

R TR T R AR LY

Yoo = prn - my, — mn—nis.

Si les deux fonctions e et 2 véritient le systéme (131, les équa-
tions (11), o0 p'y p,. ¢'. g, ont les expressious (13), définissent une
congruence 8. simplement stratitiable avee K, dont le rayen {(u. )
est. commie le raven homologue de N, constamment situé dans le
plan tangent correspondant (=) a (X,

Le ravon générateur de & est défini par les deux points :

. NITT U s MERE e - MY —
LG
LAL )

TS ey BT e MRV —

On voit quel est le deged de génédralité de I solution obtenue.
Qn peut attribuer aux fonctions @ ot a solutions de (13 ) des valeurs
arhitvaives pour #=z(v). 3 ¢lant une fonction arbitrairement
chowte,

Ui est partt June congruence N’ détermnée | p, ¢. p,. ¢, functions
détermndes vériliant ( (Y], et Uon a adopté une valeur déterminée
pour 7. En faisant varier ces éléments. on a le résultat suivant :

Les difféventes congruences, formant avee une congruence arbi-
traire N un couple stmplement stratiliable, peuvent &tre groupées en
une wfimté de familles telles que les ravons homologues d une méme
Jamille (correspondunt a un méme raven r de W) restent constamment
dans le méme plan lorsque r déerit N, le plan corvespondant & chague
Samille enveloppant Uune des surfaces « XY assoctdes a K.

III. — Recherche des congruences 8 simplement stratifiables
avec h, a rayons homologues coplanaires et concourants.
— Surfaces associées 3 un couple.

Nous nous proposons maintenant de rechercher, parmi les con-
gruences 8 simplement stratifiables avec K appartenant & une méme
famille. celles qui jouissent de la propriété supplémentaire Javoir
leurs rayons homologues coneourants.
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=¥

W25 dtant la surface enveloppde seevant & détimar la famille & les
congruences () cherchées, si elles existent, constituent une ouw pha-
steurs famtiiles incluses dans la famille 9, telles que tout plan tangewt
VR coupe les diffdventes congruences (N dlone méme fawmille
suivat des faisecau de rayons homologues concouramts.

Notons que Penistence des familles (1) n'est nullement assurée
o PrEart.

En effet, m ot n satisfont déja an systéme o, Astreindire bes
raxons homologues dune fanmille de congruaences 8 3 passer constam-
ment par un meéme point de leur plan, revieat & imposer une condition
supplémentaire aux fonctions ae et AL On awra done L evprimer gu'un
cerlatn svsidme en m et a est complitement intégrable, Lesconditions
Jintégrabiind feront ntervenie des relations entre popooyo gL 2. el
Pon poarrait ceandre soil ue ves relattons sorent incompatibles avee
celles gui expriment la stratiiabilite, soit gu'elles hmitent ke détermi-
nation de pop,o g g, de sorte que certaines surfaces enveloppes I
putssent senles contenir des faisceaux conconrants de raxons home-
fogues.

I est assez vemarguable quien vertu wdme des conditrons Je strati-
fiabihite, le probléme gue nous vous posons soil possible, ot dune wih-
nitd Jde fagons, pour e surface enveloppée (X erbetnaroment cloisie.

N dtant donnée arhitraivement. et N p. po 4o ¢ éant Pane guel-
conque des congroences simplement stratiliables avee R chowissons
une solution 7 du systéme G du paragraphe L de fagon & avowr une
surface enveloppée () hien déterminde.

Lenseinble des congruences 8 simplement stratifiables avee Ko
dont les rayons cag ) sont siteds dans le plan tangent corvespondant
v &), est detimt par les formules (it ol 20 el a vériient les
relations v v i

Prenons sur le raven (\Y ) de K7 un pomt & de coordenudes
NV — 300 3 dlamt wie fonction des deuy paramdires u et v, o cher-
chons 3 déterminer 3 de fagcon gue lorsque & o1 v varienl, s soll cons-
tamment le sommel dan faiscean formé par les rayons homologues
d une awme funirlle de congruences 8,

Le rayon géndratenr June congruence 8, sitwé dans le plan =y,
est détint par les deun points (2 hvet vz du paragraphe précedent. e
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ravon passera constamment par le pout & si les fonctions m ot 1 sont
telles que Pon an

AN TSI

rot s etant corhanes fonctions de g ot de o! >

En tenant compte des expressions (121 de Jet v, Péguation vi-dessas
<dent
R LA TSR U b IR B I L S

Cette dquation doit avoir lien pour les quatre wndices: an en ddduait
[ ey NI=— 3. M -- TR T o
U faut done. pour que le problome posé soit possible, gque Ton
puisse déterminer les fonctions m el # avee nne constante arhitraire,
de facen que lear rapport sort une fonclion tixe zva V.
Le sommet o du fasecau anra alors pour coordonnées

wan N — Y,

: dtant la fonction en queshon,
Le systéme & vévifier par m et # ost e swivant @

im;‘.:: P N S B Y R
PR N R TT PR gy - R — RiT.
" MW =ML

Les deax premidres dquations du systéme (171 sont les &pua-
tonsy 1 Wui expriment que les congruences envisageées apparticnnent
& la funille des congroences 8 dludides au paragraphe précédent.

Dans la treisidme &quation, 3 ot une foncthion & déterminer pour
que le systéme admette une mtinitd de solutions en m et a.

Fiudions les conditions d'intégrabilité du svstéme (1=

Si l'on tient comple de la troisiéme dquation dans les deux pre-
midres, et stlon remplace dans la premidre dquation m, par v,z +n3..
le svstéme peut s'éerire

> ~
§oL oy e <
‘n{:’\!q‘a‘ . R LR TN

Bl
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Exprimons intégrabilité du systéme formé par les deux premidres
s . ' F
Syuations (18). En égalant les deux expressions de 2., nous obtien-
drons aprés division par » (') une équalion de la forme

L Vet — Ba - =

L. calcul des coefficients donne

MEEN LN

Buzg - 255 —2p — 1.

C=ip—zqg,—ish—[q b - = —

Si lon tient compte de Uexpression de £, fournie par la deuxiéme
des équations (3Vdu paragraphe I, on voit que le coefficicnt B est identi-
quement nul. de sorte que Nunique condition d'intégrabilité du svs-
teme (18) est U=wo.

Développons la condition trouvée; nous abtenons une équation du
deaxiéme ordre en 3. qui, compte tenu des équations (3) et (1), peat
séenire

L LI SR U T e N LY LY [ L T B e T
~ M N s . ~ - v ~ E ~

Pour loute svlution 3 de éguation (1q), le systéme (18) est com-
plétement intégrable ot donne m el n avee une conslante arbitraire.

Les équations{ 16) du paragraphe IT définissent alovs ' congrucuces
simplement stratifiables avec K. formant wne configuration teile que
tout plan tangent & la surface (X) | définie par la valeur adoptée
pour # ] coupe les x' congruences suivant un faisceau de rayons homo-
logues concourants.

A toute congruence K, arbitraivement choisie, on peut faire corres-
poundve une intinitd de contigurations analogues. Chagque congruence K’
simplement stratifiable avee K en livre une mnfinité dépendant des
deux fonctions arbitraires intreduites par lintégration de l'équa-
tion (19) et de la consiante arbitraire attachée & 2.

Il est & noter que 'équation (19) ne contient pas 7. L.a méme fonc-
tion 3 solution de (19) sert done & définir =' conligurations du type

O e Sans Quod on aurait m == a1 = et Pon obtieadrait la congrueace k.
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étudic [les plans des faisceaux de rayons homelogues étant les plans
tangents aux surfaces () corvespondant aux ' valenrs de #].

Cette derniére remarque conduit immédialement i une autre con-
liguration que U'on peut obtenir avec des rayons homelogues de con-
gruences simplement stratifiables avee N.

Les courdonnées du point o par lequel passent les ravens homo-
logues des congruences ( 1) correspondant 3 une fonction 3 déterminde
solution de U'éguation (19) sont

soit, en tenant compte des expressions (2) de et Y :
WO PRE gV — Y — T = v -

Ces coordonndes ne dépendent pas de 1. 51 donc on envisage les =
plans tangents aux dilférentes surfaces ( X) relatives a la congruence
Rt N Y) aux points o ces surfaces coupent un méme rayon rde K,
le point w =\ — Y, qui est situé dans ces x' plans tangents, est le
sommet de =*' faisceaun de droites (chagque faisceaun est situé dans'un
des plans tangents), chaque dreite de I'un des faisceaux engendrant
lorsque r varte une congruence simplement stratifiable avec K.

On défimt aipst x? droites concourantes, engendrant chacune,
lorsque r varie, une congruence simplement stratifiable avec K. les
x* ravons honmwlogucs ne cessant pas d étre concoitrants lorsque r varie.

En résumé, nous pouvons dire :

11 est possible de grouper les congruences simplement stratiliables
avec une congruence donnée K en familles de £ congruences jouissant
des propriétés suivantes :

Les x° congruences formées par les rayons homologues de chagque
Jamille sont formées par des drottes issues d un point e, A leur tour les
x* congruences de chacune des famuilles ci-dessus peuven tétre groupées en
Jamilles de x* congruences telles que les ' ravens homologues de chaque
Jamille forment des faisceaux plans ayant pour sonuncts les pornts o
correspondants.

Une quelconque des familles de congruences simplement stratifiables
avec K donnant lieu aux configurations qui viennent d’étre indiquées,



314 P. VINCENSINI,

se tranve déterminde dés que Pon a liné une congruence particuhiére K-
simplement siratifiable avee K, ¢t yue Pon a fait choix de ta solution 3
de I'équation du deuxiéme ardve (19) associce & N'.

Chague fonction 7 vérifiant (19) délinit un point © sur chague
ravon de K. L'cnsemble des points e relatifs aux différents rayons
de K’ détermine une certaine surface Q. (ue nous dirous asseciée an
couple (K, K.

Chaque couple admet une inlinité de surfaces associées dépendant
de denx fonctions arbitraires d’un argument, délinies par les équa-
tions

{ ) DT eV Y — S e P e b

Etude du cas particulier ol la congruence de départ h
8st conjugude aux surfaces (X) enveloppées.

Iv.

Les considérations qui précédent trouvent une applhcation intéres-
sante dans le cas on la congruence K est conjuguée aux surfaces (X»
enveloppées par les plans issus des rayons de I'une des congruences K’
simplement stratifiable avec k.

Invisageons plus parvticuliérement les confligurations délinies aux
deux paragraphes précédents, dérivées de celte congruence K.

Les quantités p, p,, ¢- 4, sont alors liées par les équations (10) du
paragraphe I que nous réerivons

i‘f:ﬁ:wi‘.:l]:]‘ — 5.
s YTV A U 8
/

== MM o= T — T

Lo

On a vn an paragraphe | que les fovers des ravons de K’ sont situds
sur les langentes aux courbes du réseau de (X) correspondant aux
développables de K. Nous appellerons ce réseau le réseau (X); K’ est
frarmontque au réseau (XY,

Soit O 'une des congruences simplement stratitiables avec K déri-
vées de K détermindes au paragraphe 11, et (I) la surface enveloppée
dont les plans tangents contiennent les rayons homelogues de K el
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de Q. Parmi lex ' surfaces enveloppées par les plans issus des rayons
de 8 liguve évidemment la surface ( 2).

Ainsi, 8 est simplement stratifiable avee N el N ost conjuguée
Fune (X) des 2' surfaces enceloppées par les plans issus des rayons de ©
(donc & toutes les autres).

Il résulte alors d'un théoréme de Fubini énoncé an pavagraphe |
que 8 est harmeonique an résean (XY, Done :

St N est conjugude @ (XD, toutes les congruences O sont harmoniques

ai Xy,

La famille © donne d'atllenrs la totalité des congraences harmo-
nijues an vésean ( X,

Nous avons vu au parvagraphe précédent qu'au couple de con-
grucnces (KR, K on pouvait assocter une famille de surtaces Q.
2, étant le heu du point w du ravon (NY)de N'{o=N—3¥),
3 ¢lant une solution quelconque de I'éguation (19), qui, dans le cas
actuel, eu égard anux éguations 10), s'éerit

TRy b Tae T n e - 'li?t S PRt ql,,;* — e,

Chaque congruence W simplement stratiliable avee K délimit une
Lunille de surfaces Q.. Dans le cas actuel [ K conjuguée aux x* sur-
faces ( XY enveloppées par les plans issus des vayons de K|, 'étude des
surfaces Q. présente un certain intérét.

Avant d’aborder cette étude, nous avons besoin de rappeler une
propriété connue des congruences harmoniques & un réseau donné.

Soit  fig. 2)Y (L) un résean queleongne admettant pour premicre et
denxiéme tangente (7, Ry et Z, S).

Désignons par (PO, (', Q) deux congruences quelconques har-
monigues au véscau () I et P, (deuxicmes foyers dex deux con-
gruences) sont situés sur la premiére tangente (Z, R) du réseau:
Q et Q, premiers fovers) sont sur (£, 3). Le point @ o se coupent
BPOOY, P Q)), intersection des tangentes aux courbes o des réseaux
My, (") [ow des tangentes aux courbes # des réseanx (), (Q,)]
décrit un réseau conjugué i (PQl et (P, Q).

La droite d'intersection des plans tangents aux véseaux ("), ('),
passe par « et décrit une congruence harmonique & chacun des deux

Joarn, de Wath., teme XL — Fase, 1N, 1933 . 20
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réseaun; le point » est done le premier foyer de cette congruence, ot
la droite en question (& T,) est la premiére tangente du vésean (w).

De méme les plans tangents aux réseaux ( 3) et (3,) se coupent sui-
vant la deuxiéme tangente (T,) du résean (w).

Fig.

Cela étant, envisageons dans le plan tangent (N, Y, Z) & Pune (I
- L= iy " g N . N
des surfaces enveloppées par les plans issus du ravon (X, Yhde N, le

g 3.

faiscean des rayvons homologues des congruences €@ harmoniques
a (I) dont il est question plus haut, passant par le point o(X —3Y)
(fig- 3).
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Soient Ky K, K. ... les rayons du faisceau. Daprés la proposi-
tion qui vient d'éire rappelée, les ' congruences KN, KN, K, ...
sont conjuguées au réseau ()] portd par la surface Q. ]. Cette covclu-
sion s'applique évidemment aux x* congruences analogues & K,
K., K, ..., obtenues en remplacant (X) par Pune quelconque des =
autves surfaces enveloppées par les plans issus de (\, Y ). ‘

On peat done dive que le résean (w) est conjugué & = * congruences
simplement stratifiables avec k., chacune de ces congruences étant
harmonique aun = ' surfaces enveloppées corvespoundantes (aux
réseaux portés par ces surfaces. Ainsi

Les congruences formant avee une congruenee détermenée N un couple
stmplement stratifiable conjugué ct harmontque an surfaces enveloppées,
peuvent dtre groupies en familles de =3 congrucnces telles que les
= * congrucnces de chaque famille sotent conjugudes & un méme réseau.

Avant plus particulicvement égard a la congruenee K¢\, Y) qui a
servi i délinir la surface Q. (le réseau w) remplacons 3 par Pune quel-
conque des solutions de Uéquation (19, Nous obtenous ainst une inti-
nité de surfaces Q. (dépendant de deux fouctions avbitraires d'un

argument). N est conjuguée o toutes ces surfaces.

V. — Sur une transformation des couples de congruences
simplement stratifiables. conjugusés et harmonigues aux
surfaces enveloppées.

Nous allons étudicr d'un pen plus prés les surfaces Q) introduites
dans les deux pavagraphes qui précédent.

Il est possible de ratiacher & la cousidération de ces suvfaces une
méthode de transformation des couples de congruences simplement
stratifiables conjugués et harmoniques aux surfaces enveloppées.

Un couple (K K") étant connu, chaque solution 3 de l'équation (19"
du paragraphe 1\ délinit deux nouveaux couples du méme type. Les
ravons homologues des denx couples enveloppent deux réseaux se
correspondant de telle maniére que les quatre tangentes aux courbes
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des deux réseaux en deux points homologues quelconues fournissent
deux enuples simplement stratitiables conjugués et harmoniques comme
le couple de départ VKK

U connait des exemples pacticulicrs de couples de réseaux se cor-
responpdant par timgentes homologues steatifiables.

\inst M. Fumniholl, dans son Mémoive, signale que st deux con-
gruences K et K forment un couple conjugué doublement stratitiable.
les réseaux déterminds par les développables de K et K’ sur deux sur-
faces euveloppdes queleongnes (X et X7 sont dans la velation indi-
quée: les deux tangentes & Nun des réseaux donnent, avee les tangentes
homelogues de Pautre, deux nouveaux conples conjugués doublement
stratiliables ('),

Daus Pexemple ci-dessus, le couple (AR dlant connu. & un
résaun (XY déternminé on peut faire corvespondre ' réseaux (X' tels
que le couple (X)X Vsott steatiiable,

Dans le cas de lasimple stratifiahilité que nous allons examiner. iun
réseau( X) on peul associer une inkinité de nouveanx véseaux dipendant
dr deur fonctions arbitraives d un argumend et formant avec (X)) des
couples de vézeaux conjugués ot harmoniques simplement stratifiables.

Le couple simplement stratifiable ¢ K. K étant conjugué et harmo-
nigue, soit 2, Nane Jdes sucfaces assocides @ ce couple | lien du point o
de la figure (3)).

Aux deux familles de développables de K et K| correspond sur 42,
un certain réseau (' | rofr pavagraphe 1V .

Soient o1, ot o'l les deux tangentes de ¢e véseau. o1, est la tam-

gente & la courbe v = const. (premidre tangente ) oF, est la deaxicme
tangente,

Envisageons (g 3 Tane quelcongque (K7 par exemple) des
o 'eongruences KU R RGO stplement stratitiables avee N dans
un couple harmonigque ot conjugud, et dont les rayons homologues

10 N deny réseany se corvespondent de manigre que lenrs tangeates forment
dewn conples de congruences stratitiables cstmplement ou deablewent), vous
divons quiils forment un conple stratitiable de véseanx.

i les langentes homologues des denx véseanx décrivent des congruences <Arvi-
ttiabdes conjuzudes et harmoniques, nons dirons que les reseaux sont conjuguds
et harmonagues simplement en doublement )y,
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concourent dans chaque plan tangent (=) a P'une des surfaces enve-
loppéées X Z), au point o correspondant.

L Y) étant le deuxiéme réseaun focal de K, nous avons vu an para-
graphe 1V (théoréme rappeld), que le plan tangent en Y au véseaun en
ynestion conlient la premiére tangente ©'F, au véseau (@), Comme ce
qui vient d'étre dit pour (Y) se vépéte pour les deuxidmes réseaux
focanx des = congruences. Y0 Y. Yy, (... on voit que les plans
tangenls aux diltérentes surfaces (Y ), (Y ) (Y), L., aux points o
ces surfaces sont coupées par la tangente (ZY) & la courbe u dn
résean (XY enveloppé par (=) forment un taiscean d’axe o'l

1l vésulte de Kugue les premicres tangentes des denz réseau (X etw)
se correspondent dans une Iratson de strati frabilied,

Eu envisageant les premiers véseaux focaux N\, Xy N\, ..., des
congruences Ky N, Ko ..., on voit que leurs plans langents aux
poiuts ot ils soul coupés par la deuxidme tangente du rvéscaun ()
forment un faiscean d'axe oT,. Les deuxiémes tangentes des deux
véseaux (X) et (=) se correspondent doue elies aussi dans une liaison
de simple stratifiabilité.

Nous avons trouvé le moven de faive correspondre, par Uintermeé-
diaive Jde la fouction 3 solution de (19°), au réseau (X), un autiv
résean (o) formant avec 1 X) un couple simplement stratifiable (au
sens précisé plus hauth.

Clague solution zde (19)) donne un réseau simplement stratifiable
avee (X0, Les différents réseaux (@) ainst obtenus sont dailleurs tous
conjugués & la congruence K’ qui a servi & former Péquation (19"
conme on 'a observé & la in du pavagraphe 1\,

Ll est claiv que oo pent faive jouer & chacune des congruences K,
K., K, ... le vole particulier que Uoa a fait jouer & K'. Chacune
de ces congrucnces fournil une équation aux dérivées partielles du
deuxic¢me ovdre analogue & (19"). délinissant une inlinité de nouveaux
réseaux | m ) tous simplement stratifiables avee le résean (X,

Il ¥ a plus. Envisageons le couple simplement stratitiable formé
par les congruences engendrées par les tangentes homologues (Z. Y
etiwT ) | nous pourvions dire (Z\) et (o T)] aux deux réscaux ()
et (@), Le réseau {m) est conjugué a la congruence formdée par les
deuxiémes tangentes & Uun quelconque des deunidines réseaw
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focaux Y. Y,, Y. ... des congruences KN, K\, K, ... On sait
alors gque la congruence décrite par la premiére tangente T, au
réseau ( &) est harmonigue aux véseanx Y, Y, Y, ...

Doue. les dillérents couples de congruences simplement stratiftables
trausformés du conple initial (KK sont eux aussi des couples con-
Juguds et harmonigues auwx surfaces enveloppées comme le couple
initial.

H résulte de 13 gue les dilférents réseaux traunsformeés du résean ( X
par Uinterwéddiaire de Pane quelvongue des congruences K. K|,
N.. - ... et des éguations (197 associds, forment avee (X) des couples
de réseanr simplement stratifiables conjuguds et harmoniques.

Notons que les poiuls des différents réseanx associés i ( X)) sont tous
situés dams le plan correspondant de (X).

On peut évidemment, en envisageant deux congruences corvespon-
dantes de T'un quelconque des couples de réseaux que Pon viewt
Jubtenir. leur fuive jouer le role que Fon a fait jouer & K et N et
Uon congoit ainst la possitilité de poursuivre indétiniment le procédd
de transformation.

VI. -- Congruences doublement stratifiables.

U ne congruence K arbitrairement donnde ne fait géndralement pas
partie d'un couple de congruences doublement stratifiables.

Les congruences doublement stratifiables forment une classe spé-
cale. Les notations dtant celles du pavagraphe 1 si Uon exprime que
les viles des congruences K et K7 peuvent s'échanger. les formules
du paragraphe | conduisent anx équativns suivantes (rorr Pixmorr,
Mémoire ctté) pour déterminer une congruence K, ») ventrant dans
un couple duublement stratifiable et les congruences K p, g, pi. ¢)
associées

O L A= N — pa— AR
| v = e = NI T
A ’ Nz M o= — X ) — R

Ym0 Y — R Yosig N - Mo

3
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dquations auxguelles il faut adjeindre
po=gge— W Po=Q0 — gy, — M
Po=xp —35 — M D= —qgy, M
go=pg p3o— %, Q=P —Py —aqg

C e T T BT T Qem=m PO — Mgy — e

R, = — Mo - W — ey
R, == M, WP, —py
Bz —  Rd=alqy,
R, — Rz =My,

Nous avons v au paragraphe 11 qu'une congruence N étant arbi-
iratrement donnde, on peal gronper les congruences K simplememt
stratiiables avee N en familles tefles gue les ravons homolegues d'une
méme fanille scorvespondant au mdwe rayon r de K vestent cons-
tanunent dans e méme plan forsque » déenit K le plan corvespondant
A chague famille eaveloppant Cune des surfaces ( XV assecides & N

e résultad géndral Sapplique an cas particulier ot N fait partie dun
couple doublement stratitiable (couple stratitiable).

Chague congruence KN’ stmplement stvatitiable avee K fournit.
connne on Fa va an paragraphe 11, une inlinité de eongroences 8. dét-
ries par les dquations (13 el (16) joutssant de la propriété indiguée.

Mais, st K forme avee N un couple stratifiadle, rien ne dit gque
parmi les congruences & (dont K fait partie) il ¥ en ant d'antres
que K formant avee N un couple stratifiable.

De méme, et & plus forte raison, on ne peut pas aflivmer a preary
qite Fan puisse grouper les congracnces & en familles analogues a
celles du pavagraphe UL & ravens homologues coplanaires et concon-
vants, les congruences de chacune de ces families formant avee N un
couple strattfiable.

Nous allons envisager le eas pacticuliérement intéressant on le
couple { KoKy est un conple conjugue et harmonique. (X étant une
des surfaces enveloppées par les plans tssus des différents rayonsde K,
les développables de KN et N’ corvespondent & un réscan conjugué
de () [ résean (X)) K est conjugue au réseaw XV et K est harmo-
wigue { ve méme résean. Chague rayon de K- est dans un certain plan
tangeut (33 & (I Nous atlons rechervher d'abord les congruences



2 . VEXCENSIXL
autres que K doat les rayous sont situds dans les plans tangents 3 (X
el qut forment avee K un couple stratitiable conjugué ot harmonigue.
Nous chercherons ensuite & grouper les congruences obtenues. cn
familles & rayvons homologues convonrants, atin de réaliser st possible
une ransformation des couples stratifiables conjuguds ot harmomgues
analogue & celle étudide aun paragraphe 1\

=i le cvuple (KK est eonjugud et harmonique. o qura comme
Fon sait daus les Squations 211 oy 2

Wooo o7

O vorl alors sans pane gue fes deux systemesg 2100 et 22 penvent
se nettre sous les formes (5H

d\:‘_iz\‘\ & -:\ A AR
“3; \?.\ :1 —e".’t »‘:n?t‘ ~:~ gt 20
T YNy

I“"“““w" Noozph—nY -

e R ATt % At ST S o il LS TR

T N S T

U ne congruence 8 étant détinie par les duationsy 123 du paragraphe 11

e, 1y
i \ 5 =\ e &
e o ==Y nd

8 formera avee K un couple stratittable conjugud ot barmonigue i les
Squations (2 restent vérilides lorsquion wemplace p. ¢. p.. 4. par les
quantités p. g’y p. g, délinies par les dquations (13 que nows
révHDOns

< Rt At S R TN
(% IR H -
g =g e =g &

1ty Les congruences dun conple siratifable sont des congrusmces B ovoue
sraences W partivalidre doat les developpables intercepieat sur chague nappe
Je ly carface focale un reseen Conjugns taeiberuee

1 Poar le detail du caleal. e S0 Fovisosr, Blemevre cebe.
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Or. on a vu an paragraphe U que trois des dquations (23) sont
verilides si v ot & vnbeat = sestéme
N M T4 g R — g — Mem R,
LR CUR N ~
¥or T gm — s — SBE — BETL
Ul reste ¥ exprimer que s fonctions v ot ® vénfient aussa les trois
Sjuations rostantes

W3 S e =P PP e
P TG R T — R

En remplacant dans (233 p L ¢ p. .y, par lears expressions (139, et
en fenant compte de o2 gue. par hvpothese. po 4. pu. g, vénifient le
svsieme (20 fe sesidme 290 s'dent

R W Y- T

W — RN, T SMM X - g — PO — BRI

Ty

M TS gem — g mE — BYR — T

La premicre dpuation 3 20 2t weiliée en vertu des Squations (13)
et de Vexprasson de o donnde aw pavagraphe 1

N R TS g R R — 3.

'R TRS — R 9.

Qiaat au svstdme dos deux dermidres dpuatons | 26 3, 1 peut s'derire
en Syand & cstte mime exprossion de &,
N OBEL T Ramg — et — W3 — 8 T

Pa, Tmpom— @, MR — BSR — 3T,

Los congrusaces & gue nous recherchons exasteront done sile systéme
des quatre dquations 13) et {137 est compatible en m ot #.

=i Pen compare les deux expressons de m,. ot celles de »,. en
tenant comple des dqualions (1N (137 (2 ot des expressions (3)
de &, o 7 . on constate. apres un calcal qui ne préseate auwcune Jiffi-
calté, que les condittons de compatibilité des dquations (13) et (13"
sont identiguemeant ventides,

e ot @ pouvent doae dire calculdes avee deux comnstantes arbi-
trarres. Aigs :

oo, S Math_ teaes XHE. — Fase IN. 0o 3

i
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Si une congruence K fait partie d'un couple stratifiable conjugué
et harmonique (K. K, et si () est Nane des surfaces enveloppées
par les plans issus des rayons de N, i eviste 2° congruences formant
avee N un couple stratgfiable conjugué et harmonigue et telles que chaque
Plan tangent é 3 ) les eoupe suivant 2 ravons homologues.

WI1I. — Congruences formant avec une congruence donnée des
couples stratifiables conjugnéset harmonigques i rayons homo-
logues coplianaires et concourants. — Transformation des
réseanx R.

Dans ce pavagraphe. nous rechercherons sil est possible de grouper
les® congruences & détermindes au pavagraphe précédent, en familles
de x* congruences telles gue tout plan tangent =Y a(X) coupe chaque
famille suivant un faiscean de x' rayons homologues concourants.

A prvory e probléme semble impossible. Nous allons veir guon peut
le vésoudre. et que chacune des x° congrucuces 8 dont i est question
ci-dessus fournit x* familles de congruences jowssant de la propriété
indiqueée.

R étant Uume des x° congrucnces © délermindes au paragraphe
précddent, \ et Y désignant towjours les powts ot un rayon quel-
congue de K perce les plans focaux correspondants de N, envisageons
comme an paragraphe 1 le point «» du ravon ¢ \. Y) de coordonnées

LS ?\~—3«‘.

: étant une fonction des deuax parametres u et v

Nous avons vu que Pon peat déterminer la fonction  |solution de
Iégquation 19 | de facon que t soit le sommet d'un faisceau formé par
les rayons homaologues de =" congruences simplemeut stratifiables
avec K.

L'dquation (19} a été oblenue en étwdiant Nintégrabihité du syvs-
tdme 1) leil nous désirons gue les ' congruences coupées par les
différents plans tangeats (=) & X) suivant des faisceaux de sommelts o,
forment avee K un couple doudlement stratifiable conjugué et harmo-
nEgue. Aux dquations (17 du paragraphe 1 i faudra donc adjoindre
les deux dgquations (1 V) du paragraphe précédent.
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H faudra done, pour que U'on puisse grouper les x* congruences &
du paragraphe V1 en familles de = ' congruences coupées par chaque
plan (=) suivant un taiscean de rayons homologues concourants, qu’il
soit possible d'intégrer le systéme suivant aux fonctions inconnues e,
n. 3. la solution laissant subsister une constante arbitraire dans les
expressions de m et n :

ME T el - Ry o M,
\ R T N T N L
T < MBI U M- ng —m 7.
, By =R R MR — T

1L il | RO

ne ‘o n »
Remplacons # par — dans la deuxitme et la quatritme des équa-
~

tions (27). Apreés un calecul simple, ces denx équations deviennent

.

respectivement

(N R -
[ty 000 -

Si le systeme (28) est wmtégrable, la premidre et la trotsicme des
équations (27) qui forment un svstéme intégrable) donneront m avec
une conslante arbitraive, aprés quoi la derniére équation donnera n.

On aura donc, conume on le voulait, m et n avec une constante
arbitraive.

Or, st l'on exprime que le systéme (28) est intégrable, en égalant

. Ty . .

les deux expressions de (3 ) . on constate |eu égard aux équa-
’ Y e

tions { 241} que la condition d'intégrabilité est identiguement satisfaite.

Les équations (28) donneront done 3 (avec une constante arbitraive).

Une fois la fonction 3 choisie, on auraz avec une constante arbitraire.

- m
puis n = -

Pour chaque valeur de la constante ligurant dans les expressions
de m et n, on aura une congruence O dont le rayon générateur est
délini par les deux points I, v, dont les coordonnées ont les expres-
sions {16 du paragraphe 11 :

. \ E =ip —mre —g — "t I R R
[N LEN] i

LA B N N AT
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Les ' valeurs de la constante arbitraive dont dépendent m et a,
définissent ' congruences 8 doublement stratifiables avee K. con-
juguées et harmonigues aux surfaces enveloppées, et telles que les
diftérents plans tangents & (I) déterminent dans ces x ' congruences

' rayons homologues coucourant au point o =\ — 2 Y.

Les poinh o relatifs anx différents ravons « XY )V de N engendrent
une surface L. [ associée au couple ¢ INN A

Lhnque valeur de la constante tigurant dans 3 donne une surface
associée, et la congruence K’ est conjuguée aux différents réscaux
qu’elle détermine surles = ' surfaces assocides (rorr ¥ V)

Plagons-nous maintenant plus spécialement au point de vue de la
transformation des couples de réseau.r stratifiables comme nous Iavons
fait au paragraphe V.

Nous avons vu que st o1, et T, sont respectivement la premiére
¢t la deuxiéme tangente du véscan (@) fig. 3 T, correspond & la
premicre tangente du réscau Xy ) dans une liaison de simple stratifia-
bilité [les rayons homologues étant conjugnés ot harmontques au
réseau (X)]: et Fon a un résultat analogue pour les deuxicmes tan-
gentes des réseaux (w) et ¢ XV,

Il v a lieu de se demandev, daus le cas actuel, si la lHaison de
stratifiabilité entre les deux couples de tangentes homelogues des
réseaux () et (X) ne serait pas double au lieu de sample.

Prenons les coordennées du point o sous la forme

ol est délinie par les deux points

r 1 N
( N AN

En tenant compte de Uexpression (28) de é\_]” et en remplacant \,
el Y, par leurs expressions ( 231, on constate immediatement quewT,
passe par ).

De méme T, passe par (@) Done, dans le cas actuel. le
plan (., ¥, ) est tangent a la ~urf.nce Q.: comme le résultat subsiste
pour toutes les valeurs de la constante yui rentre dans 3, on voit que
les dilférentes surfaces L. ne sont autres que les surfaces enveloppees
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par les plans tssus des rayons de K ayant leurs points caractéristiques
sur les rayons correspondants de K.

Il sutfit alors de se reporter au Mémoire de M. Fimkolt({ V1) pour
voir que les deux couples de tangentes homologues des réseaux (X
el () se corvespondent dans une liaison de double stratifiabilité, el
que le réseau (@) est, comme le réseau (X), un réseau R |les con-
gruences des langentes sonl des congruences R .

Notre méthode géndrale de transtormation des réseaux simplement
stvatifiables étudiée au parvagraphe V se véduit ici & une méthode de
transformation des véseaux R indiquée par M. Finihotl.

Nous ferons observer quune surface enveloppée (X)) associde & K
“tant choisiv, chacune des congruences O étudiées au paragraphe V1
con a va quiil voen a 2 peat jouer le role de K Comme & K’ sont
associées o' surfaces ., on voit que les développements du para-
graphe actuel font correspondre & un résean (R) porté par (X)
x ¥ réseaun de la mcéme espece.

VIII. — Quadruples doublement stratifiables

conjuguéds et harmonigques attachés i un couple.

Euvisageons un couple doublement stratitiable conjugué et harmo-
nigue ( KR Désignons toujours par v, » les fovers de k. el par \,
Y veux de K.

Soient () el () les points décrivanl deux surfaces enveloppéces
par les plans issus respectivement de K et de K ( frig. ).

Nous avons vu au paragraphe précédent que le point w est le sommet
d'un faisceau de droites situées dans le plan tangent (£, \, Y)Y a la
surface ( ), chacune de ces droites décrivant une congruence formant
avec K un couple doublement stratifiable conjugué et harmonique.

Il suftit d’échanger les roles K et K’ pour voir gqu'd son tour le
point Z est le sommet d'un faisceau, situé dans le plan (. @, »), dont
les dillévents rayons décrivent des congruences formant avee K’ des
couples doublement stratitiables conjugués et harmonijues.

Le point Z joue le méme role sur tous les rayons (Z vy, (Z3,),
WLy .. du premier des deux faisceaux dont il vient d’¢ire ques-
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tion, car, pour toutes les congruences (Zy ) (v (v, .o ()
est l'une des surfaces enveloppées par les plans issus de K.

De méme, o joue le méme role sur tous les rayons du faiscean (o Y ),
(e Y, (oY), ...

[l résulte immédiatement de la que si I'on considére un rayon quel-
conque du faiscean de sommel (), el un rayen queleonque du fais-

Fig. 3.

ceau de sommet (), soient (Zy,Yet{®Y ), ou vbtient un couple de
congruences doublement stratifiables conjugué et harmowmque tout
comme le couple de départ (KK,

Le couple (e Y ) el (£)°) étant un couple du méme type, comme on
I'a vu au paragraphe préecédent. on peat dire gue le quadrilatére
gauche (Z, v, o, Y Y jouil de celle propriété que ses deux couples
d’arétes opposées engendrent chacun des couples de congruences
doublement stratifiables conjugués et harmoniques. Ils forment ce que
M. Finikofl appelle un quadruple stratifiable conjugueé et harmonique.

En associant un rayon quelconeue du faiscean  Z) & un rayon quel-
congue du faisceau (w). on voit done gqu'il est possible de déduirve d'un
yuadruple doublement stratifiable conjugué et harmonigque donné
(£, vy, Y)Y, x® nouveaux quadruples de la méme espéce.

On peut faive jouer & chacun de ces =* quadruples transformés le
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role du quadeaple initial, et obtenir de la sorte une contiguration
renfermant autant de quadruples du genre indigqué que U'on veul.

Les congruences de tous ees quadruples sont des congruences R, el
lears nappes focales des surfaces R de Tzitzéica-Demoulin.

Envisageons un couple (uelconque stratifiable extrait des deux
faseeanx (£ et (@) Soient (&) et () les fovers du rayon issu
de (% (N et (Y, les fovers du ravon issu de (w).

Les drottes (., \\) et (0, Y,) d'une part, (@, Y Vet (v, \ ) daulre
pact, engendrent deux nouveaux couples de eongruences | les couples
assocuts Liet ' Net N de M. Finikoll].

Les congruences (Y (7, \,) ont les mémes surfaces focales que
le couple (o, v (XL Y ) e dernier couple étant formé de con-
groences R, il résulte d'un théoreme de M. Funikoll' que le couple
associé (2, Y, % (v, N ) est un couple stralitiable conjugué et harmo-
nigque comme le couple (. v 0 (N0 Y

Mais alors, d’aprés un autre théoréme de M. Fintholl| le deuxicme
couple associé v, ¥ O, (v, \Yappartient au méme Ly pe que lesdeux
premiers, de sorte que les trois couples d'arétes opposées du tétracdre
GV Y N forment un triple de couples stratiiables conjugués et
harmoniques.

Les quatre surfaces focades (e (v 0, (N O Y Ysont des surfaces R
avec deux, et par suite x ' réscaux R.

Si Pon se rappelle maintenant qu'on pent remplacer le ravon v
par un ravon quelconque du faisceaun (£), et de méme (\, Y) par un
rayon quelconque du faiscean (@), on voit qu'a pactic d'un couple
stralifiable conjugué (KK'1 et une fois les deux surfaces enve-
loppées (Z) et (w) fixées, un peut construive x* wiples de couples
straliliables conjugués et harmomques.

En faisant varier les deux surfaces enveloppées (Z) el (m), vn
obtient = triples analogues.

Les surfaces focales de ces ¢ * triples sont autant de surfaces ()
possédant chacune x ' réseaux isothermes conjugunés.



