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ONDES PERMANENTES PERIODIQUES. J.l'] 

Sur la détermination rigoureuse 
des (tndes permanentes périodiques d'ampleur finie; 

PAR Mme M.-L. DUBREILJACOTIA. 

INTRODUCTION. 

Le présent travail a été poursuivi en liaison avec le Service des 
Recherches du Ministère de l'Air. Qu'il me soit donc permis d'abord 
d'exprimer ma reconnaissance au Service des Recherches de l'Aéro-
nautique pour l'aide qu'il m'a apportée dans l'achèvement de ce 
travail, et à mon maître direct, M. Henri Villat, pour l'intérêt qu'il 
n'a cessé de me témoigner au cours de mes recherches. Je dois égale-
ment beaucoup à M. Vessiot, directeur de l'École Normale Supérieure, 
auquel je suis heureuse d'exprimer ici ma gratitude. 

La recherche des ondes permanentes périodiques à deux dimensions 
a déjà fait l'objet de nombreux travaux. Dès 1802, Gerstner donna 
de ce problème, dans le cas de la profondeur infinie, une solution 
rigoureuse en termes finis. Les Auteurs qui ont suivi, et principale-
ment Airy, Stokes, Rayleigh, se sont attachés surtout à l'étude des 
ondes irrotationnelles en se bornant aux premières approximations. 
L'existence de ces ondes n'était pas démontrée et Lord Rayleigh en 
douta même un moment. C'est en 1925 que M. Levi-Cività, dans un 

Journ. île Math., tome XIII. — Faso. III, ig34·28 
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Mémoire fondamental ('), établit l'existence de l'onde irrotationnelle 
dans le cas de la profondeur infinie. M. Levi-Cività utilise la méthode 
de la représentation conforme et se ramène à la détermination, dans 
le cercle de rayon ι, d'une fonction analytique ω = 0 + IT satisfaisant 
sur la circonférence à la relation 

II) ^ pr τ sin V. 

La solution est obtenue par un développement en fonction d'un para-
mètre petit et la convergence est démontrée au moyen de majorantes. 

Depuis, la méthode de M. Levi-Civita a été utilisée avec succès par 
M. Struick (-) pour démontrer l'existence d'ondes iiTotalionuelles 
dans le cas de la profondeur finie, et par M. Kotchxne (:t) pour l'élude 
des ondes irrotalionnelles à la surface de séparation de deux liquides 
superposés de densités différer)les. 

Enfin, récemment, MM. Franz Neumann ( ') et Liclilenslein ( ' ), 
ont déterminé la fonction analytique ω satisfaisant à la condition (i) 
par la méthode des approximations successives appliquée à un système 
convenable d'équations intégrales non linéaires. 

Les ondes rotationnelles ont donné lieu également à différentes 
recherches (®). Mais l'existence d'une infinité de telles ondes, com-

I 1 ) T. LEVI-CIYITÀ, Détermination rigoureuse des ondes permanentes 
d'ampleur finie (Math. Ana ., I. 93, iy <5, |>. is64J- Voir aussi Proe. /. inter. 
Cong. App. H'Iech. (Delfl, 193/1) où sont également résumées les recherches rie 
M. Nek rassow. 

F *) STIIUICK, Détermination rigoureuse des ondes irrolattonne!tes perma-
nentes dans an canal à profondeur finie (Math. Ann., ι. 93, 19 >U, p. ôgS). 

Γ') KoTcniHE, Détermination rigoureuse des ondes permanentes d'ampleur 
finie ù la surface de séparation de deti.r /i'/uidcs de profondeur finie {Math. 
A Η Η., I. 98, Ι <R'. Τ - P. 5S:I). 

('*) F. NEUMANN, Beitrag su clem Problem tier permanente η wirbetfreien 
FlUssigkeitsbewegung in Kanulen (Leipzig, ig3o). 

('■) L. LICHTBNSTBIN, Vorlesungen liber einige Klassen niehttinearer fnfe-
gralgteichungen and integrodifferentialgleichungen, p. 4~ (Berlin, îySi). 

(fi) Voir, pur evemple, U. CISOTTI, Suite onde simp/ice di tipo permanente e 
rotazionate (Nuoco Cimento, 6e série, t. 7, 1914 ou R. Inst. Lornh., vol. XLV1. 

fast·. 16-17); .'Yuoci tipi di onde periodic-he permanente e rotuzionuti (Rend. 
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prenant comme cas particulier l'onde «rotationnelle et, pour la pro-
fondeur infinie, l'onde de Gerstner, restait à établir. C'est l'objet de 
ce travail. 

La méthode utilisée a été brièvement indiquée, dans le cas de la 
profondeur infinie, dans une Note aux Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences ( ' ). 

Dans le premier Chapitre du présent travail, nous revenons sur les 
hypothèses au moyen desquelles M. Levi-Cività caractérise les ondes 
dans le cas irrotationncl, et nous étudions à ce point de vue les ondes 
de Gerstner, afin de ne conserver dans nos hypothèses que des pro-
priétés communes à ces deux types d'ondes. Nous transformons 
d'autre part le problème de manière à remplacer le domaine fluide 
inconnu par un cercle ou une couronne. La méthode de la représen-
tation conforme n'étant plus applicable, nous y parvenons par un 
changement de fonction inconnue et par un changement de variables. 

Dans le Chapitre II, nous étudions en détails le cas delà profondeur 
infinie. Nous ramenons le problème à l'étude d'un système intégro-
difl'érentiel que nous résolvons par approximations successives. Nous 
montrons que la solution est nécessairement symétrique et nous dis-
cutons l'équation de ramification. 

Le dernier Chapitre est consacré au cas, plus compliqué, de la pro-
fondeur finie. Nous parvenons encore à ramener le problème à l'étude 
d'un système intégro-différentiel pouvant s'étudier facilement par la 
même méthode. 

CHAPITRE I. 

1. POSITION DU PROBLÈME. — Nous étudions le mouvement d'un 
liquide parfait pesant situé dans un canal rectifigne de profondeur 

Ace. Lt/tcei, ·2« série, l. 23, 191/1, p. 556, et t. 24, 1915, p. 129); II. VBBGXB, Sur 
fa théorie de la houle en profondeur finie ( C. R. Ac. Sc., I. 153, 1911, 
p. 17Ι)· On trouvera d'ailleurs nue bibliographie 1res détaillée sur Je pro-
blème des ondes dans l'article de M. RAMPÉ DE FÉMBT, Les rides, les vagues 
et la houle (Revue des questions scientifiques, septembre igSa). 

(*) M. t.. DUBREIL-JACOTIN, Sur la détermination rigoureuse /les ondes per-
manentes jtériodiqties d'ampleur finie (C. R. Ac. Sc., t. 197, i§33, p. 818). 
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infinie ou à fond horizontal. Nous supposons que le mouvement est le 
même dans tout plan vertical parallèle à un plan fixe; il suffit alors 
d'étudier le mouvement à deux dimensions dans un tel plan. Le 
domaine fluide s'y étend inférieurement soit jusqu'à l'infini, soit jus-
qu'à une horizontale. 11 est borné supérieurement par une ligne /, 
section de la surface libre par le plan. Nous supposons que celle 
ligne / se déplace sans altération de forme avec une vitesse horizon-
tale constante c. Quant à sa forme qui nous est inconnue, nous la sup-
posons périodique de période λ. Par rapport à des axes liés à cette 
courbe, le domaine fluide est de forme invariable. Nous supposons de 
plus que, dans ces axes, tout le mouvement est permanent et pério-
dique par rapport à a? avec la période C'est ce mouvement que nous 
allons déterminer. 

Nous choisissons les axes liés à la courbe / de la manière suivante : 
l'axe des Y sera vertical descendant, l'origine Ο sera sur/, l'axe des X 
horizontal, dirigé en sens inverse de la vitesse c, sera pris « dans le 
niveau moyen » ou non troublé. On aura par conséquent, Y, désignant 

l'ordonnée d'un point de la courbe /, o= . f Y /(fx. Le fond, s'il 

existe, sera représenté dans le plan considéré par l'horizontale Y = H. 
Nous désignerons par Ψ(Χ,Υ) = const, les lignes de courant. La 
courbe / est évidemment une ligne de courant que nous représenterons 
par l'équation Ψ(Χ,Υ)== ο. Sur le fond, s'il existe, on aura ψ = i/, 
où q désigne, comme on sait, le flux relatif. 

On sait que la fonction Ψ est solution de l'équaliort 

ii) λψ — βΨκ 

où /"est une fonction arbitraire. 
Il faut écrire en outre que sur la courbe / la pression est constante, 

ce qui donne 

(13)- :|^· ·.:ΤΊΊ 

Parmi les mouvements définis par les conditions précédentes, nous 
voulons nous borner aux mouvements ondulatoires. M. Levi-Cività C ) 

T"; T. LEVI-CIVITÀ. Oueslioni di Meceanica Cfassira e fielativisla fZniiichelli. 
linlogne, ly ii). 
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a mis en évidence la difficulté que l'on a à délimiter d une façon pré-
cise ces mouvements. Nous les caractériserons ici par les hypothèses 
suivantes : 

t" La ligne l est peu différente d'une droite. 
■2" Les vitesses absolues des particules sont petites par rapport à c, 

ainsi que les tourbillons. Quand la profondeur est infinie, les vitesses 
absolues et les tourbillons tendent vers zéro quand on s'éloigne indé-
finiment de !. Nous préciserons les conditions à l'infini, en écrivant 
que le flux relatif q est infiniment grand du même ordre que Y (B). 

Dans sou Mémoire sur la détermination rigoureuse des ondes irro-
lalionnelles ( M. I ^evi-Cività a supposé en outre qu'il n'existait pas 
de transport de masse dans les couches profondes, ce qui s'exprime 

par le fait que le flux d\ f (n — c)dt, où u désigne la composante 

horizontale de la vitesse relative, est fini pour lout élément de verti-
cale fixe entièrement immergé, quel que soit l'intervalle de temps 
( /,, t,). Ceci exige, puisque u ne dépend de t que par X — et, et que 

" — iïY' (IU'-

r J
S
 {τη

 R

.)d\ 

reste fini sur toute horizontale entièrement immergée quel que soit 

l'intervalle (X
t
, Xa)· Mais puisque ^γ- —c est périodique en X, ceci 

exige que 

(x)Γ ("--'>=·· 

sur toute Y = const., la valeur de la constante étant supérieure à 
l'ordonnée du creux le plus profond de la surface libre. Nous ne ferons 
pas ici cette hypothèse qui serait trop restrictive. Nous allons montrer 
en effet que les ondes de Gerstner, ondes dues essentiellement à un 

C) Nous préciserons de plus 4 ) ia manière dont le tourbillon doit s'annuler 
à l'infini. 

( "') Loc. ritnote ι. 
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mouvement apparent de matière sans transport de masse, puisque les 
particules décrivent indéfiniment les mêmes cercles, donnent lieu, au 
sens qui vient d'être rappelé, à un transport de masse dans les couches 
profondes. Nous en profiterons pour indiquer quelques propriétés des 
ondes de Gerstner qui nous seront utiles plus tard. 

2. QUELQUES REMARQUES SUR LES ONDES DE GERSTNER. — Ces ondes sont 
données, comme on sait, par rapport aux axes absolus, au moyen des 
coordonnées de Lagrange, par les équations : 

il) 
x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

γ = b -+- 4- 4,1 cos k{ a -!- cl ) 
avec A —E/c2 

d'où 

( 3 ) 
x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

La vitesse absolue d'une particule est donc constante et égale à cer'·1'. 

Or le rayon de la trajectoire d'une telle particule est '—j~> de sorte que 

la vitesse angulaire est constante et égale à cl = ^ pour toutes les 
particules. 

Considérons maintenant des axes liés à l'onde. Posons a = «-|~ et. 
Le mouvement permanent est représenté par 

\ ~~σ. ι -! e~sin l a 

Y =4+1 e~ib cos ko. 
où \ = j + ri. Y = 1. 

Les lignes de courant sont les lignes b = const. Si nous nous 
bornons aux ondes de faible amplitude, nous ferons varier b d'une 
valeur b

0 positive et grande jusqu'à -f-oc. Dans ces conditions Y varie, 
à partir d'une quantité positive grande, jusqu'à l'infini. Faisons subir 
à l'axe des X une translation telle que l'origine vienne sur la surface 
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libre b — 6„. On a alors 

\ = α 7 erk'· sin Λα. 

Y = h — i>„ J cos kx. — J c-*'·-. 

où 1'ax.e des X est tangent à un sommet et non plus dans le niveau 
moyen, comme nous le supposerons dans tout le reste de notre travail. 
Posons alors ν = β~'·'"\ β = b — 6„. Les ondes de Gerstner de faible 
amplitude sont représentées dans le système d'axes considéré ici par 

ί λ J 

Y — χ. . e~k'-J si η Λα. 

ι = 5 -f- Ter~ *J ros /. α — · 

β = ο donnant la surface libre ; ^ représente la moitié de la différence 

de cotes d'un creux et d'un sommet, donc au deuxième ordre près, la 
hauteur de l'onde sur le niveau moyen. 

Dans ce système d'axes, les composantes de la vitesse sont égales à 

c( I -+- 1)«"*? cos/i'ï). — ryp—ty siu Λα. 

où α et β sont les fonctions de X et V définies par (3). On en 
déduit Ψ(Χ, Y) au moyen de 

U'= Ç ̂  rfX -+- J"= r Çve~*$ siu Λα rfX -+- ( 1 -+- ve-*? cos Λ a) rf\ , 

où l'on remplace toujours α et β par les fonctions de X et Y définies 
par (3). Pour effectuer le calcul, on peut encore remplacer dX et dY 
par 

G) 
rfX = (n- ve—cos Λα ) da — ve- 1? si 11Λ αdB 
dY = — νe—1'? sin Λα da -4- f ι — ve~*3 cos Λα ) (φ. 

Il vient alors, en intégrant , 

(5) Ψ
 = 6

.[(3
+
x = a ν « 

en appelant Ψ = ο la surface libre. 
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D'autre part, on sait que le tourbillon est donné par 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

ce qui fait, avec nos conventions 

(fi) AT — — »../,·/· —L-U -

Le tourbillon est donc du deuxième ordre pur rapport à la hauteur de 

l'onde. Il tend vers zéro, quand *1 * augmente indéfiniment, comme e " . 
En effet ΔΨ tend vers zéro comme equi est lui-même du même 

ordre que e '* , ou puisque k — et c- — comme e " . Et l'on 

peut écrire 

AT'=-:V-F* ' ./VI'). 

où, comme on le voit immédiatement, /"(ff") est bornée et continue 
au sens de Holder. 

Montrons enfin qu'Y/ y a transport de masse dans les couches pro-
fondes, c'est-à-dire que 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

ne reste pas fini quand t
2
 — f, -->ac, α et [1 étant les fonctions de x, 

y, t définies par le système (3) et les relations X = χ 4- et, Y — v, nu 
encore que 

S -Jfr-k.i CiisfiCf. dX y=. Il, 

où α et β sont remplacés par les fonctions de λ et \ définies par-
le système (3). Nous allons faire le calcul en χ et β en remplaçant dX 
par l'expression donnée par le système (4) et nous rappelant que l'on 
intègre sur Y = const, d'où : dY = o, et par suite, 

rfX= j-t/X. 

Quand X augmente de /., kx augmente de 2- et nous allons mou-
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trer que 

/ ■*3 cos/i'jt 77J ;— rf/> 3! Cl. 

sachant que β et « sont liés par 

<~I = 51 -j- vu—*? cos loi. 

Il suffit pour cela de montrer que 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

lorsque C. = M VR " eoss, ou encore, en vertu de la symétrie, que 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

Pour cela nous associons les valeurs .v
:
 et r. —.v, de J; les deux élé-

ments correspondants donnent 

x = a ν «~kb s·11 k( a +- cl ) 

et nous allons montrer que cette différence conserve un signe constant 

quel que soit s, dans l'intervalle ^o, Les quantités u, et u
3
 sont les 

solutions positives de 

CI = », ve COSÎ, . (I = «s—-h—k-Z cosij. 

d'où résulte que l'on a 
«ι ^ CI £ (i.. 

I^a différence d est du signe de 

e-"'( ι -+- vc—coss, )( ι — y-ι — «—"=( ι — ve~"' coss, ) ( ι — v-f—-"' >. 

quantité égale, en vertu des relations précédentes, à 

(e—— v-) (ι -l·- //., — C) — {e—"- — y'·1 e~) (ι H- o, — C) 

= (i — CI) (t'-"' — e-"') f ι — y-(r—+
 e

-!«e--"')] 

-t- — y'-c>—| — v-e— 3"s). 

Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. III, irj3^. 21) 
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ou encore à 

( 1 ι— ■jrC'iS.Ç, ) — i·-"·. j ^ | —. -j-((·—-"ι -j— "i~"ï -J- f— 
< tl.. — W, ) e~"' (' I — •J-f--"' ι. 

où, pour ν suffisamment petit, les deux termes de la somme sont tou-
jours positifs. 

0. (J. F. ». 

On peut se rendre compte physiquement de l'existence d'un trans-
port de masse positif à travers un élément fixe de verticale constam-
ment immergé, en remarquant que les particules qui le traversent 
avec une vitesse horizontale positive proviennent de cercles ayant 
des rayons plus grands (6 plus petit) que celles le traversant dans le 
sens négatif, donc ont des vitesses plus grandes en valeur absolue. 

Enfin remarquons que les ondes de Gerstner satisfont à une relation 
intégrale assez analogue à celle écrite dans le cas irrotationnel, mais 
qui, cette fois-ci, n'est plus valable dans ce dernier cas. Cette rela-
tion nous sera utile plus tard. Nous l'obtiendrons en écrivant que 
dans le mouvement relatif toutes les particules mettent le même 

temps Τ = ^ pour décrire une portion de ligne de courant de lon-

gueur horizontale λ. Cette condition est nécessaire et suffisante pour 
que, daus le mouvement absolu, les trajectoires soient fermées et 
décrites pendant le temps T. Or on a, dans le mouvement relatif, 

( 1 ι— ■jrC'iS.Ç, )— i·-"·. j ^ | —. -j-((·—-"ι -j— "i~"ï -J- f— 

d'où, sur toute vl* = const., 

T~1·-χ ν (ψ, \ j ι 

ou encore 

( 1 ι— ■jrC'iS.Ç, ) — i·-"·. j ^ | —. -j-((·—-"ι -j— "i~"ï -J- f— 

Dans ce qui suivra nous ne ferons que des hypothèses vérifiées à la 
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fois par Fonde de Gerstner et par Fonde irrotationnelle. Nous laisse-
rons donc de côté les hypothèses (a) et (β), et supposerons seulement 
que f(W) est du premier ordre au moins par rapport à la hauteur de 

Fonde et tend vers zéro comme e " . 

5. TRANSFORMATION DU PROBLÈME. — Au lieu de prendre comme 
inconnue la fonction de courant T( Y, Y), nous cherchons les lignes 
de courant sous la forme Y = ©(ψ

}
 X). L'équation donnant φ s'ob-

tient en transformant l'équation (i)(§ 1). Les dérivées premières de Ψ" 
s'expriment en fonction des dérivées premières de φ par 

ύ1 Ί' __ ~ l ) dV1 + dX άΨ dX d'V ~\à\) ^ 

et les dérivées secondes au moyen de 

ύ1 Ί' __ ~ l ) dV1 + dX άΨ dX d'V ~\à\) ^ 

ύ1 Ί' __ ~ l ) dV1 + dX άΨ dX d'V ~\à\) ^ 

L'équation du problème s'écrit donc après division par . ̂  » 

quantité v oisine de e3 et qui par conséquent n'est jamais nulle 

(ι} ^, ι ) j__^ - * yx ,τφ οχ ,;ψ
 +

 (jtpJ àXd~~ (^ψ) /
( 1 κ 

Et il faut résoudre celte équation dans le demi-plan Ψ>ο ou dans 
la bande —SC^X^+OO, ο<Ψ<<7, avec, ΒΙΙΓΨ = Ο, la condition 

ύ1 Ί' __ ~ l ) dV1 + dX άΨ dX d'V ~\à\) ^ 
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ou encore 

^ ■ ~όψ{Α ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τν " 

Knfin nous posons 

(3) οι V Ί'ι^ΛΊ' ■; r(\. «l'i, 

où A est une quantité finie égaie à en première approximation. 

La fonction ν est alors donnée par 

^ ■ ~όψ{Α ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τν " 

^ ■ ~όψ{Α ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τν " 

~ iPP ) ~*~'Λ7ϊχ Jj»F 5XW — \ <Jfy <Jv" 

Kt sous cette forme, nous caractériserons les mouvements ondula-
toires cherchés en astreignant c à être petit ainsi que ses dérivées des 
deux premiers ordres. Celte hypothèse entraîne visiblement que la 
courbe l est voisine d'une droite et que les vitesses absolues et les 
tourbillons sont petits. 

La condition aux limites s'écrit alors 

,3, - W)
pour q'=0. 

Ceci exige que l'on ait 
k = — -h /,·. 

οώ />" est petit. 
L'équation aux limites sur M* = υ s'écrit donc enfin 

^ ■ ~όψ{Α ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τν " 

^ ■ ~όψ
{Α

 ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τ
ν

 " 

lîemarquons tout de suite que jusqu'à présent A n'a été déterminé 
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([u à une quantité petite près. Nous achèverons de déterminer A, dans 
le cas de la profondeur finie, en écrivant que, sur le fond Ψ = </, ν est 

nul, ce qui donne A = j · Dans le cas de la profondeur infinie, A est 

univoquement déterminé si l'on suppose que c reste petit même 
quand Ψ augmente indéfiniment. A est alors rigoureusement égal 

à ~ ( voir S iî). 

La détermination de ν satisfaisant à (4), à la condition aux 
limites (6) et à la condition sur le fond, se fait très facilement sur ces 
équations particulièrement propres aux calculs numériques appro-
chés. Il suffit pour cela de chercher r sous la forme d'un développe-
ment en série par rapport à un paramètre petit ;x : Σα,,ρ/'.η,, se 
détermine comme un polynoine de Fourier en cosinus et sinus des 

arcs —y—> ··■, j^, polynôme dont les coefficients se déterminent 

aisément en fonction de U'. Nous ne nous attarderons pas à ces calculs et 
mettrons le problème sous une forme plus commode pour les démons-
trations de convergence et d'existence, but principal de ce travail. 

I. CHANGEMENT DE VAIHABLES. — Nous allons effectuer un changement 
de variables permettant de remplacer le demi-plan ou la bande consi-
dérée par le cercle de rayon ι ou une couronne. Nous faisons corres-
pondre à un point du domaine obtenu une infinité de points du 
domaine primitif, situés sur une même ligne de courant Ψ = const, el 
à des distances λ, de sorte que le premier domaine se représente en 
réalité sur une infinité de cercles on de couronnes. Puisque le mouve-
ment est périodique, il suffit de considérer un feuillet unique. Nous 
prenons comme nouvelles variables les coordonnées a·, y, ou les coor-
données polaires ο, a, définies par 

I I I 
.ν = ο cos y. 
y — ρ fini y. ^ ■ ~όψ{Α ~ JX ( άψ) â (,3χ) Τν " 

Λ la bande ο <H" <q correspond la couronne limitée par les cercles 

de ravons ι et ç
fl
 = c ' ; à l'origine correspond le point ç = ι, α = o. 
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On obtient l'équation du problème en effectuant dans l'équa-
tion (4) (§ 5), le changement de variables indiqué. Pour cela on 
utilise les formules 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

____ y Ap^ T

 A
 """J· 7)J·) ' 

ÔST- ~ L ^ 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

Ô*P ~~ \ ~î. ) γ ôçô ~f~ p ôo ) 

-=T · * " ( <£~ "v—* "i~ 3.ΛΤ -τ 7 !~ T'" -r—- -f- ■/ 1- 1 ' 1 · 

En écrivant l'équation transformée de (4) (S 3)> on remarque 
que (a?2+^2) est en facteur dans tous les termes, sauf ceux en /"·, 
on est donc conduit à poser 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

et, après un calcul facile, on peut écrire l'équation du problème 
sous la forme définitive 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

avec 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 
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et 

<«, ■■·) 

~ ~~ Τ ( {λ ·Χ" -r ) Χ* fa + *r fïr ) 

x j T (.
r
_ -t-v5-j - (T j φ: ) J 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

"H 2 \f t/Γ -r tXT· — Τ ' ·ν" ■ tit- fïv I d77h ) ' 

On peut encore écrire 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

expression équivalente qui nous sera utile par la suite. 
Le tourbillon étant supposé petit, au moins comme ν el ses déri-

vées, nous mettrons en facteur devant la fonction Λ(ρ) le paramètre 
petit u dont dépendra la solution et nous supposerons que h(p) est 
une fonction bornée continue, satisfaisant à une condition de Holder. 
Cela exige, dans le cas de la profondeur infinie, que le tourbillon /(Ψ) 

s'annule au moins comme pa, c'est-à-dire comme e '■ .Or nous 



2Û2 M.-L. BUBItEIL-JACOTIN. 

avons vu que celle hypothèse sur /(Ψ), évidemment salisfaite dans 
le cas irrotationnel /(Ψ) = o, est également satisfaite dans le cas des 
ondes de Gerstner. 

La condition aux limites s'obtient en effectuant dans (G) (§ 5), 
Je même changement de variables. Elle s'écrit, en posant 

— U v'ôp ~ ** 

et en remarquant que, sur le cercle de rayon ι, ~ — — --·, 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

où σ désigne l'arc sur le cercle de rayon ι el où s* désigne la valeur 
de s(p, a) sur le cercle ρ = ι . 

(Jette équation contient la constante inconnue i\ Pour l'éliminer, 
nous écrirons que l'intégrale en <r, étendue de ο à 2 t., du premier 
membre de (2), est nulle. Ceci nous donne sous la l'orme 

— U v'ôp ~ **yoZjp Η~-ν"ΰΡ ~_·1 Φ7' 

» 

Mais, à cause du choix de l'axe G\ dans le niveau moyen, on a 

^ ~r= u . 

En éliminant k au moyen de la relation précédente et isolant an 
premier membre les termes linéaires, on peut donc écrire la condition 
aux limites sous la forme définitive 

(U> %— U v'ôp ~ **yoZj 
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où l'on a posé 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)]=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)]=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

O. REMARQUES SUR LES CONSTANTES INTRODUITES. — Parmi les constantes 
introduites c, λ, A, . . ., il y alien de spécifier celles que nous nous 
donnerons et celles que nous déterminerons. Les données du pro-
blème seront la longueur d'onde λ et la profondeur H, quantité posi-
tive finie ou infinie. Nous verrons dans les Chapitres suivants que les 
ondes trouvées pour toute fonction arbitraire A(p), bornée et con-
tinue au sens de Holder, dépendent d'un paramètre petit p.. La suite 
des calculs détermine A (ou p) en fonction de p. et de la quantité q 
supposée provisoirement connue. On calcule alors q en fonction de p. 
et de H au moyen de 

=-ï[(£Hs)" 

équation qui détermine q univoquement. 
Il nous reste alors à calculer la seule quantité c, et pour cela il faut 

définir d'une façon plus précise la vitesse de propagation de l'onde 
dont nous savons seulement jusqu'à présent qu'elle est égale, au pre-

mier ordre près, à · 

Dans le cas de la profondeur infinie, nous supposons que la vitesse 
absolue des particules tend vers zéro quand Ψ augmente indéfi-
niment. La vitesse de propagation est donc égale à la limite de la 

Journ. de Math-, tome XIII. — Fasc. Ill, ig3y 3θ 
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vitesse relative quand on s'éloigne à l'infini : 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

Or la solution que nous construisons au Chapitre suivant est telle que 

^ et ~ sont bornés dans tout le cercle ; il en résulte que ^ reste 

borné quand ρ tend vers zéro suivant n'importe quelle direction et, 

par conséquent, que ̂  tend vers zéro. On a donc 

1 
e=== A" 

Dans le cas de la profondeur finie, il faut une autre définition, car 
sur le fond la vitesse absolue n'est pas nulle en général, et par suite 

la vitesse relative n'y est pas constante. Si l'on prenait encore c , 

cela reviendrait à écrire 7 = cH et le flux relatif serait le même que 
si toute la masse était animée de la translation c. Mais il semble plus 
conforme à la notion d'onde de supposer le mouvement absolu réduit 
au minimum sur le fond. On peut alors écrire : soit que le mouvement 
sur le fond est purement apparent et que les particules oscillent indé-
finiment autour de leur position moyenne, ce qui s'exprime par la 
condition (,3) appliquée sur le fond : 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

soit que la vitesse absolue moyenne sur le fond est nulle, ce qui donne, 
en appliquant la relation (oc). 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

Tout ce qui va suivre est d'ailleurs entièrement indépendant du 
choix de c. Mais dans le Chapitre III, nous démontrerons l'existence 
d'une onde rotationnelle généralisant, pour la profondeur finie, Fonde 
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de Grerstner. Pour cette onde, toutes les trajectoires absolues sont 
fermées et décrites pendant le même temps, et la vitesse de propa-
gation est nécessairement donnée par la formule (β'). Au contraire si, 
dans le cas particulier de l'onde irrotationnelle de profondeur finie, 
on veut retrouver la valeur de la vitesse donnée par Stokes et 
M. Struick, il faut prendre pour c l'expression (a'). Alors ce choix 
de c entraine comme conséquence qu'il n'y a pas de transport de 
masse dans les couches profondes. Il faut et il suffit pour cela, en effet, 

qur fx+yx( —c ) dX = o sur toute horizontale entièrement 

immergée. Or c'est choisi pour que fx+yx( —e J dX = ο sur le 

fond, et, si nous considérons le rectangle D délimité par les segments 
d'abscisses X et X + λ compris entre le fond et une parallèle au fond 
arbitraire entièrement immergée et les portions de ces deux horizon-
tales comprises entre les deux segments précédents, on peut écrire, 
pour le contour C ainsi formé, 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

A cause de la périodicité, les segments verticaux ne donnent rien 
dans l'intégrale curviligne et l'on a bien la propriété annoncée. Il 
résulte encore de ce choix de c que q n'est pas égal à c II : la différence 
q — cH donne avec cette hypothèse le transport de masse global sous 

la forme H — e j . Dans le cas de la profondeur infinie, le trans-

port de masse est égal au produit par c de la valeur de e à l'infini (ou 
encore au centre du cercle). Il résulte des calculs qui vont suivre que 
dans un cas comme dans l'autre ce transport est en général du pre-
mier ordre, qu'il est du second ordre dans le cas irrotationnel et 
d'ordre plus élevé ou même nul pour certains mouvements rotation-
nels particuliers. 

Nous terminerons ce Chapitre en remarquant que l'introduction 

de la quantité A dans tous les calculs, au lieu de a eu notamment 

pour but de pouvoir écrire dans le cas de la profondeur finie e=o 
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sur le fond, ce qui est essentiel pour la simplicité des calculs qui vont 
suivre. A cet ordre d'idées, je voudrais rattacher la remarque sui-
vante. Dans son travail déjà cité, M. Lichtenstein, pour résoudre le 
problème analytique auquel \1. Levi-Cività avait ramené la recherche 
des ondes «rotationnelles pour la profondeur infinie, a déterminé 
dans le cercle unité la fonction analytique θ + i~, satisfaisant sur le 
cercle à 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 
et a 

5(oi' — ι». Οί—σί — — Si'ffi. 7(01 = 0. τ(σ) = τ<— sm. 

Or M. Weinstein vient de me faire remarquer que la condition τ(ο)=ο 
n'est pas satisfaite. Pour qu'elle le soit, on peut observer qu'il suffit 
de poser 

u- — Bp-""1 (ω' = fJ — /τ1 ). 

au lieu de 
iv ee~'M (m . '/ - f ζ ). 

comme dans le Mémoire de M. Levi-Cività (")(§8, p. 270), Β étant 
un nouveau paramètre remplaçant c et déterminé univoquement par 

- — if 

le fait que τ'(ο) = ο. Le changement de variable " — e > , où cette 
fois c est essentiel à cause de l'hypothèse du non transport de niasse 
dans les couches profondes, conduit alors à déterminer ω1 satis-
faisant à 

, - ■ f — —/j'«.*—■· *111'j. 

où cette fois ρ' — 7^5 et non plus A cette équation, la théorie 

très simple de Lichtenstein est applicable. Elle donne p1 en fonction 
du paramètre r du problème et l'on en déduit c et Β en adjoignant 

à ρ1 = Α^,5. la condition définissant c : 

c — lînt j n· j - Be7' tt <1. 

où (o, o) désigne la valeur limite de la fonction harmonique 

(") Lac. cit.. note 1. 
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τ(.τ, r ) au centre;/»' étant voisin de i, on a univoquement 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

CHAPITRE II. 

CAS DE LA PROFONDEUR INFINIE. 

Nous allons montrer qu'il est possible de trouver, pour toute fonc-
tion h continue au sens de Holder arbitrairement donnée, une 
fonction c définie dans le domaine (D) limité par le cercle (C) de 
rayon i, petite ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, 
satisfaisant : 

1" à l'équation 
Ac — μ/t i'lp/i, c K. 11. 

où F a la valeur donnée par (a) ou (à) et est, par conséquent, du 
second ordre ; 

20 à la condition aux limites sur le cercle (C) : 

,)n ■ - ,J
u
 Λ^σ==Φ' 

où Φ* a l'expression (è) et est du deuxième ordre. 

6. TRANSFORMATION DU PROBLÊME.— Nous appellerons Θ la fonction 
de ρ (et de μ) définie par 

ΑΘ = μ. Λ(ρ), 

régulière à l'intérieur du cercle et nulle sur le contour : Θ*= ο. Cette 
fonction est donnée par 

II) Θ(ρ ) — — if μ/t log - di dt\. 

ou r désigne la distance de l'élément (ξ, η) au point considéré. Cette 
fonction est bien nulle sur(C) puisque 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 
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En remarquant que 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

où Μ(ρ, ρ') désigne le plus grand des deux nombres ρ et p', on peut 
encore l'écrire sous la forme 

(3) Θ(ρ ) =— μ ^log i jf A( « ) u ef u ^ A (u ) u log —dit j. 

-τ— est une constante et l'on a on 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

Nous poserons 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)] 

F est un polynome en e et ses dérivées, dont les coefficients sont des 
polynômes en H, η. Si e et ses dérivées des deux premiers ordres sont 
continues au sens de Holder, ce que nous supposerons et ce qui sera 
vérifié plus tard, F est continue au sens de Holder et la formule de 
Poisson donne 

Ao = F. 

Si nous posons maintenant 

r = Θ -+- ω -+- V, 
nous avons 

AV — ο, 

et nous sommes ramenés à trouver la fonction harmonique Y, régu-
lière dans (D), satisfaisant sur le cercle (C) à 

=-ï[(£Hs)"^£(-ï£)]=-ï[ 

=(Ά/*"£
Λ
-£-<··*)-♦Ο·--·. ·■·■>■ 
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Mais V étant harmonique et régulière dans le cercle de rayon ι, on a 
sur ce cercle 

J -5^ = °· 

On a également d'ailleurs 

J -5^ = °· 

car le choix de l'axe des X entraîne 

f (\*-ί- ω*) (ίσ— υ, 

or 

I. f.F1 log-^p dp dcij 

En intervertissant les intégrations avec les précautions habituelles 
dans le cas d'une fonction discontinue, et en tenant compte de la 
relation 

J log-(/a= f I og ' — da — r> pour p'^i, 

on voit facilement que 

f w*rfffr= 0. 

Nous sommes donc ramenés au problème d'analyse suivant : 
Trouver dans le cercle de rayon ι la fonction ω et la fonction harmo-
nique V sachant que 

'>>(./·. r)= ' · II t" ( V - · (·) ■ ω, —■ c- v) log - rfi rh;. 

■ST^V= îij, ÏS"—.Τη »* -). 

où θ est une fonction connue, continue au sens de Holder ainsi que 
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ses dérivées des deux premiers ordres dans (D)+ (C) ( et conte-
nant en facteur le paramètre u caractérisant les ondes. 

A l'intérieur du cercle, Y est donné en fonction de Y* et - par la 
formule classique 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

Si nous faisons tendre le point (x, y) vers un point σ du cercle (C), 
le deuxième terme du second membre, potentiel de simple couche 
continu dans tout le plan, tend vers t expression obtenue en rempla-
çant dans r le point (.r, v) =- (G, a) par le point (1, σ). Au contraire, 
le premier terme est un potentiel de double couche discontinu en tra-
versant le cercle, et on a 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

d'où la relation 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

et il nous suffit de calculer ■ au moyen de : 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

Cette relation, jointe à celle donnant ω, constitue un système intégro-

différentiel en ω et > que l'on pourra résoudre par les méthodes 
classiques. 

7. REMARQUES RÉSULTANT BE LA CONSIDÉRATION DE LA PREMIÈRE APPROXI-

MATION. — Nous nous bornons à considérer les termes linéaires du 

(IS) En prenant naturellement sur (C) les valeurs limites des dérivées lorsque 
le point tend vers un point de (C). 
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système intégro-différentiel. Nous avons 

ω(χ, j·) = o. 

et 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

* 

La dérivée normale est donc solution de l'équation intégrale 
linéaire et homogène 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

La solution = ο ne peut convenir puisqu'il en résulterait Y* et V 
nuls en première approximation, ce qui est contraire à notre hypo-
thèse d'un mouvement petit mais non infiniment petit. D'ailleurs, les 
approximations suivantes donneraient <· fonction de Ψ seul, v* serait 
donc une constante nécessairement nulle et le mouvement ne serait 
pas ondulatoire. Mais on sait (1 ) que l'équation (1) n'a de solutions 
non nulles que lorsque ρ est un entier. On a donc p~n en première 
approximation. Les solutions fondamentales normées correspon-
dantes sont alors e

t sMais une onde égale au premier 

ordre à vcosna -+- v'sinno admet une période égale à une partie 
aliquote de λ. 

En nous limitant à l'onde fondamentale et laissant de côté les 
harmoniques, nous pouvons donc poser 

ί 2 ) Ρ—1 x, 

ou /. sera un paramètre petit, déterminé ultérieurement. On a alors 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 

où ν et v' sont petits, et 
r*~ V* ~ — ν cosff — ·/ sinff. 

(is) Voir, par exemple, E. PICARD, Sur un théorème général relatif aux 
équations intégrales de première espèce et sur quelques problèmes de Phy-
sique mathématique ( Rend iront i del Circolo mathematico di Palermo, t. 29, 
1900). 

Journ. de Math., tome XIII, — Ease. Ill, ig3/|. 3 X 
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La quantité v/v- + v'2 caractérise bien la grandeur de l'onde en pre-
mière approximation. Le paramètre ;x que nous définirons ultérieu-
rement sera, au deuxième ordre près, égal à cette quantité. 

Pour simplifier l'écriture, nous allons poser 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f toii ·' ds. 
d'où 

V (./·. Π / \ * y ( lou 

L'équation donnant U* s'écrit, en tenant compte de la valeur de ρ 
trouvée, 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) ds— 1 f t 

= — f T U* Jog - -4- Φ*. 

Si nous posons alors 

— - log - =— — (cos s οοκσ -t- sins sina ) -i- Νίί. σ), 

le nouveau noyau 

Ν (s, σ) — — ^ — cos(s — σ) j 

est encore une fonction paire de (.y— σ) et n'admet plus de fonctions 
fondamentales. On peut alors remplacer l'équation (3) par 

(4) υ*<σ)+Γ Ν(ι,σ)ϋ'(ί)Λ 

= - (rt cosa -h /*« sinσ) -i / -τ— as ? ω 

+ κ ί jf U* log Χ- ds^ Η- Φ*, 

en posant 

r,= Ι U*(s) cossds. r.,= f U*(i) sins rfs, 
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r, et r
2
 sont deux nouveaux paramètres introduits par le fait que l'on 

se trouve dans le cas de ramification. La nouvelle équation (4) est 
résoluble univoquement, au moyen du noyau résolvant dl (x, σ) 
associé à N, et qui lui est lié par 

(5) σ) -+- N(A, it) -h j Ν (.ν, r) £*l(r, a)dr= o. 

On sait que ill est pair en (.v — i) comme Ν ; il est d'ailleurs discon-
tinu d'une manière analogue qui ne gêne en rien la théorie. De plus, 
si Ν(.y, a) est orthogonal à une fonction de s, il en est de même 
pour ill.(.y, σ). Or on a, en vertu de la définition de N, 

/ Λ (s, σ) ds = <i 

et 

/ Ν (s, σ) cosf.y — u ) ds — ο 

quel que soit u. Par suite, 

J £>l(s, <r) ds = o, 
II 

J Σ) COS(J—u)ds = o. 

D'autre part, on vérifie aisément que l'on a 

J' Ν (.y, ff)cosm(s—u)ds —— — cosm(ff—u) 

et 

J 0t (s. σ ) cos m ( s — u ) ds = — cos m (cr — u). 

On peut donc toujours remplacer l'équation (4) par 

(6) U*= r'COS" + r-sing + 6(
&
0 H- £(σ), 
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en posant 

&{ω)=^1 3i(,T>s){-"-w)ds> 

$ (σ) = κ ( ω*- i Γ U* log - ris) -+- Φ* 

+f2ruΐ>1(σ. s) ζ^ω*(.ϊ)— U* log du ) -h Φ* ris. 

On remarquera que & est linéaire, e|, du deuxième ordre. 
Avec ces dernières notations, la première approximation s'écrit : 

V (./·. Π / \ * y ( lou - ) 

ou, en posant /·, = -p. cosû, r2 = πμ sin 12, 

U,* - [j. ros ( σ — £2). 

ou μ et Ω sont deux nouveaux paramètres. Le paramètre μ = v r, t os <7 -+- /·.; SUIT 

caractérise la grandeur de l'onde et c'est lui que nous prendrons 
comme paramètre fondamental. Nous nous occuperons plus tard de la 
détermination de /. et Ω en fonction de μ. Nous allons d'abord 
résoudre le système intégro-différentiel en conservant les trois para-
mètres petits r,, r,, χ que nous supposerons tous trois inférieurs à une 
même quantité petite δ. 

8. RÉSOLUTION DU SYSTÈME INTÉGRO-DIFFÉRENTIEL PAR APPROXIMATIONS 

SUCCESSIVES. — Nous avons trouvé 

(0 
«1 = <·, 

. . r, t os <7 -+- /·.; SUIT 

Nous posons, d'une façon générale, 

(a) 
(Un = (I F(V„_[ + 0 + ω„_,. Ί, r,} log- de da. 

m—-—— ^(^) + §(vu ...).. 
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ω* et U* étant ainsi connus, on en déduit V * et V„ au moyen de : 

( s} v* r= — - j u,* log- - i/s, 

(4) v„= — / ioï-Λ- — / uâ iog - ffe. 

et, en dérivant ω„ et V„, on obtient toutes les quantités figurant dans F, 
E,Ç; on en déduit : 

w„.,= ' il F„ log l-dc,dr„ 

w„.,= ' il F„ log l-dc,dr„ 

où l'indice η dont sont a lie clés F et <£■ indique qu'on remplace dans ces 
fonctions les variables qui y figurent par leur nièm approximation. Il 
faut démontrer que les approximations successives donnent pour toutes 
ces quantités des valeurs petites tendant vers des limites petites. Pour 
cela, il faut pouvoir majorer convenablement V„, ω„ et leurs dérivées. 
Nous avons supposé aussi précédemment (§6) que ces quantités 
satisfaisaient à des conditions de Holder. Il faut donc pouvoir aussi 
calculer et majorer pour ces quantités les expressions £E>£

P
.en désignant 

pour simplifier, par la notation (DPp<(/) ou encore par (DX.
VI
 (/), la 

quantité 

/<··Γ,;Η-/(ξ.η) _/(Ρ')-/(Ρ) 
| [a- — (y — ï])- J-

où λ, nombre compris entre ο et ι, n'a aucun rapport avec la longueur 
d'onde. Nous poserons encore ('*) 

[/]λ= '"aX· ! (Dpp (f) 1: 

( '*) M. Lichtenslein, loc. cit., note 5, a posé. p. 63 : 

I/1, = mK
/(P

'
)
rf>

/(P) pour Ρ lixe, 

|/|-
A
 est alors fonction de P, et le nombre [/]>. est égal au maximum de la fonc-

tionfx 
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et nous appellerons brièvement cette quantité le crochet de f . Nous 
conviendrons aussi de désigner par f le maximum de |/|. 

Il résulte de la première équation du système (2) et des équations 
obtenues en la dérivant une fois par rapport à χ et y, que Ton a, en 
désignant par C,. Ci..,, .. . des constantes indépendantes de n, 

■5^' àïd—I· ^'1 T „— I ' 

<U ' ~ây = " · | 7Û.X L"3F"J>.-
 2Fn-1 

Les dérivées secondes de ω„ ne peuvent s'obtenir par simple déri-
vation sous le signe somme; elles sont données par les formules de 
Dini : 

j{ ω>ί'· - '^·( F— )Γ"j{ ω>ί'· - '^·( F— )Γ"Α έltig ?(Γ-dr> 

F„_, (a?, v) f loir - cos (a, x) cfo, 

. . ....................................................................... 

formules valables dans le cercle, frontière comprise. 
Dans le cas particulier du domaine circulaire, le second terme se 

calcule facilement, et l'on a 

^·ν·,ξ·τ'· (Γ"-') + I. F"-'· 

^·ν·,ξ·τ'·= ~-h 1ί ̂ '"
vi

 ■'·
r

< <
F

"-'
} Io§

7-
dl

-
dTl

> 

^·ν·,ξ·=~ (*«-»> '·
Λ IO + I F„_, 

Il en résulte que l'on a, à l'intérieur du cercle et sur le cercle, 

■5^' àïdï' ~àW -
 c

4

[r„_[ i>.. 

■5^' àïdï' ~àW - c4[r„_[ i>.. 

Ces douze quantités peuvent donc être bornées par une même 
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expression de la forme 
CF^-i-C'i; F,-1]y 

En vertu de la formule (4) et aussi de (3), on a également 

V,.|S c,u,*. 

On a d'ailleurs V„ = V*, puisque V est harmonique. Il nous reste à 
borner les dérivées premières et secondes de \. 

Pour cela, nous allons faire appel aux théorèmes de Korn. Ces 
théorèmes généraux spécifient dans quelles conditions les dérivées des 
potentiels de simple et double couche existent, et, dans ce cas, donnent 
des majorations pour elles ainsi que pour leurs crochets (,!). Dans le 
cas qui nous occupe et où le domaine est circulaire, certaines majora-
tions sont un peu plus simples; elles sont données en grande partie 
dans un Mémoire de Korn (111 ) ; les autres s'établissent facilement. 

Nous nous appuierons donc sur les résultats suivants : 
i° Considérons le potentiel de simple couche 

l„=—- f Π log-,/.*. 
On a 

i„ - v [L],<A",U;. 

Si U* satisfait à une condition de Holder, I„ a des dérivées pre-
mières continues au sens de Holder dans tout le cercle, frontière 
comprise, et l'on a 

-7Γ JV =AaL "|λ· 

■5^' àïdï' ~àW - c4[r„_[ i>.. 

Si U*(A) a une dérivée satisfaisant à une condition de Holder, I„ a 
des dérivées secondes continues au sens de Holder dans (D) -f- (C), et 

(15 ) L. LICHTENSTEIN, Uebereinige Hilfssdtze cter Potential théorie. IV, Berichte 
iiber die Verhandtungen d. Sachs. Akad. d. IFm, Leipzig, t. 82, 1900, p. a65. 

(1U) A. KORN. Ueber Minimatflâchen, deren Randkurven wenig von ebenen 
Kurven abweichen, Abh. d. Kon. Preuss. Akad. d. IViss.. Berlin, 190g. 
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l'on a 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

2° Considérons le potentiel de double couche 

J"=-7? j V",Î,
io

*r'
,S

· 
On a 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

Si λ * admet une dérivée première satisfaisant à «ne condition de 
Holder, J„ admet des dérivées premières continues au sens de Holder 
dans tout le cercle, frontière comprise, et l'on a 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

Enfin si admet une dérivée première, c'est-à-dire si V* admet 

une dérivée seconde continue au sens de Holder, le potentiel de double 
couche a des dérivées secondes continues au sens de Holder dans 
* D) H- (C) et l'on a 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

Nous avons ainsi toutes les majorations nécessaires pour pouvoir 

borner dans et sur le cercle · · - > ^7-» au moyen de l'équation (4)· 
On a 

d\„ d\„
 <c

 d\j,
 c

 i/vn ,
L
..

t 

r^sl, [Ssl -c; r^31 -C,[i;ï,: 
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J"=-7? j V",Î,io*r',S· 

,1-,
 (fs

 -. —-, L
;s
 ^ --^u I t(s }/ 

I J,- | , L J/ J ν J, ' [ t)v- I *, 

C■' js ,,iL Js J, " ,sL </si ■-. :: l 1>* 

où toutes les constantes sont indépendantes de l'indice n. 

Dans ces limitations interviennent—τ-^'. , " et leurs crochets. Mais 

d'après (3), V", est la valeur d'un potentiel de simple couche sur le 

contour. Les majorations des derivees ^' pourraient donc se 

déduire immédiatement des bornes données dans (D) -+- (C) pour les 
dérivées en je et y du potentiel de simple couche. Mais comme ces 
deux dérivées jouent un rôle fondamental, il est bon d'avoir leurs 
expressions exactes. Ce sera d'ailleurs l'occasion d'indiquer comment 
ou peut retrouver assez facilement les bornes données par Korn. 

Nous considérons donc 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

et nous calculons la dérivée par rapport à α « F intérieur du envie. 
Nous avons 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds 

Cette intégrale n'a pas de sens quand ç tend vers ι. Mais, si nous 
supposons li* continu au sens de Holder, nous pouvons écrire la 
formule 

u;, (s) =v;
l
(x.) — [s — χ j'· ιθ£ a f L"; ). 

où [s— x] désigne la longueur du plus petit arc joignant les deux 
Journ. de Math., loine XIII. — Kasc. III. 19*4.32 
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points s, α et où 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Cette formule remplace la formule des accroissements Unis dans te cas 
où l'on ne suppose pas que la dérivée première de l * existe. 

On a alors, à l'intérieur du cercle. 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

ear 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Je dis maintenant que l'intégrale du second membre tend uniformé-
ment vers une limite quand ç -> ι. 

En effet, pour ρ = ι, l'intégrale a un sens et est égale à 

/ {.fV; ft Γ. I |.V — Χ. '■ l'.ilu — r/.v. 

Cette valeur est atteinte uniformément. En eiîet, la quantité 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

reste, lorsque c tend vers 1, une fonction continue de a dans l'inter-
valle ^o, 2~) et par conséquent une fonction uniformément continue. 
Mais je dis que je peux choisir ε indépendamment de α de manière que 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

soit plus petit que r
t
. En effet, la valeur absolue de cette intégrale est 

plus petite que 

τ ί c: ]i f —s"'" — tiu. 
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et l'intégrale peut» par un choix convenable de s, être rendue aussi 
petite que l'on veut. 

Mais on sait que, si une fonction /"„ (a?) a une limite F(u?) et si f
n
 (a?) 

tend uniformément vers une fonction 4>(ar), Φ(α·) est la dérivée de F(a?). 
On peut donc affirmer que 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Donc, si F* est continu au sens de Holder. Y* a une dérivée première 
donnée par 

ι ~t ) —τ— " - - I tO'' .il *ijs — ι cols; "ds. 

La dérivée seconde se calcule de même. On a, à l'intérieur du cercle. 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Nous supposons cette fois que l * a une dérivée première continue au 
sens de Holder. On peut donc écrire la formule suivante, généralisant 
la formule vie Taylor dans ce cas, 

ι „< *t— t ,;<xj is — (z) -- (s—z){a· — αj·· s*cO; ,._û( —j-2 )» 

où 0 est la quantité comprise entre ο et ι introduite par la formule 
des accroissements finis et où (î— x'i désigne la valeur algébrique de 
l'arc. La valeur de " s'obtient donc, eu intégrant de χ— - à χ + 
par la formule 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

car l'intégrale ! ι .ν— χΊ;-^—4 / '">>Λ -«/« est nulle comme 
intégrale de fonction impaire, et un calcul facile montre que 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds 



A5A M.-I.. OCBRK1L-JACOT1N. 

On montre, comme pour la dérivée première, que 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Les deux dérivées —r* et . * soul doue bornées par 

'4^- MU'.· 

"* V« Υ —
;
 1, 

où 1— -î- | | { 3 }· cotg ̂  J t/γ est un nombre que l'on peut remplacer 

par nue borne supérieure que nous supposerons plus grande que ι. 
Et l'on trouve pour les bornes des crochets les expressions 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« 

où on peut prendre L
(
 ι 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

On peut alors écrire les bornes définitives : 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

I>V ' IRA"' RA ^»ΙΙ·Ι>~^[RAJR"
1Ι

ΙΤΓ' 

I. «>ν ι: Lirai' Irai- ^ 1 ra ," 3ra 

Nous - avons ainsi borné toutes nos quantités au moyen de l *, 

r) = X)=— 1 f 1« l«s 
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Nous avons vu que 1.1* est donné par (6) (§ 7) : 

> ^ )· 

d'où il résulte que 

t *1 _ * ^ · r,În · ' ' " ^ '· * il -*l — (-

Pour avoir nous dérivons l'équation qui donne U* sous la 
forme (3) (§ 7 t, 

{ - ■ 1 " l^r'h
 -,r.J

K

 ïh, On-wn 

se ( *■·»«_, — y
- f l'»-

t
los ·,'fc) · 'K ... 

ce qui donne 

,-. __ ̂ _ f coj·.,<ι.»μ·-vj'·miif—A-rj-;--w-. 

en posant 

«tV-i-- χ ( ^ j -ih ]. 

d'où 
r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

De l'équation ((i) (g 7), on déduit aisément 

I Γ;,Κ< l_' IA'·>«)!>.-*- Lvi«-i !>.· 

car on voit immédiatement que [cos.vj, ά. On déduit de même de 
l'équation (7) 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

Nous sommes maintenant presque en mesure d'établir que le système 
intégro-différentiel donne une solution unique, bornée, continue au 
sens de Holder. Cette solution sera analytique en r,, r

9
, κ si l'on sup-
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pose que la fonction Λ(?Ί, si elle dépend des paramètres, en dépend 
analytiquemeul. 

Maïs auparavant, indiquons comment on peut borner les quantités 
F. Φ, ... en fonction des bornes D,. Ds, ... des fonctions V. ... 
qui y interviennent connue variables. Nous avons donné précédem-
ment les définitions explicites de ces quantités. De ces débilitions 
résulte que les unes ^F. . . . > se présentent sous forme entière par 
rapport à ces variables et sont majorées lorsqu'on remplace toutes les 
fonctions qui y interviennent par leurs valeurs absolues et les variables 
qui y figurent par leurs maxima D,, D

s
 Les bornes ainsi obte-

nues sont des polynômes en ces variables, à coefficients tous positifs, 
et ne contenant ni ternie constant, ni ternies linéaires. Si toutes les 
variables sont comprises dans l'intervalle (o. P\ ces polynômes 
peuvent être majorés par des expressions de la forme 

Cl',, II., 11,...... 
où l'on pose 

l\ . 

Dans les autres expressions (Φ, .. . ) figure un dénominateur différent 
de zéro lorsque les variables sont nulles. On peut donc choisir en assez 
petit pour que ce dénominateur ne soit jamais nul et soit minoré en 
valeur absolue par une quantité positive. Les expressions se majorent 
alors de la même l'aeoii que précédemment par des expressions de la 
forme C P,u D,. D,,, . . Λ. 

Pour calculer iC;',,. ι/\ on remarque que. pour une expression de la 
forme abc, on a 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

d'où 
' (tltt- j-,v. fi ci ti ]v - n t'j c . 

formule vraie quel que soit le nombre des facteurs. 11 en résulte que 
[F},., [Φ],, ... peuvent être majorés par des polynômes par rapport 
aux maxima des variables et de leurs crochets, sans termes constants 
ni linéaires, et qui. lorsque les variables et leurs crochets sont tous 
inférieurs à la quantité es déterminée précédemment, peuvent être 
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majorés par des expressions de la forme 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

en désignant par [ Π |, le crochet de la variable qui a Π pour maximum. 

ÎL. LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES SONT BORNÉES. — Nous allons 
montrer que Ton peut choisir ο assez petit pour pouvoir déterminer 
des nombres rf,, f/

a
. ... inférieurs à ci, tels que si les valeurs des 

inconnues qui constituent la (η — j'y*"» approximation sont respecti-
vement inférieures ou égales à d,, ι/., . ... il en est de même pour les 
quantités qui constituent la Hu'"u" approximation. Nous vérifierons 
alors que la première approximation donne bien des valeurs plus 
petites respectivement que */,,<£>, .... 

Supposons donc que Ton ail : 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 
.'Λ-

! — |.; ···· "TP" |λ 

\· , <L. 

I> ,!. '■'.·· 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)= 

J .-/χ |, ^ * 

les autres inconnues, pour la même approximation, sont bornées 
d'après les calculs précédents par une même expression de la forme 

C.irf. r/.. ), 

où ( '. est indépendant de n. 
Kcrivons alors que les bornes, données par les formules établies 

dans le paragraphe précédent pour L *, j. » w„ et ses 

dérivées et crochets, sont égales aux bornes précédentes. Cela nous 
donnera un système de cinq équations algébriques permettant de 
déterminer if,, d\, d

r;
 d, en fonction de 3. 
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On «ι 
·/, Λ. I\ i. O. ·/,, i/s, </;. it

 x
 t. 

>L ~ 22 cl. */,. Λ. *Ç. */5, */;>. 

«/.= ~ cl
s
 l\($. */,. «/.. </s. ♦/.. *L ). 

cv=lÇ t Ο ·· cl. !*.(·>. </· . */. . it , «/ >, 
«il — ιΡ.ΐ r- cl, l'^i. »/,. «/., »/

a
, i/

5
. «/', i. 

où les cl.·, ι?,· sont des constantes positives et où oè, = l_ L,. 1$,= d I.,. 
Pour ο = o. ces cinq équations représentent cinq hvpersurfaces 

ayant l'origine comme point commun simpl*\ puisque les cinq hyper-
plans tangents aux cinq hvpersurfaces sont les hvperplans de coor-
données. Pour s petit, on a donc une solution petite tendant vers zéro 
avec o, et l'on peut choisir r

(l
 pour que. lorsque s η,, ces solutions 

r/,. «L, </
a
. i/-. f/.. visiblement positives, soient toutes inférieures à «i. 

Elles sont d'ailleurs données en première approximation par 

'/, = o. .L--'J. <,·.= ,ν\·>. 

et. d'une façon générale, ces solutions s'obtiennent comme des déve-
loppements à coefficients tons positifs en i. 

Enfin, en première approximation, on a trouvé 

,;-- ··. 

r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds·r) = X)=— 1 f 1« l«s-.ds· 

d'où 
I <te - * 

I <te - * 

I <te - * 

I <te - * 

valeurs qui sont respectivement inférieures à (/,, */.. ι/.,, r/
s
, f/

;i
 puisque 
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l'on a 
I·. > ι ei I.', >». 

done 
«\5t>- — c. q. r. ». 

10. LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES CONVERGES T. — Soit Û une borne 
supérieure des différences entre les valeurs de toutes les variables qui 
interviennent et de leurs quantités iO en et en (n — ι )*"*■ approxi-
mation. Nous allons montrer que l'on peut trouver un nombre rts tel 
que, pour s < r

iS
. les différences entre les valeurs en (n 4- ι Y™'" et 

approximations de toutes les variables soient toutes en module 
inférieures à y Q, où y sera un nombre plus petit que ι et indépendant 
de η. Il en résultera que lorsque n augmentera indéfiniment toutes 
les quantités ... tendront vers des limites, la convergence 
étant uniforme. 

Nous partons des expressions fondamentales : 

• 11 ·<>,.. — -·>, · - l| « F, — I'»- « loï ' 'fz 'fr
4

. 

ι — ι ; c-. ··,<;.. > — cm 4*-!· 
Nous remarquons que F„— F„_, se présente comme une somme de 

différences de la forme a„h„c„— u„_, où le nombre des lettres 
est supérieur on égal à a, différences qui, ainsi qu'on l'a déjà vu, se 
mettent sous la forme 

fer,— . : I Λ„ — . > < , -- c i ,« 

de sorte que l'on peut majorer F.,— F„ , par une expression de la 
forme 

F, — F»_, c l~iï«Ç> — r/, —f/.—ff,— c/
3

— rfl). 

où C est une constante indépendante de u, puisque pour toutes les 
approximations les variables sont respectivement majorées par les 
nombres tl,, r/,. ..., inférieurs à «î on. par une combinaison linéaire 
de ces quantités. 

D'autre part, on peut écrire évidemment 

i*V( F» — F«~. ) = 0^4 F»1 t F»-2 
Λ>»'«. tïV ,lftîiA., lositc MU. — F*$c« tu. oo 
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quantité qui se présente également sous ta même forme que F»— lv_

t
» 

mais tes variables r, sont non seulement les variables inter-
venant dans F niais également leurs quantités û>. Toutes ces quantités 
étant aussi majorées par t/,, </,, »/

s
. on a encore 

i F,— F._
t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##

a
 - κ 

Il en résulte que ό, , — co» et les différences analogues entre les 
dérivées de w et leurs civchels sont majorées par une expression de la 
forme précédente. Il en est donc de même pour Cn *., > — co' κ 

Quant à ej„— si Ton réduit les expressions qui y entrent an 
même dénominateur, et si, comme on Fa expliqué au paragraphe pré-
cédent, ou minore le dénominateur par une quantité positive non 
nulle, on est conduit à une majorante de même forme que celle de 
1%,— puisque Fou pent encore écrire par exemple 

i F,— F._t îi 
i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 

On a par conséquent 

ι 1 ;<<: ·· «.·> ./, -<A -·, ·'■i F, 

et de même 

|l i-» — ι- -A ./. - -</ · ./.Λ 

D'après l'expression (-'ι \ S 8 A on a 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 
d'où 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 

puisque Φ..' est une expression de même forme que e»„: d'où finale-
ment 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 
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I ̂ ^ I <C Si** — ·«#. — Ά- — Λ — «ê-- - ♦£.V. 

Oc. toutes less différences de?· valeurs des quautilés considérées en 
(n-ι V"tt- et » botnèest» foadkn de , — Γ", 

i1 · ^-— - —f-*r - ^ r*r !e* WHmes exi^-
sfons que celles an moven desquelles les valeurs de ces variables étaient 
l>omée<. en ajvproximatiou. au paragraphe 8, eu fonction de I *. 

SI ' *·,. - — I 1 : toutes les différences considérées peuvent donc 

être bornées par une mente expression de la forme 

t. ti" i - rf, - -t\ - -î. -- -rf.d'1 

Mais, pnisqnc «#
L
, a*... «fl. «/, tendent vers aéro avec. ί. on peut, 

trouver τ . tel que, pour ί < ?
tï

. on ail 

!.. "i — -it — «#. — *£, — dj - t =d'1 

Lorsque ί sera choisi plus petit que le plus petit des. deux nombres 
ν v> on aura donc une solution absolument et uniformément con-
vergente. 

I !. I-v sotmos EST cston. — Nous allons montrer qu'il est. possible 
de déterminer τ>;. tel que. pour 3<0,.. la solution soit «nique. 
Lorsque 5 sera plus petit que le plus petit des trois nombres r,,. r

>a 

et τ.. on aura donc une solution unique absolument et. uniformément 
convergente. 

Supposons en effet qu'il existe une autre solution e continue au 
sens de Holder ainsi que ses. dérivées des deux premiers ordres, et 
également petite. 

Posons alors 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 
et 

i F,— F._t îi <tr iï» i - Λ, - «/. -Λ - ##a - κ 
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Y. Gi. leurs dérivées et leurs crochets satisfont à toutes les équations 
que nous avons écrites. Si ces quantités sont respectivement plus 
petites que </.. </., «L et si Γοη appelle Q le maximum des diffé-
rences 

« — %v I" — IT 

ou démontre, exactement comme dans le paragraphe précédent, que 
tontes les différences 

m - -, : t - - « : ... 

sont bornées par une expression de la forme 

Β lï ι. β — *tx — *L — «fa - »i .t. κ 

où Β est une constante indépendante de n. Choisissons alors r
iJ:

 tel que. 
pour 5<τ,5, on ait B(s-f «/ι-f λ-τ »C-rrf5-f »0< ι : s étant ainsi 
choisi, toutes les quantités 1 "— tendent vers xèro. et Ton a 

I * - Iîtit I *.
 ;
 - 1 .... c. (J- F. n. 

12. REXAKOIES SI R LA SOUTIOS TROWEL. — Remarquons d'abord que 
la solution ainsi trouvée est analytique en r.. r,. x. En effet la première 
approximation Test visiblement. Supposons alors la n^a"' approxima-
lion analytique en r,. r.. x. Les formules qui font passer de la 
«i""w approximation à la -h » et qui ne contiennent que des fonc-
tions analytiques des valeurs des variables en n1*** approximation 
donnent pour la \n -r ι Y*™* approximation des valeurs également ana-
lytiques en r,. r,. x. [Nous supposons évidemment rh ; i analytique 
par rapport aux paramètres, c'est-à-dire analytique par rapport 
aux paramètres, comme nous l'avons déjà dit.] Mais puisque les 
approximations convergent uniformément, la solution elle-même est 
analytique en r,. r

s
. χ el pent par conséquent être représentée par en 

développement par rapport à ces trois paramètres petits. 
Enfin, la solution trouvée est bien une solution du système inlégro-

différentiel. En effet, les limites de w
t
. I ^ uniformément 

atteintes, satisfont bien aux équations du système. La fonction V, eu 
vertu de (.j) (§ est bien harmonique | on peut d'ailleurs vérifier 
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facilement que Inn a | Γ* ds=ο J. La fonction 

r =r 0 — » — \ 

satisfera donc à l'équation du problème (1) et à la condition aux 
limites (11) et donnera la solution du problème des ondes si l'on peut 
déterminer deux des paramètres r,, ra, χ en fonction du troisième 
j»our que soient satisfaites les deux équations de ramification : 

r. · | l "s s > tNVsS «&. 

r
;
= j l * y s ! sîn.vt/jc. 

Mais, nous avons supposé de plus que, pour r= o, on avait = o. ce 
qui donne la troisième condition 

ghΟ J = »>. 

Les trois paramètres sont donc liés par trois relations. On pourrait 
donc penser a pritwi que le problème de la recherche des ondes per-
manentes à deux dimensions n'a pas de solution. Mais nous allons 
démontrer qu'une des deux équations de ramification est surabon-
dante, et pour cela établir pour les ondes, supposées existantes, la 
propriété suivante. 

13. LES OSRES RERMANEXTES A DECX BIMEXSIOXS SOXT SÈCESSAÏREMEXT SYMÉ-

TRIQUES. — Posons, comme nous l'avons déjà fait au paragraphe 7, 

r.— njtcosû. 
r2=sin 12. 

La première approximation s'écrit alors 

M, =<». 

l"î — SA cos {£2 — TE 

Elle est symétrique par rapport à 11, c'est-à-dire que dans le problème 
initial la courbe i et tout le mouvement sont symétriques, en première 
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approximation par rapport à des verticales distantes de dont une 

est fixée par la valeur X = *—· puisque si une fonction harmonique 

dans un cercle a des valeurs limites sur ce cercle symétriques pat-
rapport à un diamètre, il en est de même des valeurs à l'intérieur. 

Nous allons démontrer que la solution elle-même est symétrique 
par rapport à Û. Il suffit pour cela de démontrer que la n'™10 approxi-
mation est symétrique, si l'on suppose symétrique la solution en 
Κη — i)iè,,M· approximation : ΙΓ et par conséquent Y„_, sont donc des 
fonctions paires de v.v — Û), ainsi que ω„. .. Θ. comme on sail, est 
indépendant de Λ-; ω„, donné par 

'·>*(.<·. <) — — _ if l't \ -Hr, > loi; - ·,'· ;/r,. 

sera pair également si F l'est, comme potentiel de densité paire. Mais 
si l'on se reporte à la valeur («0 de F donnée en fonction des dérivées 
en ρ et a, on voit immédiatement que les seules quantités impaires 
qui y figurent (dérivées prises une seule fois par rapport à χ), y figuren t 
dans des tuonomes de degré pair en ces quantités. F est donc bien une 
fonction paire. Quant à l il est donné, comme on sait, par 

l ' — Ui'USl Τ — lit —*Pt 

où est pair connue ω*, puisque le noyau résolvant ΛΙ,Λ, /) est 
une fonction paire de χ— f. On montre, comme pour F, que cj est 
pair également. 

La solution elle-même est donc symétrique dans le cercle par rap-
port au diamètre il, et dans l'espace par rapport aux verticales 
indiquées. 

Considérons alors les deux équations de ramification : 

r, . f l '('s ; <'s. 

r I l 'ι λ* : >hi Λ tA. 
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Nous pouvons les remplacer par les deux combinaisons équivalentes : 

ρ—— j Γ'ι,v) cos(.v — i i )»/.«. 

i. | l *s .< ι siu ( .< — ii ι /is ; 

or la deuxième équation est une identité en vertu de la symétrie de la 
solution. 

14. DISCUSSION DE {.'ÉQUATION DE RAMIFICATION 

ρ · ·- -j- j l "ι ν ι cosi .ν — il) tis. 

Remarquons d'abord que ρ est en facteur dans la première appro-
ximation. Je dis qu'il en est de même dans la solution. En effet, ρ est 
en facteur devant /*(?), donc θ et ses dérivées contiennent pen facteur. 
Si l'on suppose que la (η — ι Vcm>' approximation a ρ en facteur, on 
voit immédiatement qu'il en est de même pour la nK'u"\ puisque les 
termes en /. qui s'introduisent sont multiplies par des valeurs des 
inconnues en (« — ιVr""* approximation. On peut donc chercher la 
solution sous la forme 

Κ ι > 1"(ϊ) —ρ |eosi? — iî) · - p«< 11 ï. il I soifi s. Si»...| 
( m mi.*-, ri - ρ;[0.*\ ι : il!...| 

et l'équation de ramification s'écrit 

p= — f ρ !r«>s( ï — ii I p«] -i-*(l; eos(ff — ii)i/5\ 

c'est-à-dire 

<. -■ : ρ j jp«ij(c\ il ι x</'· ι s·, iî) --- ... I eos I τ — il i ι/σ. 

ou entin, eu divisant par ρ qui est différent de zéro, puisqu'à ρ = ο ne 
correspond pas un mouvement ondulatoire, tuais le repos (ou une 
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translation dans le mouvement relatif) : 

ο — ρ j «J (5·. 12 ) cos ( s — Ω) ds -τ- χ Ç if j (s. Ω) cos ι s — Ω,) t/σ . 

Pour avoir </], tr
tr
 ..., nous portons l'expression de LT dans 

( 3 ) li*(σ) — ρ cos(σ — Ω ) 

— — Ι I (ν) Ion - <fs -s- — I -τ—</.ΐ (ι — xi î"· ιΟΊ-ί-Ψ 

,- /%*(«.*) -* Γ !— ,1, - ' Γ ~(h 

; i. 1 — κ) ro î/l) - - Φdu 

et identifions en p. et x. 
Pour avoir nous clierclions les termes en px ; les termes en ω, 

ayant p- en facteur, n'en donnent pas; Φ*, étant du deuxième ordre, 
n'en donne pas non plus, et l'on a 

{(•(a) — — ^ f cos (.ν— Ω) log ' t/s 

J' s· m f o<( .< — 12) Ion </.* tfn. 

Or, 

— — / costs — Ω) lo« - ifs : — cosι s — 12 ) 

et 

jT Λ ( κ, σ) eos(u — fi) dit = o. 

d'où 
a'j (σ) — — cos(ff — fi). 

d'où le coefficient de κ : 

Ç df (σ. fi) cos(sr — I2)r/;r =— j cos2(ff — Ω)ί/σ = —r. 

L'équation de ramitication permet donc de calculer κ d'une manière 
unique en fonction du paramètre ρ qui caractérise la grandeur de 
l'onde et de l'angle Ω qui fixe les axes de symétrie. Il est intéressant 
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de calculer le coefficient de p. dans l'équation de ramification. Pour 
cela, nous calculons «{ en identifiant les termes en p.* dans l'équa-
tion (3) et, en utilisant l'équation de définition de Φ*, il vient 

I Λ(<τ. ri) j </α - - C" - ^cos"X(u — Ω) 

+I Λ(<τ. ri) j </α - - C" - ^cos"X(u — Ω) 

— ̂  cos<« — Ω)1 du. 

en posant 
=ίΑΗ^ιρ.· *? ϋ>η-...], 

Γ." = C(i. α; Ω). 
» r-μθ, .... 
Λ(ρ) = Α,(ρ)-; .... 

Mais, en vertu de la formule (a) (§ β1) donnant Θ, on a 

(5) ~w=?X ' ''"n 

Quant àC et-^·) ils sont obtenus au moyen de la formule («') 

définissant F. On trouve après un calcul facile, mais un peu long et 
sans intérêt, 

ié) Q'A. JE) —r ' . ^ Y logp j «4A,(«)^</# — Y f et' loj!» A,t») ̂  «/# 

- ι je Ω) \ f 1„ όθ, j . 

— ρ4 j j S u h, ( u ι - ! du j. 

d'où, sur le cercle de rayon ι, 

(-) G* =—r-cos(a — iï)j^ ο- ^3 ρ Λ, ····- ·.) J do. 

,8) dir"-· λ Tl ? ( jpa< rfp· 

Par suite, en portant ces valeurs dans (4) et se rappelant les pro-
Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. Ill, ig3 ).34 



»66 M.-L. DLUKEIL-JACOTIS. 

prié tés de Al· indiquées au paragraphe 7, il vient 

«! = γ«x»i«· - ii) jf P2 (3p A.-!- "»'/ρ - j" *»·»*· - û>» 

ou, en remplaçant ̂  par sa valeur donnée en fonction de A, par (5) 
et se rappelant que 

f0«/.<: I /(./·. ·. )</» J '/> j /[ ' · ,1') •/ '·· 

1 expression 

<i| -- -!eus(ff—li) / p( 'j ' — ι ; Λ, (ρ ) </p - vos·', (cr — ί2) . 

et par suite le coefficient de ;JL dans l'équation de ramification est 

\ ] · dil. j Ο I ρ -· | ; Il . Ι ρ ) ,/p. 

κ est donc en générai du premier ordre en ;x : 

κ -" u f rj(o — ι ) Λ, (ρ 1 (h+ .... 

et /« vitesse de propagation de l'onde diffère de celle de Airy par une 
quantité du même ordre que la hauteur de ronde. Dans le cas irrota-
tionnel, ou si le tourbillon est du second ordre, ta vitesse est égale à 
celle de Airy au deuxième ordre près. Mais il en est encore ainsi 
si h. ( c), non identiquement nul, satisfait à 

jf f>( · — p" ) /è, (ρ ) ί/ρ = ι., 

équation qui a une infinité de solutions en A,. 
Remarquons que si l'on cherchait les ondes pour lesquelles p= i, 

(Ζ·- = on obtiendrait, eu annulant dans l'équation de ramification 

tous les coefficients des puissances de ;x (termes indépendants de κ), 
des relations intégrales pour h.., . . ., h,„ ... qui détermineraient une 
infinité de fonctions A répondant à la question. L'onde de Gerstner 
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n'est donc pas caractérisée par la propriété d'avoir une vitesse donnée 
par 

fl'"-'--

Elle est au contraire caractérisée univoquement par la relation 

(B).f.V -

dont nous avons donné précédera nient la signification physique. Cette 
relation s'écrit, dans notre système, 

fl'"-'--

quel que soit ρ ; d*aùj eu vertu du choix de Taxe des x, 

j I
s fis :— ι», 

ou, puisque f Y ds — o quel que soit ç : 

f ( 'M θ ) ί/.ΐ -T_ <i. 

On en déduit 

/ ( y.Il ; Γ ) l/s <1 

c'est-à-dire 

{?') μ/' — — f Vds 

Si l'on remplace dans F les quantités inconnues qui y figurent par 
la solution exprimée en μΑ, μ, x, ou obtient une équation intégrale 
en μ A. du type de Schmidt (généralisé au cas où les noyaux peuvent 
devenir infinis). Cette équation a une solution unique puisque l'équa-
tion linéarisée se réduit, F étant du second ordre, à μΛ = ο. On vérifie 
en même temps que le transport de masse global, égal au produit de c 
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par la valeur de ν au centre. 

rju. o'î — — ' - fi (F μ/ι ) Ion -- a do ds 

est bien nul. 
Ayant déterminé χ univoquemenl en fonction de α et Ω, il nous 

reste à déterminer Ω. Mous écrivons pour cela la condition r*(o) — o, 
c'est-à-dire 

ι 9 ) \ "(ο) -I- ω"(cç =r υ. 

où l'on doit remplacer ζ par le développement en α donné par l'équa-
tion de ramification. 

Or. des calculs précédents résulte aisément que la solution est 
donnée au troisième ordre près par 

V to, - — {JLO cos ( α — Ω ) 

— .>. Q cos ί χ— Ω) / — ι) h,\u) du — cos:; — Ω) ■ 

— μχρ cos ( y. — Ω . 

ou, en tenant compte de la valeur de χ trouvée, 

V (p. χ ) — : — ppeos(a — Ω)— y μ- ο- οο>·>. ( χ — Ω) — . . .. 
et par 

'•Hp, *) = psC(p, *: il) 

où C a la valeur donnée par l'équation (6). On a, en particulier. 

r4 = V — '.>* z= — μ oos(χ — Ω ) 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

et l'équation (g) déterminant Ω s'écrit, après division par ;x, 

— cos Ω—μ γ ^cosiijT u (?. u- -- ι ) Λ, ( M ) du -·- cos 2 Ω^| -ι-...= ο. 

Pour jx = ο (ce qui entraîne naturellement x = o) l'équation 
donne cosU = o, Ω = ^· La dérivée du premier membre de l'équa-
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lion par rapport à Ω 

smiï-τ- μγ l^siniî Ç u (;< m5 1 ) /1, ( a ) du -4 ·> sin>.£2 j
 :

 .. .. 

est différente de zéro pour α = ο, Ω = cette équation définit donc Ω 

d'une manière unique en fonction de u. Ω est voisin de ^ et les axes de 

symétrie sont voisins des droites τ -i- n^· 

CHAPITRE III. 

CAS DE LA PROFONDEUR FINIE. 

Nous nous proposons de démontrer l'existence d'une infinité d'ondes 
comprenant comme cas particulier l'onde irrotationnelle. Nous allons 
montrer pour cela que, pour toute fonction Λ(c) arbitrairement 
donnée, mais bornée et continue au sens de Holder, on peut trouver, 
dans la couronne (D), ρ

0
< ρ < ι, une fonction <· petite et continue au 

sens de Holder ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres et telle 
qu'on ait 

Ai· — μ h 4- F. 

où F a la valeur donnée par (u) ou (a') et est par conséquent du 
deuxième ordre, avec les conditions aux limites suivantes : 

Sur le cercle de rayon ι, 

j_ pV f dû — Φ , 

où Φ* a l'expression (b) et est du second ordre; 

Sur le cercle de rayon ç
0
, 

1·**= o. 

en désignant d'une façon générale par z** la valeur que prend sur le 
cercle de rayon p

0 une fonction s définie dans la couronne. 
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lo. THASSIORMATIOX DU PROBLÈME. — Nous procédons comme dans le 
cas de la profondeur infinie. Nous appelons Θ la fonction de e (et 
de [J- ) solution de 

Λ Θ .r IJ-il, 

régulière à l'intérieur de la couronne et nulle sur le contour Θ*= ο, 
Θ**=ο. Nous aurons encore 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

Cette fonction Θ est d'ailleurs donnée par 

(1) μ !<<<: n /1 ( u 111 du ■■ μ lou ρ | ̂ ' uh(u)dtt 

— f " h (u) 11 du\ . 

On pose, comme dans le cas de la profondeur finie, 

ωί *·, »■) = / / F( »· £. n) lou -rfz (h„ 

La formule de Poisson donne encore 

— j^COS^a 

et la fonction V définie par la relation 

c = Θ -·- >·.» - \ , 

est harmonique et saLisfait sur le cercle de rayon 1 à 

— ;-p\ I —j— f/c7— — / -5— du — -J -ρω -+-Φ(\ ω . . . . ). 

On est donc encore ramené à trouver, dans la couronneD(p
0
<ρ <i) 

la fonction ω, et la fonction harmonique V sachant que l'on a, dans la 
couronne 

(2) ω(.ν, r)=— ^yy"F(
v

 J-e-4-ω i, v) logirfïrfïî. 



ONDES PERMANENTES PÉRIODIQUES. 2?I 

sur le cercle de rayon ι, 

<3> TST+^-^J. π*=-(π·+*"-ζϊΑ 1Z
A

) 
-4- φ(\'*-{- W*, . ..), 

sur le cercle de rayon p„, 

M) V" = — hi". 

On démontre, comme au Chapitre précédent, que la relation 

jf V* d<7 — o. 

subsiste. Au contraire on n'a plus cette fois j <^—d$= o, mais 

seulement 

(») 
J. * J sr**=°· 

t désignant Tangle polaire sur le cercle de rayon p0. 
Comme dans le Chapitre II, nous déduisons Y à l'intérieur de 

la couronne par la formule de Green. V est alors donné, en posant 
encore 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

par 

\ ·. ./·, 1 )Z^ — f ( \ IOSÏ- - tfs. 

l'intégrale étant étendue au contour total limitant D, c'est-à-dire 

(61 Vf,»·, ν 1 — f \ 1 ' ~ lou - fis — f loir - ds 

. ■.. 2± ί l " I02 - ,lf — f M" 4-
 1(

»2 - Λ-

Si Ton fait tendre le point (j-, y) vers un point σ du cercle de 
rayon i, les trois dernières intégrales ont un sens à la limite et 
tendent vers ces valeurs limites. La première est un potentiel de 



2^2 M.-L. DU BREIL-J ACOT1N. 

double couche qui tend d'une façon continue vers 

lim / V* log-tls= '( σ'\— - | Y * 1 —V.'ç-i. 

D'où la relation 

C-I Υ*ίσ)= - f U* log—! its · f C"Io.s !—A 

— ' / ω ,— log— (ft. 

où r(P, Q) désigne la distance des points Ρ et Q: nous convenons 
d'autre part de désigner par s, σ, . .. des points du cercle de rayon 1„ 

et par t, τ, ... les points du cercle de rayon ç„. représente la 

dérivée au point t prise suivant la normale intérieure au domaine D. 
En combinant cette équation avec l'équation (3) on obtient, pout-

dé terminer U*, l'équation 

(8) U*(eû — — f U*log !—ds / l -i.vli/.v 

-u Eh f Li"* ( ί ), log —-— di 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

Mais cette équation fait intervenir U*". Pour obtenir cette quan-
tité, nous dérivons par rapport à ρ l'équation donnant \ à l'intérieur 
de la couronne. Il vient 

I'll) 1 ! 1· ) 1 L ; Jog — «.« J \ -r 7- log — (i.S 

— hf i— Idt .. h f m*·—log!.//. 

et nous faisons tendre le point (,τ, >') vers un point ί du cercle de 
rayon p„. 

Les deux premières intégrales n'apportent évidemment aucune com-
plication, il suffit dans leurs expressions de remplacer le point (ζ, x) 
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par le point (p
0
, /). La troisième intégrale représente une dérivée 

première de potentiel de simple couche. Nous avons rappelé au 
Chapitre II les théorèmes de Korn relatifs aux dérivées premières et 
secondes des potentiels de simple et double couches. Tous ces théo-
rèmes sont encore valables qualitativement pour un domaine extérieur 
au cercle et compris tout entier à distance finie. Les bornes données 
^ 8) pour ces potentiels et leurs dérivées dans le domaine intérieur 
doivent être légèrement modifiées pour le domaine extérieur frontière 
comprise. Les termes qui s'ajoutent proviennent des discontinuités de 
ces dérivées quand on traverse la frontière. On peut prendre, pour le 
cas extérieur, les bornes suivantes : 

Potentiel de simple couche : 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

et conserver les bornes données pour le potentiel de double couche. 
En particulier, nous sommes assurés ici de l'existence d'une limite 

pour l'intégrale jf Γ" ^ log^ ί/f. Cette limite s'obtient immédiate-

ment en remarquant qu'à l'extérieur du cercle, on a 

/' Γ * l- -, rfo. 

et 

f % " <Γ"ΙΞ. 

Par suite, on montre, à l'aide d'un raisonnement classique, que 
l'intégrale 

jf |r~(T»-C~(t}3^1ogirfr
? 

Journ. de Mailt., tome XIII. — Fasc. III, t<}3.'|. 3o 
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est continue quand le point (ρ, a) tend vers le point (p„, /), et l'on en 
déduit que 

lin. f loSicfr=:— / I "ΙΓΚ/:. 

EnΙιη la dernière intégrale du second membre de l'équation (p) 

, I '■> —loi; - <(τ. 

est la dérivée première d'un potentiel de double couche, elle tend 
donc vers une limite '."(ω**) lorsque le point (p, a) tend vers un 
point (p

0
, t) du cercle de rayon p„. On vérifie sans difficulté, par un 

calcul analogue à ceux du Chapitre 11 (§ 8), que l'on a dans ce cas, 
l'expression simple 

. I '·> -y— log - <17 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

d'où 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

Il en résulte que C((o*'ï est bornée par une expression de la forme 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

On montre d'ailleurs également que 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

On peut donc finalement écrire, pour déterminer U**, l'équation 

(»') 04*(/) T "IRIRF: 

+' f Γ* log —(is - - I V log 1 (fs -I- — -'.-(01"), 
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Mais cette équation ne détermine U** en fonction de U% V*, ω** qu'à 
nue constante près. Si d'ailleurs on étudie le système donnant la pre-
mière approximation du système (2), (7), (8), (10), on constate 
que U* et U** ne sont déterminés qu'à des constantes près, constantes 

introduites par les termes f I * Î/.V, f U** dt et liées par 

f l ' (fs O„ j 1 >K. 

Pour les éliminer des équations et lever la difficulté que nous 
venons de signaler, nous allons montrer qu'elles sont d'ordre supé-
rieur et pour cela calculer ces quantités en fonction de ω. Pour ce 
faire, remarquons que, à l'intérieur de la couronne, loge est une 
fonction harmonique et régulière, il en est de même de V. INous 
pouvons donc appliquer la formule de Green 

f f ιΦΛΊ i j φ . . «F ) ch ο. 

à ces deux fonctions dans le domaine considéré. 11 vient 

j y "<)>r ΐΓάι,^ή'/σ "· 

Mais, sur le cercle de rayon 1, log ρ est nul. On a donc 

—/ V '/* -i- j
 N

 "?■> -"jf 'ogpHp,, <fl ■- O. 

Or, nous savons que 
JI* \ ' fis = I I , 

— j^COS^a — 
et nous avons posé 

-3—: - ir. 
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La relation obtenue donne donc 

f \ "r/t —J f („♦· 

d'où l'on déduit que 

f Τ '* Ί.1 —: j— /' Οι" '//. 

Ces deux quantités sont donc du deuxième ordre au moins. Nous 
sommes ainsi ramenés à résoudre le système in tégro-difîérentiel fon-
damental 

f 11) 

ω=— — J* J*F(t -+- θ-t- ω, —, »j) log* d& dti. 

lV(<t)—-î-Î (Ι.)?—!—r/s ■- Hh f 1 :*'lou — '—dt 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

— j^COS^a — i>)j| I) Λ, (II) du-τ- COS3(α—Ω) r 

IT fi)- - f Γ* i Γ V(,r)..-^1— |
og

_^/.v 

— -5 J Ï'jïi»" .. 

V*{(Γ) = - - f U*(Î) log, ds 

- ?-"· f tr*(û)log . 1 , dt — *-"· f «"-^-log—-—dt. 

Ce système est un peu plus compliqué que le système fondamental 
intervenant dans le cas de la profondeur infinie, mais il se résout éga-
lement sans difficulté par approximations successives. La discussion 
du système linéarisé nécessite un certain nombre de calculs d'inté-x! 
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grales que nous avons réunis, pour simplifier, dans le paragraphe 
suivant. 

16. QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES. — Calculons d'abord 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p0Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p
0
Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) ^ 

avec R^> p„, les points σ et î étant sur le cercle de rayon R. Nous 
posons t— σ = <p, σ — ί = β. Il vient 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p0Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) 

Posons enfin : ζ - <?'? d'où 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p0Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) 

L'intégrale se transforme en une intégrale curviligne sur le cercle 
unité C, prise dans le sens positif, du point +1 au point + ι, 

j i_ J* |
οσ

 j ^(^J+Po) — R pu (J + -5 J ) Ί 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p0Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) 

Si l'on remarque que l'on a 

= - f log[Ri+ ρ;— 2p0Kcos(I — ffj] ——^—Κ COM I—£) 

= f-(- î + l- \ds = O, 

on voit que la détermination choisie au départ pour le logarithme est 
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sans importance, et que l'on peut écrire 

= f-(- î + l- \ds = O, 

= f-(- î + l- \ds = O, 

= f-(- î + l- \ds = O, 

Ι'·'^,ί/πΙ°^' 

L'intégrale I, étant réelle on peut d'ailleurs, pour simplifier, se 
borner à calculer les parties purement imaginaires I, ,, I°„, 1" ., 
de 11 ,1, 2, I,.

a
. Ou a immédiatement 

Ι'·'^,ί/πΙ°^' 

οiid' désigne la distance rf—j γ" e~rA des points — et fee-''1. 
Pour calculer l,.

a
 il suffit de considérer le contour formé du cercle 

unité G et d'un lacet partant du point ι et entourant le point En 

désignant par ûl- le résidu relatif au pôle ; = ζ, on a 

^
=,

'(iri4
e

~
i3

)' 
r/::=r

(
l
'pî

e
~'

;3
)' <**='■('> τ?*"'·

3
) : 

d'où, en posant 

^=,'(iri4e~i3)' r/::=r(l'pîe~';3)' <**='■('> τ?*"'·3) : 

II, -- ·ιin - ln^; H- los^) = «/π (lo^ - le**), 

c'est-à-dire 
11,= ·'.^^^ 



ONDES PERMANENTES PERIODIQUES. 279 

Pour calculer I| .
;i
 considérons le contour formé du cercle unité C, 

d'une coupure rectiligne joignant le point ι au point ε voisin de Ο sur 
le demi-axe réel positif, et d'un petit cercle (γ) de centre Ο et de 
rayon Οε; nous obtenons 

^=,'(iri4e~i3)' r/::=r(l'pîe~';3)' <**='■('> τ?*"'·3) : 

^=,'(iri4e~i3)' r/::=r(l'pîe~';3)' <**='■('> τ?*"'·3) : 

Si l'on remarque que 

■UT.I - — :!/Û Ιο,ε, i —:—tfz ι I (Ιο,ε -Γ· tly — —:«ιπ Ιο, s -T- «π-, 

ou voit, en faisant tendre ε vers zéro, que l'on a, à la limite 

_ 1«
 :s + (- Ιο,-ι Ιο, JL) — ηίπΙο, (|) , 

c'est-à-dire 
^=,'(iri4e~i3)' r/::=r(l 

Nous trouvons donc 

11 = lo- 77 X „ η x F — —10, rri 

or 
(rf, )-= tïï" -P & - a cos (3 = Un· 1—> 

d'où 

Pu \j It1 — 9. ρ 5 H- cos β H- ρ il 

et finalement, pour H = ι, 

Pu \j It1 — 9. ρ 5 H- cos β H- ρ il 

Ο η en déduit aisément l'intégrale 

h=£ Ιομ,-(*,0ζ£^;1ο
8
φ,0</ΐ. 
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Remarquons en effet que l'on a 

5R ~~J
u
 dit ώΓ, ~~ -· 

mais d'après (Y) 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e*9 — p»R «H? -

D'autre part, on a 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e*9 — p»R «H? -

J K-4-pjj — ap„R cos{ff—l) R2-i- p*—-tp„Rco8(«— t) 

ou, en passant toujours en φ et β, et posant s — el?, 

J K-4-pjj — ap„R cos{ff—l) R2-i- p*—-tp„Rco8(«— t) 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e*9 — p»R «H? -

Et un simple calcul de résidus donne 

^ J
0
 dR dn, 1

 R R
4
+ pj — apjjR

2
 cos β ' 

D'où pour R = 1, et en repassant aux variables initiales, 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 

Eniin nous obtiendrons les quantités 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e*9 — p»R «H? -

(fil yz= ο). 

en calculant 

CÎ„
t
= — -j A,„ — -i fB„,=jf c

ims
 log [ l — a p

2
 cos (s —e·) -1- p* ] ds. 
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On a alors, en posant encore s = eh, 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — s2p0 R e*9 — p»R «H 

En intégrant par parties on obtient, puisque m est différent de zéro, 

-'» Jc 5(Κ2-ί- p?,) — R?.(· -t- s2) X =(R2-ί- ρ* ) — 

1J{ c" Ι 5~ PS"'" 3 

Or l'argument de la fraction intervenant sous le logarithme reprend 
sa valeur initiale quand ζ décrit le cercle de rayon ι ; la variation du 
crochet est donc nulle et nous avons 

1J{ c" Ι 5~ PS"'" 3 

D'où 
( i ) Λ„,_ . — ρ':. cos ma, 

f.j) B
m
= — oj;"1 sin ma. 

On en déduit les quantités 

cos wis— ; - -/te, 

I .·. Ι sm m.κ — 

en remarquant que 

L,„-r- iD„,= / />■""■ 4 i —' -t/s= — = — πρ^'"~- e""a. 

d'où 

( <> ) C -?c. 1 '' cosηισ· 
( 7 ) D„j = — r.o'f, 11 sin m a. 

17. FORME, DEFINITIVE DU SYSTÈME INTÊGRO-DIFFÉRENTIEL. — Nous remar-
quons que la quatrième équation du système fondamental (n) 

Journ. de Math., TOME XIII.— FASC. ILL, IG?4· 3B 



282 M.-L. DU BBSIL-JACOTIN. 

(§ IS) est, en tenant compte de la deuxième, équivalente à 

L,„-r- iD„,= / />■""■ 4i—'-t/s= — = — πρ^'"~- e""a. 

Nous pouvons donc pour simplifier le système porter cette valeur 
de V* dans la troisième équation. Celle-ci s'écrit alors 

l "r= ·'· f U'j-log / fis 

·.--- / l · , à\ log —; ds - — f Φ- f}\ log—i—-rfs 

ρ—— f { ' Ρ
ω

*)τϊ~~1—Ιομ —.y—- ds ρ j -1- — >:'((xi"), 

puisque 

( a "ρ—log 1 . ds — o. 

Portons cette valeur de U** dans la première équation du système; 
en remarquant que 

J' log—r— dt = O. 

que, d'après (1) (§ 16), on a, en posant pour simplifier 

τ = ν' 1 — 3 PS cos( σ — s) -f- ρ*, 

f f U*(s) 3—I0K—r~—rrfsllog—---— ilt 

- f f log , ' .. -τ— log , ' dt i.''(s)ds. - f log ——Ι'"(.τ) ds. 

et que d'après (3) (§ 16), on a 

/ f l *(.«)-, 01 —102—-d—-ds log ' dt 

=f. [I, ^^Âkτ>
λo
°ptΓ)

d
'}

v
'
u)

''
, 

- - " po f .. loc -7—-—; U* ( s ) ds, 



ONDES PERMANENTES PERIODIQUES. 283 

il vient 
u*(σ) - '' f V log rJpJÏ

 (
ls *- 2» f "-4-log----- U*(*) <ft 

=
 Φ*

+
Ρ« f J. log- ——Φ*(α) (Λ - —" —; 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's' 

- - (£ ^ jf^.). 

Et le système ( 11 ) (§ 115) peut s'écrire sous la forme équivalente 

ω = — — J"F(V e- θ -*- «a. —, ς, η ) log i rf· «f»}, 

«Λ Γ\<#» ' / « J0 <#«« 1 r 

«Λ Γ\<#» ' / « J0 <#«« 1 r 

«Λ Γ\<#» ' / « J0 <#«« 1 r 

\*-- — - f I 'log—!—- </.< f U"(l)log . ' (ft 

- - f v" -f-log - - (ft. 

en posant 

«Λ Γ\<#» ' / « J0 <#«« 1 r 

~ Λ °
r
 t(a·. A) { Λ» ^

01
 ) '

s
' 

G*= Φ*-r- *— f " !J \
0iS

 — l~ φ*,/*. 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's' 

_Z£i f log 1
 f(w")rff. 
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18. ÉTUDE DE LA PREMIÈRE APPROXIMATION. — La première approxima-
tion est donnée par 

(ι) ω, = ο. 

( ■>. ) UJ -- — / Γlog ' . flog—r-î— I li* (.<) t/s = o. 

(3) u;*=-f υ;tJ) 1 4-'«ι , ' ν -h- - . à\ log - τ 1 ds. 

«> ν:
=-;Χ*"

υ;<
*
,,0|Ι

?(^5
Λ+

· ï/""
1
'
 IOÏ7(^br"· 

L** puis V* sont donc univoquement déterminés quand on connaît U;. 
Il suffît par conséquent de discuter l'équation intégrale linéaire don-
nant (J*. 

Lorsque ρ est quelconque l'équation (2) n'a pas de solution diffé-
rente de zéro. Nous allons montrer que l'on peut, comme dans le cas 
de la profondeur infinie, déterminer ρ pour que L„,cosmi-f- M,„ sin mi 

où L,„ et M,„ sont arbitraires, soit solution. En effet, si l'on porte cette 
expression dans l'équation (2), il vient 

L,„ cos m σ -ι- λ f si n ιησ 

— ' / f L„, cos//ι Λ~ 4- Μ,„ sin m s) Ion— - ds 

-i- — / (L„, cos/Mi 4- M,„ sinms) loi ds 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's' 

Ce qui peut s'écrire en vertu des formules (4), (5), (6), (7) (§ 16) 

( L„, cos/ίΐσ -t- M
m

 siamff) (1 — — -H — oi;"' — pH"1 } = o. 

d'où 
ρ = m ' ' „ = m cota;h ( m log — ) J 

ρ étant ainsi déterminé, il n'y a pas d'autre solution de la forme 

L,„> cos m' σ -ρ M,,,· sin m'a 
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puisque l'équation 
m = ρ taugli log ~ j > 

a au plus une racine positive en m. 
La suite des fonctions 

cos?, δΐησ, .. .. cos/Μσ, siuιησ. ,., 

à laquelle il faut ajouter i, pour ρ infini, est un système complet de 
fonctions orthogonales. Nous obtenons ainsi toutes les solutions fon-
damentales de l'équation (2), les valeurs caractéristiques correspon-
dantes étant 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's'... 

en appelant encore valeurs caractéristiques les valeurs de ρ pour les-
quelles il y a une solution non nulle, bien que l'équation n'ait pas la 
forme classique. Mais on se ramène immédiatement à ce cas. En effet, 
l'équation (2) peut s'écrire 

1 · , ( σ ι — — / (h — / log — U ι ( s ) 

or on constate, à l'aide des formules (6), (7) (§ 16), que le noyau 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's' 

a pour valeurs caractéristiques 

~ Λ °r t(a·. A) { Λ» ^01 ) 's' 

Il admet donc pour λ = 1 un noyau l'ésolvant σ) lui-même 
symétrique et l'équation considérée est équivalente à 

t; 1 s ·— ; - '' f hog
 τ

[
σ

' h- f tu » 1 log - ,î
u

 I u * ( ν ) <te. 

où le noyau est encore symétrique en (σ — s). 
Comme dans le cas de la profondeur infinie nous ne considérerons 

que l'onde fondamentale et négligerons les harmoniques. 
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Nous avons alors en première approximation 

p = i±4-
Or nous avons posé 

p = i±4-
et 

Il = A g, 
on a donc 

/> = cotgli —^—> 

et puisque p — et que A est, au premier ordre près, égal àI/c 

on a 
p = i±4-

La vitesse de propagation est donc encore égale en première approxi-
mation à la valeur classique donnée par Airy dans le cas irrotationnel, 
mais elle en diffère en général d'une quantité du premier ordre. 

Nous posons d'une façon générale 

p = i±4-

où κ est un paramètre petit. Enfin nous allons, comme dans le cas de 
la profondeur infinie, nous ramener pour déterminer U* à une équa-
tion intégrale n'ayant plus de solutions fondamentales. Nous posons 

_ 1 ' Pii |0„ rlg· *) _ Pii prï — '-ο* (■"· — g) 

= 3C(s, σ) = -(cosseosff -r- sinssina) -\T. 
d'où 

Ni*. *) = X(
S

. σ) — cos(·^
 ; 

et l'équation donnant U* peut s'écrire 

Ό*(σ)-t-jf Λ(ί, σ) U*(*) ds 
= ^ -J loS,.

(gi χ)
 <- (») <t* + Ε(ω') -+- D(«**) -+- (.Λ 
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en posant encore 

r = / U* cassais, r
2
= f G* sins ds. 

En appelant ί>ί(σ, s) le noyau résolvant de Ν(σ, s), on a l'équation 
équivalente 

Ό*(σ) = ' ' cosy ' - s'no" —
 ~l '°£

 Γ
|
σ

' ^*(
J

) d
g
 + Ε(ω*) + ϋ(ω**) -4- G* 

+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 1 o
S
 j*' "

u
 * U*(«) du + E* -+- D**+ ds, 

que nous écrirons pour simplifier 

(a) G ( v ) = —= !-«§(ω)-ί-ίΟ(ω )->-§·, 

en posant 

£(ω*) = Ε(ω*) -+- f dl(s, a)E(<ù*)ds, 

ίΟ(ω**) = ϋ(ω**)-+- f &l{s
f
 σ)0(ω**)ώ, 

cp = G* — - f loir "
(σ

·
 S)

 G* (s) ds 
-f-jf SU (s, σ) j^G*— | jf los*^'

 s)

 U

*

(H

 *

 ds

· 

19. RÉSOLUTION DU SYSTÈME INTÉGRO-DIFFÉRENTIEL PAR APPROXIMATIONS 

SUCCESSIVES. — Nous avons trouvé pour la première approximation 
ω

1
== °J 

+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 1 oS j*' "u * U*(«) du + E* -+- D**+ ds, 

Pour calculer la nièm0 approximation connaissant la (n — i))ème, nous 
posons d'une façon générale 

(1) ω„= — f ( F(V,
1
_

1
-1- Θ -+- ω„_

(
, ..., ?, η ) log - de d-η, 

(2) u;=- Η β(ω;) + ίΟ(ω;* ) + $*_,. 
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Connaissant ω„ et U* on en dédnit U** au moyen de 

( 3 ) U * * = - f U * (log — H—- . ^ — log - ̂  ds 

+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 1 oS j*' "u * U*(«) du + E* -+- D**+ ds, 

Η- Ρ-ϊ ) - — Γν,-τΐ-Ιορ^Λ, 

puis V* à l'aide de 

(4) v;,=— - f U;, log—1 ---</*·+-p-" f LI;,* log—-—Jt 

+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 1 oS j*' "u * U*(«) du + E* -+- D**+ ds, 

Il en résulte que V„ est donné par 

( 5) v
a
= — Γ v* LOG- its - — Γ "υ;, LOG Ι,Λ 

Η-— f Γ**ΙΘ£-ί/Ζ — — f M** γ ■ IOJÎ- r//, 

et par dérivation on obtient toutes les quantités nécessaires au calcul 
de la (n -f- i)lèrae approximation. 

Si l'on adjoignait aux équations déjà écrites les équations donnant 
les cinq dérivées premières et secondes de ω„ et de V„, celles donnant 

~(7Γ' ~Î7S~' 'tïT* fl(is* (luantit®s Φ16 'es dérivées précédentes font inter-

venir), et les équations donnant les quantités <0 de toutes ces inconnues, 
on obtiendrait un système d'équations intégrales non linéaires, qui 
serait, grâce aux théorèmes de Korn utilisés pour le calcul des dérivées 
et de leurs crochets, de la forme de Schmidt étendue au cas de noyaux 
non bornés. Il en résulte que le problème a, pour r,, r

s et κ plus petits 
qu'un certain nombre S une solution unique fonction analytique de 
ces trois paramètres. La démonstration directe donnée dans le Cha-
pitre II s'étend d'ailleurs immédiatement. En effet, les bornes données 
pour ω„ et ses dérivées sont encore valables. D'après l'équation (3), 
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U** est borné par la somme du produit du maximum de L* par une 
constante et d'un polynôme du second degré P

2
 par rapport aux bornes 

o,d,,i/
a
, . .. assignées aux approximations d'ordre η—1 · s'obtient 

sans difficulté par simple dérivation de l'équation (3) et est borné par 
une expression de même forme. Les crochets de ces deux quantités ont 
de même des bornes analogues. Il en résulte que toutes les bornes don-
nées dans le Chapitre précédent sont encore valables dans ce cas, à des 
polynômes P._. près. Nous ne referons donc pas tous les raisonnements 
qui subsistent intégralement. 

Il nous reste à montrer seulement que l'on peut déterminer les para-
mètres /·,, r._,, y. de manière à satisfaire à toutes les conditions du pro-
blème . 

On montre exactement comme au Chapitre précédent que la solution 
est symétrique. En posant 

/■, = τ;μ cosQ, /■„= πμ sinÛ, 

les deux équations de ramification se réduisent encore à l'unique équa-
tion 

μ=—jT l~*(s)cos(.i — Si)ds. 

20. DISCUSSION DE L'ÉQUATION DE RAMIFICATION. — Comme pour la pro-
fondeur infinie, on voit que p. est en facteur dans la solution que nous 
chercherons donc sous la forme 

(0 U*(<7) = μ[οοβ(σ — Ω) + μ«1(σ, £ï)-h χα* (ar, Si)-*-...], 

(a) ω (.ζ·. y) = μ2[0(χ, y, Ω) -h... ]. 

L'équation de ramification s'écrit encore, en divisant par μ qui est 
nécessairement différent de zéro 

(3) ο = μ /* «|cos(a — Sl)da + y.f «, cos(a — Ω) da -+-.... 

En portant l'expression (i) de L* dans l'équation (5) (§ 18) et iden-
Journ. dte Math., tome XIII. — Fasc. III, 1904. ^7 
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tifiant en μ et κ, il vient 

α'ϊ(σ, Ω)—~ — J cos (s —+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 

— ^ J" ffl(s,a} J* losy Cos(.ï' — Ω) ds. 

Mais puisque l'on a encore 

J 3t{s, cr) COS(.Î — £i) o. 
0 

on trouve, en utilisant les formules (4), (δ) (§ itî) 

«7(σ, Ω) = — (ι — p;)cos(a — Ω). 

D'où comme coefficient de κ dans l'équation de ramification 

— π(« — Ρ,ΐ ).· 

quantité essentiellement différente de zéro, qui tend vers zéro, si la 
profondeur H devient infiniment petite, κ devant être toujours plus 
petit que o, le rayon de convergence pour p., c'est-à-dire la hauteur 
possible de l'onde, est d'autant plus faible que la profondeur est plus 
petite. 

Un calcul facile mais un peu long donne pour le coefficient de p. dans 
l'équation de ramification 

κ est donc en général du premier ordre par rapport à la hauteur de 
l'onde. Il est encore du deuxième ordre dans le cas irrotationnel et 
lorsque à(p) est du second ordre ou satisfait à 

+J~n£fL{s, a) [- ^ jf 1 oS j*' "u * U*(«) du + E* -+- D**+ ds, 

Π0' — Pu / ·»λ log ρ — ΙΟΪΟ,+ |
OSP

.· J/',(P)'/P = O. 

avec Λ(ρ) = Λ, (ρ) —f— ordre supérieur. 
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L'angle Ω est encore donné par 

V*(o) 4- ω*(β) = pii-îj cosQ -I- 2° ordre -+-. . .= 0. 

et les axes de symétrie sont encore voisins des droites
 7
 + n^· 

Enfin remarquons pour terminer qu'il existe encore un mouvement 
unique ayant la propriété caractéristique d'être un mouvement pure-
ment apparent, les trajectoires absolues étant toutes des courbes 
fermées décrites pendant le même temps. Pour ce mouvement, comme 
pour l'onde de Gerstner dans le cas de la profondeur infinie, Λ(ρ) est 
la solution unique de l'équation intégrale non linéaire caractéristique 

(4) μ7ί=— f F d$. 

Ce mouvement généralise donc très bien l'onde de Gerstner pour la pro-
fondeur finie. 


