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Sur lo détermination rigoureuse

des ondes permanentes périodiques d’ampleur finie ;

Pan M= M.-L. DUBREIL-JACOTIN.

INTRODUCTION.

l.e présent travail a ¢é1é poursuivi en liaison avec le Service des
Recherches du Ministére de I’Air. Qu’il me soit donc permis d’abord
d’exprimer ma reconnaissance au Service des Recherches de I'Aéro-
nautique pour 'aide qu'il m’a apportée dans I'achévement de ce
travail, et & mon maitre direct, M. Henri Villat, pour I'intérét qu’il
n’a cessé de me témoigner au cours de mes recherches. Je dois égale-
ment beaucoup 4 M. Vessiot, directeur de I’Ecole Normale Supérieure,
auquel je suis heureuse d’exprimer ici ma gratitude.

La recherche des ondes permanentes périodiques a deux dimensions
a déja fait 'objet de nombreux travaux. Dés 1802, Gerstner donna
de ce probléme, dans le cas de la profondenr infinie, une solution
rigoureuse en termes finis. [.es Auteurs qui ont suivi, et principale-
ment Airy, Stokes, Rayleigh, se sont attachés surtout & Pétude des
ondes irrotationnelles en se bornant aux premiéres approximations.
L’existence de ces ondes n’était pas démontrée et Lord Rayleigh en
douta méme un moment. C'est en 1925 que M. Levi-Civita, dans un

Journ. de Math., tome XiIl. — Fasc, 111, 1g34. 28
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Mémoire fondamental ('), établit I'existence de I'onde irrotationnelle
dans le cas de la profondenr infinie. M. Levi-Civita utilise la méthode
de la représentation conforme et se raméne & la délermination, dans
le cercle de rayon 1, d’une fonction analytique w = § +- i~ satisfaisant
sur la circonférence a la relation

%

- R —-4T oy 5
== Il(,‘ sMN .
do

(1)
La solution esL obtenue par un développement en fonction d'un para-
métre petit et la convergence est démontrée au moyen de majorantes.

Depuis, la méthode de M. Levi-Civita a été utilisée avec succés par
M. Struick (*) pour démontrer 'existence d’ondes irrotationnelles
dans le cas de la profondeur finie, et par M. Kotchine (*) pour ’é1ude
des ondes irrotationnelles & la surface de séparation de deux liquides
superposés de densités différentes.

Enfin, récemment, MM. Franz Neamann (*) ¢t Lichteustein (),
ont déterminé la fonction analytique o satisfaisant i la condition (1)
par la méthode des approximations successives appliquée a un systéme
convenable d’équations intégrales non linéaires.

Les ondes rotationnelles ont donné lien également a différentes
recherches (*). Mais I'existence d'une infinité de telles ondes, com-

(") T. Levi-Cwird, Délerminalion rigourenuse des ondes permanenics
ramplear finde (Math. dnn., 1093, 1943, p. 264). Voir avssi Proe. [ Inter.
Cong. App. Mech. (Dellt, 1925) on sont également résumées les recherches de
M. Nekrassow.

i?) Sravick, Détermination rigourcuse des ondes irrolationnelles perme-
nentes danis un canal @ profondenr finie (Math. Ann., . 93, 1g26, p. 5g5).

(%) Woremine, Délermination rigoureuse des ondes permanenies d ampleny
finde d dee surface de séparation de dewe fiquides de profondeur finse {Math.
Anrn., t. 98, 1927, p. 382).

{*) F. Nruvann, Beitrag ze dem Problem der permanenten wirbelfrefen
Flissigheitsbewegung in Kandlen (Leipzig, 1930).

("t L. Licarenstrin, Vorlesungen iiber einiye Klassen nichtlinearer Inte-
gralgleichungen wund Integrodifferentialgleichungen, p. 47 (Berlin, 1931).

(*y Voir. par exemple, U. Cisorr1, Sulle ondesimplice di lipo permanente ¢
rotasionale (Nuovo Cimento, G¢ série, 1.7, 19t} ou R. fnst. Lomb., vol. XLV,
fasce. 16-17); Nwowi tipi oi onde periodiche permanente e rotazionali (Rend.
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prenant comme cas particulier I'onde irrotationnelle et, pour la pro-
fondeur infinie, 'onde de Gerstner, restait a établir. C'est 'objet de
ce travail.

La méthode utilisée a été briévement indiquée, dans le cas de la
profondeur infinie, dans une Note aux Compies rendus de I’ Académie
des Sciences ().

Dans le premier Chapitre du présent travail, nous revenons sur les
hypothéses au moyen desquelles M. Levi-Civitd caractérise les ondes
dans le cas irrotationnel, et nous étudions & ce point de vue les ondes
de Gerstner, afin de ne conserver dans nos hypothéses que des pro-
priétés communes & ces deux Lypes d’ondes. Nous transformons
d’autre part le probléme de maniére & remplacer le domaine fluide
inconnu par un cercle ou une couronne. La méthode de la représen-
tation conforme n’étant plus applicable, nous y parvenons par un
changement de fonction inconnue et par un changement de variables.

Dans le Chapitre 1, nous étudions en détails le cas dela profondeur
infinie. Nous ramenons le probléme a I’étude d’un systéme intégro-
différentiel que nous résolvons par approximations successives. Nous
montrons que la solution est nécessairement symétrique et nous dis-
cutons I'équation de ramification.

Le dernier Chapitre est consacré au cas, plus compliqué, de la pro-
fondeur finie. Nous parvenons encore 4 ramener le probléme a I'étude
d'un systéme intégro-différentiel pouvant s'étudier facilement par la
méme méthode.

CHAPITRE 1.

1. Posmiox vu propLime. — Nous étudions le mouvement d’'un
liquide parfait pesant situé dans un canal rectiligne de profondeur

Ace. Lincei, o® sévie, t. 23, 1914, p. 556, et t. 2%, 1915, p. 129); Il. VERGNE, Sur
la théorie de la houle en profondeur finie (C. R. Aec. Se., v 133, 1911,
p. 134 On trouvera d’ailleurs une bibliographie 1rés détaillée sur le pro-
bléme des ondes dans Parvticle de M. kawmpk ve Fénwr, Les rides, les vagues
et fa houle (Revue des questions scientifiques, septembre 1932).

() M.-L. Dusrei-Jacoriv, Sur la détermination rigoureuse des ondes per-
manentes périodiques d’ampleur finie (C. R. Ac. Sec., 1. 197, 1933, p. 818).
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infinie ou a fond horizontal. Nous supposons que le mouvement est le
méme dans tout plan vertical paralléle a un plan fixe; il suffit alors
d’étudier le mouvement 4 deux dimensions dans un tel plan. Le
domaine fluide s’y étend inférieurement soit jusqu’a l'infini, soit jus-
qu’a une horizontale. 1l est borné supérieurement par une ligne /,
section de la surface libre par le plan. Nous supposons que celle
ligne / se déplace sans altération de forme avec une vitesse horizon-
tale constante ¢. QQuant i sa forme qui nous est inconnue, nous la sup-
posons périodique de période ». Par rapport 4 des axes liés o cette
courbe, le domaine fluide est de forme invariable. Nous supposons de
plus que, dans ces axes, Lout le mouvement est permanent et pério-
dique par rapport & x avec la période 7.. (Vest ce mouvement que nous
allons déterminer.

Nous choisissons les axes liés a la courbe { de la maniére suivante :
Paxe des Y sera vertical descendant, Porigine O sera sur /, I'axe des \
horizontal, dirigé en sens inverse de la vitesse ¢, sera pris « daus le

niveau moyen » ou non troublé. On aura par conséquent, Y, désignant
LT
1

'ordonnée d'un point de la courbe /, 0 = , / Y, dx. Le fond, il
existe, sera représenté dans le plan considéré par 'horizontale Y = H.
Nous désignerons par ¥'(X,Y)= const. les lignes de courant. La
courbe / est évidemmenlt une ligne de courant que nous représenterons
par Péquation ¥'(X,Y )= o. Sur le fond, s’il existe, on aura ¥ =y,
ol g désigne, comme on sait, le flux relatif.

On sait que la fonction ¥ est solution de I'éguation

() AW == /10,
ot f est une fonction arbitraire.

Il faut écrire en outre que sur la courbe { la pression est constante,
ce qui donne

(-2) oY — —(E[(gl{—) —+ ((3)—?)—] — consl,

Parmi les mouvements définis par les conditions précédentes, nous
voulons nous borner aux mouvements ondulatoires. M. Levi-Civita (*)

(*) I, Levi-Civies, Questioni di Meccanica Classiva e Relativista (Lanichelli,
Bologne, 14217,
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a mis en évidence la difficulté que l'on a & délimiter d'une facon pré-
cise ces mouvements. Nous les caractériserons ici par les hypothéses
suivantes :

1 La ligne [ est peu différente d'une droite.

2* Les vitesses absolues des particules sont petites par rapport ac,
ainsi que les tourbillons. (Quand la profondeur est infinie, les vitesses
absolues et les tourbillons tendenlt vers zéro quand on s’éloigne indé-
finiment de I. Nous préciserons les condilions & I'infini, en écrivani
que le flux relatif ¢ esl infiniment grand du méme ordre que Y (*).

Dans son Mémoire sur la détermination rigoureuse des ondes irro-
tationnelles ('"), M. Levi-Civita asupposé en outre qu'il n’existait pas
de transport de masse dans les couches profondes, ce qui s’exprime

U
par le fait que le flax 4Y f (u —c)dt, on u désigne la composante
g
horizontale de la vitesse relative, est fini pour tout élément de verti-
cale fixe entiérement immergé, quel (ue soit l'intervalle de temps

(t,y t,). Cectexige, puisque «# ne dépend de ¢ que par X —c¢t, et que
o

== ﬁ_\—, que -

n f\ O

" ( Y o

%,

l') d\
reste tinl sur toute horizontale entiércment immergée quel que soit

Pintervalle (X, N\,). Mais puisque - — c est périodique en X, ceci

exige que ‘
X o
I/J) } (——. — (')(’\ ——
’ Jy N

sur loute Y =const., la valeur de la constante étant supérieure i
I'ordonnée du creux le plus profond de la surface libre. Nous ne ferons
pas ici cetie hypothése quiserait trop restrictive. Nous allons montrer
en effet que les ondes de (verstner, ondes dues essentiellement & un

{?) Nous préciserons de plas(§ 4) ia maniére dont le tourbillon doit s'annuler
a I'infini, )
('"™y Loc. rit., note 1.
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mouvement apparent de matiére sans transport de masse, puisque les
particules décrivent indéfiniment les mémes cercles, donnent lieu, au
sens qui vient d’étre rappelé, 4 un transport de masse dans les couches
profondes. Nous en profiterons pour indiquer quelques propriétés des
ondes de Gerstner qui nous seront utiles plus tard.

2. (QUELQUES REMARQUES SUR LES 0NDES DE GERSTNER. — Ces ondes sont
données, comme on sait, par rapport aux axes absolus, au moyen des
coordonnées de Lagrange, par les équations :

I . .
&= + —Fe—“’ sinfe{@ - ¢l)
i =z

(1) avec f= =,

1 '.'_'
y=b-+ —fe—*" coshia-i-cl)

d’on
L
N fz—!f =  eceFeoshia i ct),
(=)
dr ___ et sinkia 4- ot)
dt — T

La vitesse absolue d'une particule est donc constante et égale ace—"".

. . . o—kb
Or le rayon de la trajectoire d’une telle particule est 57-, de sorte que
la vitesse angulaire est constante et égale ack = rl pour toutes les

particules.
Considérons maintenant des axes liés & 'onde. Posons o =a - ¢1.
Le mouvement permanent est représenté par

1 .
N - 7 ek sin Lo
\

o N — . -i- L. Y

I

. i
=b 1+ seHfcosla

/I.

Les lignes de courant sont les lignes b =const. Si nous nous
bornons aux ondes de faible amplitude, nous ferons varier 4 d’une
valeur b, positive et grande jusqu’a 4 w. Dans ces conditions Y varie,
a partir d'une quantité positive grande, jusqu'a I'infini. Faisons subir
a I'axe des X une translation telle que I'origine vienne sur la surface
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libre 4 = 4,. On a alors
PR S PR
=2+ ge sinh z.
1
Y = — by i ekt cosh # — R
[ .Il A
ou 'axe des X est tangent &4 un sommet et non plus dans le niveau
moyen, comme nous le supposerons dans tout le reste de notre travail.
Posons alors v=e"" 8 =58—5,. Les ondes de Gersiner de faible
amplitude sont représentées dans le svstéme d’axes considéré ici par

. Y
\ N=—az + ,_e—"‘}i sinkot.
(3) ¢
, v o, v
Y=030+ e eoshea — -
ke I3

. v . o, g e
3 =1 donnant la surface libre; ; représente la moitié de la différence

de cotes d’un creux et d'un sommet, donc au deuxiéme ordre prés, la
hauteur de 'onde sur le niveau moyen.
Dans ce systéme d’axes, les composantes de la vitesse sont égales a

(14— ve B ooskzy., — evetdsinfho.

o o et 3 sont les fonctions de X et Y définies par (3). On en

déduit W(X, Y) au moyen de
i‘ S

“-:._. %E\df’\ -+ g%-(” = fve‘":"-‘ sinfro dX —+ (1 -+ ve—43 cos ko) dY,

[

ou I'on remplace toujours « et § par les fonctions de X et Y définies
par (3). Pour effectuer le calcul, on peut encore remplacer dX et dY
par

{ AN=(1-+ve* 3 coska)do —ve "3 sinka d3,

(4) | dY =

ve 3 sinkada + (1 —ve¥3 cos ko) 3.

Il vient alors, en intégrant,
. . y ¥ s
{5) Y=cib+ Tk(ﬂ—'a‘—l)].

en appelant ¥ —=o la surface libre.
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D’autre part, on sait que le tourbillon est donné par

. 2ol oA
v BAC
ce qui fait, avec nos conventions,
e A
(6) A ey —————
TR PR

Le tourbillon est donc du deuxiome ordre par rapport @ la hauteur de
g -
l'onde. lltend vers zéro, quand &' augmente indé finiment, comme ¢ **
En effet AW tend vers zéro comme ¢~**? qui est lui-méme du méme
Ly o ST
ordre que ¢ * , ou puisque k== 7, et ¢ = =, comme ¢ " . Et l'on
- Y

Fu

peut écrire

CiE e
AU =-vEe 2o ‘ S

o, comme on le voit immédiatement, /(") est bornée et continue
au sens de Holder.

Montrons eniin qu'el y a transport de masse dans les couches pro-
JSondes, c'est-a-dire que

N

n’ﬂ‘f eve—* 3 cosho di
I

1

ne reste pas fini quand ¢, —1¢,->oc, 2 el 3 étant les fonctions de .r,
v, t définies par le systéme (3) et les relations X == —-¢f, Y = v, on
encore que

Xt
[ vetS ensha dN o,
X

ou « et 3 sont remplacés par les fonctions de \ et Y définies par
le systéme (3). Nous allons faire le calcul en « et 3 en remplacant dX
par Pexpression donnée par le systéme (4) et nous rappelant que 'on
intégre sur Y = const. d’oti : Y = o, et par suite,

| .J:(.—:.('_'i

dXN == I,

v,
1 —ve—* 3 cos ko

Quand X\ augmente de 7, ko augmente de 2= et nous allons mon-
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trer que

A --tR Ry )
K eoshr —— 2" dkao
TN COSNY —m———————— v .
| —vefcoshe 7o

“ha
sachaul que 3 et « sont liés par

=3k -i-ve—*B coska.

Il suffit pour cela de montrer que

e w

P T

. 1 —vie
eSS ———————— s =
— ve—® coss

L — l

lorsque (= u + v¢~" coss, ou encore, en vertu de la symétrie, que

| AT Fankd
/ oSy ——————— s = 0,
Ja I —ueT " eoss

Pour cela nous associons les valeurs s, et = — 5, de 53 les deux élé-
ments correspondants donnent

1 .J'.' e-—'_‘trl T ‘J"‘ e 20,
o -— e~ M oensy, —m————————— . e sy, —m—mm ———————y
1 — 8 i . —t
I — Ve B Cos s, - wrm Cos s,

et nous allons montrer que cette différence conserve un signe constant
. . T .y

quel que soit 5, dans l'intervalle (0, :)- Les quantités u, et u, sont les

solutions positives de

(=0t +ve " cuss,. (=u.,

Ve cos S, .

d’oti résulte que l'on a
N VT

La différence  est du signe de

P - veco8Ss) ) (1 — vieT My — e — ve M cuss, ) (1 — vie ),

quantité égale, en vertu des relations précédentes, a

fe—t— yte=3n) (14 gy — ) — (e~ — vie—¥tt:) (1 4 0, — ()
=1 — ) (e — e ) [1 — P (e 4 gttty p—2un)]
- “‘: ( e — "J"‘ ,,—::u. l . ”l .f{(,—u-, — ‘U"’ e—-aug ')'

Journ. de Math., tome X1II. — Fasc. III, 1934. 29
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ou encore i

{1 1~ e l.‘-USSl_) (o=t __ p —u,; “ . v‘.'{',,—:ul e Mty e )J

i ", — "1 )e—n: (’I Ry J,

ou, pour v suffisamment petit, les deux termes de la somme sont tou-
jours positifs.
C. Q0. F.D.

On peut se rendre compte physiquement de I'existence d’un trans-
port de masse positif a travers un élément fixe de verticale constam-
ment immergé, en remarquant que les particules qui le traversent
avec une vitesse horizontale positive proviennent de cercles ayant
des rayons plus grands (b plus petit) que celles le traversant dans le
sens négatif, donc ont des vitesses plus grandes en valeur absolue.

Enfin remarquons que les ondes de Gerstner satisfont d une relation
intégrale assez analogue & celle écrite dans le cas irrotationnel, mais
qui, cette fois-ci, n'est plus valable dans ce dernier cas. Cette rela-
tion nous sera utile plus tard. Nous 'obtiendrons en écrivant que
dans le mouvement relatif toutes les particules mettent le méme

" * . . .
temps T = -~ pour décrire une portion de ligne de courant de lon-

gueur horizontale A. Cette condition est nécessaire et suffisante pour
que, dans le mouvement absolu, les trajectoires soient fermées et
décrites pendant le temps T. Or on a, dans le mouvement relatif,

d\
JU
JaY

= «lt.

d’ou, sur toute ¥ = const.,

,l,_)_._fx-'_l d\
Te s JW[X, Y (W, X’

gY

ou encore

X+ \
I 1
(B} [. U —;—I)d:\:_—n.

(% ¥ -

oY

Dans ce qui suivra nous ne ferons que des hypothéses vérifiées a la



ONDES PERMANENTES PERIODIQUES. 227

fois par I'onde de Gerstner et par P'onde irrotationnelle. Nous laisse-
rons donc de coté les hypothéses (a) et ({3), et supposerons seulement
que (W) est du premier ordre au moins par rapport a la hauteur de

_imye

I’onde et tend vers zéro comme ¢ *¢

3. TransrorMaTION DU PROBLEME. — Au lieu de prendre comme
inconnue la fonction de courant W'( X, Y), nous cherchons les lignes
e courant sous la forme Y = (W, X). L’équation donnant ¢ s’ob-
tient en transformant 'équation (1) (§1). Lesdérivées premiéresde W
s’expriment en fonction des dérivées premiéres de ¢ par

o
Ji AN J
N="7 N
Jr A

et les dérivées secondes au moyen de

(S e de d e (0_%‘) a9
T A\ GgW ) dNE T T oX dW dX oW JgX,/ Ju*
JgNE E2) ’
(5
o
e AT
e - (()_C?):“
v
v, e R e v . . < e P
L'équation du probléme s'écrit donc aprés division par ——
o
quantité voisine de ¢* et qui par conséquent n’est jamais nulle
. do\*7] d*g dy dy  Jd'o | [de\*dy Ao\
(0 [*((W\ ]W TN OF IXOF (a—q) ox: = (%) JOE.

Et il faut résoudre cette équation dans le demi-plan W' 2o ou dans
la bande — <X <+ w0, 0<W <gq, avec, sur ¥ = o, la condition
4 ()? 2
(%) +

1
(2) 50 — -~ ————— — gonsl.,
8¢ 3 :

Jo \*
)
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(9_}1) _k%:‘\_ = h(,}q

Fnfin nous posons

011 encore

(3) SN =AY N T,

. L L 2l = . .
ou A est une quantité finie égale & - en premiére approximation.

L.a fonction ¢ est alors donnée par

e J5
4 e - - t
0 Gz = Vg VD
v e e R i r}u ‘ e
- e — — —e _ J— g, — :.. R ,-‘) -
(\ax IXoU 9T d\:—g) SO 5| 5N au ) ‘

J% - v th 7 g\ 2y
~ o (ﬁ) 20X AT gxar — \aw) av

i1 sous cette forme, nous caractériserons les monvements ondula-
toires cherchés en astreignant v a étre petit ainsi que ses dérivées des
deux premiers ordres. Celte hypothésc entraine visiblement que la
courbe [ est voisine d’une droite et que les vitesses absolues et les
tourbillons sont petits.

f.a condition aux himiles s'écrit alors

do \: e N2 s e .
3 Aol N e — - —_— —_— ] = A - —— Fo=n
(3) ) 24 (\,\ ,)lp‘) ('}\) 1=k (\L\ A r)ll‘,) pour 'F oz

Ceci exige que 'on ait

on k est petit.
['équation aux limites sur 4" = o s’écrit donc entin

fh) l;:[ 1—ﬂ\ L——«/-
o , X : h " doe e
Aot e - g ‘Fﬁf) N (d\) -y =g dll)

liemarquons tout de suite que jusqu’a présent A n'a été déterminé
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(0’4 une quantité petite prés. Nous achéverons de déterminer A, dans
le cas de la profondeur finie, en écrivant que, sur le fond ¥'=g¢, ¢ est

. 11 . .
nul, ce qui donne A = 7 Dans le cas de la profondeur infinie, A est

univoquement déterminé si 'on suppose que v reste petit méme
guand ¥ augmente indéfiniment. A est alors rigoureusement égal
L T )

a - { o A g .

1= (woir § d)

L.a détermination de ¢ satisfaisant & (4), & la condition aux
limites (6) et a la condition sur le fond, se fait trés facilement sur ces
équations particuliérement propres aux calculs numériques appro-
chés. 1l suffit pour cela de cherclier v sous la forme d’un développe-
menl en série par rapport & un paramétre petit u : Za,p".a, se
détermine comme un polynome de Fourler en cosinus et sinus des

21X e X —_ . .
ares / 3y s '7 » polynome dont les coefficients se déterminent
aisément en fonctionde U'. Nous ne nous attarderons pas a ces calculs el
mettrons le probléme sous une forme plus commode pour les démons-

Irations de convergence et d’existence, but principal de ce travail.

4. Cuancenest pE vaniaeLes. — Nous allons effectuer un changement
de variables permettant de remplacer le demi-plan ou la bande consi-
dérce par le cerele de ravou 1 ou une couronne. Nous faisons corres-
pondre a un point du domaine oblenu une infinilé de points du
domaine primitif, situés sur une méme ligne de courant ¥ = const. el
a des distances 4, de sorte que le premier domaine se représente en
réalité sur une infinité de cercles on de couronnes. Puisque le mouve-
ment est périodique, il suffit de considérer un feuillet unique. Nous
prenons comme nouvelles variables les coordonnées x, y, ou les coor-
données polaires ¢, o, définies par

. TRA g
| & T=pCosa SR || aT
(n ‘ . avec p—=¢ * , o=
| = osin s

A la bande 0 W < g correspond la couronne limitée par les cercles
2TRA
- . . .
deravonstetz,=¢ * ;3 alorigine correspondle point z =1, a=o0.
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On obtient 'équation du probléme en effectuant dans 1'équa-
tion (4) (§ 3), le changement de variables indiqué. Pour cela on
utilise les formules

ﬂ__ 27 dv _ am v __f)v
N X da Tk (‘LrTf_"JEE)’

de  oam o dv LIV e 'dc")_
ar=— 7 A== TA( ")

die ; JI kg
(5)

— "l_ﬂg (r-‘lll—‘ — 2x iz—‘:— -4~ r‘l(-);" — .‘r’—)p — g-p) .
22\ “dedy o da? de o dy
Je am\* e
aXawr — A(A'IT) 'at)ocdla
— i.ﬁ—:!\ lm(()——“- — ii—‘-) -+ (ae? — 7)) —')-—l— -t- L’)L — rd‘»ll ’
22 TNt du? < Cdedy - de
e arhN? S e i
g = V() (o5 o)
= l—r. A (‘re(zz -2y i—‘}— -+ ‘l"li)ii’ -+ .1'{)1-. - ’)“) .
Pl T da? e 0 gy de oy,

En écrivant 'équation transformée de (4) (§ 3), on remarque
que (x*+ y?) est en facteur dans tous les termes, sauf ceux en /3
on est donc conduit 4 poser

. ;‘ 2 ('l]f‘
If{‘ﬁ):‘—(’;:) A ‘/-.{___ )’
X o

et, aprés un calcul facile, on peut écrire I'équation du probléme
sous la forme définitive

. . Ji Pe
(l) ﬁ(’-._ll(p) 7-1 (L, ;);3 ‘. ,;F!l’"l)
avec

de e
-’

i...._

| St ()7 i
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el

. Jv 3
(a) F (‘ » )

- ___5 e 7

- I‘(\ Y )( J F)l)
. ‘3 G6m ( dv _()c’) ELAS dv e r)v)'-"
> TR (‘Ld—..r—*_) )y K (—7\_ Faor Y ay

i anf dy e Tfde\? O

e ) G+ (5]

B A
|_. : I d} f)]' da?
B aTT dv d2p
—LQL"—W.H e )()c]r)‘z,d)»

e de P Py dv v | e {

. L*a? R il L v ¢ | deav

On peut encore écrire

N . )i

(') ¥ (‘” e ) = (' g )
___2ny dv [ Gﬁ ()v (’T'> ”") }
=5 ke, (

g du de ()v () "

s\dz dxdo  dp Do

(e 1y (0
do* o dp) \da

o oo 000
Ml‘t)‘[ﬂ oo r)a:dp‘ da? D_p;)_*ﬁ’

R~

expression équivalente qui nous sera utile par la suite.

Le tourbillon étant supposé petit, au moins comme ¢ et ses déri-
vées, nous mettrons en facteur devant la fonction £(p) le paramétre
petit 1 dont dépendra la solution et nous supposerons que A(p) est
une fonction bornée continue, satisfaisant 4 une condition de Hélder.
'Cela exige, dans le cas de la profondeur infinie, que le tourbilion f(4")

XA

—_——

s'annule au moins comme p?, c'est-a-dire comme ¢ * . Or nous
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L) L} ha H
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avons vu que cetle hypothése sur f(¥), évidemment satisfaite dans
le cas irrotationnel /(¥') = o, est également satisfaite dans le cas des
ondes de Gerstner.
[.a condition aux limites s'obtient en effectuant dans (6) (§ 3),
le méme changement de variables. Llle s’écrit, en posant
LA

l):'——,

2

.

_ ) ) ; v e
et en remarquant que, sur le cercle de rayon 1, Pl o
~ [

o - Pk
b Tl oy

R T N dv*)-’i‘ N am (r)l—"' o
% la e (r)_iT i ( r)a') o ?-._‘EI”I' ) ‘r)’n) s

\ Vi

(2

o 5 désigne I'arc sur le cercle de rayon 1 el ol " désigne la valeur
de z(¢, ) sur le cercle s =1.

Celte équation contient la constante inconnue 4. Pour I’éliminer,
nous écrirons que l'intégrale en 5, élendue de o 4 2%, du premier
membre de (2), est nulle. Ceci nous donne £ sous la forme

25 20 2T

’I

)i r T e et T et
/ e - p l e - ’ z (;f[ﬁ‘) — (\f,]‘,,-—) = hpe :7:7[ (: - :}%i ) : 4z

e} / ,

I3

-

7|, . :; l""”‘r)t" (1 LT r)c") “{’Jl

dn Y &Lon )

Muais, & cause da choix de 'axe ON dans le nivean moyen, on a

{ Wile =,

“n

“n éliminant £ an moyen de la relation précédente et isolant au
premier membre les termes linéaires, on peut donc écrire la condition
aux limites sous la forme définitive

(11 N e L f Lapra— o

i ) dn
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ou 'on a posé
. " dvt
(b) lb__d)(",d—a—s ")

_E[(9N (9N, O l_{_ﬁ@
=73 a;:)—(;)z—‘)“f’ on *on/|

R [O (G) ae (F].
Jdv* T vt / |dre = A \dn do WY on ) ()n) B
(l+ ) _ :

5. REMARQUES SUR LES CONSTANTES INTRODUITES. — Parmi les constantes
introduites ¢, A, A, ..., il y alieu de spécifier celles que nous nous
donnerons et celles que nous déterminerons. Les données du pro-
bléme seront la longueur d’onde A et la profondeur H, guantité posi-
tive finte ou infinie. Nous verrons dans les Chapitres suivants que les
ondes trouvées pour toute fonction arbitraire 4(p), bornée et con-
tinue au sens de Holder, dépendent d'un paramétre petit y.. La suite
des calculs détermine A (ou p) en fonction de w et de la quantité ¢

supposée provisoirement connue. On calcule alors ¢ en fonction de p.

et de H au moyen de
H

1= Xq

équation qui détermine ¢ univoquement.

Il nous reste alors a calculer la seule quantité ¢, et pour cela il faut
définir d’'une fagon plus précise la vitesse de propagation de 1'onde
dont nous savons seulement jusqu’a présent qu’elle est égale, au pre-
i
1

Dans le cas de la profondeur infinie, nous supposons que la vitesse
absolue des particules tend vers zéro quand W' augmente indéfi-
niment. La vitesse de propagation est donc égale a la limite de la

mier ordre prés, a

Journ. de Math., tome XIII. — Fase, III, 1g34. 3o
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vitesse relative quand on s’éloigne & I'infini :

. 1
= lim -———————d— .

5o ilﬁ»ﬁ_‘_'
7 A Sl 7

" t
o= lim —

Foe

Or la solution que nous construisons au Chapitre suivant est telle que
o v , S . . e

o gy sont bornés dans tout le cercle; il en résulte que % reste
borné quand ¢ tend vers zéro suivant n'importe quelle direction et.

N . dv .
par conséquent, que . tend vers zéro. On a done

== —

A

Dans le cas de la profondeur finie, il faut une autre définition, car
sur le fond la vitesse absolue n’est pas nulle en général, et par suite

. . 5 ‘ ST . 1
la vitesse relative n’y est pas constante. Si I'on prenait encore ¢ =

cela reviendrait & écrire ¢ =cH et le flux relatif serait le méme que
si toute la masse était animée de la translation ¢. Mais il semble plus
conforme a la notion d’onde de supposer le mouvement absolu réduit
au minimum sur le fond. On peut alors écrire : soit que le mouvement
sur le fond est purement apparent et que les particules oscillent indé-
finiment autour de leur position moyenne, ce qui s’exprime par la
condition (3) appliquée sur le fond :

(8) o= _

2 — 3
I 27 ' ﬂr dp('P")
am ), 1“*— N ]d"

soit que la vitesse absolue moyenne sur le fond est nulle, ce qui donne,
en appliquant la relation (o),

) o 2w do
AT,y 27 Ag, J¢ (py)
AT dp

7

(o

Tout ce qui va suivre est d’ailleurs entiérement indépendant du
choix de ¢. Mais dans le Chapitre III, nous démontrerons I'existence
d’une onde rotationnelle généralisant, pour la profondeur finie, I'onde
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de Gerstner. Pour cetie onde, toutes les trajectoires absolues sont
fermées et décrites pendant le méme temps, et la vitesse de propa-
gation est nécessairement donnée par la formule (). Au contraire si,
dans le cas particulier de 'onde irrotationnelle de profondeur finie,
on veut retrouver la valeur de la vitesse donnée par Stokes et
M. Struick, il faut prendre pour ¢ 'expression (o). Alors ce choix
de ¢ entraine comme conséquence quil n’y a pas de transport de
masse dans les couches profondes. 1l faut et il suffit pour cela, en effet,

LY . ‘ . ..
que f (%lé —c)dX = o sur toute horizontale entiérement
X

X+%
immergée. Or c est choisi pour que f (——— — c) dX —=o sur le
X

fond, et, si nous considérons le rectangle D délimité par les segments
d’abscisses X et X+ A compris entre le fond et une paraliéle au fond
arbitraire entiérement immergée et les portions de ces deux horizon-
tales comprises entre les deux segments précédents, on peut écrire,
pour le contour C ainsi formé,

o W oW
fL(W )d\ o\ [ ( +on )chlY_n

e’y

A cause de la périodicité, les segments verticanx ne donnent rien
dans l'intégrale curviligne et I'on a bien la propriété annoncée. Il
résulte encore de ce choix de ¢ que ¢ n'est pas égal 4 cH; la différence
q — cH donne avec cette hypothése le transport de masse global sous

A

port de masse est égal au produit par ¢ de la valeur de ¢ a 'infini (ou
encore au centre du cercle). Il résulte des calculs qui vont suivre que
dans un cas comme dans I'autre ce transport est en général du pre-
mier ordre, qu'il est du second ordre dans le cas irrotationnel et
d’ordre plus élevé ou méme nul pour certains mouvements rotation-
nels particuliers.

Nous terminerons ce Chapitre en remarquant que l'introduction

la forme H (- ——c). Dans le cas de la profondeur infinie, le trans-

de la quantité A dans tous les calculs, au lieu de é, a eu notamment

pour but de pouvoir écrire dans le cas de la profondeur finie ¢ —=o
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sur le fond, ce qui est essentiel pour la simplicité des calculs qui vont
suivre. A cet ordre d'idées, je voudrais rattacher la remarque sui-
vante. Dans son travail déja cité, M. Lichtenstein, pour résoudre le
probléme analytique auquel M. Levi-Civitd avait ramené la recherche
des ondes irrotationnelles pour la profondeur infinie, a déterminé
dans le cercle unité la fonction analytique § -+ /=, satisfaisant sur le
cercle a

—=pe3Tsing.
et a

Gl-—oi—=— G(7. <{o)=u, T =T{— 7.

9(0;‘:&

Or M. Weiastein vient de me faire remarquer que la condition =(0)=o0
n’est pas satisfaite. Pour qu’elle le soit, on peut observer qu’il suffit

de poser
w o= Be—ie! (w'=%+ 77"

au lieu de
Wos pp i (== 9 =+ iz

comme dans le Mémoire de M. Levi-Civita (') (8 8, p. 275), B étant

un nouvean paramétre remplacant ¢ et déterminé univoquement par
azif

le fait que <'(0)=o. Le changement de variable J= e %, ol cetle

fois ¢ est essentiel & cause de ’hypothése du non transport de masse

dans les couches profondes, conduit alors i déterminer w' satis-

faisant a
7!

i = ple~  sin g,
[y

. . rge he . < e | ..
ou cette fois p' = S=p &l non plus et A ceite équation, la théorie
trés simple de Lichtenstein est applicable. Elle donne p' en fonction
du paramétre r du probléme et l'on en déduit ¢ et B en adjoignant

ige

4 p'= —== la condition définissant ¢ :
ax B

c=limjuw!=Be %t

ot 7' (0, 0) désigne la valeur limite de la fonction harmonique

(1) Loc. ¢il., note 1.
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=(x, ¥) au centre; p' étant voisin de 1, on a univoquement

* o P30, 0

f ==
1Ty

CHAPITRE 1I.

CAS DE LA PROFONDEUR INFINIE.

Nous allons montrer qu'il est possible de trouver, pour toute fonc-
tion h continue au sens de Holder arbitrairement donnée, une
fonction + définie dans le domaine (D) limité par le cercle (C) de
rayon 1, petite ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres,
satisfaisant :

1* a I’équation

Ae=ph - F(ph, eo o0z
ou F a la valeur donnée par (a) ou (&) et est, par conséquent, du
second ordre ;

2° a la condition aux limites sur le cercle (C) :

7 ' et

o— = E - = %

on " 2 r‘[ dn do =1,
ou @ a 'expression (b) et est du deuxiéme ordre.

6. Transrormation pu prosLEME. — Nous appellerons © la fonction

de 7 (et de w) définie par
AO—=p h(p),

réguliére & l'intérieur du cercle et nulle sur le contour : " = o. Cette
fonction est donnée par
. | * 1,
(1) B(p)=—=— L)—&lluph‘log;dgdﬂ__
ol r désigne la distance de 1'élément (&, v) an point considéré. Cette
fonction est bien nulle sur (C) puisque

2R

1 ! [ p—
[ e =
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En remarquant que
E LS 1
e — _': H‘El o o—_—
‘[n‘ log P a,)da’ og Mip, P'),

ou M(, ') désigne le plus grand des deux nombres ¢ et ¢/, on peut
encore |'écrire sous la forme

] Ay
(2) @(p):——;.n(]ogg [ h(u)un’u%—f h(u)u]og;l;du).
Ul ] i
%% esl une constante et I'on a
aer 1 E e
?m —_ E. ; m ({O’ = O,

Nous poserons

(@, ) =— - ﬂ Fle, ...z n)log-‘::({i_dn.

F est un polynome en ¢ et ses dérivées, dont les coefficients sont des
polynomes en &, 7. Si v et ses dérivées des deux premiers ordres sont
continues au sens de Holder, ce que nous supposerons et ce qui sera
vérifié plus tard, F est continue au sens de Holder et la formule de

Poisson donne

Aw—F.
Si nous posons maintenant
=0 4-w+V,
nous avons
AV — o,

et nous sommes ramenés a trouver la fonction harmonique V, régu-
liére dans (D), satisfaisant sur le cercle (C) a

av* Ve o ml)\"‘d
V)

1 T e o' . ..
:( f —-da'—a'—l—pm)—i—dl(‘v-i—m,...).

by on y
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Mais V étant harmonique et réguliére dans le cercle de rayon 1, on a
sur ce cercle
OV
e do—=o.

T

£
f \"*({5: l_D',
v

car le choix de 'axe des X entraine

On a également d’ailleurs

P

’ (Vi4-w")ydo=u,

(S
V2T : 1 L
f ' rlcr:f o (—- —f f F'log—pep do:).
] 0 1w 0 u r

En intervertissant les intégrations avec les précautions habituelles
dans le cas d’une fonction discontinue, et en tenant compte de la
relation

or

R W

E¥

27 L 2 1
f log—:dcr:[ log — doe—o0 pour p*<u,
o ! Ja Vid-p*—2pcos(a—o)

2R

on voit facilement que

Nous sommes donc ramenés au probléme d’analyse suivant :
Trouver dans le cercle de rayon 1 la fonction w et la fonction harmo-
nique V sachant que

wlx, ¥)y—— #ﬁ‘i’(\f—}—ﬂ—%—w, ceay a,n)log;l:di_dn,
2EUp

av* 1 2T d* dw*
—— V*— — —_——_— * v * ..
In +p 2, I ds on po’+B(Vi+w, ...,

ou O est une fonction connue, continue au sens de Holder ainsi que
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ses dérivées des deux premiers ordres dans (D)~ (G) ('*), et conte-
nant en facteur le parameétre p. caractérisant les ondes.

. g ‘ . . S v
A lintérieur du cercle, V est donné en fonction de V* el ’7)7 par la

formule classique

. v o L L L 1
‘ﬁ/ 2 = — !"t——— 0 — oy — — | —_— o — s,
(v 27 Ju | dr UO“" r) s AR [ dn log r ds

Si nous faisons tendre le point (&, ¥) vers un point g du cercle (C),
le deuxiéme terme du second membre, potentiel de simple couche
continu dans tout le plan, tend vers I'expression obtenue en rempla-
cant dans r le point (&, ¥) =135, 2) par le point (1, 5). Au contraire,
le premier terme est un potentiel de double couche discontinu en tra-
versant le cercle, et on a

lim - [ vl fog ds = - |n\"(ujff sy \f*d.sJ
>0, 2T on r 2 J, r
;:\ () ’717 f”\'dvﬁ‘ (a').
£ NI %
d’on la relation
R
A 1
Vo) — ! ~—log - dfs.
(o) =), om oal_a,'s

. AN
et 1l nous suffit de calculer 1)7 au moyen de :

L 1 R " . N
log-—ds— — | ——ds— =— —pw' 0.
r ¥, dn dn

avt o oop /"M oV

dan T i

n

Cette relation, jointe a celle donnant w, constitue un systéme intégro-

cope . V* . <
différentiel en w et ((M » que 'on pourra résoudre par les méthodes

classiques.

7. REMARQUES RESULTANT DE LA CONSIDERATION DE LA PREMIERE APPROXI-
MATION. — Nous nous bornons a4 considérer les termes linéaires du

('*) En prenant naturellement sur (C) les valeurs limites des dérivées lorsque
le point tend vers un point de (C).
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systéme intégro-différentiel. Nous avons

m{.xL, yi=uo,

et »
av* P EON i v 2T deu* dw*

— £ ——!Iog;ds:— ds — — — po’.

on ), dn aw,), dn dan

]

e . N . , - .y
L.a dérivée normale %?F est donc solulion de I’équation intégrale

linéaire et homogéne

gV y (TN
(1) L

1
- - ——log -ds—o.
dn T, dn Cr

Tk

'y
dn
nuls en premiére approximation, ce qui est contraire & notre hypo-
thése d'un mouvement petit mais non infiniment petit. D’ailleurs, les
approximations suivantes donneraient ¢ fonction de W seul, ¢* serait
donc une constante nécessairement nulle et le mouvement ne serait
pas ondulatoire. Mais on sait ('*) que 1'équation (1) n'a de solutions
non nulles que lorsque p est un entier. On a donc p=n en premiére

approximation. Les solutions fondamentales normées correspon-

cOs ng sin ng . . .

dantes sont alors —— et ———. Mais une onde égale au premier
VT v . .

ordre & vcosns +vsinnc admet une période égale a4 une partie

aliquote de 2.
En nous limitant & l'onde fondamentale et laissant de coté les
harmoniques, nous pouvons donc poser

La solution = 0 ne peut convenir puisqu'il en résulterait V* et v

(%) p=ri—ux,

ol % sera un paramétre petit, déterminé ultérieurement. On a alors

v
e

~ v Ccusg -~ v sing,

ou v et ¥ sont petits, et

'~ V' — veose — v sing.

(**) Veoir, par exemple, E. Picanv, Sur un théoréme général relatif aux
équations intégrales de premiére espéce et sur quelgues problémes de Phy-
sique mathématique (Rendiconti del Circolo mathematico di Palermo, t. 29,
1900).

Journ. de Math., tome XIII, — Fasc, II1, 1934. 31
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La quantité y/v* - v'* caractérise bien la grandeur de I'onde en pre-
miére approximation. Le paramétre ;. que nous définirons ultérieu-
rement sera, au deuxiéme ordre prés, égal a cette quantité.

Pour simplifier I'écriture, nous allons poser

Jav
U—=— 3
op
d’on
‘—' d‘\‘r*
U= on

L’équation donmant U* s’écrit, en tenant compte de la valeur de p
trouvée,

2T

(3) U*—if Utlog ~ ds
i r

[t}
. .
I w* g’ 1 . 1
= — ds — — — ' 2| o' — = U'log-ds } + @,
am J, dn dn T "r

Si nous posons alors

I I . . .
log;~ —— —(coss co57 + sins sing ) + N(s, 7),
i T

I
T
le nouveau noyau

N(s,o)—=— 7{ [log}_ — cos(s —a}]

est encore une fonction paire de (s — a) et n’admet plus de fonctions
fondamentales. On peut alors remplacer 1'équation (3) par

2T

) U*(o) +f N(s, o) U'(s) ds
2]
T do* .

. on N P
1 7 1
“+ % (m*~— ;rf u* log; ds) -+ @,
0

2T 2%
r‘:f U*(s) coss ds. ri:f U*(s)sins ds,
a 0

1 . 1
—= = (r,cosg <+ rysing) -+ —
T 2%

en posant
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r, et r, sont deux nouveaux paramétres introduits par le fait que l'on
se trouve dans le cas de ramification. La nouvelle équation (4) est
résoluble univoquement, au moyen du noyau résolvant 9 (s, o)
associé a N, et qui lui est 1ié par

() Ji(s, o)+ Nis, 7) —E—f_ Nis, r)dtir, e)dr—o.
¢

On sait que I est pair en (s — 7) comme N; il est d’ailleurs discon-
tinu d’une maniére analogue qui ne géne en rien la théorie. De plus,
si N(s,5) est orthogonal 4 une fonction de s, 1l en est de méme
pour 9¢(s, ). Or on a, en vertu de la définition de N,

[— Nis,o)ds—=u
et

f N(s,g)cos(s—u)ds=o0

0

quel que soit «. Par suite,

ER
f a(s,7)ds—o,

[‘- ~:)I,(s_. g)cos(s — u)ds—o.

=

D’autre part, on vérifie aisément que l'on a

an

f N (s,o)cosm(s —u)ds—— El cosm(oc — u)
n

et

2T

J“. IU(s, vycosm(s —u)ds—= —

I

cosm (o — u).

On peut donc toujours remplacer I'équation (4) par

(6) Ur— r, cosg —1: FaSIng + 8(w') + g(d'),
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€n posanl
L T 0w
6(0) )— 'ﬁr EE(IS —_

Gla) —:z(m —_ —f U*lorr- a’s) -+ @
+j N (o, s)[ (m‘(s)—;:f U*log - (Iu)—HIl*I ds

On remarquera que & est linéaire, & du deuxiéme ordre.
Avec ces derniéres notations, la premiére approximation s’écrit :

*

2% . dmt
Jiia, 5) (—m — E;)ds_.

. FiCUST -, sing
=,

e

ou, en posant 7, = % cos§), r, — W sink,

U= pcos(oc — Q),

ou 1 et £ sont deux nouveaux parameétres. Le paramétre p — X

caraciérise la grandeur de 'onde et c’est lui que nous prendrons
comme paramétre fondamental. Nous nous occuperons plus tard de la
détermination de » et Q en fonction de u. Nous allons d’abord
résoudre le systéme intégro-différentiel en conservant les trois para-
métres petits r,, r,, * que nous supposerons tous trois inférieurs 4 une
méme quantité petite c. '

8. RESOLUTION DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL PAR APPROXIMATIONS

SUCCESSIVES. — Nous avons trouvé

1y == 1,

(1) o cosa—{—l.sma

Ui
T

Nous posons, d'une fagon générale,

. 1
wp =— — ﬂF(\,,_ﬁ- Wy ey 5 n)log;di_(ln,
(Z) ey
F, COST —+ F, SInG o
e e - 8(wy) - G(Vi,, ),

™
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w’, et U, étant ainsi connus, on en déduit V) et V, au moyen de :

p T 1
(3) vi=— L / U log L ds,
(O r
WA ) N
) . 1 ) 1 1 . i
(4) v,— L [ ViZlogtas— L Uy log - ds,
LR n r 27, !

et, en dérivant w, et V,,, on obtient toutes les quantités figurant dans F,
&, G; on en déduit :

: ﬂ F, log - ez dn.
‘b 7

2T

1
By oy — —

) r, cosg 4 r, sing
* 1 = & » c
J/._;-n = -+ G(mn+|) -+ g‘n.'

T

ot l'indice n dont sont affectés F et G indique qu'on remplace dans ces
fonctions les variables qui y figurent par leur n"*™ approximation. Il
faut démontrer que les approximations successives donnent pour toutes
ces quantités des valeurs petites tendant vers des limites petites. Pour
cela, il faut pouvoir majorer convenablement V,, w, et leurs dérivées.
Nous avons supposé aussi précédemment (§ 6) que ces quantités
satisfaisalent 4 des conditions de Holder. Il faut donc pouvoir aussi
calculer et majorer pour ces quantitésles expressions @}, en désignant
pour simplifier, par la notation @}.(f) ou encore par @}, ;... (f), la
quantite
Slooy—fEn) _ f(P)—f(P)

. '__ P
[(r — 2P+ () —mn)]

ol A, nombre compris entre o et 1, n’a aucun rapport avec lalongueur
d’onde. Nous poserons encore ('*)

[/ = max. | B ()1

(**) M. Lichtenstein, loc. cit., note 5, a posé. p. 63 :

S(P) — f(P)

\J 1 = max L pour P lixe,

| fh. est alors fonction de P, et le nombre [T, est égal au maximum de la fone-
tion | f;.
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et nous appellerons bri¢vement cette quaatilé le crochet de f. Nous
conviendrons aussi de désigner par f le maximum de | /.

Il résulte de la premiére équation dn systéme (2) et des équations
obtenues en la dérivant une fois par rapport & x et y, que I'on a, en
désignant par C,, C.,, ... des conslantes indépendantes de n,

wng Gl FIl—-| . I_-’”n ])§ { ;"| I;ln—| -
“doy, o, < ¥
Jr ‘ 17 ())’ | LI RPN

Les dérivées secondes de w, ne peuvent s’obtenir par simple déri-
vation sous le signe somme; elles sont données par les formules de

Dini:

dw, dw, . . —

—— — (1‘ e e
de d)_ alip—s

A,

1/

an

P w,
o — ’lf_ I U(u ik, r‘(]r.-—|)-r IU"_([’KIIA
ERERE ™

daot

— .-—l: e (I, u)) f]otr—ms(u £) da,

formules valables dans le cercle, fronti¢re comprise.
Dans le cas particulier du domaine circulaire, le second terme se
calcule facilement, et I’on a

i)ﬁﬁ)" 1 T
det T am »”1, (D(, vty (Faer) "“— |U“—(/ i~ — |u—1
')2")11 L o2
i ﬂ‘ ’ — 11_. .
e dy »;,,—,."//n O(’ wgn (Fy Ot dz v log d - ey
Mw I o
’)."': - ‘artﬁn‘(au ot (F '"1)’}‘ lo¢'~(/, g+ ;l,.—|

Il en résulte que 'on a, & 'intérieur du cercle et sur le cercle,

e Pw 0w
an n n < “‘
dzt dx ()y’ dhr = G By Gy [P

0w 0w, | |dw .
n P n N ;u”_ - *‘r' F,,__ -
[ da* ];., [dwd‘)»’J}., [()}’i ])‘ Ca v Gl

Ces douze quantités peuvent donc étre bornées par une méme

AN
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expression de la forme
CFM—[ + I_ Fu-1 ]).-

En vertu de la formule (4) et aussi de (3), on a également
Vué C,I:T—;l .

On a d'aillears V, = V*, puisque V est harmonique. Il nous reste &
borner les dérivées premiéres et secondes de V.

Pour cela, nous allons faire appel aux théorémes de Korn. Ces
théorémes généraux spécifient dans quelles conditions les dérivées des
potentiels de simple et double couche existent, et, dans ce cas, donnent
des majorations pour elles ainsi que pour leurs crochets ('*). Dans le
cas qui nous occupe et ot le domaine est circulaire, certaines majora-
tions sont un peu plus simples; elles sont données en grande partie
dans un Mémoire de Korn ('*); les autres s'établissent facilement.

Nous nous appuierons donc sur les résultats suivants :

1> Considérons le potentiel de simple couche

On a
[ [L1L<A U,

St U satisfait & une condition de Holder, I, a des dérivées pre-
mieres continues au sens de Holder dans tout le cercle, frontiére
comprise, et I'on a

dl, dl,,
de’ dy

oI, J1,
Ol |, <
0y J;‘ [ dy ],

Si U, (s) a une dérivée satisfaisant 4 une condition de Holder, I, a
des dérivées secondes continues au sens de Hélder dans (D) + (C), et

<AL (UL

AU -

I

(1*) L. LicatensteiN, Ueber einige Hilfssdtze der Potentialtheorie, 1V, Berichte
tber die Verhandlungen d. Sdchs. Akad. d. Wiss, Leipzig, t. 82, 1930, p. 265.

(') A. Komn, Ueber Minimalfidchen, deren Randkurven wenig von ebenen
Kurven abweichen, Abh. d. Kon. Preuss. Akad. d. Wiss., Berlin, 1g90q.
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l'on a
F, oL, L, dC |, [dG]
dr? e dh gt T s Uds L

#L] [ L PLY A A
der |V ozoy Bl ove =Tl T ~|.‘ds .

[\VAN

&,

2° Considérons le potentiel de double couche

o "i:\_‘ ’{

n
bog - ofs.
kA T A

Ona

Si V}, admet une dérivée premiére satisfaisant & une condition de
Holder, J, admet des dérivées premiéres continues au sens de Holder
dans tout le cercle, frontiére comprise, et 'on a

9, b, dv; d\Vy
__'l’ H < {_‘ r o )’., k] .
dax drv ;l T B [ ofs J,

o, dad.) . AV " KA
—_— . —_ "y —_ .
de I3 Ldv L= ds o |
avx
¢

Enfin s1 — admet une dérivée premiére, c'est-a-diresi V] admet

une dérivée seconde continue ausens de Holder, le potentiel de double
couche a des dérivées secondes continues au sens de Holder dans

(DY+{C)etl'ona

& ) =4 o dv A A V7
H n n 3. n ~ R. i - B L » .
dc dedy’ d? B. efs. [ els ]; - B els? B, [ fs” I*,‘

] 2] g2} e - [dvs, TP AP
| A ! n n < "o 3 [ — B n = 3 I3 .
[fh‘: jl‘:.’ [”I 0_"]1’ [f).": ];.: B b { ds ]1 Bz b L o5 ],

Nous avons ainsi toutes les majorations nécessaires pour pouvoir

7AY 2\ .e . .
borner dans et sur le cercle '5; NP :)—)— au moyen de I'équation (4).

Ona

1A

75 7 AN I A Y .
T AL oA pr ol EALS RENORT R
dur 240 = ¢ " els ¢ l ofs _L« (DN tvnl

AY OV, i~ A . x-
[d\ fl]‘, l d“"]‘g'l:;;ﬂ _“:,: [l’ e ]‘ -‘C\l[-;h:

_d? {5 ofs
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et
IV, O, oY,
Aot ey ? =
<G, d‘ :s:': +C {% ]’ = Cyy ? .y [dd:], - Cs z—% =G, i‘—‘%— },
2 (e ()
K, T:s G, [‘i:? | s T —, [“':I:f' | el l @

ou toutes les constantes sont indépendantes de P'indice n.
dv, &V
ds T dsT
est la valeur d’un potentiel de simple couche sur le
contour. Les majorations des dérivées %—, id—:— pourraient donc se
déduire immédiatement des bornes données dans (D) + (C) pour les
dérivées en & et y du potentiel de simple couche. Mais comme ces
deux dérivées jouent un role fondamental, il est bon d’aveir leurs
expressions exactes. Ce sera d’ailleurs 'occasion d’indiquer comment
un peut retrouver assez facilement les bornes données par Korn.
Nous considérons done

et leurs crochets. Mais

Dans ces limitations interviennent

d’aprés (3), V,

hH

2=
RN

Il ¥)=3J,(5, 2)—=— u— I L Wug%dx.

et nous calculons la dérivée par rapport 3 z a Uintérieur du cercle.
Nous avons

A v T 1 T A —gsin{x — 5)
= - I t w3 l(lf_' s =— — / l," — ( s
E: . b 1= 5% — 15 C08t X — §)

P . "

'S
e

Cette intégrale n’a pas de sens quand ¢ tend vers 1. Mais, si nous
supposons U continn au sens de Holder, nous pouvons éerire la

formule )
Uais)== U iy —[s —ai*aD* iU

oit [y —=z] désigne la longueur du plus petit arc joignant les deux

Journ. de Math.. tome X1, — Fase. LI, 193}, 32
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points s, x et ot

- } Un(sy — LU ia)

@ (L) =

S js-— =
Cette formule remplace la formule des accroissements linis dans le cas
vl I'on ne suppose pas que la dérivée premére de U] existe.

On a alors, a P'intérieur du cercle,

v, I""' MU psin(z—s-{s——z—jl
pr o= l.>,1 "

L R/ I RFE LR B SR N
LR B N

AT
%
;
1%
* »

Je dis maintenant que l'intégrale du second membre tend uniformé-
ment vers une limite quand ¢ — 1.
En effet, pour : = 1, l'intégrale a un sens et est égale a

Car

(X — ~Niefs

T,

TS

— s cuR{ X -- 8

& -

T . . RN Z s
‘ A 1([ SN = 2 el ——
X t . : N

Cette valeur est atteinte uniformément. En effet, la quantité

- =

PR L nRIN{A — Nl — 2}R
R R S P L LLE b Il L ek LN
= - [ e |

L) . .

v o0 T - Loesint i —saiy oo b
—_ ’ ‘_D a l PR - ~ ITA)
. N N i FREEEERR/I A TEX (- SR )

R 3 3 " "

reste, lorsgue ¢ tend vers 1, une fonction continue de 2 dans I'inter-
valle (v, 2%) et par conséquent une fonction uniformément continue.
Mais je dis que je peux choisir < indépendamment de x de maniére que

v S Lonsimix —apls — x)*
— ‘ oY il = — ~—ods
— R 3 "ol b - -
e - 1- 97— 2% casta — N}

soit plus petit que 7. En effet, la valeur absolue de cette intégrale est
plus petite que

i-l‘,, {‘ s et it

= I

/ e Rl S RN ]
w “ N
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et l'intégrale pewt, par un choix convenable de =, étre rendue aussi
pelite que l'on veut.

Mais on sait que, siune fonction /() a une limite F(x) et si £ (a)
tend uniformément vers une fonction #(x), ¢x) est ladérivée de F(x).
On peut donc affirmer que

aa T R . . z—3
L= e U by — 2P coln - ds .
Wz "-:.l‘, e 1( i i T ¥

Donc, si Li¥ est continu au sens de Holder. V), a une dérivée premiére
donunée par

() _ T - -

La dérivée seconde se calcule de méme. On a, & 'imtérieur du cercle,

!
N Atz 3 log - 42T a - ;
PR L . T ¢ st — s - stieas{s — 2
— o — - Lo el = — — ,‘ L, = s,
hz T e e it L RGOSR — X E‘

Nous supposons cette fois que U} a une dérivée premiére continue au
sens de Holder. On peut done éerive la formule suivante, généralisant
Ia formule de Taylor dans ce cas,

. . . AL . Sk R
Eoispomh oMz - (s — 1):!?'— (x)—- (5~ 2)gS'—Ii“?*LD;:_l__r,;_z,(\‘—!x:)’
ou 1 est la quantité¢ comprise entre o et 1 introduite par la formule
des accroissements finis et ont (s — ) désigne la valeur algébrique de

3=

N

“ s'ubtient done, en intégrant de z— = a 2+ =,

I"arc. La valeur de ——
ofx*

par la formule

R Y .
2, v gt N Tl N - - 5T — S IOR(S — 24
e oL N RNl ),»* R LT ") pura— : — o5
ezt —.J‘\__ Bashe-s t N l : -t o s ag ooy — s
. i 2B G - ST RS — 2
car 'intégpale W 2 : — s est nulle comme
* = L% -— 2Lces iy — X

intégrale de fonction impaire, et un caleul facile montre que

— s(n - 2%)cosu
: elie—u.

I 2
; A LN LY
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On montre, comme pour la dérivée premiére, que

L T T CdUy ; e — S st s -3
(G 2 —lwm — = TN | (s —xh = = D
AR = am :_Il‘- *a-ba-a Ty y by — =it P n¥ s qg eosis — 0 fF
Y R N s =gy —g
—— Wecnoqg l s )9 f— 51 s,
LSNP L L Siﬂih L
R

TAYN BV .
Les deux dérivées el " 7=+ sont donc bornées par

A ,_
— 2k UL,
(L
ALY KLY N
kst = s |y
. 1 i TR % N
ot b= — | ; | 3 oot g—:la est un nombre gque U'on peut remplacer
i o “ b g L k

par une borne supérieure que nous supposerons plus grande que 1
Et I'on trouve pour les bornes des crochets les expressions

l.'“l ; ‘

odw

1
ou on peut prendre L, >

KA . dU, N
U R . T

On peut alors écrirve les bornes définitives

i N LN
l)‘\ d‘\
iil l I Sl b
'F\“ =\

tf

) I 107 Sl T o
\\‘ll.‘,i, e ‘I‘._ItTS_J‘, L:.":?‘s_‘

. drdv d\ t)) ?
N >\, AT B 7L SN e )
I_ a2 L I da Jl W l dr? ‘I‘, Clak= e i_ s l 5 ods

Nous ravons amsi borné toutes nos quantités au moyen de
JU

.r\ ”«}“l ofs ]

(1748

v
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ONDES PERMANENTES PERIODIQUES.
Nous avons vu que U, est donné par (6) (§7):

co P CORE - Py SIRG sy
Uh= A= & {y) G (Vi Lo

d’ou il résulle que

. =

e LA Cre? oo (02 e vy

iy 0 T L by o T s T —ge
. dn )

AU . e . .
Pour avoir —-=, nous dérivons 'équation qui donne U, sous la
forme (3) (§ 7).

. T AR 1 7 g o) .
[ =Y { U log —efs - / e — "
. wT thn e
n AR
» ‘l "t B 1. ’I N “
* ( A R P‘ Uisdog s ) -,
. = '
ce qui donne
i WU Y . - F— & W, Py ENTW Y [} TR
Fmy — i [ G (U s — s coty @ — S G PNtk
c e ) o - : T dzdn ds vz

VT . \
- L no En;-u’s)\
X =), r
d’on

dll,, I, thn;, b,y

—«—l.\‘—:l"ll'l;'l"‘ Casan T Tas U o

De I'équation (6) (§ 7), on déduit aisément

Il‘?.'.l}.:'l;

ARVl

i- i»{i('.):_,”‘,\ i L'f;rn—l |}~‘

car on voit immédiatement que [coss], < 2. On déduit de méme de
I'équation (7)

WU Lius Tl | |
ol }.: At dsdn |, v T)-\‘— - LS _;,‘-

Nous sommes maintenant presque en mesure d'établir que le systéme
intégro-diitérentiel donne une solution unique, bornée, continue an
sens de Holder. Cette solution sera analytique en r,, ry, % 51 ’on sup-



M.-L. DUBREIL-JACOTIN.

F=9

23

pose que la fonclion A(3), si clle dépend des paramétres, en dépend
analytiquement.

Mais auparavant, indiquons comment on peut borner les quantités
F.®, ... en fonction des bornes D,, Dy, ... des fouctions \, ...
qui ¥ interviennent comme variables. Nous avons donné précédem-
ment les définitions explicites de ces quantités. De ces délinitions
résulte que les unes (F, .. .) se présentent sous forme entidre par
vapport a ces variables et sont majorées lorsqu’on remplace toutes les
fonctions qui ¥ intervieunent par leurs valeunrs absolues et les variables
qui ¥ ligurent par lears maxima 1}, D.. . ... Les bornes ainst obte-
nues sont des polynomes en ces vaviables, & coefficients tous positifs.
et ne conlenant ni terme constant, ni termes linéaires. St toutes les
variables sont comprises dans lintervalle (o,®), ces polyvoowes
peuvent &lre majorés par des expressions de la forme

G, b

ou U'on pose
Pe==XD2 . XD
Dans les autres expressions (P, . . ) ligure un dénominatenr diffévent
de zéro lorsque les variables sont nulles. On peut done choisir & assez
petit pour que ce dénominateur ne soit jamais nul et soit minové en
valeur absolue par une quantité positive. Les expressions se majovent
alors de la méme fagon (que précédemment par des expressiens de la
forme G P, (D, Do, L0

Pour calculer (0 /), on remarque que. pour une expression de la
forme abc. on a

W he ) e Ol e D e BT
- N
d’out

Pale b s bejal, ealdly Cabiek
formule vraie quel que soit le nombre des facteurs. Ul en résulte que
[FL, |®}, ... peuvent ¢tre majorés par des polynomes par rapport
aux maxima des variables et de leurs erochets, sans termes constants
ui linéaires, et qui. lorsque les vaviables et leurs crochets sont tous
inféricurs a la quantité & déterminée précédemment, peuvent &tre
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majorés par des expressions de la forme
Gl Dy LD e o

en désignaut pav [ D], le evochet de la variable quia D pour maximum.

9. LEs APPROXINATIONS SUCCESSIVES soNT foRyies. — Nous allons
montrer que lon peut choisir 2 assez petit pour pouvoir déterminer
des nombres d,, d,, ... wférieurs & @, tels que si les valeurs des
inconnues qui constituent la (r — 1)*** approximation sont respecti-
vement inférieures ou égales a d,, d,, .. ., il en est de méme pour les
quantités qui counstituent la »*™ approximation. Nous vérifierons
alors que la premitre approximalion donne bien des valeurs plus
petites respectivement que d,, d,, .. ..

Supposons donc que P'on ait :

[ . o, o, i, ey, oy, ’
\ T e IS ' S l}.‘l“l).'l‘. IR /
e, ., T, -

[POUNIN  CAUITY N

\ e s dvio | .
| EVEY I
LUs L

dU0
AASCILEI
YA
a0 .

les autres inconnues, pour la méme approximation, sont bornées
d’aprés les caleuls précédents par une méme expression de la forme

(1 '.': oedl, - 'l’;_ (! IR

on CC est indépendant de a.
Ecrivons alors que les hornes, données par les formules établies

L e ypeeq AU a0V — )
dans le paragraphe précédent pour U, | UL, -5 I — L, t, el ses

dérivées et crochets, sont égales aux bornes précédentes. Cela nous
donnera un systéme de cing équations algébriques permettant de
déterminer d,, d., d,, d,, d, en fonction de ¢.
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On a
Wy = (5 U R Y AT N T T SO

L. MY AN T Y U N AT N e N

Ao A=A el L [T AT SN

YN W L T T A AN ST AR
W g~ 0L Pygn. oL o, T ST SR

ott les €L, (3 sont des constantes positiveset ot By = ' L, 3, =

Pour 2=, ces cing équations représentent cving hypersurfaces
avaut I'origine comme point commun stmple. puisque les cing hy per-
plans tangents aux cing hypersurfaces sont les hyvperplans de coor-
données. Pour < petit, on a donc une solution petite tendant vers zéro
avec 2, etl'on peut choisir v, pour que. lorsque 5 < v,,, ces solutions
d..d,, d,, ds, d,, visiblement positives, soient toutes inféricures a @.
Elles sont d'ailleurs données en premiére approximation par

la-

H R

~ N

3 2 . ~

=, dymm e dy= s ofyzzal, od iz ad
= =

-

ct. d’une facon générale, ees solutions s'obticnuent comme des déve-
loppements & coefficients tous positifs eu 3.
Enfin, en premiére approximation, on a trouvé

Wby TT

l‘ . FCasy - PoRms
T ———— e —
&

v

d’ol

FUT R s

1 LAY
T O T
e >~ ="
k-3 o

KLY B
dz | =

valeurs qui sont respectivement inférienres a d,, d., d,, d;, d_ puisque
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Von a
Ly> el Li>
done

A ¥
L‘:> =~ i’l.‘:} = QL E D,

10. Les APPROXIMATIONS SUGUESSIVES GONVERGENT. — Soit Q une borne
supérieure des différences entre les valeurs de toutes les variables qui
interviennent et de leurs quantités (@ en n*™ et en (#n — 1 Y™ approxi-
mation. Nous allons montrer que Pon peut trouver un nombre v, tel
que, pour %< 7,. les dillérences entre les valeurs en (n—-1)* et
a* approximations de toutes les variables soient toutes en module
inféricures a 7 Q. ol 7 sera un nombre plus petit gue 1 et indépendant
de n. Il en résultera que lorsque n augmentera indéfiniment toutes
les quantités U], w,. ... tendront vers des limites, la convergence
étant unmiforme.

Nous partons des expressions fondamentales :

-
X . .- [
Vg — e — _ " (F,— Fa_ b loa - o= ey,
L N TR » ¢
/ U — U= Svmg o — By — G — Gy

Nous remarquons gque I',—F,_, se présente comme une somme de
Jdillérences de la forme a,b,.c,— 4, b,_,c,_,. olt le nombre des lettres
est supériear on égal a 2, différences qui, ainsi qu’on I'a déja vu, se
mettent sous la forme

. . .
fey — W Wy — b, — i, Yoy -, P ey — e

de sorle que Lon peat majorer F,— F,_, par une expression de la
forme

o bl U8 oy — o oly — o dll).

o U est une constante indépendante de n, puisque pour toutes les
approximations les variables sont respectivement majorées par les
nombres d,, d.. ..., inférieurs & ® ou par une combinaison linéaire
de ces quantités.

D’autre part, on peut écrire évidemment

i (Fo— B Y == 054 F.y— D Fa )

lJd
@

Fonrn, de Madh . tosae WL — Fasco L. wdd
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quantité qui se présenle également sous la méme formeque I, — ...
mais les variables a,, b,. ¢, sont non seulement les vanables tee-
venant dans I mais également leurs quantités 0. Toutes ces guantités
¢tant aussi majorées par o, ds. d,. ds. o, on a encore

(B B SR8 oy = ofy -l o = 0

Il en résulte que n, , —o, vt les dilférences analogues entre les
dérivées de w et leurs crochets sont majorées par une expresaon de la
forme précédente. H en est done de méme pour S o)V — S e\,

Ouant & §,— ¢\, st Pon véduit les expressions qui v entrent aun
méme dénominateur, et si, comme on Pa exphqué au paragraphe pré-
cédent, on minore le dénominateur par une guantité positive non
nulle, on est conduit & une majorante de méme forme gue celle de
F.— F._,, puisque l'on peut encore écrire par exemple

"mbn"“rn—: - ‘fm~—:i"':~:‘3e
- v & e L/ & - A - N
g L Sl /L [ /N LR B gy T T Ty T e e Ty
, o
On a par conséquent
I N DI A S R S AT

et de méme

~

ll et — 1 ;5‘&‘\"’.1\.\: !!;\'I -- "’i e -f: - !I;: S T AR
D apres Pexpression ( 7) (¥ 8) on a

dUn., UL 4 T

T ds TR,

T RN dal Y ORI ol e, 2. U

T Vdzdn .)mm} ‘{ S T R f“

. x.'ll‘,:, . .. R . )
R L N N X e A A A Y

puisque %' est une expression de méme forme gque .: d'on finale-
ment
UL WL,

—_— e SO g el -l —

[L-g I3
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et de midme

3 R 1 -~ N - . .
};“—N—;—~z¢,‘ 5 ~ W .‘%1--&1»-"; S A T AN
| & b = ;

Qr, towatss les différcnces des valeurs des quantitds considéndes on

-5 VT e e appreximationssont boarnéesen fonctionde U, — U7,

el
TT WS .,a‘l
I N il B - par les mdmes expres-

stons que celles an moxen desguelles les mlcm\ de ces vartables &taent

borides. & 2™ approximation. au paragraphe 8, cn fonction de U,
<. <07 L

SN -t "QM E tortes les dilférences considéndes peuvent done

= k R

e
ravped
i

étre borndes par une méme expression de la forme

LAds -, -« - ‘3’7\: SN JO N
Vs, paasque o s ﬁ; d.. o tendent vers zém avec 3, on peul
tronver 3, tel que, pour 3 < 7. on il

F LIRS

e Tl A S e

L.

P

Lorsque s seva choist plas petit que le plus petit des deux nombres
T, of Te. 00 aura done une solution absolawent et unifsrmdément con-
Yergente.

L L soncmes est oxaee. — \imn allons montrer guil st possible
de détermimer 3, ol que, poar 3 <. la solution soit wnigue.
Lorsque 3 sova plus petit gue le plus petit des trois nombres 7,0 v,
o ¥, on aura done une solation unigue absolument et untforméwment
QonverEenie.

Supposons en offet quil existe wne antre solution v continue aun
sens de Halder alng que sos dénivdes des deux premiers ondres, =t
dgalement petite.

Posons alors

wI— 'I‘g\\\\\ . ‘.’_55\“

=~

o
he
rid

N |
\‘ e ‘8: —
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V. o, leurs dénivées et leurs crochets satisfont & toutes les équations
que nous avons dorites. S ces quantités somt respectivement plus
petites que d.. ds, .. .. .. et si Uon appelle Q le maximum des diffé-
rences

w— . .... bET—=U0U7I. ...

en démonire, exactement comme dans le paragraphe précédent. que
toutes les dilférences

A NN R N

sont bornées par une expression de la forme

B 1‘?; —_ nh’m —— ff: -— (f; — o n‘i‘":_ Y

ou B est aue constante indépendante de a. Choistssons alors 7, tel que.
~

our 5 < v, on all B{s = o, —d.—d. .- d ¥ <11 5 Stant ainst
N s . - = -3 N

chotsi. toutes les quantités 1 " — U | tendent vers zéro, et l'on a

| BRI POTY BN T e D N

12, Remareres stk A soLrnoy trotver. — Remarguons d'abord que
la solution ainsi trouvée est analytique en r . 7y, 2. Eneffet la premiére
approximation Uest visihlement. Supposons alers la 27 approxima-
lien analytique en r. 7. z. Les formuies qui font passer de la
P approximation a la (o = 1V et qui ne contiennent gue des fone-
tions analviuques des valeors des variables en #* approximation
dounent pour la (7 1™ approximation des valeurs également ana-
INtigues en r,, r. % [ Nous supposons évidemment &} analyiique
par rapport aux parameétres, ¢ est-d-dire A(:) analytique par rappert
aux parameétres, comme nous lavons déja dit.] Mais puisque les
approximations convergent uniformément. la solution elle-méme est
analxtique en ry. .. 2 el peut par conséquent Slre représentée par un
développement par rapport a ces treis paramétres petils.

Enfin, la solution trouvée est hien une solution du systéme inidgro-
différentiel. Eun effet. les hmates de o, U,..... uniformément
attelutes, satizfont bien aux équations du svstéme. La fonction V. en

vertu de (§) (¥ 8 est bien harmonique { on peut dailleurs vénfier
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R -

facilement que 'on a [ | ds:m). La fonction

o K

e — -\

satisfera done a I'équation du probléme (1) et & la condition aux
hmites (i1) et donnera la solution du probléme des ondes si 'on peut
déterminer deux des paramétres r, r., x en fonction du troisiéme
pour que soieut satisfaites les deux équations de ramification :

=

r,o—= f L eshenas ey,

r.— ' L ™ix) sainxels,
~

Mais, nous avons supposé de plus que, pour s = o, on avait v* =uo, ce

qui donne la troisiéme condition

Vel

Les trois parameétres sont done liés par trois relations. On pourrait
done penser a priord que le probléme de la recherche des ondes per-
wanentes & deux dimensions n'a pas de solution. Mais nous allons
démeontrer guune des deux équations de ramification est surabon-
dante, et pour cela établiv pour les ondes, supposées existantes, ku
propriété suivante.

13. LEs ONDES PERNANENTES & DEUX DIMENSIONS SONT NECESSAIREMENT SYME-
trigees. — Posons, comme nous 'avons déja fait an paragraphe 7,

r,— qpeosil

ry— =u sindd

L.a premudre approximation s'éerit alors

My, "o

Ul=peos{Q—z\

Elle est svmétrique par rapport 3 Q, c'est-a-dire que dans le probléme
itial la courbe { et tout le mouvement sont svmétrigues en premiére
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- . . 9 . . 3
approximation par rapport & des verticales distantes de -, dont une

Yol 4 d 91 hd - . -
est lixée par la valeur X = —. puisque si une fonction harmonique
LT

dans un cercle a des valeurs limites sur ce cercle svmétriques par
rapport & un diamétre, il en est de méme des valeurs & I'intérieur.

Nous allons démontrer que la solution elle-méme est symétrique
par rapport & Q. 1l suffit pour cela de démontrer que la a* approxi-
mation est symétrique, si 'on suppose symétrique la solution en
(1 —1)*™ approximation : 11} et par conséquent \,_, sout donc des
fonctions paires de (v —Q), ainsi que tw,_,. 8, comme on sail. est
indépendaunt de s: w,, donné par

.-
1 . . S
gt V) = ” FiVaoy =8 a0 oy, S log ; S
N ey ) N
- b

sera pair également si K est, comme potentiel de densité pawve. Mais
si 'on se reporte & la valear (a") de F donnée en fonction des dérivées
en ¢ et 2, on voit immédiatement que les seules quantités nupaives
qui v figurent (dérivées prises une seule fois par rapport i 2), v tigurent

dans des monomes de degré pair en ces quantités. I est done hien une
fonction paire. Quant 4 U, il est donné, comme on sail. par

l"‘: Weoses — LS T A s

-

-

oll S(w)) est pair comme . puisque le noyau résolvant Ry, ¢) est
une fonction paire de s —¢. On montre, comme pour I, que ¢ est
pair également.

La solution elle-mdéme est dunc symétrique dans le cevcle par rap-
port au diameétre Q, et dans Despace par rapport aux verticales
indiquées.

Considérons alors les deux éguations de ramilication :

ryo= UM {shvoss oy,

r. ‘ Lty slus s,
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Nous pouvons les remplacer par les denx combinaisons équivalentes :

VIR
1 . )

m= - l UT(shcos{s — rais,
"ata

Al
— ’ U is) sings — Qoedsy

.o

or la deuxiéme éyuation est une identité en vertu de la symétrie de la
solution.

1A. DiscussioN DE L'EQUATION DE RAMIFICATION

o=
AR

b .. N
wT= = ’ Uixrcosiy — Q) ofs,

LY

Remarguons d'abord que . est en facteur dans la premére appro-
ximation. Je dis qu’il en est de méme dans la solution. En effet, w est
en facteur devant A(3), donc O et ses dérivées contiennent 1 en facteur.
Si 'on suppose que la (72— ()™ approximation a 'x en facteur, on
voit immédiatement gu'il en est de méme pour la n*™, puisque les
termes en z qui s'introduisent sont multipliés par des valeurs des
inconnues en (n — U™ approximation. On peut donc chercher la
solution sous la forme

L Utig) = feosis — Q0 - nwlis 8 wadiz i
() e, v U v A
et I'équation de ramitication s’écrit
¥ e i ’
w= = f sleus{s — &) - ga! -+ xai . jeos{g — Q) 7,
J

¢ esk-d-dire

il ]

wIT | wai{e, Q- xal(e, ) = ... | cos{sg — Q) da.
< L) l”\ 1

ou enfin, en divisant par x gui esl différent de zéro, puisqu'i x =one
correspond pas un mouvement ondulatoire, mais le repos (ou une
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translation dans le mouvement relatif) :

T aw

el

o= I al (s, Q)cos(s-g)ds-%-xf ai(e, Qcosic — Q) g —. ...
= 1]

Pour avoir a}, «}, ..., nous portons I'expression (1) de U* dans

(3) UNg)=pcos{g — &)

x T S et e .
-z log _)( Is— 22— e
I U} log - ofs f]H Is I (1 —x)w'iz)-~d
(T z T 1 1 e
- I M, z) ] — - I LU(s) oy — efy = e ——ds
e =0, e, s an g dn
-—dﬂ—“—um(u) ll"|rhf.
dn

et identilions en et z.

Pour avoir e}, nous cherchons les termes en uxj les termes en o,
ayant »* en factear, n'en donnent pas; ®*, étant du deuxiéme ordre,
n'en donne pas non plus, et I'on a

Q=

. 1 o ) i 1
ai(@)=—— = f cos{s — Q) log R ds
(1]

AT e
. v . t ‘
- Miw. sy — = ] ens{s — Q) log —— ds | Ju.
u‘ T/, ris, w

Or,
N “‘!z ) L )
- = { cos(s — Q) log -~y ==— cos(g — 2)
TS r
et
f M. sivos{e — Q) due—=uv
L}
d’otr
ai(g) =— cos(g — ).
d’oti le coefficient de » :
ajia. B)ens{s — N g =— / cos?(e — Q) ile —— .

~a

L’équation de ramification permet donc de calculer x d'une maniére
unique en fonction du paramétre g qui caractérise la grandeur de
Ponde et de I'angle Q qui fixe les axes de symétrie. Il est intéressant
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de calculer le coefficient de p. dans I'équation de ramification. Pour
cela, nous calculons @) en identifiant les termes en p.* dans 'équa-
tion (3) et, en utilisant I'équation de définition de &*, il vient

|—-__ o ‘)L‘ -_.’.)l—.— "‘;~E~ S ._0_‘_51.08'
t1) a) AE. I dx o - 5 cos a{g — ) ~ o

cos{g — )

- I Mz n) l- ;l-_ / [)L“ d - d%-— “4—;—.'(‘.052(11—!2)

~ lh

i N
- Fo_ cos(u ——Sl)] du,

en posaint

W =l 2 2yl
1 =G, 2 Q)

& —ub, -

Aig)=1I (oY ...

Mais, en vertu de la formule (2) (§ 6) donnant 8, on a

. a8, e

(Y —_ — f why{u)eu.
o ) :

D

Quant a C" et %—: ils sont obtenus au moyen de la formule (@)

définissant F. On trouve aprés un calcul facile, mais un peu long et
sans intérét,

—5?  Unm e Je, om ' a0
R————— logo ’ wh, (‘u)——du — = I o loger fo, ) =

o 2 A F T e
- cos(x -— Yy

= £or. L dey]
- a— ';l. u [‘oll fi(u)—-n o J el

1y- -
' Ta ) L8] /
-5 l lha wh (w) — !WJ du v

d’ou, sur le cercle de ravon 1,

1
cus(g — “)f o* (39!1,—:—3%) ds.,

3

;e am b a0, = S 28,
2 _ .= 5 - = Cosig — 23 RIS
) 28 ; : V[ 52l —— X ds = 5 cos(s _-).[: o (oph. o dp)dp'

fu

'5" -'

Par suite, en portant ces valeurs dans (4) et se rappelant les pro-
Journ. de Math.. tome XH1. — Fasc. U, 1g3]. 34
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priétés de I indiquées au paragraphe 7, il vient

i
am . i .08, NN BT ‘
@)= 5 cos{s — 2) [L[ o (\ap fr -2 -——091 ) do —3 ,)F,I] R Ol LR

Ja . ; .
ou, en remplagant —= par sa valeur donnéc en founction de A, par (3)

et se rappelant (ue

—[: ltl.(:v[J._I'(.l‘. a)dy :—:I“(I_rb[U'{ﬁ_. e,

TS 1‘ . . .
o) = }‘A [ﬂ. cos (g — E‘.'}[ st — ) dfu) dy - vusu.(a—~£l;nl.

bl L}

I'expression

et par suite le coefficient de u. dans I'équation de ramification est

s ol
17

Ve T-j SRR Y N AN
x est donc en général du premier ordre en . :
- 1
= 'l?" 7} f o(o* — ) (p)do v ..,
.

et la vitesse de propagation de Uonde differe de celle de Airy par une
quantité du méme ordre que la hauteur de Uonde. Dans le cas irrota-
tionnel, ou si le tourbillon est du second ordre, la vitesse est égale &
celle de Airy au deuxiéme ordre prés. Mais il en est encore ainsi
st k. (), non identiquement nul, satisfait &

1
f s(0— sy h(8) dos==u,

équation qui a une infinité de solutions en A,.
Remarquons que si I'on cherchait les ondes pour lesquelles p =1,
Y ¥ N Cy \ . i s
(c- = ,—‘__), ou obtiendrait, en annulant dans1’équation de ramification
25 i
tous les coefficients des puissances de . (termes indépendants de ),
des relations intégrales pour h,, ..., h,, ... qui détermineraient une
infinité de fonctions /4 répondant i la question. L'onde de Gerstner
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n'est done pas caractérisée par la propriété d’avoir une vitesse donnée
par

Elle est au contraire caractérisée univoquement par la relation:

Y § ) .
(3) j‘ A L

dont nous avons donné précédemment la signification physique. Cette
relation s’écrit, dans notre systéme,

T e
l %d\;u,

L

quel que soit ;; d'ot, en vertu du choix de 'axe des z,

o -

2T
1 ‘re'.\‘ =,
v

ou, puisque J V ds = o quel que soit ¢ :
L]

o

[“ (m - 8)ds o,

v

Ou en déduit

f (.U.h :-l‘v)(l.\“;u~
n
c’est-d-dire

('6,) [‘Lh - — --~l— [ I efx.

an ),

Si l'on remplace dauns F les quantités incounues qui y figurent par
la solution exprimée en wh, u, %, on oblient une équation intégrale
en /i du type de Schmidt (généralisé au cas ol les noyaux peuvent
devenir infinis). Cetle équation a une solution unique puisque I'équa-
tion linéarisée se réduit, I' étant dusecond ordre, a i/ = o. On vérifie
en méme temps que le transport de masse global, égal au produit de ¢
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par la valeur de v au centre,

vio, 0y == —~ :;E »”:(F — wh)log ;‘-O s els
est bien nul.

Ayant déterminé z univoquement en fonction de i et €, il nous
reste a déterminer Q. Nous écrivons pour cela la condition +* (o) = o,
c’est-a-dire

Lol Vo) + o (0) = o,

ou P'on doit remplacer z par le développement en u donné par I'équa-
tion de ramification.

Or, des calculs précédents résulte aisément que la solution est
donnée au troisiéme ordre prés par

Vs, oy — — povos(x — Q)
. 1
\

Q-

: " 5=

— e i 26 cos{x — &2) ’ it — ) fegee) ddee — i‘cos:a(z — sz),:
; . -
L™ ‘

- urocos(x — L) = ...,
ou, en tenant compte de la valeur de » trouvée,

Vip, a)=—pocos(a — Q) — Zu¥seosar(a — R ...,

~p5

et par

wig, 2) =2 G, 2 QY= ..
olt C a la valeur donnée par I'équation (6). On a, en particulier.
G Vs T g gos (o — L2

W1 -
— }L'%‘ [cosu — .L!)J Wt (u)de— cus-z{at—i!)l s
et I'équation (g) déterminant Q s’écrit, aprés division par .,
- 1
— cos — p.% [cosﬂf w(zwr-1)h (u) du <+ coszﬂ] “+...=o.

Pour w=—o0 (ce qui entraine naturellement z=o0) l'équation
donne cos{)l —o, Q= ‘— La dérivée du premier membre de I'équa-
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tion par rapport a Q

"~ 1
sin€2 -+ p.,;—' lsinﬂ f w(ae— ) h{u)dn —a sin-mﬂ] ...

A
est différente de zéro pour w—=o0, @ = ;, cette équation définit donc Q

d’une maniére unique en fonction de y. Q est voisin de - et les axesde

v . . . . 3 s
symétrie sont voisins des droites 5 - n--
1 2

CHAPITRE III.

CAS DE LA PROFONDEUR FINIE.

Nous nous proposons de démontrer I'existence d’une infinité d’ondes
comprenant comme cas particulier 'onde irrotationnelle. Nous allons
montrer pour cela que, pour toute fonction /A(z) arbitrairement
donnée, mais bornée et continue au sens de Holder, on peut trouver,
dans la couronne (D), 5,S¢ <1, une fonction + petite et continue aun
sens de Holder ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres et telle
qu'on ait

Av—ph +F,

ou F a la valeur donnée par (a) ou (a') et est par conséquent du
deuxiéme ordre, avec les conditions aux limites suivantes :

Sur le cercle de rayon 1,

g . X =T gt
5 = pt— — —de =",
on P aw ), on '

ol ®* a l'expression (b) et est du second ordre;

Sur le cercle de rayon g,,
= p.

en désignant d'une fagon générale par 5™ la valeur que prend sur le
cercle de rayon g, une fonction s définie dans la couronne.
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15. TRANSFORMATION DU PROBLEME. — Nous procédons comme dans le
cas de la profondeur infinie. Nous appelons © la fonction de ¢ (et

de w) solution de
AQ —=ph,

réguliére a Pintérieur de la couronne et nulle sur le contour @ = o,
0™ =o0. Nous aurons encore

e 1 [‘ T et

r XN

Cette fonction @ est d’ailleurs dennée par
P

' 4
(1) (-)(‘p):f wloge fe () w du -!—p.logpl:f o fi(w)die

fo
]

log e

- 10820

Be(u) e du] .

On pose, comme dans le cas de la profondeur finie,

il E, V)yz=-— Tl:f/ Fivo L0 2 n) log ’ldE et
B I

La formule de Poisson donne encore

Aa=F

et la fonction V définie par la relation

v @ \4_,
est harmonique et salisfait sur le cercle de rayon 1 a

dn =5z A -aTl-dw—— - —po PV e, L

—

Jv* Tavt i * G Ju”
dn £ V=2 {‘ }

On est donc encore ramené a trouver, dans la couronne D(z,<z<1)
la fonction w, et la fonction harmonique V sachant que I'on a, dans la
couronne

(2) o, 1)__———ffF(V——0—m oo Zon) log Lz,
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sur le cercle de rayon 1,

ay OV TGV dw* . 1 do
(3) ;);;-:—P\ ——'—)—1—: A —t):ds—— DIT—E—PM-?!?EW -&Id'f)

sur le cercle de rayon 3,

(1) Vi ™,

On démontre, comme au Chapitre précédent, que la relation

{ v r[a -,

. . . oVt .
subsiste. Au contraire on n'a plus cette fois f —n ds = o0, mais
[

seulement
R A% B L%
(5] ‘—d:—dv f e podi —o,

e

t désignant I'angle polaire sur le cercle de rayon g,.

Comme dans le Chapitre I, nous déduisons V i l'intérieur de
la couronne par la formule de Green. V est alors donné, en posant
encore

\ I\ . A w 3T
l ::——'—); don L = L Y P

par
N vy f (v ! i ) Is
(‘J-’ ll ) ‘—!— T ( E)’_' Ua ;: - —);; 0 —’ s

U'intégrale étant étendue au contour total limitant D, ¢’est-a-dire

¢ h] ‘t'(.r1 vous -—‘—- v -d ds _— l» ](!“ — ﬂrt
‘ EF-A ehn SE A
il [ £ boa —-rH o En ”’"“ m* i)- IO“ - di.
¥ )-:‘," e

Si l'on fait tendre le point (&, y) vers un point 6 du cercle de
rayon I, les trois derniéres intégrales ont un sens a la limite et
tendent vers ces valeurs limites. La premiére est un potentiel de
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double couche qui tend d'une fagon continue vers

_ e
AT AiT

lim f A% —fi log lads=mVrigi — 2 Visids==Vie
n " B

g B

D’on la relation

¢ - L il = A L
=) LY ‘{g-)__—— [ U log ————els — g f B log ——— ot
‘ rs. ) =0 Tritsy
6, {7 d 1
-2 w”——log———dl.
™ ” dn, °© ;"f_t, T

ou (P, Q) désigne la distance des points P et Q; nous convenons
d’autre part de désigner pars, o, ... des points du cercle de ravon 1,

et par f, <, ... les points du cercle de rayon 3,. J—L
dérivée au point ¢ prise suivant la normale intérieure au domaine D.

En combinant cette équation avec I'équation (3) on obtient, pour
déterminer U, I'équation

représente la

$)  UMe 3—~f U log — _as— L ] i) ds

e

. \P'ﬂf [‘li*(t} ]0“
L G NE B S "d‘w‘ e T ) e
____T_j: I d‘mlob r‘(l‘,’:‘l‘{” ( AT e =) u’.s‘:)t L L

Mais ceite équation fait intervenir U*". Pour obtenir cette quan-
tité, nous dérivons par rapport a g I'équation donnant V a l'intérienr
de la couronne. Il vient

.. ) R AL L v L o t
fgr Ul vi—=— U ——log—ds — — Vie——Tlog —«els
21, do i 1T dads T
o A = 1
AL f [:“ — lnﬂ ~ d’t — = " lng — et
am s T

et nous faisons tendre le point (&, ¥) vers un point ¢ du cercle de
rayon g,.

Les deux premiéres intégrales n’apportent évidemment aucune com-
plication, il suffit dans leurs expressions de remplacer le point (g, =)
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par le point (z,, ¢). La troisiéme intégrale représente une dérivée
premiére de potentiel de simple couche. Nous avons rappelé au
Chapitre Il les théorémes de Korn relatifs aux dérivées premiéres et
secondes des potentiels de simple et double couches. Tous ces théo-
rémes sont encore valables qualitativement pour un domaine extérieur
au cercle et compris tout entier & distance finie. Les bornes données
(§ 8) pour ces potentiels et leurs dérivées dans le domaine intérieur
doivent étre légérement modifiées pour le domaine extérieur frontiére
comprise. Les termes qui s’ajoutent proviennent des discontinuités de
ces dérivées quand on traverse la frontiére. On peut prendre, pour le
cas extérieur, les bornes suivantes :
Potentiel de simple couche :

o’ ;;é»\:[l:,_.h-- S
L, e
I dT]l, [Fj;:]‘lé\"tt "L ---- \ l n-
o, Fi, T .. dU e o
A’ Aedr’ v = s ds A IAW]}.“'_ VLS — VUG s

" - 2, e , dU;, el i A
AL I LA Ol ) po o e ) U e AT
‘_ d? |, [l).l‘ r;[l'_l*,_' I_ 2 J;‘: A ds '\'[ ds J; S AT AT

et conserver les bornes données pour le potentiel de double couche.
En particulier, nous sommes assurés ici de 1'existence d'une limite

o e 0 - . . . 1
pour l'intégrale f & d—ologim. Cette limite s’obtient immédiate-

“0

ment en remarquant qu’a Pextérieur du cercle, on a

B

. 1 R n— ‘
I l T ]t‘i."’— dl —— I l - — .0 = Pl] CDS?
s r A 5 - 52— 900, €080

~a

ot

| - 5 — D, COS
[Tt

T — 305, COSY =~ G

Par suite, on montre, a I'aide d'un raisonnement classique, que
I'intégrale

-

N - s g t o,
fn U1 = U (0] 3 log Lt

-
Journ. de Math., tome XIIL. — Fasc, 111, 1934. 35
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est continue quand le point (3, «) tend vers le point (g,, ¢), et I'on en
déduit que

Y A J 1 ... ST AR
iim I U iz)- - log— do==— Iy - — L "z el
da  “r Pa 0

Enlfin la derniére intégrale du second membre de 'équation (g)

l’ '-?i“——ﬂ()'“ - d‘

o ) ony r
P

est la dérivée premiére d’un potentiel de double couche, elle tend
donc vers une limite (™) lorsque le point (g, «) tend vers un
point (g, ) du cercle de ravon g,. On vérifie sans difficulté, par un
calcul analogue a ceux du Chapitre 11 (§ 8), que P'on a dans ce cas,
I'expression simple

o

o 2E 1
- / m'' — log — oz
o dn, “r

LRl

x=w . Fdo '\ —(z—a)|t—a|* 6| (p*+p2)eos(t—a)—2p0,| ,
— . 5"““‘“"‘““"(? [o2-+ B2 — 200 cm(‘“—v)]* s,
o— h P e Syl B i

d o

fe R P . .
g, e . dw™ S — v — ),
O ’:/ (J: l+01h_1-(di,") =D efz.

inisin?
'lm"“ b~ .

1l en résulte que £°(w™") est bornée par une expression de la forme

— I‘ LL ]
Clwt) A, | %J :
. *

On montre d’ailleurs également que

T < N -r‘{(ﬂ“
LE[h,i 'i‘.’.\‘hlﬁ\'_‘f{TJ}~-

On peut donc finalement écrire, pour déterminer U™, I'é

equatmu

(10) U™ — I—f _t"‘(-:)d:

REP

' i aw - o2 [ n
*___\ s — — | \v* o _‘E-l_“:“ o .
[ ¢ dig tog Tres J)m i z)md‘m]n“r(s, Mds z 5 ()

i v
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Mais cette équation ne détermine U** en fonction de U*, V*, 0™ qu’a
une constante prés. Si d’ailleurs on étudie le systéme donnant la pre-
miére approximation du systéme (2), (7), (8), (10), on constate
que U; et U;" ne sont déterminés qu’a des constantes prés, constantes

2w WIT
introduites par les termes | U, ds, f U, " di et liées par
~n

f- UG ds =0, I _ BRI N

“u b1l

Pour les éliminer des équations et lever la difficulté que nous
venons de signaler, nous allons montrer qu’elles sont d'ordre supé-
rieur et pour cela calculer ces quantités en fonction de w. Pour ce
faire, remarquons que, a l'intéricur de la couronne, logs est une
fonction harmonique et réguliére. 1l en cst de méme de V. Nous
pouvons donc appliquer la formule de Green

I" fnmu:« I"A® e dy .1.~j‘(\m‘_’l“;~ W ”‘D) do = o,
.“ [

Ja . dn n

a ces deux fonctions dans le domaiue considéré. 1l vient

A J ::;l'o — %:— Inngp) da— o,

*.
Gontour total

Mais, sur le cercle de rayon 1, logg est nul. On a done

2z PR IR gy
_I \nls-aﬂl \“purllw.)( O ogpupe di=o.

Or, nous savons que

Vids — o,
1
| e S
et nous avens posé
d‘v** L lI‘*
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La relation obtenue donne donc

= ' am ‘
f it — —-—-—f o™ ot
o Pa log Po 0

d’on I'on déduit que
f‘— Urds = ! f— el
" I‘m‘gpﬂ n

Ces deux quantités sont donc du deuxiéme ordre au moins. Nous
sommes ainsi ramenés & résoudre le systéme intégro-différentiel fon-
damental

o == — ;I—rffl:ﬂ"—!—@-é—m, Ceey s w)log%dﬁd‘n,

ds =+~ ‘p—_p"- f U™ log S

“ri{g, £) 7 Trie. £

“

= PR ' !
at logn, = J, iy ol
0 TN
(e )
(L
H ‘ 0 J1 Sre, s ¢ T * 1
i Hk £)— — i i* ¥ - 7 o ‘-.
Ut — f e e [V tog s

= P,

l V*(a‘)—_——%fﬂU*(s) log—l—ds
| L]

r{c, s)
e T ovinteg— Lt [ L lee .
‘ N A TR e, 1) =, dn, °r(c, t)

Ce systéme est un peu plus compliqué que le systéme fondamental
intervenant dans le cas de la profondeur infinie, mais il se résout éga-
lement sans difficulté par approximations successives. La discussion
du systéme linéarisé nécessite un certain nombre de calculs d’inté-
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grales que nous avons réunis, pour simplifier, dans le paragraphe
suivant.
16. QurLouks iNtiGrALES DEFINIES. — Caleulons d’abord

i E 1 J . 1
ll—jo logr(a, 5 Ee-,l()gr(t,s)m

:lf- log[R? - pi— 2p, R cos(t —7)]

Y
a

o, — Rcos(&—s)
B2t p2— ap,Reos(t—s)

dt,

avec R > g,, les points ¢ et s étant sur le cercle de rayon R. Nous
posons t— g =19, ¢ — s = 3. Il vient

1

25 . _ ) 5, — BR(cosP cosy —sinfBsino
11::’( log[R2 -+~ 5y — 2, R cosg | gr=F b eoss Beine)

; . . o,
+0f —a2p,R(cosB cosp—simBsing)

WA
Posons enfin : z =% d’oul
. 545! . 53— 3!
ey — — (s s, COS Y o= ————y SN ¢ =— ———-
7 7 a ! AL

L’intégrale se transforme en une intégrale curviligne sur le cercle
unilé C, prise dans le sens positif, du point + 1 au point 41,

L=k [ o[ 2B ED) = Rnlrr 2]
(€} ] |

[3

Si 'on remarque que I'on a

-

[ 2pos — Res2— Re B o
Jie,3[5(Re+ p3) —poReBs— g Re B

I /1 i E
= —f - — —+ R dz:o,
wbfed = o _Pow o T
R 0,

on voit que la déiermination choisie au départ pour le logarithme est
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sans importance, et que ’on peul écrire

1 1 t
10" — — '-) - — -+ i s
IPU (€ P" ~ T — P'_‘ o—is 5 — i i
\ R 04
i 1 1 ’
; f |o« L. - — Wl
L * = -";:"_ =% o i
>
K P
] t 1 t
- ogsf - — iz =
) z P R,
z s i F— — i3
Pa
i
= | IO |
-_— . i [
s,| Pn( il

L'intégrale I, étant réelle on peut d'ailleurs, pour simplifier, se
borner a calculer les parties purement imaginaires I}, 17, 1!
del, ,I,., 1, ;. Onaimmédiatement

I" == g loy ——,
11 Ty d!

]J
Pour calculer 1, . 1l suffit de considérer le contour formé du cercle

_— N
ou d' désigne la distance r(—, e —’H) des points — et £t e—7%,
By R

unité C et d’un lacet partant du point 1 et entourant le pomt 2. En
désignant par R: le résidu relatif au pole z =, on a

i
o 2T - - du —=2infR, + Uv“ s
"" e—i.”" A )
d’ot, en posant

s of P Pu h R Y S A
&= " Be'ﬁ) d_r(l,looe .), a"-_l( e :

[ 4 *
IV, 2in (10n ‘“- — ln: — - [un — y=aiw (Iw T{ — lo"(l)

k]

c’est-a-dire



ONDES PERMANENTES PI:IRIODIQUES. 279

Pour calculer I, ,; considérons le contour formé du cercle unité C,
d’une coupure rectiligne joignant le point 1 au point ¢ voisin de O sur
le demi-axe réel posilif, et d'un petit cercle () de centre O et de
rayon O¢; nous obtenons

. e 1 1 A
~ b+ tatﬁf Pl - m e
. t— Bugmis g D
L Pa
i 1 I .
lo., sf - -4~ ds—=2imRg,
ke 7] . {2 . e
5 — BV i 2 — — i k
[ 0,

Si 'on remarque que

. el . ogz .
--.:7:[ [-:tunﬁo_u'e, }( = dz=i (Iugs—qu})d.)”'— 2iwloge 4 2wt
' vy o
:

)"

on voit, en faisant tendre = vers zéro, que I'on a, a la limite

,n R Po
— 1, + nrc(—lou T oy Pu“") — aiwloy (I{)

. oot
1Y o= miw log

1o

c’est-a-dire

Nous trouvous donc

I e K o < Wt T | 1
== 0 —_— —_ | == — oy
I NPT < N o T pgrl’
or
R 2 W — apilRZcosB +p

()= —5 -+ ul — 2008 e

Fot R = i
ol
B2

(1) I,—= Zlog

Po  YR*—ap2R2 cosﬁ—i—o
et finalement, pour R =1,

(l) T = l - ! .
Po p L — upg eos{d —8§) -+ pj

On en déduit aisément 'intégrale

23 ()
I._.:f logr(a, t)s———logr(s, ¢)dL
A T dngdny
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Remarquouns en effet que ’'on a

Jl,  (*Tdlogr(ag, t) dlogr(s, ) dt— 1,
JR IR on, o

mais d’apres (1)
dl, _ »%p, i — RrceosH
JRT R OR— "pi, R? cosB + o,,

D’autre part, on a
fﬁr‘dlog‘r(a, t)y dlogr(s, t) i

U’H d”‘f
l{—;n g—1 "‘—I{C (s — ¢
P cos( } 2 . 05§ ) s

K+ 52 — 20,1 cos(F — t) he =68 — 20, Reos(s — 1)

L

“h

ou, en passant toujours en ¢ et 3, et posant 5 = ¢,

Falogr(e. by dlogris. &) i
JR oy

23R — g1+ 3¥) 25,5 — Hedzr— Re s
(R = )

) = “ P TR
+03)— Ro,(1+3*) 77 s(K2-03) — z?g,Re—p, Re—3 =

Et un simple calcul de résidus donne

dR an; dt= R Rif ol —2pZRicosf’

. f;'d]ow(a', t) dlogri{s, &) TGy o2 — R? cos 3
’ 4]

D’ou pour R =1, et en repassant aux variables initiales,

ph—cos(s — o)
- "y *
2p5 cos(s — 5)

a -
(3 L= — 55,

- 4 T
L—== 0y

Enfin nous obtiendrons les quantités

A= r cas mes log

1

els

/1—apcos(s—ag)-+pd
\’ i) ( ! Pl) (”l7_’__0)'.

2%

¥
,,l_f sin ms log - ds
2 &
Vi— 2p2cos(s —a) 4 pi

en calculant

2w

App—=—2 A, — ntB,,,_f eimns log[1 — 203 cos{s — &) - ol ] ds.
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On a alors, en posant encore 5 = ¢”,
. . i e’
P‘l_: e——m’( z— P;.: f;‘“’) (__) —_ 3)
Ay — — if s log - B dz.
lc‘l -~

En intégrant par parties on obtient, puisque m est différent de zéro,

2 i @ F e's ‘
g ls—pie®) \or —=) |

—r L

A,,— —— variation de | " log W
e ] =
] S P

o4
Or l'argument de la fraction intervenant sous le logarithme reprend
sa valeur initiale quand 3 décrit le cercle de rayon 15 la variation du
crochet est donc nulle et nous avons

TS
A, — — 20 o i
" m Po
D'on
. 4 T
(4 Ap— —p2™cosma,
m
- , T am e
(3) B.— ~ og™ sin ma.
(2] .

On en déduit les quantités

=

qj‘m = [

[

or— cos{s — o)
1

4+ ol — apicos(s —a)

els,

CORINS
t

b, — f sin ms
“a

2 et K
pi—ros{s—a) .

L+ po— 2picos(s —a)

€n remarquan i que

At T " e ;
F‘m -+ []')m — [ PRI Pi— (’U:’(s —7) s — Lo, — Tcpzm~2 eima
i} - i T e - i - :
J, Lo —apicns(s —g) doe Op
b "
d'ou
(6) Cp==— p2™ Vi cosma,
(7) D,y—=— mwp2™ " sin g,

17. ForRME DEFINITIVE DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL. — INOUS remar-
quons que la quatriéme équation du systéme fondamental (1r1)
Journ, de Math,, tome X1II,— Fasc. II, 1g34. 36
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(§ 15) est, en tenant compte de la deuxiéme, équivalente &

3w de” I Gy
™ et —_— 4 pwt— — — ds
@ dn aw S, dn

vty 7
P amplogp, — p P

Nous pouvons done pour simplifier le systéme porter cette valeur
de V* dans la troisi¢éme équation. Celle-ci s’éerit alors

U**:lf- U’—?—lng———l— ds
nJ, o, T rit,s)

9 -

i R 1 ‘ 1 oL R 1
- ﬁl“ v dn, dny log r{t, s) ds — p—rbf ¢ dnson, log r(t. s) ds

k313

[
1 y d‘m* *) d' i ‘ 0

— log Is +
dn.dny T r(t, s) 27y, logp,

[ v Po oy xe
CpnlJ, on + n,L(w )

puisque
ds—ao.

f dnsdnt s (3 t)

Portons cette valeur de U** dans la premiére équation du systéme;
en remarquant que

ax

27 .
‘fm. log G “dt_o,

que, d’aprés (1) (§ 16), on a, en posant pour simplifier

T\ 1— 2p%cos(c — )+ B,

f— [f- ?U*(S)d (: 5 ds] lo‘g—————r(;‘ ”clt
1 Jd 1 . . an . \ .
—f [f r(a’, t) on, Jn, 18 r(s, 1) dtJ Ul(s)ds = P:‘fl.‘ log ta,s) U*(s) ds,
et que d’aprés (3)(§16),0na
2 . l |
I:f v (s)dns dn;l T (s, t)df] log = (e, ”’”

"‘ﬂ' ™ 1 N
[ dng dnt lo r(s, t)logr(a, t)dt] U(s)ds

__.rpﬂf 3 ]10\.1———)][, (s)ds,

ll‘
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il vient
T+ . [ * " lae F(3 8) unf .
Uo) + : [ l T )‘ds—%— p- d( }L( $)ds
a pw r w™ dt
e 8 e L sy ds o Tt
wJ, (g3 r(n- $) 217 logp,
— ﬁ g J u-i da : Wl LN _E&W. a'-r —— T_.
r[ d(;pfm)m’“r(du )ds, = ' d, log dt
——!-)@fh ﬁ(m”)‘log-[—dt—— dw - —— Qw—ds)
= r \ n aw ), dn
Et le systéme (11) (§ 13) peut s’écrire sous la forme équivalente
m:—.]—[‘— ffF(T—%B—%fu. vens Z_,n)log%c{i_dn,
‘*-_‘,__B = 1 rl[a-‘;)___llll J I T % *y o *
U= “I l:or (z.5) (“' l:‘(a"‘s) Us)ds=E{w*)+ D{a"%)+G",
iz fdlogt )
SPURLEY B TN (R B L3 |
t _r[ L ( on,  p dnsdie,lon r s

am

w27 doot > f ot
_t SR DR S p
PeJ, ('D on ¥ )

On. dn, dn a’s ‘ m + u.ﬂ (@7
— :l-fm[f*log o s+ f U () log
g
— %»n ) o™ rJ“iz Iog‘m dt,
en posant
Efwm')=— ?%%—pr — Tl—_— %?5113)

_%[Hd(l;;__)]o r(a-l ﬂ(%’i : pm\\ds

6= mki?"j ., _ d(iu)‘ lugr(w[,‘ 5

‘ 2 ‘
___.__4_&1'.‘[ m"_g_.loc_r.__l_dt
270, logn, 7 J, dne “r(s, )
o o ]
— -E-‘ﬂ—" fog £ {w™) dt.
=, T r(s, t)
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18. ETUDE DE LA PREMIERE APPROXIMATION, — La premiére approxima-
tion est donnée par

(1 =0,

() U?-i-%j"m["’f'rg: 3+ st | Vi ds=e.
¢ ur=c| T [ ){fr,"’f o T ;dn?;m]"gr(;.t)st‘
(%) vV :—_f. Ut (s) log G, )dx-~‘:§[2:i5'ﬁ’|0;;(;,_)dh

U;" puis V| sont donc univoquement déterminés quand on connait U’.
Il suffit par conséquent de discuter I'équation intégrale linéaire don-
nant U;.

Lorsque p est quelconque l'équation (2) n’a pas de solution diffé-
rente de zéro. Nous allons montrer que I'on peut, comme dans le cas
de la profondeur infinie, déterminer p pour que L, cosms - M,, sinms
ou L, et M, sont arbitraires, soit solution. En effet, si I’on porte cette
expression dans I’équation (2), il vient

L,.cosmo <+ M, sinmeo

e
™

/] - . . 1
_ i f (Ly, cosms +- M, sinms) log — ds
T Ja I (9‘. S)
, -
4 L (L, cosms + M,, sinms) log s
T J l‘( 5}
4 : al—cos(s —@)

s —o.

_ [ (Vo cos nes +— M, sinms)

v

SR | 2
14 pp— 293 cos(s —a)

Ce qui peut s’écrire en vertu des formules (4), (5), (6), (7)(§ 16)

. ) /] .
(Lycosmoe 4+ M, sinmg) [ 1 — i —+ Ll piM gt ) — .
" m't '
b} ]
d’ou
| = pm i
~ p?
p=mo——im=m cotgh (m. log ;) >
L— Oy N LE

p ¢tant ainsi déterminé, il n’y a pas d’autre solution de la forme

L cosmie = M, sinm’s



]
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puisque I’équation

i
= p tangh (m log E_) »
&

a au plus une racine positive en .
La suite des fonctions

COsF,  sing, ..., COSMEZ, Slame, ..,

a laquelle il faut ajouter 1, pour p infini, cst un systéme complet de
fonctions orthogonales. Nous obtenons ainsi toutes les solutions fon-
damentales de I'équation (2), les valeurs caractéristiques correspon-
dantes étant

T

Sl 4
am?

L— Pu

1 -

S

’ chen m
| —

o
XH)

en appelant encore valeurs caractéristiques les valeurs de p pour les-
quelles il y a une solution non nulle, bien que I'équation n’ail pas la
forme classique. Mais on se raméne immédiatement a ce cas. En effet,
I'équation (2) peut s’écrire

23

A2 T

Uite)— ol / "—_:_COS("._G) ofs = Qj h)_::'r—(’;—ﬁ U3 (s) ofs,
" " A 3

T L=~ 04— 2p;cos(s —a) = g, s

(24

o

or on constate, a I'aide des formules (6), (7) (§ 16), que le noyau

Cos(s — 7)

2 2
7\‘00 i
W

1"

T L4 1p) cos(s — )

a pour valeurs caractéristiques

-t 1
A= e por TRNEERD
vo
Il admet donc pour A =1 un noyau résolvant 9¢(s, ¢) lui-méme
symétrique et U'équation considérée est équivalente a

25

R 2 i I 0 N ey IC )
Wig)= ﬁfn. [lﬂa—r'(c,s) ‘f"‘ I {e, u)lon———-——~'_(u’ s)r.lu iWLL(s)n’s,

oli le noyau est encore symétrique en (¢ — ).
Comme dans le cas de la profondeur infinie nous ne considérerons
que ’onde fondamentale et négligerons les harmoniques.
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Nous avons alors en premiére approximation

p= 1P,
) 1—p3
Or nous avons posé
_?KA:{
Po=—¢
et
H=Ayg,
on a donc

= cotgh 2 1;_” s

. \:2 . s » 1
et puisque p=— p= et que A est, au premier ordre prés, égal a .
ona

arll

o
= 22 tanpl 22
By 7

La vitesse de propagation est donc encore égale en premiére approxi-
mation & la valeur classique donnée par Airy dans le cas irrotationnel,
mais elle en différe en général d’une quantité du premier ordre.

Nous posons d’une fagon générale

1= 03

—_—_— A
5
L=

P=
ou % est un parameétre petit. Enfin nous allons, comme dans le cas de
la profondeur infinie, nous ramener pour déterminer U* & une équa-
tion intégrale n’ayant plus de solutions fondamentales. Nous posons

_ri=mop t(e.8)  pg o2 — cos(s — @)
T L—py r{ss) T 1= 0} — a5l cos(s—ag)
i . -
=X (s, ¢) —— —(cosscosg - sinssing) + N,
d'ou i
X cos{s — &g
Nis. ¢y =H(s. o) — —(_—.—),

S

et I’équation donnant U* peut s’écrire

U*(o) —a—me(s, o) U*(s) ds

-
2

r,Coss - r,sing 3 (s, 8),., . - ~
_n — _Ef logmL(,q)ds—{—E(m)—i—D(m )+ G5,
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€en pOSﬂﬂl’. encore

AT 2R
r—= f U* coss ds, rE:j U*sins ds.
(4]

“0

En appelant 9U(s, s) le noyau résolvant de N(g, 5), on a I'équation
équivalente

quip oy F1COSG+ rusing % = LEE )L X - G*
U(e)= p — ﬁf“‘ lob]———_(aﬁ S)L (s) ds + E{w*) + D (™) +

— [ s o) [— Ef_ IUL.M U*(u)du—e—l?—|—D"'*+G*] ds,
o T J, r(s, «)

que nous écrirons pour simplifier

(3) Us) = r, cosa’—;—r.:smo' —'r-é(c.)*)—;—('b(m**)—;—(}‘,
en posant
&(w') =E(o*) + I(s, o) E(w*)ds,
v o -

D{w")=D(w"™) + (s, 7) D(w™) ds,
(]

w

. e * loo 1% $) foa
G =) 10“1——'(0, s)L (s)ds

o (T W)
+JS m(s,a)[G Ef., loﬁi_(u’s)L(n)du] ds.

19. RfSoLUTION DU SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL PAR APPROXIMATIONS
sUCCESSIVES. — Nous avons trouvé pour la premiére approximation

W, =0,
ry€osg -+ r, sing
T

U=

Pour calculer la r®* approximation connaissant la (rn —1)*"*, nous
posons d’une fagcon générale
1 - } | B
(1) Wp==— —ffl*(V,‘_l—i— O+ w,y, ..., £ n)log - di da,
QT s r

7, €OST -+ 7, 8ingG
F

(2) U= + &(wy) + O(wy") + Gy
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Connaissant o, et U}, on en déduit U, au moyen de
. Cae 1 o 70 ! TR & I
(3 U, :7_3»[ U, (ml—’log;—*—l—)mlog;)ds
[ oy ar

b /d * ()2
1 W . 1 v
- = L poy )5 log—ds - L
P, dn dn;dn, r 27 P, logs,

P(V o * kN 1 o * ()2 | 1
P Ny o A ) — — (I’ —— log ——({S,
T (] reJ, “ton.dn, T
puis V; al'aide de
(1 Vi 2 U es s P U loge—t— it
= J, Tris. o) ./, “r(e, 1)
oy 77 .. 0 1
— ot —log ——— /1t
T [ O Cr(e, 1)
1l en résulte que V, est donné par
i
. ' =7 Jd 1 1 L .,
3 vV, — — V' — log- efs — — [ U loy —fs
(2) " -zﬂj “on o7 am T

o - I 5 oY !
- f U} tog — et — 2 my e log = dt,
BT r 2T, tIn r

et par dérivation on obtient toutes les quantités nécessaires au calcul
de la (n +1)®** approximation.

Si I'on adjoignait aux équations déja écrites les équations donnant
les cingq dérivées premiéres et secondes de w, et de V,,, celles donnant
A0 dU* dvV* &2V
Tdt P ds s T ds?
venir), et les équations donnant les quantités ® de toutes ces inconnues,
on obtiendrait un systéme d’équations inlégrales non linéaires, qui
serait, grice aux théorémes de Korn utilisés pour le calcul des dérivées
et de leurs crochets, de la forme de Schmidt étendue au cas de noyaux
non bornés. Il en résulte que le probléme a, pour r, r, et » plus petits
qu'un certain nombre ¢ une solution unique fonction analytique de
ces trois paramétres. La démonstration directe donnée dans le Cha-
pitre 1I s’étend d’ailleurs immédiatement. En effet, les bornes données
pour e, et ses dérivées sont encore valables. D’aprés ’équation (3),

(quantités que les dérivées précédentes font inter-
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U," est borné par la somme du preduit du maximum de U, par une
constante et d'un polynome du second degré P, par rapport aux bornes

*
N

et
sans difficulté par simple dérivation de I’équation (3) et est borné par
une expression de méme forme. Les crochets de ces deux quantités ont
de méme des bornes analogues. Il en résulte que toutes les bornes don-
nées dans le Chapitre précédent sont encore valables dans ce cas, a des
polynomes P, prés. Nous ne referons donc pas tous les raisonnements
qui subsistent intégralement.

Il nous reste & montrer seulement que 'on peutdéterminer les para-
métres r,, r,, » de maniére & satisfaire 4 toutes les conditions du pro-
bléme.

On montre exactement comme au Chapitre précédent que la solution
est symétrique. En posant

s’obtient

g,d,, d,, ... assignées aux approximationsd’ordren—1.

= FEpcos &2, r.—=rpsing,

les deux équations de ramification se réduisent encore & 'unique équa-
tion

kAT

yu:_—_f U*(s) cos(s — Q) ds.

20. Discussiox DE L’EQUATION DE RAMIFICATION. — Comme pour la pro-
fondeur infinie, on voit que . est en facteur dans la solution que nous
chercherons done sous la forme

(1) U'fe) = [cos(o — Q) + pa} (7, Q)+ =aj(7, ) +-...],
(2) w{z, 3y =2 Clx, »; Q)+... ]

L’équation de ramification s’écrit encore, en divisant par i qui est
nécessairement différent de zéro

Iw

(3) o:p/‘_.a;cos(a—ﬂ)do’—!-zf al cos(o — Q)do+. ...

o

En portant 'expression (1) de U*dans I'équation (5) (§ 18) et iden-
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tifiant en w et x, il vient

ai(a, Q) =— %f cos(s — ) log s
0

2w E3
— lf (s, ) [f lo}.j-E cos (' — Q) a’s"] ds.
El L o r

Mais puisque I’on a encore

f' J(s,o)cos(s —L)ds=o,
0

on trouve, en utilisant les formules (4), (5) (§ 16)
ai{e, &)= — (1 —pl)cos(z — Q).

D’ou comme coefficient de z dans I'équation de ramification

quantité essentiellement différente de zéro, qui tend vers zéro, si la
profondeur H devient infiniment petite. » devant étre toujours plus
pelit que ¢, le rayon de convergence pour u, ¢ 'est-a-dire la hauteur
possible de I'onde, est d’autant plus faible que la profondeur est plus
petite.

Un calcul facile mais un peu long donne pour le coefficient de p.dans
I'équation de ramification

3 1§ 5 %
fme — o} 2y, Jous —logo, ]
- [———Pf_ +(w+pa>9———']hm(p)d‘o,

o4 logs,

0

» est donc en général du premier ordre par rapport a la hauteur de
Ponde. Il est encore du deuxiéme ordre dans le cas irrotationnel et
lorsque A(g) est du second ordre ou satisfait a

o A 4y logs —logo,
v/c [P(I—.ﬂ%’.)+(l+P“)"’ Togp, ]"l(p)dp—o,

avec h(g) = h,(¢) + ordre supérieur.
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L’angle Q est encore donné par

. o2 —1
V* o) +w'(o)=— P'lof-"—}— n cos® + 2 ordre +~...—o,

bt}

et les axes de symétrie sont encore voisins des droites 77: —+ n?—)‘-

Enfin remarquons pour terminer qu’il existe encore un mouvement
unique ayant la propriété caractéristique d'étre un mouvement pure-
ment apparent, les trajectoires absolues étant toutes des courbes
fermées décrites pendant le méme temps. Pour ce mouvement, comme
pour I'onde de Gerstner dans le cas de la profondeur infinie, 2(s) est
la solution unique de I’équation intégrale non linéaire caractéristique

1) “hzz_['ff F ds.

[

Ce mousement géncralise donce trés bien I'onde de Gerstner pour la pro-
fondeur finie.



