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LES DEMI-SÉCANTES ET LES SEMI-TANGENTES AUX ENSEMBLES. 4*5 

Sur les demi-sécantes et les se/ni-taη t· entes aux ensembles ; 

PAR A. MARCHAIID. 

INTRODUCTION. 

Dans son Mémoire fondamental Sur les nombres dérivés des jonc-
tions continues, M. A. Denjoy a donné une démonstration très élé-
gante du théorème suivant ('), dû à M. H. Lebesgue (1) : une fonction 
continue d'une variable possédant en chaque point et pour un côté 
invariable un dérivé nul, médian ou extrême, est une constante. La 
démonstration de M. A. Denjoy est d'ailleurs valable si la fonction 
est continue en chaque point seulement du côté opposé au dérivé 
considéré. Je me propose de montrer que le théorème ainsi étendu 
est un cas particulier d'une proposition géométrique très générale 
dont la démonstration est simple et élémentaire. Celte proposition est 
relative aux ensembles que j'appelle fermés d\in côté et qui généra-
lisent la notion de fonction d'une variable continue d'un côté. 

Soient, dans l'espace euclidien à trois dimensions, un plan Π et 
un axe non parallèle Ο a·. Un ensemble de points à distance finie 
(mais pas nécessairement bornée) sera dit : fermé du côté de Ou· 
par rapport à la direction II, si toute suite de points de l'ensemble 

(') A. 1>«njoy, Sur tes nombres dérivés des fonctions continues ( Journ. de 
Math, pures et appt., t. I, 191α. p. 175). 

1s ï II. Lebksc.ie, Leçons surf intégration et lu recherche des fonctions pri-
mitives. 1™ édit., p. 7a. 
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d'abscisses croissantes possède un point d'accumulation (an moins) sur 
l'ensemble. On remarquera que Οα· sert uniquement à choisir un côté 
par rapport à II. 

I η ensemble fermé (au sens ordinaire) est fermé des deux côtés par 
rapport à la direction 11, mais la réciproque n'est pas vraie en 
général. 

Ceci posé, le théorème annoncé est le suivant : 
Soient II un plan, C un demi-cime conveœe situé d'un même côté par 

rapport à II et Ε un ensemble fermé de ce côté par rapport ét la direc-
tion I l ; si J A i est l'ensemble des points A de Ε tels que le demi-cône de 
sommet A, directement hamothétique à C. ne contienne à son intérieur 
aucun point de E, cet ensemble Ε n'a aucun point twtérieur au domaine 
formé par l'ensemble des demi-cônes inversement homotkétiques *ï C 
avant pour sommet les points de ; A !. 

On peut évidemment remplacer dans la conclusion J A ; par tout 
ensemble le contenant. 

L'énoncé précédent fait intervenir au même titre les points voisins 
ou non d'un point donné. C'est pourquoi nous en déduirons des 
conséquences relatives non seulement aux nombres dérivés des fonc-
tions d'une variable et aux semi-tangentes ( ' > aux ensembles, niais 
aussi des propriétés relatives aux demi-sécantes. En voici une, par 
exemple, si à tout point M d'un continu, sauf peut-être à un nombre 
lîni d'entre eux, on peut associer un point M' du continu tel que le 
vecteur MM' soit directement parallèle à une demi-droite lixe. le 
continu est un segment de droite. 

II n'est pas possible de remplacer dans ce dernier énoncé « denii-
droite lixe » par « droite fixe ». D'ailleurs, comme on le verra, il sera 
toujours indispensable de faire une hypothèse d'orientation. 

Indépendamment des conséquences directes du théorème général, 
ou trouvera diverses extensions se rapportant à la théorie des équa-
tions différentielles. 

La plupart des conclusions du présent Mémoire ont été communi-
quées à l'Académie des Sciences de Paris, le 14 mars ii)32. 

y1) On dit ordinairement u (tenu-tangente ». I Wr plus loin nos S et 9. 
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I. — Le théorème général. 

1. Le théorème en question résultera presque immédiatement 
d'une propriété élémentaire des domaines sommes de demi-cônes 
homothélïqwes à un demi-cône connexe donné. Comme on l'a dit plus 
haut, il s'agira d'ensembles situés dans l'espace euclidien à trois 
dimensions. 

Un demi-cône convexe G, de sommet O, est un ensemble fermé 
de demi-droites issues de ce point — ne remplissant pas un demi-
espace — tel que si deux points A et Β appartiennent à l'ensemble 
tout le segment Λ Β en fait égalemen t partie. 11 résulte de cette défini-
tion que si V el Β sont intérieurs à G, il en est de même du seg-
ment AB. On sait qu'il existe des plans, passant par O, tels que G 
soit tout entier d'un même côté — au sens large — par rapport à 
chacun d'eux. Γ11 demi-cône convexe peut se réduire à un dièdre. 

Pour les applications que nous avons en vue, on pourrait se borner 
aux demi-cônes dont la frontière appartient à un cône du second 
degré tel même de révolution ). Mais cette restriction n'apportant que 
des simplifications insignifiantes dans les démonstrations, il ne me 
parait pas utile de la l'aire. D'ailleurs la notion de demi-cône convexe 
est bien connue et tout à fait intuitive ι 1 t. 

2. Soit donc G un demi-cône convexe de sommet Ο. M étant un 
point quelconque de l'espace je désignerai par G ι M ) le demi-cône de 
sommet M directement boinothétique à G, et par C'(M) le demi-cône 
opposé. 

Considérons un ensemble quelconque ; α ; de points χ situés à dis-
tance finie — mais pas nécessairement bornée — et le domaine Λ

α 

constitué par l'ensemble des points de l'espace, intérieurs à l'un au 
moins des demi-cônes I 'Λ χ Ί- ne contient que des points intérieurs. 

(') Sur les ligures convexes ou pourra consulter l'excellent Ouvrage «le 
M. BONNESEN, Les pratdèmes des tsopérimëtres et des isèpiphtmes ι (iautliiei-
\ illars. ur'-y i. 

Journ. de Math.. tome \ll. — Fasc. IV, πρί. 50 
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Je dis que si un point Ρ rt%appartient pas à Α
χ
, il en est de même de tons 

les points intérieurs à Ci P). 
Pour le démontrer on utilisera les propriétés suivantes, presque 

évidentes : 

i" Si Q est intérieur à C(Ρ >, Ρ est intérieur à C't Q ). 
2® Si Q est intérieur à C\x\ tout point Ρ intérieur à C\Q) est 

intérieur à C\x). 

Établissons d'abord la première. C'(Q) est symétrique de Ct,P) par 
rapport au milieu 1 de PQ. Ce point est intérieur à G(P), doue à C.'(Q). 
Par suite Ρ est intérieur à C'(Q). 

Considérons la seconde. Soit J le symétrique de χ par rapport à Q. 
C'(3t^ est homothétique de C\Q) par rapport à J dans le rapport a. 
Le serment JP est donc tout entier intérieur à C'(Q) — car J est 
intérieur à C\x ) et par suite à C'(Q) —. Le segment JP' liomotlié-
tique de J Ρ (centre J, rapport a) est alors tout entier intérieur à C't x). 
Ρ est donc intérieur à ce demi-cône (1 ). 

Soit alors Ρ un point n'appartenant pas à Ai. et Q un point inté-
rieur à C(P). Si Q faisait partie de A

a
 il serait intérieur à un C\x >. 

Mais Ρ étant intérieur à C'(Q1 [propriété ι" |. ce point serait intérieur 
à C'(x) | propriété a" |. ce qui n'est pas. y. r. a. 

3. Donnons-nous maintenant un ensemble E, que nous suppose-
rons d'abord fermé ( au sens ordinaire G et soit ; Λ \ / 'ensemble des 
points Λ de Ε tels que C(A) ne contienne à son intérieur aucun point 
île E. 

Prenons une demi-droite Ou· intérieure à C ( Ο est le sommet de C > 
et un plan 11 passant par Ο et laissant C. d'un même côté, au sens 
large. Choisissons sur O.r un point ω à une distance de Ο égale à ï. 
où s désigne une longueur positive qui tendra vers zéro. Ceci posé, à 

chaque point A faisons correspondre le point χ tel que A χ = Ο ω. 
Les notations étant les mêmes que précédemment, il est immédiat 

(') On remarquera que l'hypothèse Ces/ ro/ov.ee n'est intervenue que dans 
la propriété Celle-ci est fausse pour un demi-cône non convexe, tandis que 
la propriété i" reste vraie. 
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que tout point A est intérieur à A

a
. Je vais montrer que Ε tout entier 

est contenu duns ce domaine. 
En effet, désignons par Ε

α
 l'ensemble îles points de Ε n'apparte-

nant pas à A
a
, c'est-à-dire qui ne lui sont pas intérieurs [nu 2]. 

L'ensemble E
a
 est fermé ('1 et par suite sa projection e

x
 sur O.r 

parallèlement à II. La borne ρ de cet ensemble du coté de O.r est la 
projection d'un point Ρ de E„ et le demi-cône C( Ρ) ne peut évidem-
ment contenir de points de Ε

α
 à son intérieur, Mais Ρ n'étant pas 

un point de ; V CyP) doit contenir à son intérieur des points de E; 
il faut alors que ceux-ci soient intérieurs à A,. Or ceci est impossible, 
car Ρ n'est pas intérieur à A

s
 [n° 2]. Il \ a contradiction. 

L'ensemble E, est donc vide et ceci quel que soit s (s). 
Désignons par ; ( A) : te do/naine constitué par l'ensemble des points 

de l'espace appartenant à l'un au moins des demi-cônes C'(A ï, fi-on-
ttère comprise, et par ; C( xV le domaine obtenu, à partir du précé-
dent, par la translation Ο ω. Tout point extérieur à ; C'(z) ; est a foi·-
tiori extérieur à A,. Soit alors M un point extérieur à J C'(A) !. ou 
pourra prendre ε assez petit pour qu'il soit extérieur à | C'(a) ; ; M ne 
peut doue appartenir à Ε. Il en résulte que cet ensemble Ε n'a aucun 
point extérieur à ; C'( A "ι 

I. Dans la démonstration du numéro précédent, nous sommes 
loin d'avoir utilisé complètement l'hypothèse, Ε est fermé. Cherchons 
à élargir le plus possible cette hypothèse. 11 faut d'abord que tous les 
points de Ε soient à distance finie. 11 faut encore que la borne ρ de ι\ 
fasse partie de ce dernier ensemble, c'est-à-dire soit la projection d'un 
point Ρ de E

a
 [sans quoi on ne pourrait affirmer que CiJP) contient 

nécessairement des points de Ε |. Ceci aura lieu si toute suite de points 
de Ε d'abscisses croissantes possède un point d'accumulation au moins 
sur Ε (l'abscisse d'un point étant celle de sa projection 1, ou bien si 
l'ensemble est contenu dans un nombre fini de plans parallèles à H. 

(' ι Car une suite de («oints non intérieurs à mi domaine ne peut avoir de 
point d'accumulation intérieur si ce domaine. 

y* Ou observera que notre procédé est en quelque sorte inverse île celui 
utilisé par M. À. I'en joy pour établir la proposition de ΜΓ l.ebesstue signalée an 
début île ce travail. 
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O'esl évident dans la seconde alternative. Considérons la première 
et soit toujours ρ la borne de du coté de 0.r. Ce point est à dis-
tance finie, sans quoi il ν aurait sur Ε une suite de points d'abscisses 
infiniment croissantes, suite qui ne peut avoir de point d'accumula-
tion à distance finie. 11 s'agit de montrer que ρ lait partie de e

jh
. c'est-

à-dire que ρ est la projection d'un point Ρ de K
s

. Supposons qu'il en 
soit autrement, ρ est alors un point d'accumulation des projections 
d'une suite M,. M

a
. ... de points de Ε d'abscisses croissantes. Cette 

suite a par hypothèse un point d'accumulation appartenant à E. 
( honnie les M, sont non intérieurs à Α.. Ρ ne peut être intérieur à ce 
domaine* il fait donc partie de E.. 

La démonstration du n™ â se poursuit alors sans changement. 

o. EXSEMBLES FERMES n r> COTÉ. — L'étude précédente nous conduit 
tout naturellement à la notion dVnjftVMÙ/e fermé d'un eôtè. Nous 
considérerons uniquement des ensembles dont tous les points sont à 
distance finie, mais pas nécessairement bornée. 

Γη ensemble Ε seta dit ferme dit ctitè de O.r par riippwï à la ditre-
tion 11, où O.»* désigne un ave non parallèle au plan donné II. si toute 
suite de ptnnis de Ε d'abscisses ciaissantes possitie un ftoint daeeumttla-
tion au moins sur E. et par extension, s'il est contenu dans un notttbir 
fini de plans parallèles à IL L'abscisse d'un point est celle de sa pro-
jection sur O.r parallèlement à IL 

Ou observera que O-r sert uniquement a choisir un dite par rap-
port à IL Dans l'espace à deux dimensions. Il sera remplacé par une 
droite. 

l u ensemble ferme au sens ordinaire est fermé des deux côtés par 
rapport à la direction IL La réciproque n'a pas lieu en général. Il 
suffit de considérer, par exemple, l'ensemble des droites du plan 
des .rv* définies par les équations 

.r = o„ ,r — rr — (/i — i, .» i. 

Cet ensemble est fermé des deux côtés par rapport à la direction Ο v. 
H est immédiat qu'un ensemble fermé des deux côtés par rapport à 

la direction 11 et pt*ssèdant un point au plus dans tout plan parallèle à 11 
est fermé au sens ordinaire. 
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Ajoutons encore qu'un ensemble fermé du côté de O.r par rapport 

à la direction II est tout entier du côté opposé à Chc par rapport à 
un plan parallèle à 11. <11 suffit pour le voir de considérer la projec-
tion de l'ensemble sur O.rV On peut dire si l'on veut que l'ensemble 
est borné du côte de O.r. Il ne l'est pas forcément du côté opposé. 

<». Considérons une fonction v= /\.r\ finie et uniforme dans 
l'intervalle t. <i. b\. On dit qu'elle est continue à gauche dans l'inter-
valle (ouvert à gauche't si /(·ιΛ ^ quand .r .r„, avec ,r<^.r„, 
pour toute valeur .r„ de l'intervalle, distincte de a. 11 résulte de cette 
definition que l'ensemble ; ta\ rY; a £ .r C h des points représentatifs de 
la fonction, est fermé du côte de O.r par rapport à la direction O v. 
La réciproque est évidente. 

On voit que la notion d'ensemble fermé d'un côté est la traduction 
géométrique et l'extension naturelle de celle de fonction continue du 
côté opposé. 

Observons en passant que si J\e\ est continue ( des deux côtésï dans 
l'intervalle, l'ensemble ; (.r, »A ; est ferme i. au sens ordinaire) et réci-
proquement ^ Ύ Cette remarque conduit à des démonstrations très 
simples pour les propriétés classiques des fonctions continues. 

7. Si maintenant nous revenons aux résultats des nos 5 et 4 nous 
pouvons énoncer le Théorème généml : 

A. Sacnt II un pian. C un demi-cône conxejce situé tTun même côté 
par rapport à ce dernier, et C un ensemble fermé du côté de C par 
mpport à la direction 11 ; si ; A ; est l'ensemble ties ftoints A de Ε tels que 
le demi-ciine de sommet A directement homothétique à C ne contienne « 
son in teneur aucun point de E, cet ensemble Ε n'a aucun point e.eténeur 
au domaine forme par l'ensemble des demi-cônes inversement homo-
thètùfues à C axant pour sommets les pttints de \ A ·. 

( '· ι I ne fonction fini·· continue de# deux côté# est nécessairement bornée, ce 
qui lia pa# lieu pour une fonction continue d'un seul coté. Considérons, par 
exemple, la fonction /(.r i délinîe dans (— ι , -t-i) de la manière suivante : 

/'i .r \ — ο si —ι i r i o. = — si ο < ,r < ι, _ _ 
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Huns îe cas d'un ensemble plan on remplacera II par une droite et 
C par un angle moindre que deux droits. 

L'ensemble ; Λ : contient toujours un point au moins, qui s'obtient 
immédiatement en projetant Ε sur un axe non parallèle à H et en con-
sidérant la borne droite de cette projection. * bien entendu il s'agit 
toujours de projection parallèlement à lie 

Il est évident qu'on peut, dans la conclusion du théorème, rem-
placer ; Λ ; par un ensemble le contenant, l'.ette remarque nous servira 
plus loin j m 101. 

Observons eniin qu'il est essentiel tie supposer que l'ensemble Ε est 
ferme *luci»tè<ieC. En effet, considérons la fonction y =/\.r\ définie 
dans l'intervalle (o.i> de la manière suivante: /"(.r\ = © si .r est 
rationnel. 1 = ι si .r est irrationnel, et prenons pour € un petit 
angle ayant pour sommet l'origine des coordonnées et pour bissectrice 
Ose. En tout point M ta . y > de l'ensemble : » .r. » V, sauf pour le point 

V » ι. ο\ l'angle Cy Mà contient à son intérieur des points de ; » .r. ν » ; ; 
néanmoins tous les points tie cet ensemble d'ordonnée ι sont extérieurs 
à l'angle C\ Vu 

8. Jusqu'à présent nous avons considère les points de l'ensemble Ε 
intérieurs à chaque demi-eône l't MV 11 revient au même de faire 
intervenir les demi-droites d'origine M et passant par ces points. Nous 
mettrons alors le théorème général sous une forme qui se rapprochera 
davantage des théorèmes classiques sur les dérivées on sur les tangentes, 
dont il est l'extension. Avant cela je vais préciser le sens de certaines 
expressions de manière à éviter toute ambiguïté dans les énoncés. 

hemi-sA'ante. f temi-st run te limite. — Mêlant un point d'un ensemble Ε 
toute demi-droite issue de M passant par un autre point de l'ensemble 
est une riemi-sèeanfe en M ri Γ ensemble. I ne demi-droite limite de 
demi-sécantes eu M est une tiemi-sècante limite à l'ensemble à ce point. 

Semi-tangente. — Toute demi-sécante limite M Lest caractérisée par 
le fait qu'il y a des points de Ε à l'intérieur de chaque demi-cône de 
revolution d'axe ME et de sommet M. Lorsque ces demi-cônes renfer-
ment quel que soit leur angle des points de Ε aussi voisins qu'on veut 
de M. ML est une semi-tangente àd'enseinble en ce point. 
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Il ne peut évidemment y avoir de semi tangente qu'en un point 

d'accumulation. L'ensemble des semi-tangentes en un tel point est 
appelé par M. G. Bouligand le etmtingent an point considéré. Je 
n'adopterai pas cette terminologie ear toutes les demi-sécantes, limites 
ou non. interviendront souvent au même titre que celles, particu-
lières, que sont les semi-tangentes. 

On dit ordinairement « demi-tangente « au lieu de «semi-tangente». 
Je préfère réserver la première expression au cas où l'ensemble est une 
courbe de Jordan en lui donnant le sens qui va être précisé. 

ÎL. CORRRKS OR JORDAN. SEMI-TANGENTES A DROITE |À gauche). DEMI-

TANGKNTKS A OROITE | a gauche |. — Considérons un arc de Jordan lieu 
du point M t η dé tin i par la relation OM\t) = /(t). oit Ο désigne un 
point lixe et /\/1 un vecteur fonction bornée continue de l dans un 
intervalle (χ, 3Λ. 

Kn un point M t f„ k - 3. urte demi-droite A issue de ee point sera 
mie semi-tangente à dmite si tout demi-cône de révolution de sommet 
M t. t,y t et d'axe Λ contient à ATW intérieur des points M t'l\ où 0 est 
supérieur à f

0
 et aussi voisin qu'on veut de cette valeur. A est semi-

tangente pour le continu ; M \ Λ k f ̂  3, au point M» de ce continu 
avec lequel coïncide MtO- La réciproque n'est vraie que si M# est 
point simple pour l'arc M(f„)— M ̂ 3). 

Si en un point \l(0 l'ensemble des semi-tangentes à droite se 
réduit à une demi-droite uru'tfne. ee sera par définition la demi-tangente 
à dmite en ce point. 

Les semi-tangentes et demi-tangentes à gauche se définissent de la 
même manière. 

Hemarqrtons qu'il resuite de la définition adoptée que si Γαη-possède 
en tout point M ν f k t une semi-tangente vjtou r u 11 côté variable 
ou non κ le point M t f t ne peut rester JLve lorsque t décrit vrn intemalie 
pat tie f quelconque de (ι. 3Λ \ ' ). Cette remarque nous sera utile plus 
loin | n" liî |. 

t,1 ) Ει» ellét. si M ι f ι resta il live dans f»k n» deini-eène «pieleon.pie de 
sommet M (/*k t. <; /*< L. ne pourrait contenir » son intérieur «tes points de 
paramètre aussi voisin qu'on voudra de f„. 
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Y\oe les définitions précédentes les semi-tangentes à droite et à 
gauche correspondent aux nombres dérivés et les demi-tangentes aux 
dérivées latérales, suivant l'expression de M. Y. Penjoy. 

10. ties questions de terminologie réglées, revenons à un ensemble 
Eté «né du coté de par rapport à la direction de II. les notations 
étant les mêmes que précédemment. Supposons que. en chaque point 
M de K. sauf peut-être aux points d'un ensemble ; Β le demi-cône 
t'.^Yh contienne à son intérieur une demi-sêeante limite ou non. satis-
faisant ou non à une certaine condition arbitrairement choisie, y Par 
exemple on pourra assujettir la demi-sécante limite ou non à être une 
semi-tangente en \1. ou bien ne considérer que les demi-sécantesV 
L'ensemble ; Y ; des points Y tels que le demi-cône t \ Y i ne renferme 
à son intérieur aucun point de Κ est évidemment contenu dans ; I»;. 
Nous pouvons doue, d'après une remarque faite au u" 7. mettre le 
théorème général sous la forme suivante : 

B. Stdent II tut pian, un demi-cône eo/oe-ce de sommet Ο et L tut 
ensemble ferme du ci*tè de C pur rapport à II; si Fensemlde L possède 
partout 

%
 sauf peut-èttv sur tut sous-ensemble ; Β une tlemi-seeantr fimite 

ou non parallèle ù une demi-droite issue tie Ο. intérieure à et satis-
faisant, si F on veut, à une condition supplèmentaite «dtàwàv. Fensemlde 
Ε n u aucun point extérieur au domaine constitue par Fensem/de des 
demi-etines inversement fiomotfiétùfttcs à (' avant ftonr sommets les points 
de ; lî ; . 

t'.otnme on le voit les hypothèses faites sur L ne sont pas néces-
sairement locales. H y a donc intérêt à ne pas se borner aux semi-
tangentes. 

II. — Applications. 

I I . Je vais donner maintenant quelques applications du théorème 
precedent. Les premières seront tout simplement des cas particuliers. 

Supposons d'abord que l'ensemble ; Β se teduise à un point unique B. 

3t. Prenons pour t'. un dièdre dont une face est sur U, l'autre face 
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appartenant à un plan 11,, et appelons dessus de II, le côté ,pii 
contient C. L'ensemble Κ n'a aucun point au-dessus du plan ll,(B\ 
mené parallèlement à II, parle point lî— et ceci quelles que soient 
les demi-sécantes limites ou non dont il s'agit. 

x,. Plus particulièrement considérons uniquement des semi-
tanprntes et supposons de plus que l'ensemble Κ possède au plus un 
point dans tout plan parallèle «IL 

Soit M un point quelconque de L ; l'ensemble L„ des points de Κ 
qui ne sont pas à droite y du eèlé de Ο du plan II (MX mené par M 
parallèlement à II, est fermé du coté tie C par rapport à la direction 
de ce plan. Pour K„ l'ensemble : Β ; se réduit à M. ear «ne senti-
tangente à Κ en un point quelconque île K„, différent de M. est une 
semi-tangente à K„ t. ce qui n'aurait pas lieu forcément pour une demi-
sécante quelconque V L'ensemble K„ n'a donc aucun point au-dessus 
de IM MY 

3. Prenons maintenant pour ( un demi-cône de révolution d'axe O.r 
et d'angle ρ — inférieur à l'angle de O.r avec II (O.r désigne toujours 
un axe non parallèle à ce planT M étant un point quelconque de Κ la 
corde MU fait avec sa projection sur O.r un angle au plus égal à p. 

3,. Plus particulièrement considérons uniquement des srmi-
tanpvntes et supposons encore que l'ensemble Κ possède au [dus un 
point dans tout plan parallèle à IL 

Lu raisonnant connue pour x, et en appliquant le résultat
 (
3, on voit 

que tonte corde de Κ fait avec sa projection sur O.r un angle au plus 
égal à p. Si Κ est un arc simple, cet arc est par suite rectiliable. 

12. Traduits analvtiqucment, les résultats x, et ,3, du numéro 
précédent donnent, pour les fonctions d'une variable, les propositions 
suivantes : 

x. Une fonction continue à gauche dans un intervalle ouvert à 
gauche, possédant partout dans l'intervalle ouvert à droite un dérivé 
droit, médian ou extrême non négatif | non positif] est non décroissante 
| non croissante] dans tout l'intervalle. 

3, Si une fonction /"(.ri continue à gauche en tout point d'un inter-
Journ. de Math.. tame XII. — FJSC. IV. u,3.!. Ô.{ 
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valle ouvert à gauche possède partout dans l'intervalle ouvert à droite 
un dérivé droit, médian ou extrême, de module au plus égal à une 
constante 11. la fonction satisfait dans tout l'intervalle à la condition 
de Lipsehilz 

Λ ·'· ι -/ι..»·, > . It .<· — . 

(Kile possède alors une dérivée bilatérale presque partout V 
Pour k = ο celte dernière proposition se réduit à celle de 

M. H. Lebesgue rappelée au début de ce travail. 
H est immédiat que les conclusions des propositions χ et

 (
3 du présent 

numéro subsistent quand on ne fait pas d'hypothèse sur les dérivés 
droits pour la borne gauche de l'intervalle, pourvu que la fonction 
soit continue à droite en ce point. 

Ajoutons encore que les énoncés en question établis en supposant 
la fonction finie (mais pas nécessairement bornée — les points de Κ 
sont à distance finie mais pas forcément bornée^ sont encore valables si 
la fonction prend des valeurs infinies tie s fine determine, en convenant 
que si J\ ,Γ,Λ — 4- | — χ | un dérivé droit en .r„ ne peut être que — χ 
ou ο |-f- χ ou o|. On démontre directement les propositions en ques-
tion d'une manière très simple eu utilisant l'idée qui nous a servi 
au n" 3. Bien entendu une fonction égale constamment à + x, par 
exemple, sera considérée comme constante. D'une manière plus 
précise la conclusion de 3 sera la suivante : / (·»Λ est infinie de même 
signe dans tout l'intervalle, ou bien est bornée et satisfait à la condi-
tion de Lipsehilz. 

15. Revenons au cas d'un ensemble Κ quelconque, les notations 
étant toujours les mêmes, et supposons que Ε possède partout, sauf 
peut-être aux points d'un ensemble ; D une demi-sécante limite ou 
non ι satisfaisant si l'on veut à une condition supplémentaire arbi-
t rai re \ directement parallèle à O.r. 

Prenons pour C un demi-cône de revolution d'axe O.r. et de petit 
angle ε. D'après le théorème du n" 10, l'ensemble Ε n'a aucun point à 
l'extérieur du domaine formé par les demi-cônes inversement homo-
thétique à C ayant pour sommet les points de ' D et ceci quel que 
soit Ï. 

Si ; D : se réduit à un nombre fini de points, on en déduit immédia-
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tomeut que l'ensemble Κ se trouve lout, entier sur les demi-droites 
inversement parallèle à O.r ayant pour origine les points de 1 D 

Lorsque ; D S est quelconque les choses sont un peu moins simples, 
maison obtient encore un résultat intéressant. Désignons parget ιΟ 
les projections respectives de Ε et ; D ; sur - parallèlement à O.r. Je 
dis que lié n'a aucun point intérieur à o?. 

Supposons le contraire et soit dit un point de «S extérieur à tO. 
dit est la projection d'un point M t au moins') de E. (Considérons 
rensemble K

M
 des points de Ε dont l'abscisse ( Ο est supérieure ou égaie 

à celle île M, et soit ; D la contribution de ; D | dans cet ensemble, 
dll étant extérieur à e? est « fortiori extérieur à la projection ιί\, de 
; D:,,. Or ceci est impossible. En effet, on peut évidemment supposer 
que - passe par M. dll est alors confondu avec ce point. 1 ."ensemble E,, 
est fermé du côté de O.r par rapport à la direction r. et il possède 
partout une demi-sécante limite ou non directement parallèle à une 
demi-droite issue de Ο intérieure à (".. sauf peut-être aux points 
de ; D Il n'a donc aucun point extérieur au domaine A, formé par 
les demi-cônes inversement homot lié tiques à (i ayant pour sommet les 
points de : D et ceci quel que soit î. Mais la trace de A, sur - est une 
somme d'ellipses homolhéliqnes ayant pour centre les points de cO

M et 
quand s - ο les diamètres de ces ellipses tendent uniformément vers 
zéro, car les sommets îles cônes sont à une dislance bornée de - Jn°i;ï]. 
M ne peut doue -être extérieur à «.CV e.. ι». r. ». 

En déliniti\e nous obtenons la proposition suivante : 

x. Soient ~ un plan, O.r un are non parallèle et Ε un ensemble fermé 
tin côté tie O.r par rapport à fa direction ~ ; xi Ε possède partout, sau f 
peut-être au.vpoints d'un 'emétairie î D une demi-sécante limite ou non 
directement parui/èle ét O.r. et salis faisant si l'on vent èt une condition 
supplémentaire arbitraire, cet ensemfde Ε .vr projette sur -, parallèlement 
ét O.r, suicant un ensemble S tpii n'a aucun point e.etérieur à la projec-
tion ιΟ de ; D ;. 

Ni est borné on a + ύ">' = ιΟ -f- tO". car o? est contenu dan? £;. 

^1 » 1. abscisse d'un point est lemjours celle ôe sa projection sur iKr parallèle-
ment à 
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De celte proposition on déduit que : 

3. N/ est un continu, if se réduit éi tin point ties t/tte tO possètft* tin 
seul élément isolé. Κ se trouée alors sur une parallèle èi Q.e. 

Plus particulièrement encore : 

γ. I η continu possédant partout, sau f peut-être en un nombre fini de 
points, une demi-sécante limite ott non, parallèle à une demi-dmite Ji.ce 
et satisfaisant si l'on veut èt une condition supplémentaire arbitraire, 
est un segment de limite. 

On peut supposer par exemple qu'il s'agit seulement de demi-
sécantes. 

Rien entendu les énoncés ael 3 s'appliquent a fortiori aux ensembles 
fermés ordinaires. Mais il n'est pas possible de supposer que les deiui-
sécantes limites ou non sont parallèles à un·' droite fixe, c'est-à-dire 
que leur orientation peut varier, même s'il s'agit des demi-tangentes à 
un arc simple. M. Α. Ρ en joy a donné en effet un exemple de loti cl ion 
continue d'une variable admettant partout un dérivé nul (d'un côté 
nécessairement variable), cette fonction n'étant pas constante (M. 

Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin. 

14. Voici encore une application où interviendront celte fois les 
demi-sécantes parallèles à un plan fixe, ce qui nous conduira à l'exten-
sion probablement aussi large que possible du théorème classique sur 
les courbes à tangentes parallèles à un plan tîxe. 

Soient - et -, deux plans sécants et Ε un ensemble fermé d'un 
certain côté par rapport à la direction r. Supposons que Ε possède en 
tout point M, sauf peut-être sur un ensemble ; Π :. une demi-sécante 
limite ou non, parallèle à -, et située du côté vers letjuel Ε est fermé, 
par rapport au plan parallèle èi ~ mené par M. Comme plus haut on 
peut assujettir les demi-sécantes à une condition supplémentaire 
arbitraire. 

Prenons un plan -
a
 formant un trièdre de sommet G avec r. et 

Soient O.r l'intersection de -, et -
2
 orientée du coté vers lequel Ε est 

(') A. PE.NJOV, Mémoire rite. p. Jop. 
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fermé, O v et O; celles respectives de - et —, et de - et ~
s

. Proje-
tons Ε et ; D I sur parallèlement à Or. Soient e et ; d ; leurs projec-
tions. L'ensemble e est évidemment fermé du coté de O.r par rapport 
à la direction - et il possède partout une demi-sécante limite ou non 
^satisfaisant peut-être à une condition supplémentairet parallèle à la 
demi-droite O.r. On pent donc lui appliquer te théorème α du numéro 
précédent. Mais les projections respectives de cet ;</; sur - parallè-
lement à O.r ne sont autres que celles et de Ε et de ; D J sur Ο -
parallèlement à Par suite n'a aucun point extérieur à tO. Ce 
résultat subsiste évidemment si l'on projette parallèlement à -, sur un 
axe quelconque. 

On a donc obtenu la proposition suivante : 

3t. Soient r. «·ί π, deux plans secants et Ε an ensemble ferme d'un 
certain ciîtè y ι1 par rapport à la diwtion -. 5/' l'ensemble Ε possède en 
tout point M, sauf peut-être sur un ensemble ; l> -, une demi-sècante limite 
ou non parallèle à - , ET SITUÉE nu COTE ^ Ο CAR RAPPORT VU PLAN PARALLÈLE 

A " MESE PAR M \la demi-sécante peut si l'on veut être assujettie à 
une condition supplémentaire arbitraire): l'ensemble Ε \r prxjette 
parallèlement à r., sur un axe que/compte suieant un ensemble qui n'a 
aueun point extérieur à la projection tO de ) D !. 

I .orsque «S est borné on a 
^ — i5 «.e — iC. 

Si Ε est un continu il est alors nécessairement plan dès que cO possède 
un seul point isolé, ce qui a lieu nécessairement lorsque ; D ' se réduit 
à un nombre Uni vie points. Cette dernière remarque conduit au cas 
particulier : 

3. I η continu possédant partout, sauf peut-être en un nombre fini de 
points, une demi-sècante limite ou non parallèle à un plan fixe FAISANT 

UN ANCLE Aica AVEC, UNE i>EMi-oiu>lTE HXE ni" PLAN, est tout entier dans art plan 
parallèle au plan fixe. 

La demi-sècante peut, comme plus haut, satisfaire à une condition 
supplémentaire arbitraire. Par exemple si à charpie point M d'un 
continu, sait f peut-être à un nombre fini d'entre eux, on peut associer 
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un point M'tin contintι ici que MM* soitptmtllèle à un pian fi.tr et fasse 
es ΛΜ.Ι.κ AU.E AVEC I"SE ΟΚΜΙ-ΟΙΪΟΙΤΚ HXK T>r Μ.Λ.\, ie continu est plan. 

Pour la raison indiquer plus haul j η" 1,11 il n'est pas possible de se 
débarrasser de la restriction soulignée, même s'il s'agit d'un are 
simple. On peut se demander si dans ce cas. et en se bornant aux 
semi-tangentes, tu restriction précèdenlene pourrait pas être remplacée 
par celle-ci, qui semble de même nature : les semi-tangentes dont il 
s'n ft sont /viators à un côte meurt able. La réponse est négative. 
M. («. Durand a construit en elle t. tout récemment, au moyen de la 
fonction sans dérivée de Weierstrass. un exemple très élégant d'arc 
simple gauche possédant partout, et pour un coté invariable, une semi-
tangente parallèle à une droite lîxe ι ! >. La restriction relative à 
l'orientation des demi-sécant os tient donc à la nature des choses. 

li». Je vais donner maintenant quelques applications spéciales aux 
courbes de Jordan et relatives aux semi-tangentes. J'établirai pour 
commencer une proposition préliminaire utile pour la suite. 

Soit Λ H un arc de Jordan, détïnï comme au tfîl. et supposons que. 
en chat/ue point M (O intérieur à Γαη\ χ -ft 'i. il e.ciste une se/ni-
tangente, pour un coté variable ou non. faisant un angle aigu ueee une 
demi-droite Ji.ee O.r. Pour simplilier récriture, je désignerai par t le 
point M(f). 

Hemarquons d'abord que si deux points/, et / ,. χy /y J. sont dans 

un même plan perpendiculaire à O.r. l'arc t.t, ne peut avoir de {mints 
hors du pian et situés du côté de G.r. sans quoi il y aurait entre t, et 
t, un point où aucune semi-tangente ne pourrait faire avec O.r un 

angle aigu (le point de t, t., le {dus loin du plan du coté de O.r. ce 
point existe nécessairement, car \L

v

O n'est fixe pour aucun inter-

i ' ι I loi exempte, qui m'avait été obligea niaient signalé par M. t·. Inniligaud. 
a été publié aux Comptes rendus depuis t'aotièventent dit présent Mémoire : 
( i. IH'RAMI. Sur f'applieation de tu notion de etmtinpent... ( t\ />'. . TRM/. Λ'.. 
191. p. <>i i '·. Dans celte Note l'auteur signale des conditions de planéité elite 
reetiliguité pour un are simple, puî sont des cas particuliers des résultats 
donnés ici aux it"" 13 et 14. 
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valle J ii09]). Pour la même raison f, t
s
ne peut être tout entier dans le 

plan. 
Considérons alors la projection de Tare sur O.r. D'après la 

remarque précédente, c'est un segment d (pas un point). L'extrémité 
droite de d i, c'est-à-dire du côté de O.r) est nécessairement la projec-
tion d'une extrémité de l'arc, χ par exemple. L'extrémité gauche de d 
est la projection d'un point /,. et d'après ce qui précède ce point est 

unique. Je dis que zt, se projette surd d'une manière biunivoque. 11 
s'agit de montrer que tout plan r. perpendiculaire à O.r et ren-

contrant d coupe xt, en un seul point. C'est évident si - contient 
l'extrémité gauche de d. Supposons qu'il en soit autrement. Soit f„ la 

borne intérieure des valeurs de t pour lesquelles l'arc n'a aucun 

point dans - , l'arc /, n'a dans ce plan que Si x'i rencontre ~ en 
un autre point i

(1
. on a nécessairement χ f,;<1 /„. D'après la remarque 

faite au début de ce numéro. t
a
t

a
 n'a pas de point à droite de ~. x'j Tie 

peut donc avoir en f
u
 une semi-tangente faisant avec O.r un angle 

aigu. Il y a contradiction: /„ est bien unique. 

Ku raisonnant sur ί„ β connue on vient de le faire sur xt„, on arrive 
à la conclusion suivante : 

/ 'ne courbe de Jordan, qui possède en chaque point, sauf peut-être au,r 
1 wtréniitês, une semi-tangente faisant un angle aigu acec un u.rr //.rr. 
est la soi ut ne de demi" arcs simples bout ù Iront, chacun d'eu.c se projetant 
sur l'axe d'une manière biutticoque. 

Il n'est pas forcé que la courbe elle-même soit une courbe simple, 
car les deux ares peuvent se rencontrer en une inimité tie points. 

Si /, = 3 la courbe est un arc simple, qu'on peut toujours décom-
poser en deux, ce qui fait que l'énoncé est bien général. 

Supposons maintenant que l'arc possède pour tout point intérieur 
une seini-tangente faisant avec O.r un angle aigu, inférieur à un angle 
aigu fixe ζ. Il résulte alors du η" II. 3, que les mes de Γ énoncé pre-
cedent sont rectifiables. 

I<». Nous allons maintenant supposer que l'are possède, en chaque 
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point intérieur, une semi-tangente variant contimiement. D'une 

manière précise, supposons ψίil ewiste un recteur \'u), different de -sm», 
fonction continue de t duns (χ.

 t
3Wt qui* pour c/taque etdeur de /, inté-

rieure ù cet inte nulle, soit une semi-tangente ci Pare au point de paru-
metir t. ι En toute rigueur il faudrait dire : directement parallèle à une 
semi-tangente au point de paramètre t* mais il n'y a pas d'erreur 
possible). 

Donnons-nous sur l'arc un point t,. On peut trouver un an-

partiel t't'\t'<^t, <^t"\ tel que pour tout point intérieur cet are ait une 

semi-tangente faisant avec \\/, \ un angle inférieur à τ > Si t, est égal 

à χ ou à 3. /, sera une des extrémités de l'are i t". D'après le numéro 

précédent. est la somme de deux ares simples rectitiables, chacun 

d'eux se projetant orthogonaleinent sur le support de Y \ t, \ d'une 
manière biunivoque. Mais si un tel are possède en chaque point 

intérieur une semi-tangente faisant avec λ {t, ') un angle aigu, ce ne 
peut être qu'une semi-tangente pour un côté invariable. 

Kn vertu du lemme de Horel-I.ebesgue on peut recouvrir χ 3 avec un 

nombre lîmi d'ares tels que t'f". Par suite l'un- χ 3 est fa somme d'un 
nombre fini d'arcs simples recti fiables à l'intérieur de chacun desquels 

Y (O est semi-tangente pour un côté imariablc. 

17. Pour aller plus loin il nous faut examiner le cas d'un are- pos-
sédant en chaque point intérieur une semi-tangente pour un côté 
invariable, celle-ci variant eontinuement. Conservons les notations 

précédentes et supposons que \ soit semi-tangente à droite* par 

exemple. pour x<^t<^3. Je vais montrer que \ (/i est la demi-

tangente à dmite pour χ 3, et que — λ i,C est la demi-tangente à 
gauche pour χ 3. 

Soit t, un point de l'are, χ 3. Etant donné un angle s on peut 
trouver ί <^/, tel que pour toute valeur de f appartenant à (t*. t, Y 

YfO fasse avec \ (/, ) un angle moindre que s. En tout point île 
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/'/,« sauf peut-être en I,, eel are possède une semi-lanjrenle faisant 

avec \/,) un angle moindre que Ξ; il est done tout entier dans le 

demi-cène de revolution de sommet #,, d'axe —λ (I,Λ et d'angles 
| η1 10 B|. î pouvant être choisi aussi petit qu'on veut, il en résulte 

que — \\ f ι est la demi-tangente à gauche en t,. et quel que soit f, == ». 

t'.omme —Ν varie continuement le même raisonnement prouve 

que \\A est la demi-tangente à dna'te. quel que soit t =?
 t
3. 

18. lîeveuons alors à Πι\ polhèse du n" 11». Il résulte des conclu-
sions de ce numéro et de celles du n" 17, que l'are donné est la somme 

d'un nombre fini, d'ares partiels ν χ ·—-#,Λ#,»#ι. #t t-· .... satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

Quel que soit i. \ Ï est la demi-tangente à t.t , pour un coté inva-

riable et —\ y t \ est la demi-tangente pour le côté opposé, et ceci 

pour tout l'an* t,t; ,. 

Supposons d'abord que pour #„#,. \' y t ï soit la demi-tangente à 

droite. Soit le premier arc pour lequel \ yt^ soit demi-tangente 

à gauche; — \ yt.\ est alors la demi-tangente à droite et la demi-tan-

genIο à gauche eu t,.. \ yt. 1 ne peut donc être une semi-tangente à 

arc. Il faut par suite que t, — 3. et λ 11) est la tangente à droite pour 
tout l'arc. 

Supposons maintenant que \ y t") soit demi-tangente à gauche pour 

Soit M.,- ι le premier arc, s'il existe, pour lequel \ y t) soit demi-

tangente à droite. Yi. #, 1 est demi-tangente pour les deux eûtes, il \ a 

rehroussement au point i,. D'après le raisonnement précédent. \ 11) 
est nécessairement demi-tangente à droite jusqu'à l'extrémité de l'are. 

En définitive nous avons obtenu la proposition suivante : Soi# L un 
aiv de Jordan lieu du point Mt /'t lorsque t carte dam fintenalle t ». 3). 

S'il existe un recteur \ y Λ. diffèrent de ;cn> et continu dans ^x, 3). 
Joum. «/<· Ι/ιΐί/ι.. Ouiie XII. — Fas,·. IV. u». 
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qui soit ftour e/nupte fhdnt M Ο g intérieur à fare* une semi-tangente pour 
un cofè variable ou non* I. es# ht nomme tfun nombre fini d'ares simples 
nTtijialdes

%
 il préside partout une tangente tpti varie eontinnement *ic«v 

le [mint de contact: d'une manure plus /imivc, il r a en clunpie [mint 
intérieur de tue demi-tangentes opposées* sauf /mut-tHre en un point de 

n'broussement unupte* ce qui ne peut avoir lieu que si \ ι, / > est somï-
tangente pour un cote variable. 

On peut ajouter que si \ ν Ο est semi-tangente à droite au voisinage 
de l'origine de l'are, celui-ci n'a pas de rebroussement. 

On pourra rapprocher la projKxsition précédente du résultat suivant, 
dû à M. 1». λ alirou Si une courbe continue possède en chaque 
point une tangente orientée qui varie eontïnuement. cette courbe est 
reetitiable. les coordonnées d'un point en fonction de l'arc ont des 
dérivées continues en chaque point dont la somme des carrés en axes 
rectangulaires est égale à ι. M. ί·. Yaliron dit qu'il ν a en un point 
une tangente orientée si les deux demi-tangentes en ce point existent 
et sont opposées. Comme on vient de le voir, ceci a lieu sauf peut-
être en un point, pourvu que l are possède une semi-tangente continue. 

lib Jusqu'à présent nous axons supposé le vecteur \\Λ continu 
dans les deux sens. Nous allons étudier le cas où il est continu d'un 
seul côte. 

Conservant les notations précédentes supposons par exemple que 
\ O) soit continu «i droite an point On peut trouver sur l'are donné 
un are partiel /, t \t, <ί Κ tel que eu tout point de cet are \ \i\ fasse 

avec \ un angle inférieur à un angle donné s. Y(/'< est certaine-

ment semi-tangente à #,t pour tout point intérieur à cet aie; celui-ci 
est donc rectitiahle et se com)«ose de deux ares simples se projetant 

d'une manière biunivoque sur le support de X < i. » | n" Id j. Ou peut 

évidemment choisir i assez \ oisin de i, pour que #, t se réduise à un 
seul arc remplissant la condition précédente. Mais d'après le théo-

» ' ι t». \ AIIROX. N«R Ars tourtes eontinues «jui admettent une tau ente en 
eftatfsie /«où»# \eao\ . 1««. 'te ,1/arΑ.. û* série, t. II. o>'~. p. Ç». 
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rente Β | n" 101, t, t se trouve tout entier daus te domaine constitué 
par tes deux demi-cônes de révolution Γ, et Γ*. d'angle ε, de sommets 
respectifs t, et f et dont les axes sont inversement parallèles à \ y#>. 
Comme d'autre part /, l' se projette d'une manière biunivoque sur le 

support de \ ι/ ι, il est tout entier entre les plans perpendiculaires à 
\ ) menés par f, et t'. Ceci exige que l'un des denn-eônes contienne 
l'antre. U y a deux cas à distinguer suivant que c'est Γ, ou Γ. 

Dans la première hypothèse M est tout entier dans Γ,. comme s 

est aussi petit qu'on veut, il en résulte que — \ (f,) est la demi-tan-

gente à droite en t,. Dans la seconde Ν yf \ est semi-tangente à droite 
pour e

x
 y t y Donc, quel que soit t"* \ t y f , l'arc /, t" est dans le 

demi-cône directement homothélique à 1" de sommet Γ. Il en résulte 
que la corde t, ( ' fait avec \ ν Ο un angle au plus égal à s. et ceci pour 
tout point ! de 1.t. Comme ε est aussi petit qu'on veut, on en déduit 

que \ yt, 't est ta demi-tangente à droite en t,, 

En délïnilive nous avons démontré que si \\ t \ est continu «/'tin c*iic 
en tin point* ( OIT posslile en ce point une demi-tangente pour le ctkè con-

st <hW* demi-tangente avant ntètne sttppoti tpte \ <t\* 

Supposons maintenant \ \t^ continu ù droite pour toute roleur de t 
« x ' \ Vη U résulte immédiatement d'un théorème très général — et 
semhle-t-i! peu contui — de M. W, II. YoungVX qu'une fonction h\t> 
continue ù droite en tout point t f un interealle. ouvert ù droite* possètie uu 
plus une infinité dènondmihle de points de discontinuité dans Finterculfe 
| cet t e dernière propriété a été re t rouv ée récemment par M. T. \ iota j. 

(M W . II. \ or m·. La s ι tiielrie tfe structure tics foin-tiens tic variat'tcs rècttes 
(tlutf* >tes Se. math*. juillet iu>8, p. *70). 

C;t t. \ ιοί. A. Fit η sien i continua «Λι too ι parte ton /mrlicoiatv rtyttardo 
a/ta (ont ttericabiiita nnitaleraie (Annali iti Math** j' série, t. l\. 
p. Kl < )· 

Signalons en passant que M. T. V iota étudie, dans ce travail, tes dérivés droits 
d'une l'onction continue à droite, tandis que nous avons considéré ici les dérivés 
droits d'une fonction continue à gaueW. 
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Oil en déduit que l'ensemble sJ.Vi des valeurs de t pour lesquelles \ t Ç 
n'est pas continu est dénombrable. Donc en tout point du complé-
mentaire de ^D) l'aiv possède une demi-tangente pour chaque côté 
[ayant même support que Y(G]. Mais d'après un théorème de 
M. A. Detijoy ν ' t. étendu depuis par G. Durand (SY l'ensemble des 
points où deux demi-tangentes ne sont pas opposées est dénombrable 
[il fait partie de l'ensemble des sommets ( 0j. Nous avons donc établi 
le théorème suivant : 

■Soi# L un arc de Jordan lira du point M« / ) lorsque t varie dans un 

intervalle 3 >. .SYf esrwft* un rrctrur \ \t) diffèrent de sêm continu èt 
droite en tout point α t <[ 3 . qui soit pour charpie point intérieur à f air-
line semi-tangente en ce point ^ponr un côte ν arîahle ou 11 on ), 1,possède, 
sau f sur un ensemble au pfns ifênomhralife, demi- demi-tangentes opposées 

[ayant même support que \ ^/3] et partout une demi-tangente éi droite 
dont le support varie continuement à droite, lie plus tout point de L est 
e.rlnmitégauche tf un un- partiel n'ett fiable qui se projette d'une notniére 
btitnieoque sur le support de la demi-tangente à diviie en ce point. 

20. Traduits analyliquenient. les théorèmes des deux derniers 
numéros donnent des propositions relatives aux fonctions continues 
d'une variable. De celte du 11" 18, par exemple, on déduit que : 

Si une fonction ι finie ï continue dans l'intervalle h ) possède eu 
tout point intérieur à l'intervalle un dérivé droit [gauche], fini ou non 
mais continu, ce dérivé est la dérivée bilatérale. 

En effet la semi-tangente correspondante varie continuement. 

21. Comme dernière application je donnerai des propositions rela-
tives aux fonctions finies continues d'un seul côté, propositions qui 
généralisent dans ce cas celles des η"* 18 et III. Elles se démontrent 
immédiatement à partir du théorème 3. du n" 12. en utilisant le 
résultat de M. \V. 11. Young rappelé au n" 19. 

(l) A. DEXJOY. Mémoire eilé, p. Ci-
(; > G. IVRASD. Sur un critère de dènouibrabilitè {.Ida Math., t. ÔG. p. 36-). 
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St>ù / (.»· '» une fonction finie, continue à gauche dans fintetsalle (a, b\ 
et g\,r\nnc fonction finie définie dans {a, b). On suppose tjue g(x\ 
est pour toute ra/eur de Γintersalle, distincte de Λ, un dérivé droit, médian 
ou e.vtrime pour /'(.r\ 

ι" Λ est continue (des deux côtés) dans f intervalle, J\,e) est 
continue (des deux côtés) dans (a, tri et g\.r) est sa déride trilatérale'). 

Ni i est continue à droite, J\x) est continue (des deux côtés) 
dans (a, h) et g{.e) est sa déride bilatérale, sauf sur un ensemble au plus 
dénombrable ; Ji (.c > est dans tout Vinters afle. ouvert à droite, la dérivée À 
droite, 

3° Niί ) est continue ét gauche, f\,r) est continue (des deux eotésô 
sauf sur un ensemble au plus dénombrable (D), Aî'Çt'ï est sa dérivée bila-
térale sau f peut-être sur (D): ^'(.rô est dans tout rintervallc, ouvert à 
gauche, la dérivée à gauche. 

La démonstration utilise celle remarque que £'(.ι-) étant finie, 
— ι.·* .r, ï est un dérivé droit pour la fonction J\,v)— ), 

où .r, est une valeur fixe quelconque, α<.ν,<^1>. D'une inéga-
lité j ji.i'i—»(.»·, V<^î ou déduit alors, en vertu du théorème

 (
3 

du n" 12. 
J " ' ~~ __

1
 j ^ 

L'hvpothèse : ir(.r) est finie, n'est pas seulement nécessaire à la 
démonstration, elle est indispensable à l'exactitude des conclusions. 
Considérons par exemple la fonction J\.e\ définie dans l'inter-
valle \— ι , -f- 11 de la façon suivante : 

J'i-rl — — ^ —.r pour —I-.J-.I. 
I\ .r » l-: » — \ .r pour ο <; ,t — ι. 

Cette fonction est finie et continue à gauche. Kilo possède une dérivée 
continue non finie : elle est pourt ant discontinue à droite pour .r = o. 
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III. Extensions. 

î£2. Yoici une remarque relatne au théorème du n" IN qui nous 
conduira à dos extensions de eertai us résul tais précéder! Is se rapportai! t 
à la théorie des équations différentielles. Considérons dans une région H 
de l'espace un champ continu de vecteurs. D'une manière précise, 
supposons qu'il existe en chaque point M de U un vecteur bien déter-

miné \ y M ). différent de zéro, fonction continue de M. Il résulte 
immédiatement du η" 18 que toute ligne de Jordan, appartenant à U. 

qui admet en chacun de ses points intérieurs le vecteur Y(\F> pour 
une de ses semi-tangentes, est ou bien un arc de ligne de force, ou bien 
la somme de deux tels arcs Λ Β et BC raccordés de manière à former 
un point de rebroussement. en B. La seconde alternative ne peut 

d'ailleurs se produire que si Y ( M ) est semi-tangente par un côté 
variable. 

Lorsque Yi M) est constant, tout continu de Β admettant en chacun 
de ses points \L sauf peut-être pour un nombre tint d'entre eux. le 

vecteur \\\Π comme semi-tangente est un arc de ligne de force. 
C'est la proposition γ du n" 15, quand on considère seulement les 
semi-tangentes. Il est naturel de se demander si elle ne pourrait pas. 

sous la forme précédente, s'étendre au cas où le champ λ t M ι esl 
seulement continu. La réponse est négative, lin effet, considérons une 
équation différentielle ι — Fi,.r. »ô, où F est continue, mais choisie de 
manière que l'équation n'admette pas une intégrale unique à gauche 
issue de l'origine. La région du plan limitée par la droite .»■ == — ι el 
les intégrales à gauche supérieure et inférieure issues de l'origine est 
un continu admettant partout sauf en ce point le vecteur de compo-
santes ι et l'\.r, vi pour semi-tangente. 

Il faut remarquer que l'unicité des courbes intégrales n'est pas une 
condition suffisante pour assurer sans restriction l'extension de la 
proposition en question. Prenons pour R une couronne d'un plan 11 

limitée par deux cercles de centre O. et pour vecteur Y t M ) le pro-
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duil a /\(>M. où a est un vecteur perpendiculaire à II. Dans ce cas la 
proposition est fausse si Ton ne supprime pas u peut-être » dans 
renoncé. Pour le voir il suffit de considérer dans R une couronne 

concentrique: c'est un continu admettant partout Υ(ΜΛ pour semi-
tangente. 

23. U serait intéressant de déterminer à quelles conditions doit 
satisfaire le champ pour que l'extension soit possible avec ou sans la 
suppression de «peut-être», .le me bornerai ici à un cas particulier 
important pour lequel l'énoncé subsiste intégralement. 

Soient Q.rrj trois axes de coordonnées. Prenons pour R le 

domaine ; o<.i-y ι ; et considérons le champ λ (ΜΛ de composantes ι, 

Γ< .E. = t «(·'". R, ; I = ( ; ( \l ). 

où les fonctions F et ( i sont bornées et continues dans R. Supposons de 
plus que, quels que soient M et M' de même abscisse, on ait 

I t M ι I , \l ι ι 
hi \\) — (n M ) |i 

Κ désignant une constante. On sait que le système 

; -l itl i. =. ( ο \l t 

admet une intégrale et une seule passant par tout point de R, et que 
si iMl et ι M, ) sont les courbes intégrales passant respectivement 
par M et M,, la distance de deux points de même abscisse pris respec-
tivement sur chacune de ces courbes est moindre que H . | MM, , où II 
désigne une constante. 

M étant un point quelconque de R la courbe intégrale passant par 
ce point coupe le plan .r = ο et un point α que j'appellerai la « projec-
tion » de M sur ce plan. 

Ceci posé, considérons un ensemble Ε fermé du côté de O.r par 
rapport à la direction .r = o et appartenant à R. Supposons que en 

tout point M de E, sauf peut-être sur un ensemble ; D !, le recteur Y (M) 
soit une semi-tangente à E. Je vais montrer que si S et (0 sont les 



1 ·ι·ο A. MARCHAI I». 

« pwjectionx >» respect ices tic Ε et tie ; D ; sur .c = ο, η"a aucun point 
e.vtèrieur à tï>. 

Autrement dit, que renoncé α du n" 15 subsiste intégralement 
(quand on se borne aux semi-tangentes). La démonstration sera du 
même genre que celle donnée plus liant pour le théorème général, 
.rétablirai d'abord une proposition préliminaire. 

21. Soit t ;ιΛ une courbe intégrale. Considérons le domaine A 
balayé par le cercle l\M t, de centre M, de rayon ', dont le plan 
est parallèle à .r —- o. quand le point M d'abscisse a· parcourt (;A> 
depuis ,r=o jusqu'à r = i. 11 est immédiat que Vin teneur de A est 
l'ensemble des points balayés par l'intérieur de 1\M) pour ο 
La frontière de A est constituée par la surface lieu de la circon-
férence r(M) et les positions extrêmes du cercle. 

Désignons par E. fensemb/e des points de Ε non extérieurs ù A. Je 
vais montrer que xi en un point P„ de E

£
, \ ( P„ '» tfext pus semi-tu η pen It · 

pour cet ensemble, il ne l est pus non plus pour L. 
I.a question se pose seulement si 1% a une abscisse .r„<^ ι. Il s'agit 

de faire voir qu'il existe un demi-cône i\l\A de sommet P„, conte-

nant Υ(Ρ,Λ à son intérieur, —(!'„) n'ayant au voisinage de son sommet 
aucun point extérieur à A. 

Désignons par M„ le point de (y. t d'abscisse .r„. O n a 

: i & 

Prenons pour iô. P„ i le demi-cône balayé par le cercle y< Ρ », dont 

le centre P, d'abscisse .r )> .r,,, décrit λ y I>,
1

1 et dont le rayon est 
i£(.r — .r„A le plan de yi, Ρ ) restant parallèle à ,r = o. 11 suffira de 
montrer que si a· est assez voisin de ,r„. yi Pi est intérieur à Γ(λΠ. 
c'est-à-dire que l'on a 

, MP --iter — -Ο < i'·1'·. 

Evaluons ι MP pour ceia prenons le point d'intersection M' de la 
tangente en M„ ;i <yA> avec le plan de Γ (M) et considérons le vecteur M'P* 

égal à M„ P„. On a 
MP ^ MM M'P" — Ρ Ρ . 
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(I OÙ 
j MP | s ί MM' i -i- 1t"!11. 

Lu courbe (;A) est définie par des fonctions v(.r) et -(α·) à dérivées 
conlinues; on a donc 

! MM ' i — ( .r — j:„ ) M ( .c — Κ 

où f-j(t'ï désigne un infiniment petit avec t. Reste ù évaluer j P'P j. 

Pour relu remarquons que P„ P' et P„ Ρ sont respectivement liorno-

théliques ù Y ( M,/) et V(P„) dans le rapport .r — a-,,. Ce qui permet 
d'écrire 

jl'T \(M
(l
)-\ (1\.) . 

Mais d'après les conditions auxquelles satisfait le champ 

I \(M„)-Y(l\,)| 

est moindre que ·>. /: : M„ P„ j, ce qui donne enfin 

! IM>| <; sA-pr — .c„ )£CU:·''". 
En définitive on a 

[ >11*, < s «a«·»·»__ ·> kz(.v — ,r„ (u· — .»■„ ) m(,î; — .,(,·„). 

γν Ρ ) sera donc certainement intérieur à P(\l ) si l'on a 

.1 A'n.r (.r — .»·„)«(.«· — .(·„) -I- Λε(.Γ — .»·„) < ÎP:< 

ou encore 

'·> « - -'V ><«! «·**'· ' - "· /.] - /.· j. 

'—;———- est minimum pour .r — .r„ = o, d'autre part <»**·''· est supé-
rieur ou égal à ι. Le second membre de l'inégalité est donc au moins 
égal ù ki. L'inégalité sera par suite satisfaite si ω (a· — a?„) est moindre 
que A ï. î étant donné ceci aura lieu pourvu que a? soit assez voisin 
de puisque ω est un infiniment petit. 

25. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration de la pro-
position énoncée au n" 25. Supposons que & possède un point υ. iwté-
rù'ttr à i·?. Considérons la courbe intégrale (u) passant par ce point. 
En vertu de la continuité uniforme des courbes intégrales par rapport 

Journ. Je Xfatk., LOMC XLL.— Fasc. IV, IGS;!. 1Ù 



A. MVHCIIAH». 

aux conditions initials, on pourra prendre £ assez petit pour que le 
domaine Jb ue contienne. frontière comprise, aucun point de ; Π :. 
Comme au numéro précédent, désignons par F, l'ensemble des points 
de Ε non extérieurs à Cet ensemble contient au moins un point 
| sur (y.)]* d est fermé du côté de O.r par rapport à la direction de 
r — o. En raisonnant comme au n" 4, on verrait qu'il existe sur E

s
 un 

point P„ (d'abscisse maximum) où cet ensemble ne peut admettre 

λ (l\> i comme semi-tangente, puisque la composante de ce vecteur 
suivant O.r est égale à -t- i . Mais d'après le numéro précédent Υ(Ι\Λ 
n'étant pas senii-tangvnte pour E, ne peut lé Ire pour E. il ν a donc 
contradiction puisque P„ n'est pas un point de ; D !. n'a donc pas de 
point extérieur à t'?. 

2(ï. De la proposition qui vient d'être établie on déduira des con-
séquences analogues à celles qui font l'objet des énoncés 3 et γ du 

11" 13. Énonçons, par exemple, celle qui correspond à γ. 

Soit 
; · — I {.r, r, :ι, ^ t % ι 3 \ 

un système d\:(f nations différentielles, dans lequel les fonctions F et Ο 
sont bornées. continues et à nombres dérieés bornes par rapport à ν et :·. 
dans le domaine R = ; o^.r< ι ;. tout continu de R i/tti en chacun de ses 
points (.r. v, .ô. sait / peut-ètr»' pour un nombre Jini d'entre eu.r, admet 
le recteur | ι. F. G] comme semi-tangente, est un atv de courbe intégrale. 

Si au lieu d'un continu on considérait un ensemble fermé de O.r. par 
rapport à la direction r.. on pourrait affirmer seulement qu'il est situé 
sur un nombre fini d'intégrales. 

27. Ajoutons pour terminer ce travail que toute transformation 
ponctuelle biunivoque de l'espace conservant les tangentes permettra 
d'étendre les théorèmes des n"" 15 et I 4, en s'ν bornant aux ensembles 
fermés et aux semi-tangentes, à des cas plus généraux t ' V 

(') Dans le cas où la transfer nia lion est homo" rap bique on pourra considérer 
des demi-sécantes quelconques limites ou non. Je n'insiste pas sur ees extensions 
faciles. 
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Rapportons l'espace à l rois axes ( l,r(\vO; et considérons, dans 
une région R, trois fonctions continues uniformes possédant chacune 
un gradient dilièrent de zéro et continu. Supposons de plus que les 
trois gradients ne soient jamais eoplanaires. 

Pur chaque point de lï il passe une surface et une seule de chacune 
des familles 

\ =- l· i .»\ ».;.». \ iM .»·. v, ; I. '/.— it l.r, ». 5 ». 

où V V /. sont des constantes. D'autre part la transformation 

l» . ; » ^ ι \ . t . ΖΛ 

est hiunivoque et conserve les tangentes. On déduira alors des n"~ 15 
el 11. eu considérant des continus par exemple, que : 

ι" Si un continu de R admet comme semi-tangente en chacun de 
ses points, sauf peut-être pour un nombre fini d'entre eux, la tangente 
à la courbe g = const., /i = const, passant par ce point et orientée du 
côté des /'croissants [décroissants J, le continu est un arc de courbe 
o- = const., A = const. 

Si un continu de lî admet en chacun de ses points, sauf peut-être 
pour un nombre fini d'entre eux, une semi-tangente, tangente à la 
surface A== const, qui passe par ce point, cette semi-tangente étant 
par rapport au plan tangent à la surface const., passant par le 
point considéré, du côté des /' croissants | décroissants], le continu est 
tout entier sur une surface Λ - const. 

On rapprochera le premier de ces énoncés de celui du iv 21», plus 
général en ce sens que dans le cas du numéro cité, il n'est pas sûr 
qu'on puisse associer les courbes intégrales de manière à obtenir deux 
familles de surfaces g — const., A = const., satisfaisant avec a — const, 
aux conditions précédentes. 

28. Enfin on observera que les résultats du présent Mémoire 
s'étendent aisément au cas d'un espace euclidien quelconque. 


