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LES DEMI-SECANTES ET LES SEMI-TANGENTES AUX ENSEMBLES. {15

Sur les demi-sécantes et les semi-tangentes aux ensembles ;

Par A. MARCHAUD.

INTRODUCTION.

Dans son Mémoire fondamental Sur les nombres déricés des fonc-
tions continues, M. A. Denjoy a donné une démonstration trés élé-
gante du théoréme suivant ('), da a M. H. Lebesgue (*) : une fonction
continue d’une variable possédant en chaque point et pour un coté
invariable un dérivé nul, médian ou extréme, est une constante. La
démonstration de M. A. Denjoy est d'ailleurs valable si la fonction
est continue en chaque point seulement du coté opposé au dérivé
considéré. Je me propose de montrer que le théoréme ainsi étendu
est un cas particulier d'une proposition géométrique trés générale
dont la démonstration est simple et élémentaire. Celte proposition est
relative aux cnsembles que j'appelle fermés d’un coté et qui généra-
lisent la notion de fonction d’une variable continue d’un coté.

Soient, dans l'espace euclidien & trois dimensions, un plan II et
un axe non paralléle Ox. Un ensemble de points & distance finie
(mais pas nécessairement bornée) sera dit : fermé du cdté de Ox
par rapport a la direction 11, si toute suite de points de 'ensemble

(') A Dexiox, Sur les nombres dérivés des fonctions continues (Journ. de
Math. pures et appl., 1. 1, 1913, p. 1735).

() 1L Leessave, Lecons sur Uintégration et la recherche des fonctions pri-
mitives, 1'° édit., p. 7a.
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d’abscisses croissanles posséde un point d’accumulation (au moins) sur
Pensemble. On remarquera que O sert uniquement a choisir un coté
par rapport & I1.

Un ensemble fermé (au sens ordinaire) est fermé des deux cdtés par
rapport a la direction 1I, mais la réciproque n'est pas vraie en
général.

Ceci posé, le théoréme annoncé est le suivant :

Sotent Wun plan, C un demi-cone convexe situé d’un méme coté par
rapport a Il et E un ensemble fermé de ce coté par rapport d la direc-
tion 1ty st A} est {ensemble des potnts A de E tels gque le demi-cone de
sommet \, directement homothétique a C, ne contienne a son intérieur
aucun point de E, cet ensemble E n’a aucun point extérteur au domatne
Sormeé par Uensemble des demi-cones incersement homothitiques i C.
ayant pour sommet les points de } A .

On peut évidemment remplacer dans la conclusion { A! par tout
ensemble le contenant.

L’énoncé précédent fait intervenir au méme titre les points voisins
ou nun d'un point donné. C'est pourquoi mnous en déduirons des
conséquences relatives non seulement aux nombres dérivés des fonc-
tions d'une variable et aux semi-tangentes (') aux ensemhles, mais
aussi des propriétés relatives aux demi-sécantes. En voici une, par
exemple, si & tout point M d'un continu, sauf peut-étre 4 un nombre
lini d’entre cux, on peut associer un point M’ du continu tel que le

—-

vecteur MM’ soit directement paralléle i une demi-droite fixe. le
continu est un segment de droite.

Il n'est pas possible de remplacer dans ce dernier énoncé « demi-
droite fixe » par « droite fixe ». D'ailleurs, comme on le verra, il sera
toujours indispensable de faire une hypothése d’orientation.

Indépendamment des conséquences directes du théoréme général,
on trouvera diverses extensions se rapportant a la théorie des équa-
tions différentielles.

La plupart des conclusions du présent Mémoire ont été communi-
quées a I'’Académie des Sciences de Paris, le 1} mars 1932.

1) On dit ordinairement « demi-tangente ». Voir plus loin n™ 8 et 9.
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1. — Le théoréme général.

L. Le théoréme en question vésultera presque immédiatement
d'une propriété élémentaire des domaines sommes de demi-cones
homothétijques & un demi-cine convere donné. Comme on I'a dit plus
haut, il s'agira d’ensembles situés dans Uespace euclidien a trois

dimensions.
Un demi-cone convexe (., de sommet O, est un ensemble fermé
de demi-droites issues de ce point — ne remplissant pas un demi-

espace — tel que si deux points A et B appartiennent & l'ensemble
tout le segment ADB en fait également partie. 1l résulte de cette défini-
tion que si A el B sont intérieurs & G, il en est de méme du seg-
ment AB. On sait quil existe des plans, passant par O, tels que C
soit tout entier d'un méme edlé — au sens large — par rapport &
chacun d’eux. U'n demi-cone convexe peut se réduire & un di¢dre.

Pour les applications que nous avons en vue, on pourrait se borner
anx demi-cones dont la frontiéve appartient & un cone du second
degré (et méme de révolution). Mais cetle restriction n’apportant que
des simplilications insignifiantes dans les démonstrations, il ne me
parait pas utile de la faire. D’ailleurs la notion de demi-cone convexe
est bien connue et tout & fait intuitive ().

2. Soit donc C un demi-cone convexe de sommet O. M étant un
point quelcongue de lespace je désignerai par C( M) le demi-cone de
sommet M directement homothétique a C, et par C'(M) le demi-cone

oppose.
Considérons un ensemble quelconque | 2! de poinls « situés a dis-
tance finic — mais pas nécessairement bornée — et le domaine A,

constitué¢ par l'ensemble des points de 'espace, intérienrs & I'un an
moins des demi-cones C'( x). A, ne contient que des points intérieurs.

(*) Sur les ligures convexes on pourra consulter Ueacellent Quvrage de
M. Boxngsex, Les probiémes des Gsopérimetres et des isépiplnes (Gauthier-
Villavsl 19y

Pl ]

Journ. de Math.. tome M. — Fasc. IV, 1¢33. 5
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Je dis que si un point P n’appartient pas ¢ \,, il en est de meéme de tous
les points intérieurs ¢ C(P).

Iour le démontrer on utilisera les propriétés suivantes, presque
évidentes :

1° Si Q est intérieur & C(1™), P est intérieur & C'( Q).
2° 31 Q est intévieur & ('), tont point P intérieur a4 C'(Q) est
ntérieur & U'(2).

Etablissons d’abord la premiére. C'(Q) est symétrique de C(P) par
rapport au milieu 1de PQ. Ce point estintérieur a C(P), done & C'(Q).
Par suite P est intérieur & C'(Q).

Considérons la seconde. Somt J le symétrique de = par mppnr A Q.

C'(2) est homothétique de C7(Q) par rapport & J dans le rapport 2.
Le segment JP est donc tout entier intérieur & C'(Q) — car J est
intéricur a C'(2) et par suite a (U(Q) —. Le segment JP' homothé-
tigue de JP (centre J, rapport 2) est alors tout entier intérieur & C'(2).
P est donc intérieur a ce demi-cone ().

Soit alors P un point n'appartenant pas & ;. et Q un point inté-
ricur & G(P). 31 Q faisait partic de A, 1l servait intérieur & un C'(2).
Mais I étant intérieur & C'(() [ propriété 1°]. ce point serait intévicur
a C'(2) | propridté 2° |, ce qui n'est pas. CooQ. b oD

3. Donnons-nous maintenant un ensemble E, que nous suppose-
rons d'abord fermé (au sens ovdinawve). et soil } AL ensemble des
points X de E tels que C(A) ne conticnne  son intérieur aucun pornt
de B,

Prenons une demi-dreite O intérieure a C (O est le sommet de G
et un plan 1 passant par O et laissant (. d'un méme coté, au sens
large. Chuisissons sur Q@ un point © & une distance de O égale & =,
ott & désigne une longueur positive qui tendra vers zérvo. Ceci posé, a

—— ———

chaque point \ faisons correspondre le pomt z tel que A x=0uw.
Les notations étant les mémes que précédemment, il est immédiat

('} Un remarguera que Fhypotheése Cest convere n'est intervenue gque dans
la propriété av. Celle-vi est fausse pour un demi-céne non convee, tandis que
Ia propriété 1= reste vraie,
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(que tout point A est intérieur & 4,. Je vais montrer que E tout entier
est contenu dans ce domarne.

En effet, désignons par E, Pensemble des points de E n’apparte-
nant pas  J,, c’est-a-dive qui ne lui sont pas intévieurs [n 2.
L’ensemble I, est fermé (') et par suite sa projection e, sur O
parallelement a II. La borne p de cet ensemble du cété de Oz est la
projection d’un point P de E,, et le demi-cone C(P) ne peut évidem-
ment conlenir de points de E, & son intérieur. Mais P n'étant pas
un point de ; A i, C(P) doit contenir & son intérieur des points de E;
il faut alors que ceux-ci sotent mtérieurs & A,. Or ceci est impossible.
car P owest pas intévienr a4 A, [n° 2] 11 ¥ a contradiction.
L’ensemble 17, est done vide et ceci quel que soit = (*)

Désignons par ; C'(A)! le domatne constitué par Uensemble des points
de lespace appartenant ¢ Uun au moins des demi-cones C'(A\), fron-
tiere comprise, ot par  C'(2)! le domaine obtenu, & partic du précé-
dent, par la translation Ow. Toul point extévieur & C'(2) { est a for-
ttord extéricur a A,. Soit alors M un pomt extériear 4, C'(A) L on
pourra prendre = assez petit pour qu il soit extéricur a3 C'(2):: M e
peut done apparteniv a E. I en résulte que cel cusemble K »'a aucun
poirnt extérieur a ;G AL

4. Danz la démonstration du numdéro précédent, nous sommes
loin Lavoir utibisé complétement Uhvpothése, E est fermé. Cherchons
a élargir le plus possible cette hy pothése. Il faut d'abord que tous les
points de K sotent d distance finie. 1l faut encove que la borne p dee,
fasse partic de ce dernier ensemble, ¢'est-a-dire soit la projection d'un
point P de E; [sans quoi on ne pourrait affirmer que C( ) contient
nécessairement des points de EJ. Ceet aura lieu st toute suite de points
de B d’abscisses crotssantes posséde un point d accumulation au morns
sur B (Iabscisse d'un point étant celle de sa projection), on bien s¢
{"ensemible est contenu dans un nombre fint de plans paralléles a 1.

(11 Car une suile de poiats non inlévieurs 4 un domaine ne peut avoir de
point daccmmulation mterienr a co domaine.

I O abservera que notre procédé est en gquelgque sorte imerse de cvlin
utilize par M. AL Denjoy pour établiv la proposition de MI Lebesgue signalée an
début de ee travail,
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Clest évident dans la seconde alternative. Considérons la premisre
et soit toujours p la borne de e, du coté¢ de O, Ce point est a dis-
tance fine, sans quot il v avrait sur E une suite de pomnis d'abscisses
infiniment croissantes, suite gui ne peut avoir de point d’accumula-
tion & distanee finie. 1l s"agit de montrer que p fait partie de ¢, cest-
a-dire gue p est la projection d'un point P de E,. Suppesons qu'il en
soit autrement, p est alors un point d’accumulation des projections
d'une suite M, M., ... de points de E d'abscisses croissantes. Celte
suite a par hypothése un point d'accumulation appartenant & E.
Comme les M; sont non intévicurs & ;. P ne peut étre mtérieur a ce
domaine, il fait done partie de E;.

La démonstration du n® 3 se poursuit alors sans changement.

5. ExsevpLEs FERMES DTN 0OTE. — L'¢tude précédente nous conduit
tout naturcliement & la notion d'ensemble ferme d'un cdté. Nous
considérerons uniquement des ensembles dont tous les points sent &
distance finie, mais pas nécessatrerient bornce.

Un ensemble E sera dit fermé du coté de O par rapport a la diree-
tron 11, ot O désigne un axe non pavalléle au plan dound WL s toute
sutte de pornts de b o "abscisses croissantes posséde un pornt d"accumila-
tion au motns sur K, ot par extension, st/ est contenu dans un nomdre
find de plans paralleles a 1. L'abscisse d'un point st celle de sa pro-
jection sur O parallélement & I

On observera que O sert uniquement a clioisir un cdté par rap-
port & I, Dans Pespace & deux dimensions, 11 sera vemplacd par une
droite.

Un ensemble fermé au sens ordinaire est fermé des deux coldés par
rapport & la divection II. La réciprogque n'a pas lieu en géneéral. 11
suffit de considérer. par exemple. U'ensemble des droites du plan
des av, détinies par les éguations

£, ST= - [ N T T

Cel ensemble est fermd des deux edtés par rapport a la direction Oy,

I est inmédiat quun cnsemble fermé des deux cdotés par rapport &
la direction Il et possédant un point au plus dans tout plan paralléle a 11
est fermé au sens ordinaire.
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Ajoutons encore gu'un enzemble fermé du coté de Ox par rapport
4 la direction I est tout entier du coté opposé & O par rapport
un plan paralléle a . (1l suffit pour le voir de considérer la projec-
tion de Fenzemble sur Q). On peuat dive si Pon veut que I'ensemble
est borné du eoté de Quw. Ul ne l'est pas forcément du coté opposé.

6. Counsidérons une fonction » = f(&). finte et uniforme dans
Iintervalle (e, b). On dit yu'elle est continue ¢ gauche dans 'mter-
valle (ouvert & ganche) st f() -~ (@) quand @& - &, avec & < &y,
pour toute valeur ., de Uintervalle, distincte de a. 1l résulte de cette
détinition que Uensemble (2. v} @ Jo b des points représentatifs de
la fonction, est fermé du coté de Q. par rapport a la divection O v,
La réciproque est évidente.

On voit que la notion d’ensemble fermé d'un coté est la traduction

géométrique et l'extension naturelle de celle de fonction continue du
calé opposé.
_ Observous en passant que si_f(.0) est continue (des deux cotés) dans
Uintervalle, Fensewmble (@, ») ! est fermé (au sens ordinaire) et réci-
proquement (). Cette remargue conduit & des démonstrations trés
simples pour les propriétés classiques des fonetions continues.

7. S1 mamntenant nous revenons aux résultats des n* 3 et 4 neus
pouvons énoncer le Thdoréme géndral :

. Sotent Wan plan. C un demi-cone convexe sittué d'un méme coté
par rapport i ce dernter, et K un cnsemble  fermé du coté de G par
rapport a la dircctton Wz 57 A} est Fensemble des poinis \ de E tels gue
le deni-cone de sommet \ directenent homothétique 6 U ne contienne a
son intérieur aucun point de E, cet ensemble E n'a aucun porat extérieur
au domarne formdé par Uensemble des demi-cones inversement home-
thétiques & U ayant pour sommels les points de § A\

{1 Une fonction gnde continue des denx odtés est nécessaivement fornée, ce
qui wa pas lew pour uue fonction continue dun seul coté. Considévons, par
exemple, kv fonction f{) définie dans {— 1, +1) de la maniére suivante :

| . . 1 . B
firy=w st —irsriu, fixl== sto<<ad
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Dans le eas dun cnsemble plan on remplacera Il par une droite et
€ par un angle moindee que deux droits,

L ensemble ; A 1 contient toujours un point aw moins, qui s’'obtient
immddiatement en projelant E sur un axe non parallele a 1l et en con-
sidévant la borne dvite de celte projection.  Bien entendu il sTagit
toyjours de projection pavallelement a .

H est évident qu'on peul. dans la conclusion du théeréme, rem-
placer : A par un ensemble le contenant. Cette remargue nous servira
plus loin [0 1O].

Observons enfin gqu'td ost essentied de supposer que Pensemble Vo est
ermé duoiié de C. Eu effel. considérons la fonction v = 0, définie
dans DUintervalle (oY de la maniére suivante : f{rd=o0 =1 & est
rationnel. F{ry=1 si v est irrationnel, et prenons pour ¢ un petit
angle avant pour sommet Uorigine des coordonndes et pour bissectrice
Qe Bu tout poant M (e, v\ de Uensemble ; (o, vV saal pour le point
(o) Pangle CMD contient a son intérteur des points de [y 3 e
néanmoins tous les poiuts de cet ensemble d'ordonnde 1 sort extévienrs
a langle €\

8. Jusqu’d présent nous avons considéré les points de Pensemble E
wtérieurs & chague demi-cone C(MY 1 revient au méme de faire
mtervenmt les demi-drottes dorigine M et passant par ces points. Nous
meltvons alors le théordme géndral sous une forme qui se rapprochera
davantage des théoremes classujues sur les dévivéesonsurles tangentes,
dont il est Uextension. \vant cela je vais préciser le sens de certaines
expressions de manicre & éviter tonte ambiguité dans les énoncés.

Denu~sécante. Demissocanie fimite. — M élaut un poal d an ensemble B
toute demi-droate tssue de M passant par un autre pomnt de Pensemble
est uane demi-sécante en M a Fensemble. Une demi-droite limite de
demi-sécantes en M est une demi-sécante limite d Vensemble & ce point.

Semi-tangente. — Toute deni-zécante limite ML est caractérisée par
le b quil v a des points de E a Uintéricur de chagque demi-cine de
révolution d’axe ML et de sommet M. Lorsque ces demi-cdnes renfer-
ment quel que soit leur angle des points de E aussi voisins qu’on veut
de M. ML est une semi-tangente al'ensemble en ce point.
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g =n

Il ne peut ¢évidemment v aveir de semi-langenie gu'en un point
d'accumulation. L'ensemble des semi-langentes en un tel point est
appelé par M. G. Bouligand le contingent an pont considévé. Jo
w'adopterai pas cetle terminologie ear tontes les demi-séeantes, limites
ou non, nterviendront souvent au weéme titre que celles, particu-
licres, que sont les senn-tangentes.

Qn dit ordinairement «demt-tangente » an lien de «semi-tangente ».
Je préfire véserver la premidre expression au cas oit Uensemble est une
courbe de Jordan cn lut dennant le sens gui va ¢tre précisé,

V. Covrsks e JORDAN. SEMETANGENTES A dbRO1vE |3 gauche . Dew-
TANGENTRS A pROITE | & gauche | — Constdérons un are de Jordan hien

du point M2V défim par la relation OM (N = () ent O désigne un
pont fixe et £ un vecteur fouction bornéde continwe de ¢ dans un
wtervalle (z, 3%

Fnoun potnt M4, 6 = 3. une demi-droite A issue de ce pomt seva
une senn-tangeate & droite 31 tout demi-cdne de révolation de sommet
Mz Vet daxe A contient ¢ son iatériewr des pamts M), on 0 est
supérieur a 4, et aussi voisin quon veut de cette valeur. A est semi-
tangente pour le continu ; M 8,373 3, aw point M, de ce continu
avec lequel coincide M2,V La réciprogue n'est vraie que si M, est
point simple pour Pave M4, )— M 3).

Si en un pownt M) Uensemble des semi—tangentes & dvoite se
réduil & wne demn-droite unigue, ce sera par définition da demi-tangente
d droite en ce pont.

Les semi-tangentes et demi-tangentes & gauche se déhinmssent de la
méme manidre.

Remarquons quil résulte de la définition adoptée que sr Pare passede
en tout pornt M D, 2 <t < 3, une semi-tangentys { pour un ooté variable
ow non ), le pomnt M 2) re peat rester fixe lorsque t déerit un antervalle
partiel quelcongue de (2, 3Y ('), Cette remargue nous sera utile plus
loin | n* 13

Y B elet st V(e vestail tine dans (£, 83 un demi-cdne guelconque de
sommet M {4). 8 < hJ s ne pourvait conteniv & son Sagéricar des points de
pParametre aussi voisin guion voudea de &,
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Avere les définitions précédentes les semi-tangentes & droite ot &
gauche covvespondent aux nombres dérives et les demi-tangentes anx
dévivées latérales, suivant Uexpression de M. \. Denjoy,

10, Ces questivns de terminologie véglées, revenons & un ensemble
E fermé du eoté de € par vapport a la dicection de N, les notations
élant les momes que précédemment. Supposons que, en chagque point
M de K, sauf peut-ttve aux points d'un cusemble ; B le demi-cone
C M) contienne & son intérienr une demit-sécante lunite vu non, salis-
faisant ou non & une certaine conditton arbitrawrement chowsie. ( Par
exemple on pourra assujettiv la denu-sécante himite ou non i étre une
semi-tangente en M. ou bien ne considérer que les demi-sécantes),
I ensemble ; A ¢ des points \ tels gque fe demi-edne U A ne venferme
A sou ténrienr aucun point de K est évidemwent contenu dans | B L.
Nous pouvens done, daprés une remarque faite au o 7. wettre le
théuréme géndral sous la forme suivante :

B. Sotent W un plan, C un demi-céne concere de sommet O et B un
ensemble ferme du coté de Cpar rapport a W st Censemble V. posséde
partout, sau f peat-étre surnn sous-cnscible | B, une demi-sécante imite
ou non paralléle a une demi-drotte tssue de O, intéveeure a U, et satis-
Suwsant, st Pon veat, d une condition supplémentaive arbitratre, Fensemble
E n'a aucun point exidviear aw domaine constitué par Censemble des
deni-cdnes incersement homothétiques a U avant pour sonuiets les potnis
e i B:.

Comme on le voit les hypothéses faites sur E ne sont pas néces-
satrement locales. I ¥ a done ntérdt & ne pas se bornér aux semi-
tangenles_

IL. — Applications.

11, Je vais donner maintenant quelques applications du ithéarcme
précédent. Les premicres seront tout simplement des cas particuliers.
Supposons d abord que lensemble | B se réduise i un potnt unique B.

z. Prenons pour C un dicdre dont une face est sur U, Fautre face
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appartenant & un plan Il,. et appelons dessus de 1, le coté qui
contient C. L'ensemble K n’a aucun point av-dessus du plan 11, (B,
mené parallélement & W, par le point B — et ceci quelles que soient
les demi-sécantes limites ou non dont il s agit.

%,. IMus pacticuliérement cousidérons uniquement des semr-
tangentes et supposons de plus que Uensemble ¥ posséde au plus un
point dans tout plan paralleéle a WL,

Soit M ur point quelconque de E; Uensemble K, des points de E
qui ne sout pas & droite ydu edté de G} du plan WM, mené par M
pavallelement a 1, est fermé du eoté de G par vapport & la divection
de ce plan. Pour Iy Uensemble | B se véduit & M, car une semi-
tangeate & I en nn point quelconque de By, diftérent de M, est une
semi-tangente & I (ce qui n’aurail pas lien forcément pour une demi-
sécante quelcongue ). L'ensemble I, n’a donc ancun point an-dessus
de T M.

3. Prenons maintenant pour C un demi-cone de vévolution d"axe Qu
el dangle 3 — inférienr & Uangle de O.r avee 1L (O désigne toujours
un axe nou pavalléle i ce plan). M étant un point quelcongue de E la
corde MR fait avec sa projection sur O un angle au plus égal & 3.

3,. Plus pacticulitvement cousidérons uniquement des semi-
tangentes ot supposons encove que Uensemble X posséde au plus un
pont dans tout plan pavalldle & 1.

In raisonnant comme pour z, ot enappliquant le vésultat 3, on voit
que toule corde de E fait avee sa projection sur O un angle au plus
égal & 3. 31 est un avc simple, cet ave est par suite rectifiable.

12, Traduits analvtiquement, les résultats 2, et 3, du numére
précédent donnent, pour les fonctions d'une variable, les propositions
suivantes :

%. Une fouction continue a gauche dans un intervalle ouvert &
gauche, possédant partout dans Iintervalle ouvert & droite un dérivé
droil, médian on extréme non négatif | non positif'] est non décroissante

| non croissante | dans tout Uintevvalle.
3. Siune fonction f(.r) continue i gauche en tout point d'un inter-

Journ. de Math.. tame X1 — Fase. IV, 1933, ‘3~i
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valle ouvert & gauche posséde partout dans Uintervalle ouvert a droite
un dérivé droit, médian oun extréme, de module au plus égal & une
constante U la fonction satisfait daus tout I'intervalle i la condition
de Lipschitz

Fraev— ey 21wy

( Elle posséde alors une dérivée bilatérale presque partout).

Pour & =0 cettec dernitre proposition s¢ réduit a celle de
M. H. Lebesgue rappelée au début de ce travanl.

H est immeédial (ue les conclusions des propositivus x et 3 du présent
numére subsistent quand on ne fait pas d’hypothése sur les dérivés
droits pour la borne gauche de I'intervalle, pourvu que la fonction
soit continue a droite en ce point.

Ajoutons encore ue les énonecéds en question établis en supposant
la fonction finie (mais pas nécessairement bornée — les points de K
sonl i distance tinie mais pas forcément bornée) sont encore valables si
la fonction prend dex valeurs infintes de signe déterminé, en convenant
que st fi.r) =+ x| — x| un dérivé droit en .v, ne peut étre que —x
ou 0 [+ x ou v}. Ou démontre divectement les propositions en ques-
tion d'une mamére trés simple en utilisant Lidée qui nous a servi
au n* 3. Bien entendu une fonction égale constamment & -+ =, par
exemple, sera considérée comme constante. D'une maniére plus
précise la conclusion de 3 sera la suivante : /() est infinie de méme
signe dans tout Uintervalle, ou bien est bornée et satisfait & la condi-
tion de Lapschitz.

135. Revenons au cas dun ensemble I quelcongue, les notations
étaut toujours les mémes, et supposons que E posséde partout, sauf
peut-étre aux points d’un ensemble | D i, une demi-sécante Hwite ou
non satistaisant st F'on veul a une condition supplémentaire arbi-
traire) directement paralléle a Q..

PPrevons pour C un demi-cone de révolution d'axe O et de petit
angle z. Iapres le théoréme du o 10, ensemble E n’a aucun point &
Uextéricur du domaine formé par les demi-cones inversement homo-
thétique & C ayant pour sommet les points de ! D {, et ceci quel que
sout 2.

Si: D! se réduit 4 un nombre fini de points, on en déduit immédia-
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tement gue Pensemble E se trouve tout entier sur les demi-droites
inversement paralléle & Qe ayant pour origiue les points de ; D 1.

Lorsque ; D! est quelcongue les choses sont un peu moins simples,
mais on obtient encore un résultat intéressant. Désignons= par & et D
les projeclions vespectives de Eet i D} sur = pavallélement a O, e
dis que & w'a ancun point extériear W,

Supposons le contraire el soit M un point de & extévicnr a .
M est la projection d'un point M (au woins) de E. Considérons
Uensemble E, des points de K dont Pabscisse () est supéricure ou égale
acelle de M, et soit ; DY, la contribution de ; D! dans cet ensemble.
MU étant extévieur a D est a fortrord extériewr A la projection (@ de
: Dy Orcect est impossible. Fa effet, on peut évidemment supposer
que = passe par M. M est alors confondu avee ce point. L'ensemble I,
est fermé du coté de O par rapport a la direction = et il posséde
partout une deni-sécante lunite ou non directement paralléle @ une
demi-droite tssue de O mtérieure & (5 sauf pent-étre aux points
de 1 D o'a done avcun point extérieur au domaine A, formé par
les demi-gones inversenment homothétiques i (2 axvanl pour sommet les
points de 1)1y, et ceet quel que soit . Mais la trace de A, sur < est une
somme dellipses homathétiques avant pour centre les peints de W, et
quand : - o les diamétves de ces ellipses tendent unitormément vers
zéro, car les sommets des cones sont i une distance bornée de =|n°3].
M ue peut done Stee extéricur @y, G.o0. oD

Fu définitive nous vhtenons la proposition suivante :

2. Sotent = un plan, O.e un a.ve non parallile et ¥ un ensemble fermé
du cdté de O par rapport & lu direction w3 st E posséde partout, sauf
peut-étre anx points dun ensemble (D une demi-séeante limite ou non
directement paralléle @ O, ot satis faisant st Uon veut & une condition
supplementaire arbitraire, ect ensemble 1 se projette sur =, paraticlement
a Qhr, sutvant un ensemble & qui 0'a aucun point extérieur & la projec-
tion D de L DL

Nt & est borné on a & + & = @ + ', car 2 esi contenu dans &,

(' Labscisse dan point est logjours velle de sa projection sur Wb pavallale-
ment i T
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De celte proposition on déduit que :

3. SO & est un continu, 1l se véduit 4 un point des que D posside un
seud élément tsole. . se trouve alors sur une parallile a O.v.

Plus particuliérement encore :

v. Un continu possédant partout, sauf peut-étre en un nombre fini de
potnts, une demi-sécante limite ow non, parvalléle @ une demi-droite five
et sattsfatsant st on veut a une condition supplémentaire arbitratre,

st un segment de droite.

On peut supposer par exemple qunl s'agil seulement de demi-
sécantes.

3ien entendu les énoncés x el 3 s'appliquent u fortrord aux ensembles
Jermés ovdinaires. Mais il n’est pas possible de supposer que les demi-
sécantes limites ou non sont parvalléles & une droite fixe, ¢'est-i-dire
que leur orientation peul varier, méme sl s'agit des demi-langentes i
un arc simple. M. A. Denjoy a donné en eflet un exemple de fonction
continue d’une varviable admettant partout un dérivé nul (d'un coté
nécessairement variable). cette fonction n’étant pas conslante (').
Nous rveviendrons sur ce point un peu plus loin.

14. Voici encore une application ofi interviendront cette lois les
demi-sécantes paralléles & un plan fixe. ce (ui nous conduirai exten-
sion probablement aussi large que possible du théoréme classique sur
les courbes i tangentes paralleles & un plan fixe.

Soient = et =, deux plans sécants et E un ensemble fermé d'un
certain coté par rapport a la direction =. Supposons gue E posséde en
toul point M, sauf peut-¢ire sur un cnsemble ; D |, une demi-sécante
limite ou non, paralléle & =, et située du cdté vers lequel E est fermé,
par rapport au plan paralléle a = mené par M. Comme plus haut on
peut assujettir les demi-sécantes 4 une condition supplémentaire
arbitraire.

PPrenons un plan =, formant un triédre de sommet O avec = et =,.
Soient O.r I'intersection de =, et =, orientée du coté vers lequel E est

(") \. Dessov. Mémoire cilé. p. 204.
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fermé, Oy et Oz celles respectives de = et =, et de = et =,. Proje-
tons E et} D! sur =, parallélement & O y. Soient ect | leurs projee-
tions. L’eusemble ¢ est évidemment fermé du coté de O.v par rapport
i la divection = et il posséde partout une demi-sécante limite ou non
{satisfaisant peut-étre & une condition suppiémentaire) paralléle i la
demi-droite O.r. On peut dounce lui appliquer le théoréme z du numéro
précédent. Mais les projections respectives de e et | o ! sur = paralle-
lement & O ne sout autres que celles et D de Eet de D! sur Oz
paraliclement & =,. Par suite & n’a aucun point extérieur a . Ce
vésultat subsiste évidemument si Uon projette parallélement & =, sur un
axe quelconque.
On a done obtenu la proposition suivante :

2. Setent = ot =, deny plans sécants et & un ensemble fermé d’un
certain cité (1) par rapport & la direction . St Uensemble V. posséde en
tout pornt N, sauf peut-étre sur un cnsemble | D, une denmi-sécante linute
on non puralléle @ <, €T SUTEE DU COTE (1) PAR RAPPORT AU PLAN PARALLELE
a = MedE Pak M o(la demi-sécante peut si on veut étre assujettie a
une condition supplémentaire arbitvaived: Uensemble E s projette
puralidlement a <, sur un ave queleonque sutvant un ensemble & qui n'a
awcun point extériear & la projection (Q de , D &L

Lorsque & est borné on a

S E = 0 -

Si I est un continu il est alors nécessairement plan dés que D possede
un seul point isolé, ce qui a hieu nécessairement lorsque D! se réduit
a un nombre fint de points. Cette derniére remarque conduit au cas
particulier:

3. Un continu possédant partout, sauf peut-étre en un nombre fint de
points, une demi-sécante limite ou non paralléle ¢ un plan fixe easar
UX AXGLE AIGU AVEC GNE DEMI-DROVTE FIXE DU PLAXN, ext fout entier dans un plan
paralléle au plan five.

La demi-sécanle peul. comme plus haut. satisfaire & une condition
supplémentaire arbitraive. Par exemple st @ chaque pornt N d’un
continu, sauf peut-étre @ un nombre fini d’entre eux, on peut assocter
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~
wn point M’ du continu tel gue NN sott paralléle & un plan fixe et fasse
UN ANGLE AIGU AVEG UNE DEMI-DROITE FIXE DU PLAN, Je* conttnu ost plan.

Pour la raison indiguée plus haut | n* 13] il w'est pas possible de se
débarrasser de la rvestriction soulignde. méme s'il s'agit d'un are
simple. On peut se demander si dans ce cas. et en se bornant aux
semi-tangentes, la restriction précédente ne pourvait pas élve remplacée
par celle-ci. qui semble de méme nature : les semi-tangentes dont 1l
saget sont relatives @ un eité invariable. la réponse est négative.
ML G Durand a counstruit en eltet. tout récemment, au moven de la
fonction sans dérivée de Welerstrass. un exemple trés élégant dharve
stmple gauche possédant partoul. et pour un coté invariable. une semi-
tangente paralléle & une drede lixe (). La rvestriction rvelatine &
Fovientation des demi-sécantes tient doune i la nature des chuses.

Ii. Je vais donner maintenant quelyues applications spéeiales aux
courbes de Jordan et relatives aux semi-tangentes. J'étabhivai pour
commencer une proposition prélinmanaire utile pour la suite.

Soit AR un are de Jordan, délini comme an n* Y. et supposons que.
en chague potnt M(O teériear & Care, 2 <0< 30t evwte une senn-
tangente, pour un ¢oté varviable ou non. futsent un angle argu avec une
deni-drodte five Q. Pour simplilier Técriture, je désignerat par ¢ le
powt M ).

Remarquons d'abord que st deux points £, el #y, 2> > 3. sont dans
un méme plan perpendiculaire & O, Tarve fo0, ne peut avoir de points
hors du plan et situés du ¢até de Q. sans quoi il ¥ aurait entre ¢, ot
£, un point ot aucune semi-tangente ne pourrait faire avee Q. un
angle aigu (le point de tis le plus low du plan du coté de O, ce
point existe nécessairement. car M(#) n'est fixe pour aucun inter-

(11 Cel exemple, qui mUavait été obligeamment signalé par M. G Bouligand.
a eté publié aun Comypes rendus depuis Pachévement du prisent Meéwmoire
G, Derase, Sur Papplication de e nation de contingent . (C. B, Acad. Se..
194, p. 011, Dans cetie Note Pauteur sigrale des conditions de plandite et de
vectilignité poar wn are stmpde, g sont des cas particaliers des reésultats
donuds 1 anxy v 13 et 14
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valle |n°9]). Pour la méme raison ¢, 1, ne peut étre tout entier dans le
plan.

Considérons alors la projection de larc sur Oa. D'aprés la
remarvque précédente, o’est un segment o (pas un point). L'extrémité
droite de d { ¢'est-d-dirve du coté de Ox) est nécessairement la projec-
tion d'une extrémité de I'arc, x par exemple. L'extrémité gauche de d
est la projection d'un point ¢,. et d’aprés ce qui précéde ce point est

— .
unique. Je dis que ¢, se projelte sur d d'une maniére biunivoque. Il
sagit de montrer que tout plan = perpendiculaire & O.x et ren-

—~
contraut d coupe zf, en un seul point. C'est évident si = contient
Uextrémité gauche de d. Supposons qu’il en soit autrement. Soit ¢, la

R
borne wféricure Jdes valeurs de ¢ pour lesquelles 'arc ¢4, n’a aucun

EaamaN N
point daus =. lare £,¢, n’a dans ce plan que t,. 5123 rencontre = en
wn autre point . on a nécessairement x4, < t,. D'apres la remarque
N o~

faite au début de ce numéro, £, n'a pas de point i deoite de =, 23 ue
peut done avoir en #, une zemi-tangente faisant avee O un angle
aign. 1l v a contradiction: ¢, est bien unique.

lin raisonnant sur ¢, 3 comme on vient de le taire sur x4,, on arvive
a la conclusion suivante :

Une courbe de fordan, qui posséde en chaque point, sau f peat-étre aux
eatrémilés, une semi-tungente faisant un angle argu avee un awe five,
est la somme de dewd ares stmples bout a bont, chacun d’eua se projetant
sur Uaxe  'une maniére brunwogue.

Il n'est pas forcé que la courbe elle-méme soit une courbe simple.
car les deux ares peuvent se rencontrer en une infinité de poiuts.

Si#,=3 la courbe est un arc simple, qu'on peut toujours décom-
poser en deux, ce qui fait que I'énoncé est bien général.

Supposons maintenant que 'are posséde pour toul point intérieur
une semi-tangente faisant avec O un angle aigu, inférieur & un angle
atgu fixe 3. W résulte alors du n* L. 3, que les ares de I'énoncé pré-
cédent sont rectifiables.

16. Nous allons maintenant suppuser que l'are posséde. en chaque
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point intérienr, une semi-tangeute vaviant continuement. Dune
maniére précise. supposons qu tl existe un vecteur N (1), différent de zéro.
JSonetion continue de t dans (2, 3) et qui, pour chaque valeur de 1, tnié-
rieure a cet tntervalle, soit une semi-tangente & Uare au porat Jde para-
métre . ( En toute rigueur il faudrait dire : divectement paralléle & une
semi-tangente au poinl de paramitre . mas il 0’y a pas d'evveur
possible).

Donnons-nous sur 'arc un point ¢,. Qu peut trouver un arc

—_—
partiel £¢" (¢ < ¢, <tMtel que pour tout point intérieur vet are ait une
semi-tangente faisant avee Vi/,) un angle inférieur & 3+ Si ¢, est égal
. : . S T
& 2 oua 3. ¢, sera une des extrémités de Fare £¢7. D'apres le numéro
précédent, £¢” est la somme de deux ares simples vectitiables, chacun
d'eux se projetant orthogonalement sur le support de V4, dune
maniére biunivoque. Mais si un tel are posséde en chague point
intérieur une semi-tangente faisant avee V4, au angle aigu. ce ne
peul étre qu'une semi-tangente pour un cité mvariable.
-
In vertu du lemme de Borel-lebesgue on peut recouveir 23 avecun
“ y ~ 5 .

nombre fini d’ares tels que £'¢". Par suite Uare 23 est la somme d’un
nombre fint d’ares simples rectifiables a Uintérienr de chacan desquels

S
\ (1) est semit-tangente pour un coté incartadle.

17. Pour aller plus loin il nous faul exanminer le cas d'un are pos-
sédant en chaque point intévieur une semi-langente pour un coté
mvariable, celle-ci variant continuement. Conservons les notations

—

précédentes et supposons que Vi#) soit sewi-tangente @ droite, par
exemple, pour z<¢t< 3. Je vais montrer que V() est lu demi-

tangente a drotte pour 2 X 1< 3, et que — Vi #) est la demi-tangente d
gauche pour 2 < 1< 3.

Soit 7, un point de are, 2 <7 ¢,$ 3. Etant donné un angle : on pent
trouver ¢ < ¢, tel que pour toute valeur de ¢ appartenant a (7', #,\,

—_ =
Vt) fasse avee V({,) un angle moindre que :. En tout pont de
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ﬁ,. saul peut-dtre en {,, cet are posstde une semi-tangente faisant
avee Vu\n) un angle moindre gue :: il est done tout entier dans le
demi-cone de vévolution de sommet ¢, daxe — f“w“‘ ot dangle 3
[u 1O B]. = pouvant étre choisi aussi petit yu'on veut, il en résulte
que — \?\M est la demi-tangente a gauche eu t, . et quel que soit §, == 2.
Comme —\?\t) varie continuement le mdéme raisonnement prouve

que Vi) est la deni-tangente & dodte, quel que soit e = 3.

IS, levenons alors a Fhypothese du ot 16, 1l vésulte des conclu-
sions de ce numéro et de celles du n* 17, jue Uare donné est la somme
d'un nombre tini d'aves parctiels (2 =1)4,1,. 1, &, .. .. satisfaisant anx
condibions smivantes :

> . . TN Ny w

Quel que soit /0 V1) est la demi-langente & £¢,, pourun edtd inva-
tiable et — V(M est la demi-tangente pour le coté oppusé, el ceet
pour tout Farc tt; .

. . ~ . . .

Supposons d'abord gque poue 6, V) soit la demi-tangeate &

e . x . .
drotte, Soit ¢4, ., le premier arc pour lequel V() soit demi-langente
a gauche: — \ (4,) est alors la demi-tangente & droite et la demi-tan-
genle & gauche en ¢, V(£ ne peut done éire uue semi-tangente &
ave. U faut par suite que &= 3. et } (N est la tangente & droate pour
tout Iare.

Supposons maintenant que V) soit demi-tangente & gauche pour
SN ~ ) - sy . r - ~ .~
Lot Solt 4,2, le premier are, 'il existe, pour lequel \ (1) soit demi-
tangente & droite. V4, est demi-tangente pour les deux cotés, il » a
vebroussement au pownt 7. Daprés le raisonnement précédent, Vi)
est nécessairement demi-langente & droite jusqua Uextrémité de Uave.

En définitive nous avons obtenu la proposition suivante : Soit L. un
are de Jordan licu du potnt M2 lorsque t varte dans Cintervalle (2, 3).

Nl existe un vecteur N (1, différent de zéro et continu dans (2, 3).

Journ, de Math.. tome XL — Fase, IV el AN
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qui sort pour ehague potnt My, intérienr d " are, une semi-tangente pour
un edté rariable ou non, L. est la sonue dun nombre fing o arves simples
reettfiables. o passide partowt une tangvnte qui vanie continuenienl avee
le point de contuct: d une manicre plus précise, d v a en chaque porne
tnidricur denx deni-tungentes opposées, sauf peut=itre en un poind de

rebroussement uniguie, ce qui ne peat avear liew gque stV () est semi-
tangeute pour an ¢t vanable,

On peut ajonter que stV (7) ost semi-tangente & droite au volsinage
de Uorigine de Uave. celui-el n'a pas de rebroussement.

On pourra rapprocher la proposition précédente du vésuliat suivaut.
da & M. Gl Valiron (Y Si une conrbe continue posséde en chague
peinl une langeate uricnldée qui varie continuement, cette courbe est
rectifiable, lex coordonudes dun point en fonction de Tave out des
dérivées continues en chague point dont la somwme des careés en axes
vectangulairves est dgale & 1. M. G, Valiven dit quil ¥ a en un point
une tangente orientée si les deux demn-tangentes en ce point existent
et sont opposdes. Comme on vient de le voir, ceei a lieu sauf peut-
glre cnun pomt. pourva que are possede nne semi-tangente continue.

9. Jusqu'a présent nons avons supposé le vecteur Vi) continu
dans les deux sens. Nous allons &tudier te cas o il est continu d'un
seul e, )

Conservant les notations précédentes supposons par exemple que
\ (0} soit conttnu & drodte au pornt ¢ O peat trouver sur Uare deund

RN o~
un arc partwel £,¢ ¢, <), tel gque en tout potnt de cet ave V(4 fasse

avex \xxlﬂ un angle inlérienr i un angte doand = ﬁ;n esl certaine-

ment semi-tangente & £,7° pour toul point intérienr & vet ave: celui-ei

est done rectifiable ot se compose de deux arces simples s projetant
N

d'une manidre bunivoque sur le support de Ve o 13 ] On peut

évidemment cholgr ¢ assez voisin de 1, pour que I,-\." se véduise & un

seul are remplissant la condition précédente. Mais d'apreés le théo-

0 Gl Vaaamox, Sar fos conrfes continues ¢ut wdmelient une tan vente en
Frague potnt Novav. Ioun, de Wath. 6 sévie. L v po o
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réme B 0" M. £,7 se trouve tout entier dans ke domaine constitué
par les deux demi-cones de vévolution ', et 1. dlangle :. desummets
vespectifs 7, et ¢ et dont les axes sont inversement pavalléles 3 \ ().
Connue dCautee part 1.7' se projette d'une maniére hiunirogue sur le
support de \\u‘t. il est tout entier entre les plans pervpendiculatves 3
\\U‘. Y mends par £, et ¢, Ceel exige que Fun des demi-cdnes contienne
Fautve. U ¥ a deux cas & distinguer suivant que cest , ow U7,

Daus la premidve hypothise .7 est tout entier dans Uy, comme s
est aussi petit qu'on veul. il en vésulte que — V(¢ est lu demi-tan-
gente & droite cu 7,. Dans la seconde \'(4) est semi-tangente i drotte
pour 6,21 7 ¢ Done, quel que soit ¢, 4, <5, Vave 4,17 est dans le
demi-cone divectement homothétigue a 17 de sommet ¢, 1l en résulte
que la covde ¢, ¢ fait avec \’1 £ un angle au plus égal & =, et ceci pour
tout point ¢ de 7,¢. Comuie £ est anssi petit qu'on veut. on en déduit
que () est fe demi-tangente @ dvoite en ¢,

En détinitive nous avons démontré que s¢ ?«\ ) est contrnu d un cdité
en un porat, Lare posséde en ce pornt une demitangente pour le coteé con-

stderd, demit-tungente ayant indnie support que \ (.

Supposons maintenant N (8 conting 4 drotte pour toute valewr de t
2~ 03O U vésulte immédiatement Jun théoréme trés général — et
semble-t-il peuconnu — de M. W, WL Young (D, qu'une fonction F(t)
continue a droite entout point & un intervalle, oucert d drotte, posséde au
plus une infinieeé dénombrable de potnts de disconttnaite dans Fintervalle
{cette derniére propriété a été retvoun de vécemment pav M. T\ wolay .

('Y WUk Youxe, La svméirie e stracture des fenctions de variables réelles
(Pall. dex Seo math ., Juillet 1923, po oo}

() T Viowa, Fanziond continuea da wna parte con particolare riguarde
alla fora dericabilita undlaterede {lanall oF #Math. 3 sériel LI wd,
[UNENEYN

Signalons en passant que MoEL Vieta étedie, dans ce travail, tes dérives droils
Qane fonction continue 3 drvite, tandis que nows avors considére el les devives
droits d'une fonction continue & gauche.
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On en déduit que I'ensemble D) des valeurs de ¢ pour lesquelles Ve)
n'est pas continu est dénombrable. Donc en tout point du complé-
mentaire de (D) Care posséde une demi-tangente pour chaque coté
[avant méme support que V(] Mais d'aprés un théoréme de
M. AL Denjox ('), étendu depuis par G. Durand (*). U'ensemble des
points ot deux demi-tangentes ne sont pas opposées est dénombrable
[il tait partie de Pensemble des semanets ('], Nous avons donc ctabli
le théoréme suivant :

Soit L un arc de Jordan licw du point Mt) lorsque t varie dans un

tntervalle (2, 3. 8tl existe un vecteur N (8 différent de séro continu a
droite en tout potnt 2 Xt < 3. qui soit pour chaque point intéricur a Uare
une semi-tangente en ce porat (pour un coté variable on non), 1. possede,
s f sur un ensemble au plus dénombrable, dewr demi-tangentes opposées

[avant méme support que N (O] of partout une denu-tangente i droite
dont & support varie continuement a droite. be plus tout pornt de 1. est
cxirémite wauche d un are parteel recti fiable qui se projette d une manicre
biunivoque sur le suppori de la demi-tangente @ drotte en ce potnt.

20. Traduits analytiquement, les théoréemes des deux derniers
numéros donnent des propositions velatives aux fonctions continues
dune variable. De celle du n* I8, par exemple, on déduil que :

Si une fonction ( finie) continue dans Uintervalle (a, 6) posséde en
toul potnt intérieur a Uintervalle un dérivé droit [ gauche]. find ou non
mais continug, ce dérivé est fu dérivée bilatérale.

Eu eltet la semi-tangente correspondante varie continuement.

21. Comme derniére application je donnerai des propositions rela-
tives aux fonctions finies continues Jd’un seul coté, propositions qui
géndéralisent dans ce cas celles des n I8 et 19. Elles se démontrent
immeédiatement & partic du théoréeme 3. du n* 12, en utilisant le
résultat de M. W, H. Young rappelé au n° 19.

AL Denjox. Mémoire cité, p. 13-

1
) AL
) G. Drraxp. Sur un critére de dénombrabiliteé (Acta Math. 1. 56, p. 367).

{
(i
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Soit f{&Yune fonction finte, continue a gauche dans Uintercalle (a, b),
et g(xYune fonction finte définic dans (a, b). On suppose que g(x)
est pour toute valeur de Uintercalle, distincte de b, un dérivé droit, médian
ou extréme pour [{x).

1° 8t g(@) est continue (des deux cotés) dany Cintervalle, f(a) est
continue (des deux cotés) dans (a, bY et g(x) est su dérivée bilatérale).
2 N g(a) est continue d drotie, f\®) est conttnue (des deux cotés)
dans(a, §Y et g(@) est sa derivée blatérale, sau f sur un ensemble au plus
deénombrable ; g(x) est dans tout Uintervalle. ouvert & drotte, la dérwée a
drotte.
3° N @) est continue a guuche, f(@) est continie (des deux cotés)
sauf sur un cnsemble au plus dénombrable (D), g{&) est sa dérivée bila-
térale sauf peut-étre sur D) @) est dans tout Uintervalle, ouvert
gauche, la derivée a gauche.

La démonstration utilise cetle remarque que g(.2) étant finie,
() — () est un dérivé droit pour la fonetion fa) —.ag(a),
ot v, est une valeur hixe quelconque, « <., <h. Dune inéga-
lité |gued— o,V <= on déduit alors, en vertu du théoréme 3
du n* 12, ~ \

WIEEY

— Wy s
Sy -

L'hypothése : o) est linte, n'est pas seulement nécessaire a la
démonstration, elle est indispensable a Uexactitude des conclusions.
Considérons par exemple la fonction /() définie dans linter-
valle | — 1, -+ 1) de la fagon suivaate :

fev=—\TF  pour  —iiu:w
firrz=i—y pour e noot

Cette fonclion est finie ot continue a gauche. Llle posséde une dérivée
continue non finie ; elle est pourtant discontinue & droite pour &+ =o.
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III. - - Extensions.

22 Voici une remargue velative au théoréme du v I8 ui nous
conduira & desextensions de certains résultats précédents se rapportant
ala théorie des équations diftérentielles. Cousidérons dans une région
de Uespace un champ continu de vecteurs. [Yune maniére précise.
supposons qu il existe en chaque point M de R un vecteur bien déter-
miné \T(XH, ditférvent de zéro, fonction continue de M. 1l résulte
immédiatement du n* I8 que toute ligne de Jordan. appartenant a R,

gui admet en chacun de ses points intérieurs le vecteur ‘\t(‘\l\ pour
une de ses semi-tangentes, est ou bien un arc de ligne de force, ou bien
la somme de deux tels aves AB et BC raccordés de maniére a former
un point de rebroussement en B. La seconde alternative ne peut
daillears se produive que st V(M) est semi-tangenle par un eoté
variable.

Lorsgque V(M) est constant, tout continu de R admettant en chacun
de ses points M. sauf peul-étre pour un nombre fini dentre eux, le
vecteur \?(\f\l\ comme semi-tangente est un arc de ligne de force.
Clest la proposition v du n* 13, quand on cunsidére seulement les
semi-tangentes. H est naturel de se demander st elle ne pourrait pas.
sous la forme précédente, s'étendre an cas on le champ fkl\l‘i esl
seulement continu. La réponse est négative. kn effet, considérons une
équation ditférentielle v’ = Fe v), o I est continue, mais choisie de
maniére que 'équation n‘admette pas une intégrale unique i ganche
issue de Uorigine. La région du plan limitée par la droite v =—1 el
les intégrales a gauche supérieure et inférieure issues de longine est
un continu admettant partout sauf en ce point le vecteur de compo-
santes U et F(.r, v pour semi-tangente.

Il faut remarquer que I'unicité des courbes intégrales n'est pas une
condition suffisante pour assurver sans restriction Dextension de la
proposition en guestion. P’renous pour R une couronne d’un plan 1

limitée par deux cercles de centre Q. et pour vecteur V(M) le pro-
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duit @ A OM. ot @ est un vecteur perpendiculaire & Il. Dans ce cas la
proposition ¢st fausse si I'on ne supprime pas « peut-étre » dans
I'énoncé. our le voir 1l suftit de considérer dans R une couronne

concentriyue: ¢'est un contina admettant partout N (M) pour semi-
tungenle.

23. U serail intéressant de déterminer a quelles conditions doil
satisfaire le champ pour que I'cxtension soil possible avec ou sans la
suppression de « peut-étre ». Je me borneral ici & un cas particulier
important pour lequel 'énoncé subsiste intégralement.

Soient O.rvs trois axes de coordonnées. Prenons pour R le

domaine ; o <. 1! et considérons le champ V(M) de composantes 1,

Foawoawosy=F(M G vo3) == G,

on les fonctions F et (i sont bornées et continues dans R. Supposonsde
plus que, quels que soient M et M’ de méme abscisse, on ait
Fovby—FoMys {

s ~ A& MM
M) —6GiMyy - )

K désignanl une constante. On sait que le systéme

":," JRVN :fu = G

admet une intégrale et une seule passant par tout poinl de R, ¢t que
st (M) et (M,) sout les courbes intégrales passant respeclivement
par M et M,, la distance de deux points de méme abscisse pris respec-
Llivement sur chacune de ces courbes est moindre que H.|MM, , ou H
désigne une constante.

M étant un point quelconque de iR la courbe intégrale passant par
ce point coupe le plan . =0 et un point u. que j'appellerai la « projec-
tion » de M sur ee plan.

Ceci pos¢, considérons un ensemble E fermé du coté de Oa par
rapport a la direction ' =0 et appartenant a R. Supposons que en

: al ~ . 774: .
tout point M de K, sauf peut-étre sur un ensemble ;D\, le vecteur V(M)
soit une semu-tangente a E. Je vais wonirer que st & et @ sont les
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w projections » respectives de E et de 1D L sur v = o, & n'a aucun point
extéreur ¢ (.

Autrement dit, que I'énoncé 2 du n* 13 subsiste intégralement
(quand on se borne aux semi-tangeutes). La démonstration sera du
méme genve que celle donnée plus haut pour le théoréme général.
Fitablirai d’abord une proposition préliminairve.

2§. Soit (1) une courbe intégrale. Considérons le domaine A,
balayé¢ par le cercle I'(M), de eentre M, de rayon ze'**, dont le plan
est parallele & . = o, quand le point M d'abscisse . parcourt ()
depuis w=o jusqu'd . =1. Il est immdédial que Uintérienr de A, est
U'ensemble des points balayés par 'intérieur de U M) pour o <o << 1.
La frontiére de A, est constitude par la surface heu de la civcon-
térence I'(M) et les positions extrémes du cercle.

Désignons par E; Pensemble des pornts de 15 non eactéricurs & A, Je
vais montrer que st en un pornt Pode E., N (D)) #'est pas semi-tangente
pour cet ensemble, tl ne I'est pas non plus pour L.

l.a question se pose seulement si I*, a une abscisse ., <71, Il s’agit
de faire voir quiil existe un demi-cone X(P’,) de sommet P’ conte-

nant V(P,) & son intevieur, X(1°,) n’ayant au voisinage de son sonumet
aucun point extérieur a A,.

Désignons par M, le point de () d’abscisse .v,. On a

M, s

Prenons pour XY le demi-céne balayé par le cercle v "), dowt
le centre P', diabscisse &>, déerit V(P et dont le rayon cst
(e —.x,), le plan de (1) restant parvalléle & @ =o. 1l suffira de
monirer que st . est assez voisin de @, v(P) est intérieur a I'(M),
¢ est-d-dire que l'on a

. MIY -2kt — e ) L set

Evaluons  MP i, pour ceia prenons le point d'interseclion M de la

—_——

tangente en M, a () avee le plan de U (M) et considérons le veeteur M’

égal a l[,. P,..On a
P TN Y R | B CR T S
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d’oti
EMP < settea LMW+ [P
La courbe { 1) est définie par des fonctions y (&) el 3() i dérivées
conlinues; on a done

PMM = (0 — ) o — )

ot w() désigne un infiniment petit avee ¢, Reste a évaluer |P'PY.

——— ———

Pour cela remarvquons que P, 1™ et P, I® sont respectivement homo-

thétiques @ V(M) et V(1) dans le rapport v
d’écrire

£,. Le qui permet

TP = e — ) V(MO — N (1)

Mais d'aprés les conditions auxquelles satisfait le champ

- ‘p- |
Iv Oy — Ve |
est moindre que 24 M, P, || ¢e qui donne enfin
] N TRk e een,
n définitive on a
NP Ceet™ e a bz — a1 e (e — ) il — ).
v ") scva done certainement intéricur & (M) si Fon a
gefrn s afea e )TNl e — Y m( — ) - hE (e — ) <Tsett,

ol encore

) Tevher—ae oy 1
M — VI E ; PREX —_— R I.'] — f-': .
T e '

.

P L

———— est minimum pour & — &, =o, d'autre part ¢'* cst supé-

rieur on ¢gal a 1. Le second membre de I'inégalité est done au moins
égal i k. L'indgalité sera par suite satisfaite si o (@ — ) est moindre
que k:z. : étant donné ecci aura lien pourvu que v soit assez voisin
de ., puisque « cst un infiniment petit.

25. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration de la pro-
position énoncée au n® 23. Supposons gue & posséde un point . exté-
reeur & 0, Considérons la courbe intégrale (1) passant par ce point.
En vertu de la continuité uniforme des courbes intégrales par rapport

o
Journ. de Math_, tome XIL.— Fasc. 1V, 1933, ab
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aux conditions initiales, on pourra prendre : assez petit pour que le
domaine A, ne contienne, frontiére comprise, aucun point de ;D .
Comme au numeéro précédent. désignons par E, Uensemble des points
de E non extéricurs a J.. Cet ensemble contient au moins un point
[sur ()], 1l est fermé du coté de O.r par rapport & la divection de
= o. En raisonnant comume an n* 4, on verrait qu’il existe sur E; un
point P, (d’abscisse maximum) ou cet ensemble ne peut admetive

N (I’,) comme semi-tangenle. puisque la composante de ce vecteur
suivant O.r est égale & +- 1. Mais d’aprés le numéro précédent V(')
n'étant pas scwmi-tangente pour E, ne peut I'étre pour E. Il ¥ a done
contradiction puisque P, n'est pas un point de 1 D 1. & v'a done pas de
point extéricur i .

26. De la proposition qui vienl d’¢tre établie on déduira des con-
séyuences analogues & celles qui font Uobjet des énoneés 3 et + du
n® 13. Enoncons, par exemple. celle qui correspond a ~.

Sort

o v e ) of =
=il S L S .
* e e

v v @)
un svsteme o cquations différentielles. dans lequel les fonctions et G
sont bornées, continues et & nombres deérivés bornés par rapport ¢ v ot 3,
dans le domaine R = o X3, tout continu de R qui en chacun de ses
pornts (v, v, 3\ sauf peat-itre pour un nombre fint d 'entre cuv. admet
le rectear | G VO G] comme semi-tangente, est un are de courbe tntégrale.
Si au licn d'un continu on considérait un ensemble fermé de O, par
rapport a la divection =. on pourrait affirmer seulement qu'il est situé
sur un nombre tini d'intégrales.

27. \joutous pour terminer ce travail que toule transformation
ponctuelle biunivoque de Uespace conservant les tangentes permetira
d'étendre les théorémes des n> 13 et 14, en =’y bornant aux ensembles
fermés et aux semi-tangentes, a des cas plus généraux ).

{*) Dans le cas oir la transformation est howographique on pourra cousidérer
des demi-sécantes quelconques limites ou non. Je n'insiste pas surces extensions
faciles.
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Rapportons Uespace & trois axes QOO 3 ot considérons, dans
une région R, trois fonctions continues uniformes possédant chacune
un gradient différent de zére et continu. Supposons de plus que les
trois gradients ne soient jamais coplanaires.

Par chague point de R il passe une surface et une seule de chacune
des familles

N= Forlvoan L PRI A A FAES TN AR

oi \, Y. Z sont des constantes. DY autre part la transformation

Crovosy N

est blunivoygue ¢l conserve les tangentes. On déduira alors des n= 13
et LA, cu considérant des continus par exemple, que :

1" 31 un conlinu de R admet comme semi-tangente en chacun de
ses points, sauf peut-étre pour un nombre fim d'entre eux, la tangente
& la courbe g = const., A= const. passant par ce point ct ovientée du
coté des / croissants | décroissants |, le continu est un arc de courbe
g=consl., h=counsl.

2" Si un continu de R admet en chacuun de ses points, sauf peut-étre
pour un nombre fini d'entre eux, une semi-tangente, tangente a la
surface /= consl. qui passe par ce poiut, cette semi-tangente étant
par rapport an plan tangent & la surface f= const., passant par lv
point considéré, du coté des f croissants | décroissants }, le continu est
tout entier sur une surface f# = const.

On rapprochera le premicr de ces énoncés de celui du n* 26, plus
général en ce sens que dans le cas du numéro cité, il n'est pas sur
qu’on puisse associer les courbes intégrales de maniére a obtenir deux
familles de surfaces g = const., /= const., satisfaisant avec & = const.
aux conditions précédentes.

28. Enfin on observera que les résultats du présent Mémoire

s'étendent aisément au cas dun espace euclidien quelconque.



