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SURFACES REPRESENTEES PAR LES FONCTIONS SPHI-SRI‘QUES.
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Sur les surfaces représentées
par les fonctions sphériques de premiére espéce.

Pax 0. BORUVRA.

Les surfaces dont nous allons nous occuper sont définies, dans un
espace & 2r dimensions (r2 2) par 27+ 1 fonctions sphériques de pre-
miére espéce d'ordre r, linéairement indépendantes. Ces surfaces, dans
la géométrie projective, font partie d'une classe plus étendue de sur-
faces qui ont été rencontrées, par leur construction géométrique, en
relation avec la théorie générale des réseaux & invariants égaux (');
dans la géométrie métrique, elles se sont présentées, récemment, dans
les profondes recherches de M. E. Cartan, sur les espaces de Riemann
svmétriques clos, comme surfaces représentatives de ['espace sphé-
rique a deux dimensions, et ¢c’est en relation avec ces recherches que
I'étude des propriétés géométriques des surfaces en question devient
particuliérement intéressante ().

Le présent Mémoire se divise en trois Chapitres. Le premier Cha-
pilre est consacré & la construction géométrique et I'étude des pro-
priétés de nature projective des surfaces en question. Le point de
départ est fourni par un systéme d’équations de Pfaff qui définit, dans

(1) Teir, par exemple, G, Tzrtziica, Géom. diff. proi. des réseaur ( Bucarvest,
g}, p. 161,

(2) E. Carran, Sur la détermination d’un systéme orthogonal complet dans
un espace de Riemann syméirigue clos (Read. Cire. Mat. Palermo, t. LI,
1929).

Journ. de Math., tome XIl. — Fasc. 1V, 1933,
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338 O. BORUVKA,

I'espace projectif réel & 2r dimensions, une surface réelle et en chaque
point un repére intrinséquement lié a la surface. La discussion de ce
svsteme donne la construction géométrique de la surface : la surface
se Ilrouve définie comme le lien de points d’interscction des couples de
S,-osculateurs. aux points imaginaires conjugués. d'une courbe ration-
nelle normale imaginaire dedegreé 2r. L'intégration effective dusystéme
de Pfaff en question montre que la surface est représentée paramétni-
quement précisément par les fonctions sphériques de premicre espice
d'ordre ». La construction géométrigue ct les formules correspon-
dantes constituent la base sur laquelle est fondée, dans ce Chapitre,
Pétude des propriétés projectives fondamentales des surfaces en
question. Le deuxiéme Chapitre est consacré & I'étude des propriéiés
non cuclidiennes de ces surfaces. La métrique considérée dans
Pespace est celle qui a été introduite par M. L. Cartan, ct avee
laguelle les surfaces en question apparaissent comme surfaces repré-
senlatives de, P'espace sphérique a deux dimensions, leurs trans-
formations isométriques se traduisant par des déplacements de l'espace
ambiant. Jindique, en particulier, des propriétés locales caracté-
ristiques des surfaces considérées. Dans le troisitme Chapitre, je
moccupe de la vecherche des surfaces minima plongées dans l'espace
non euclidien a six dimensions qui jouissent de la propriété que toutes
ses courbes ont la méme courbure normale constante. Je montre que
ces surfaces sont toutes et seules les surfaces représentcées par les fonc-
tions sphériques de Lroisiéme ordre.

M. E. Cartan a bien voulu attiver mon attention & I’étude des pro-
priétds géométriques des surfaces en question, et il m’a donné au sujet
de ce travail des indications précicuses. Je me permets de lui adresser
mes meilleurs remerciements.

I. — Sur la construction géométrigque et les propriétés projectives
des surfaces représentdes par les fonctions sphériques de pre-
miére espéce.

L. Nous allons commencer par nous placer dans un espace projectif
réel S, & 2r (r22) dimensions et par définir et étudier, dans cet
espace, une famille de surfaces réclles (M). Nous considérons le
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nombre de dimensions de l'espace choisi (arbitrairement mais) une
fois pour toutes, et c’est ainsi que nous parlerons de I’espace S,,. Les
surfaces (M) de I'espace 3., seront toutes projectivement identiques ;
nous parlerons donc de lu surface (M).

2. Considérons dans P’espace S,, 27+ 1 points linéairement indé-
pendants quelconques M:e,, e,, ..., ¢,,. lls forment un systéme de
référence en ce sens que chaque point A de I'espace peut éire exprimé
par une formule de la forme

(1) A=aeM 4+ e+ wavs oL Baptan,

les 2 étant les coordonnées projectives du point (analytique) A par
rapport a ce systéme de référence. En particulier, on a les formules
, M=, M 4w ¢ =y eab L W,

(2] ? e =, M o e 4 @0 o 0 P W=t .02r)

les w étant des formes linéaires, réelles, en différentielles des para-
meétres dont dépend le systéme de référence. Sile systéme est mobile
et varie arbitrairement, il n’y a pas entre les @ de relations linéaires;
mais, il y en a toujours de bilinéaires provenant du fait que, dans les
formules (2), les seconds membres sont des différentielles exactes, et
ces relations sont () :

m;,- — l‘ e ﬂ n ["“l by ‘ - \[ fehg Mai] . [‘&Jy- mg,._ﬁ]
3 (==t a0 ..ooar)
" wix = [ 0] 5 Lo o]+ oo - oo [0 0w
‘ Jo b =0, e ey ).

Les formules (2) entrainent en particulier, que les coordonnées
d’un point analytique fire A de 'espace changent, avec le systéme de
référence, suivant les formules
() e T L U T | N S SO~ F

-1

v iy 0 Ly L g T 0 (F=u. 2. .

e )

(") Voir, par exemple, 1. Cartan, Sur les variétés de courbure constante
d’un espace euclidien ow non euclidien ( Bull. Soe. math. de France, 1. XLVIL,
191y, P 12d-1o; L XLVHI, wgao, p. e32-208),
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3. Nous allons attacher, & chaque point analytique A de l'e3pace,
une forme quadratique F, formée avec les coordonnées & du point \

par rapport au systéme mobile

(3 Flao, o 2y oo ) =) + ) oo+ 2+ —::.v*,
¢ étant une constante (£ 0). Sile systéme mobile est quelconque, la
quantité F, attachée & un méme point fixe A varie si I'on fait varier le
systéme mobile. Or, en choisissant (arbitrairement, mais une fois
pour toutes) unre position initiale du systéme mobile, on peut particu-
lariser le choix du repére et demander que la quantité F, attachée a un
méme point fixe A quelconque, soit indépendante de la position
actuelle du repérc et qu'elle soit égale a la quantité K, attachée au
méme point A par rapport 4 la position initiale du systéme. Cette
particularisation du systéme mobile se manifeste par certaines équa-
tions entre les formes w que l'on obtient en exprimant que la quan-
tité I est constante si l'on fait varier les 2 suivant les formules (4), et

ces équations sont

(6)  aya=u. Wy == — €, W W= 0 I N T N Y A

Inversement, ces équations suffisent pour que le systéme mobile
jouisse de la propriété voulue.

Avec un tel choix du repére mobile, en particulier, la quantité F,
par rapport au systéme initial, attachée au point M, dans chaque
position du repére, est égale a ; et la quantité I' attachée & chaque
autre sommet du repére dans n’importe quelle position est égale &
I'unité. De plus, si I'on considére la quadrique fixe F, = o de 'espace,
son équation est la méme dans chaque position du repire, et dans
chaque position encore, les sommets du repére sont conjugués deux a
deux par rapport a cette quadrique. Sans nous préoccuper des expli-
cations de nature métrique qui s’attachent & la particularisation con-
sidérée du systéme mobile, nous appellerons dans la suite, pour
abréger, la quadrique en question la quadrique absolue.

4. Cela étant, la surface (M) que nous allons étudier est définie de
la maniére suivante :
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A chaque point M de la surface, on peut faire correspondre un systéme

mobile M e, ey, ..., es, tel que les formes correspondantes satisfont,
en outre des équations (G), au systéme suicant :

AN TS SR
gk qake — EMgk et = Ay — oy )
Wy fmy kst — OV kg = Hp(wy = Fwg )2
. Magmtake 2 EOhkaee ™= FRp(0 — Fag)s
(7) { Maky shoen — T ot e = — Fop(0 + Frog):
Wyh—p ko 177 Pak—p 2he § T 0 0 TS Mafy 2= 03
fMskakrs  T= Wakekoy T/ T/ gy =0

N S Y L LUTS

dans lequel on a & poser

_— rir-+u

Fo=y — 1 PE A —
\ ‘ (9 —)(r-+2)

JK:\/-LA(A*I) ——l)—:—lﬁ—) )

et 4 donner a 'indice # toutes les valeursi, =, ..., r—1 & condition de
supprimer pour & =r — 1 les formules gui sont écrites dans les sixiéme
et septi¢me lignes.

Au sujet de ce systtme, nous nous bornons pour le moment i
affirmer qu'il est complétement intégrable; nous aurons Foccasion de
revenir plus lard (n° Il, 8) & sa formaltion, et c’est & cette occasion
que nous démontrerons la proposition en (uestion. Cela étant admis,
il est clair que par le systéme (7) se trouve bien définie une surface (M)
de S.,, évidemment réelle, le lieu du point M, et, dans chaque point M
de cette surface, la position d'un repére mobile aux sommets M ¢,,

‘,2’ . Q’ e'-l’\I
Quant aux constantes 2, remarquons qu'on a l'inégalité évidente

(8) o<Zap<< St pour S <<ALr—u,

5. Nous allons donner d’abord la construction géométrique de la
surface (M). Pour cela, remarquons que les équations (7) entrainent
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les formules suivantes :

b . . I . . .
o\ — Sl — froh 18y == 10y} — =y == Ty 10 — fey

die, m e = — ey = T ) M= fagoe, = ey )
i S Aty = P (g T2 e
to) < A Csiy T 0 ) = — ey U TS e ) { Oy T g VI EA A [ Paiy T )
| B LG =R S FN Sy LS
O TR = H U T M P T ) TR o sy TR
(k= 30 oo =

Sil'on puse, pour simplifier I'écriture,

o ‘ e Fray = A2 oy — Fro, == 8L
{ral . . . -
} oy = fege== i iy — tesi== K_g 3 PO T 3 N

le systéme (Q) s'écriva :

]
¥ .
Lok

dM =~ F o+

A = — e M By = 2 2 Ky

7/ UL | I YNYON DR T LA N

“1) { rﬂ‘:;:— 1‘;«_1111 |:\_. — iﬂ"-lwl“.’: - :l.;ﬂ_ﬂ:.:-.‘:
e“‘:_s: — .:t;_ll}_l [ D f—y ok ‘-‘l‘.:l‘:_:“— 1;9.1 I_ Tey s
T YR Y N NUEN PR

db o= — R E_ ., =i

\ e R N L

6. Pour faire la discussion de ce systéme, remarquons d'abord que,
dans chague position du syvsteme de référence. d'aprés la défintion
mdéme, les points K, E_;, pour £ =1, 2, ..., r, sonl Imaginaires con-
Jugudés et situés sur la quadrique absolue: de plus, les points I,
E,, ..., E d'une part, et les points 1,  E_.. ..., E_, d’autre part,
sont conjugués deux & deux par rapport & cette quadrique. Il en
résulte que, dans chaque position du systéme de référence, les deux
espaces (Imaginaires) hnéairves & » — 1 dimensions, déterminés par les
points E; et I_; respectivement, sont entiérement situés sur la qua-
drique absolue. Enfin, le point M est conjuguné par rapport & la qua-
drique en question, i tous les points E et E_;.
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Cela étant. les deux derniéres équations (11) montrent, en parti-
culier, que les points géométriques I, et E_, décrivent des courbes,
soit (K. et (I_,), et les paramétres (imaginaires) sur ces courbes
dépendent de deux variables réelles indépendantes. On a une corres-
pondance ponctuelle sur les deux courbes; les points E,, E_, corres-
pondants sont imaginaires conjuguds.

Or, posons, pour abréger le langage \2¢M=1I,. Ensuite,
les formules (11) wmontrent que, pour k==1,2, ..., 2r—1, on
peut exprimer linéairement d’une part K, par E, dE,, ..., d*E,
el dautve part, .., par E_,, dli_,, .... "E_,. 'ar suite, daus
chaque position du repére de référence, le point géométrique E,
(h=—r+41,...,—1,0,1,...,7—1) est le point d'intersection
du S, ; osculateur de la courbe (E,) au point I, et du S, ;-oscula-
teur de la courbe (I ,) au point E_, et inversement, les points E,,
E. ,, ..., I déterminent le S,-osculateur de la courbe (E,) au
point E. etlespoints F_,, E_,,, ..., E_,_; déterminent le S;-oscu-
lateur de la courbe (E_,) au point 1_,. 1l en résulte, en particulier,
que dans chague position du systeme mobile le point (véel) M est le
point dintersection du couple de S,-osculateurs des courbes (I%,)
et (1) aux points (imaginaires conjugués) corvespondants I et E_,
et que les deux courbes en question sont autoconjuguées par rapport &

la quadrigue absolue.

7. Pour aller plus loin, et en particulier, pour déterminer les deux
courbes (E.) et (E_,), nous allons intégrer explicitement le sys-
téme (11). Pour cela, remarquons d’abord que les formules (10)
donnent, en vertu des équations (3), (6) et (7),

. . = . .y < 2 .

(R B il,:l[i!, '!!1-:}2 qu:—'lsl—lf“lt]: 1y, = m[i]lil_l].
de sorte qu'on peut poser
oz o= sz — 3z

=l Fraya=—

P 33 1~ 3

{13 Q="

ol

h étant égal & ' — 1) (¥ + 2), 5 et 5 élant deux variables complexes
ct conjugudes.

Les variables indépendantes étant ainsi choisies, le systéme (11)
prend une forme explicite, dans laquelle, dans les seconds membres,
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les coefficients des fonctions inconnues sont des fonctions déterminées
en 3 et 3. Ce systéme peut se mettre sous la forme équivalente :

JdE, 3 .

= r——=Lk

J3 1— 33

I z . 1
— =4 == h —=F ., WW=r—1. .., n
dz 1 33 t-- 33

ok _— .
viw { T ks
‘ dz 1 — 33
l)l‘:_ 2 . .
— = ——F -y rr— 0 ———= e
ds L— 33 Ve 33
aF_; 3 i . .
‘ P =4 = E_g— R =E_:, (k= o, .
3 L=~ 33 1-— 33
dE _,
d-
DN \ .
5 — Ah ——=t h=r—a, . oan

133

T dE, e ! E
1) —_— g P —
(149) d3 \ 133z
N 3 —_— !
e Lt
1O s . .
l dl & =k — |ﬁ:;«-~ Ky h ~—I——_ !1\;_,, tl'(: RO S N
IS )
; S P4 33 v 33

el \ =
L

Or, pour éviter un caleul inutile, posons v = Cet considérons

les expressions suivantes (') :

Eimp{— O3 r— &) e -

=

s L N A R ) W
Li=pi—u¥yar L )! =y ( 1 t “ R

()
r-k—pft®

TR N B S L U r:\
Upowr £ 2o, 5 — v poar fC e,

i

K

~
kK

(1) Cest seulement pour simplifier tes tormules détinitives que nous ajoutons,
dans les premiers membres, le facteur .
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D abaord, il est favile de voir que, quels que svient les indices &, j,
aucune des fonctions E;, E_; ne s'annule identiquement. De plus, on
a la formule suivante :

il

P ~
«—m;i‘—ﬂ’?t—m ! ‘J) r—J SER
el »oINr—hk—p,
W

(6} .y
R R Ul REA R
1 w=~
Celle-ci montre que les expressions E; ot E_¢ sont, pour tous les
indices 4, f, au facteur {1+ :‘E, — preés. polynomes en 3 et zide plus,
elle met en évidence que E_, est identique a E,, et les formules (13)
délinissent, pour le méme ndice . 2r -+ 1 fonctions distinetes.

O, on vérifie par un caleul facile que, quel que soit j, les fone-
tons E;, kE_; satisfont au systéme (13a) et (14b). Dautre part, il
résulte immédiatement de la forme méme des fonctions I et F_; que,
entre les fouctions E;, par exemple. qui ont le méme indice & et diffé-
rents iudices j, ancune relation lindaire identique aux coefficients
constants non tous nuls, n'est possible. Par suite, les formules (13)
représentent 2r -+ 1 solutions indépendantes du systéme (14 @), (13 &),
et par suite, elles déterminent intégrale générale de ce systéme.

8. Uela étant établi, les seconds membres des formules (13) peavent
¢tre regardés, pour les différentes valeurs de 7, comme les coordonnées
projectives des poiuts I; et E_; par rapport 3 un vepére fixe. Or, 1
Pon désigne par X, \;, X_; ( =1.2, .. ..r) les coordonnées projec-
tives d'un point quelcongue de Pespace par rapport & ce repére, on a,
en particulier :

_ V Nt NGIN=Til — v ity {pour le point ).
el ' L W e R P SN T ipeur le point K .

-

.es formules mettent en évidence que les deux courbes () et (E_,)
se confondent dans une courbe rationnelle normale de degré 2r.

-Remargue. — Le svstéme de référence fixe, auquel sont rapportées
les coordonnées projectives X, se confond en position avec le repére

Journ. de Math.. tome XIL — Fase. IV, 233 3
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(28]

mebile E, K «k=wo,1,....r) dans la position initiale : =
Les coordonnées du point-unité de ce systéme initial sont

—3 N

=N =~ e - g V=

Il en vésulte, en particulier, que Féquation de la quadrijue absolue
en coordonnées \ est

Oy .'k") - (,_'.) N\ (") NNy el - (”\! AV

Pour : = z==o. 'hyperplan tangeat a la gquadriygue absolue au
point E; (E_ (AT est Ny =0 (\y=10): le plan (véeD)] ME F_]
est donné par les équations \; = \_ ;= oy ==&\

9. Dans la suite. pour abréger, nous dirons qu'une courbe de
Pespace S, est tmaginaire si elle est formée par des couples de points
Imaginairves conjugués, mais sans points réels.

Dapres ce gqui précede, la surface (M) est engendrée par des
couples de N~osculateurs, anx points imaginaives conjugnés d'une
courbe rationnelle normale de degré 2 imaginaive ( EN,

10. Nous allons maintenant étabhr le lemame suivant :

Toutes les courbes rattonnelles normales de degré ar, imaginaires,
sonl tdentiques vis-d-vis le groupe de déplacesnents de espace wéely S,

Eu effet, soit ( )Y une courbe rationnelle normale de degré ar, ima-
ginaire, quelcongue. el soil 3 son parametre propre. Envisageons sur
cette courbe la correspondance ponetuelle qui amdéne d'un point Ez)
au point imaginare conjugue Ky 3. Cette correspondance est donnde
par une relalion entre s et 3, évidemnment antihomographique et invo-
lutive, et comme il 'y a pas sur la courbe des points réels, sans points
doubles. La correspoundance entre 3 et 37 est done une antiinvolution
de seconde espéce. et par suite, son équation est réductible & la forme

i
I g] -
w

= étant imaginaire conjugué de 3.
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Cela dtant. considérons deux courbes rationnelles normales de
deged 2r, Imaginaives, difféventes KV et ($). et soient 3 et J parametres
propres sur ces deux courbes: la correspondance, qui amene sur
chague courbe d'un point 3: I & son imaginaire conjugud, soit

J
/Aila
g4
I

g6t} -

Etablissons entre les deax courbes K et &) la correspondance 3 = J.
Dans cette corvespondance, deux points imaginaires conjuguds gquel-
conyues dune courbe corvespondent & dewx powmts imaginaires conju-
cuds de Fantre. O, il existe une transformation homographique qui
transforme les deux courbes y et &) Dane dans Fautre de maniére &
faive confondre chague couple de points corvespondants. La transfor-
mation en quesiion amene done. en particulier, deux points imagi-
natres conjuguds guelcongues d ane courbe en deux points imaginaires
conjugués de Fautre, Cest une transformation véelle,

1. U résulte du lemme précédent gue deux surfaces engendrées
chacune parv des couples de S.-osculateurs aux points imaginaires
conjuguds dune courbe rationnelle normale de degrd 2, imaginaive,
sont identigues vis-d-vis le groupe Jde déplacements de Uespace S,
On a deue, en définitive, la construction géométrigue saivante de la
surface MY :

On prend. dans Uespace projectt) S, une courbe rationnelle norale
de degré ar, imagrnatre, guelcongue : an construtt en chaque couple de
poinls tmaginaires conjugues de ectte courbe les deax espaces osen-
letewrs v demensions: i exeste un point d intersection (réel) de ees
denr espaces, et il dépend de dewx paramétres wéels. La surface (D
est le licu de ce point d interseetion.

Bemargue. — La surface (M) se trouve amsi pacfaitement déter-
minde par une vourbe ratiounelle normale de deged 2r, tmaginaire.
Dans la suile. pour attiver Fatiention & la construction géométrique
de la surface. nous appellerons souvent une telle courbe courbe génd-
ratrice de la surface ( M),

12, La construction géoméirique de la surface (M) Stant ainsi
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établie, posons-nous la question suivante : Dans Pespace S,,. la sur-
face (M) étant donnée, quel est le procédé géomdtrique qui fait passer
de la surface & une courbe génératrice ?

Pour répondre i cetle question, revenons au systéme (11). Nous -
allons d’abord montrer que lesdeux familles de courbes @ =o0,Q_, =0,
situdes sur la surface. ont unc signification projective imtrinséque. En
effet. d aprex les formules (11), on a une rvelation de la forme

Y L N AL SFEIRT s SN N

cette relation montre qui chaque point M de la surface, Pespace oscu-
lateur d'ordre 2 vst déterminé pav les points M, E,. E_,. E,, E_,. Or,
considérons un point M quelcongue de la surface, et prenons dans
Pespace osculateur d’ovdre 2 correspondant un espace linéaire a trois
dimensions, arbitraire, mais passant par le plan tangent de la surface
au point M. Cherchons s'il ¥ a, parmi les directions issues du point M
et situées dans le plan tangent de la surface des divections privilégides
par la propriéié, que les plans osculateurs des courbes situées sur la
surface et avant ces directions. sont contenus dans espace a trois
dimensions cousidéré. Or, Uespace en question est détermind par les
points M. E,. E . 2E,+2ll . % pouvant &tre arbitvaire. Pour
qu'une direction dans le plan tangent. tssue du point M. jouisse de la
propriété voulue. il faut et il suffit que. dans cette divection. le
point d* M correspondant seit contenu dans espace cousidéré a trois
dimensions : done. dapres (19 il faut et il suffit qu'on ait

(20 AT — A%, =

A chaque espace & trois dimensions passant par le plan tangeat et
situé dans 'espace osculateur d'ovdre 2 au point M, correspond done
précisément deux divections jouissant de la propriété voulue, et elles
sont données par une équation de la forme (20). On a done en chague
point M de lasurface une invelution intrinséque, les directions doubles
de cetteinvolution étant précisément les deux directions Q,Q ,=o. Les
deux familles de courbes Q,Q , = o ont donc une signification projec-
tive intrinséque.
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En vue des considérations ultéricures. nous appellerons. dans la
suite. les courbes des deux familles Q, Q_, = o courbes nunima.

Cela érant, les formules (11) montrent immédiatement que les deux
familles de courbes minima forment un réseau, et gue le point E,(E_,)
est le point transformé par & transformations successives de Laplace
dans le sens des courbes &, = o (Q_, = 0). En particulier, le point
K., ) est le point transformé par r transformations successives de
Laplace dans le sens des courbes Q, =0 (., =0,

On a done le résultat suivant :

hans Uespace S, la surface (M) étant donnée, les courbes minima
str la surface forment un réscau conjugué. Pour avorr une courbe géné-
ratrice de la surface, i suffit de transformer ce résean par v trans for-
mations successives de Laplace. La ¥¥™ transformée, dans un sens ou
autre, se termine sur une courbe rationnelle normale de degré 2r, ima-
Ltpaire, qui est une courbe génératrice de la sur face.

Remargue. — Nous montrerons plus tard (n* 19, 20) que, dans le
dowaine complexe. la courbe génératrice (E,) est située sur la
surface ( M) et qu'il n'y a sur la surface d’autres courbes génératrices.

I5. Nous allons maintenant indiquer unc rvelation intrinséque
entre la surface (A et la quadrique absolue. Dans ce but, nous
démontrerens la proposition suivante :

Dans Uespace projectif & 2r dimensions. une courbe rationnelle nor-
male de degré 2r étant donnde, il existe une quadrique et une seule par
rapport a laquelle la courbe est autoconjugude.

La proposition résulte immédiatement de la remarque suivante :
Chaque quadrique dans U'espace qui, par rapport & la courbe donnée.
Jouit de la propriété voulue. détermine un systéme polaire qui fait
correspondre a chajque point de la courbe son hyperplan osculateur;
inversement. chagque systéme polaive. qui fait correspondre a chaque
point de la courbe son hyperplan vsculateur. détermine une quadrique
Jowssant de la propriété voulue. Or. il est bien connu (') que, pour

('} Voir, par exemple, E. Bertizt, Evnfihreng tn die projektive tivometrie
mehrdimensionaler Biunee (Wien, 193, p. 323).
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une courbe rationnelle normale quelconque de degré 22, il existe préei-
sément un tel systéme polaire.

On peut aussi raisonner de la maniére suivante. Dés qu'on sait que
la courbe ( K. ) déterminée par le svstéme (11) est une courbe ration-
nelle normale de degré ar. on est sir que. une courbe rationnelle
normale de degré 2r étant donude, il existe au moins une quadrigue
(absolue) jouissant de la propriété voulue. U suffit done de moutver
quil existe au plus une telle quadrique. Supposons le contraive et
envisageons deux guadriques diltérentes quelconues jouissant de la
propriété considérée. La courbe élant antoconjugude A ces deux qua-
driques. chacune d'elles contient la courbe el tous ses espaces oscu-
lateurs & r—1 dimensions. Or, les deux guadriques en question se
coupent dans une V[ | qui countient encore la courbe donnée. et

BT
tous ses espaces osculateurs & r—1 dimensions. D7autre part. on
sait quune telle Vi | contient précisément ™7 * " ¥ (mxr—)

d’espaces linéaires am dimensions ')} par conséquent. clle ne contient
quun nombre fini d'espaces hindaires & »—1 dimensions. et cela
donne une contradiction.

Remeargue. — Dans la suite, uune courbe rationnelle normale de
degré 2r détant donnde, nous appellevons pour abréger, la qua-
drique dont Uexistence est assurde par la proposition précédente.
quadrique assoetée i la courbe.

Cela étant. revenons & notre espace (réel) 8., Les considérations
précédentes entrainent la velation intrinséque suivante entve la sur-
face (M) et la quadrigue absolue :

La quadrique absolue qui est lice par le systéme d équations difléven-
tielles (V1Y &l surfaece (N est la quadrique assoeiée @ la courbe géne-
ratrice (1) de la surfuace.

1 4. Dans la suite. nous aurons a appliquer le lemme suivant :

Dans Lespace projecttf & 2r dimensions, une courbe rationnelle nor-

o Voir, par exemple, K. BErTINL foc, ., po 168,
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male de degré 2r étant donnée, les dew points d intersection de dewr
couples différents quelconques de S-osculateurs de la courbe sont
diflérents.

Cousidérons la quadrigue associée & la courbe. Dans chague point
de la courbe, le 3, -osculateur et le S,-osculateur sont deux cspaces
polairves par rapport i la quadrigque en question; Uhyperplan polaire
de chajque point du S,-osculateur contient donc r points voisins
de la courbe (les » points couséculifs qui déterminent le 3, -oscu-
lateur).

Cela ¢tant. admettons pour le moment le contraire de la propo-
sition. Supposons il existe deux couples diltévents de §,-osculateurs
de la courbe tels que les deux points diintersection correspondants ne
soivut pas dillérents. Cette proposition entraine qu’il existe un point
de Pespace pav legquel il passe trois dillérents S,-osculateurs de la
courbe. Par suite. d’aprésla remavque précédente. Uhyperplan polaive
de ce poiut contient 3 groupes de r points voisins de la courbe; par
suite, il contient toute la courbe, et cela est absurde.

15, Revenons a la construction géométrique de la sucface (M),
Interprétous les valeurs du pavamétre = sur la courbe génératrice ()
par les poiuts de la sphére. de vayon 1. par exemple. A chague point
de la sphére correspond précisément une valeur de =, et par suite.
précisément un point sur la courbe génératrice. et par suite, d'aprés
la construction de la surface { M). précisément un point sur la surface.
Deux points-antipodes sur la sphére. correspondant aux valeurs sz

-~

1]

i N . . .
et — — du paramétre, donnent le méme point sur la surface. Inver-

semenl. chague point de la surface se trouve déterminé. par la cons-
truction géométrique précisément (d'aprés le lemme du o L4) par
deux points imaginaires conjuguds sur la courbe génératrice (15.), qui
correspondent aux valeurs z et — ; du paramétre, et par suite, yui

déterminent deux points-antipodes de la sphiére. On a donc une cor-
vespondance biunivoque entre les couples de points-antipodes sur la
sphére et les points (géométriques) sur la surface. Nous désignons
cette correspondance par (.



352 0. BORUVKA.

Imaginons une rotation de la sphére autour du centre (ou une rota-
tion autour du centre accompagnée par svmétrie par rapport au
centre). Cette rotation s’exprime au moyen de la variabte = par une
transformation projective (ou antiprojective). et cette transformation
entraine la propriété de la rotation de conserver les points-antipodes
de la sphére. Par suite, elle définit sur la courbe génératrice (E,) une
transformation projective (ou antiprojective) changeant simulta-
uément deux points imaginaires conjugués de la courbe en deux
peints imaginaires conjugués, et par suite, elle engendre une transfor-
mation projective (réelle) dans tout 'espace S,,. Cette transfor-
mation, d’aprés la construction méme de la surface. et d’aprés la
définition de la correspondance (R, conserve la surface et manifeste la
rotation sur la surface. De plus, comme il 0’y a pas, d’aprés le théo-
réme du n° I3, qu'une seule quadrique associce ila courbe génératrice,
la transformation en question de Vespace S,, conserve la quadrique
absolue.

Inversement, imagirons une transformation projective (réelle) de
Pespace S,, qui conserve la surface (M). Cette transformation conserve
nécessairement sur la surface le réseau de courbes minima, et par
suite. la courbe génératrice (15,); de plus, elle conserve la quadrique
absolue. La transformation en question engendre sur la courbe géné-
ratrice une correspondance projective (ou antiprojective), et cette
correspondance conserve les points imaginaires de la courbe. Elle se
traduit donc sur la sphére par une rotation autour du centre (ou rota-
tion autour du centre accompagnée par symétrie par rapport au
centre); cette rotation manifeste sur la sphére la transformation dans
I'espace 3,,.

On a donc le théorcme suivant :

I est possible d établir entre couples de points-antipodes de la sphere
et points de la surfuce une correspondance biunivogque (R telle que
chaque rotation de la spheére autour du centre, accompagnée ou non par
symétrie, se mani feste surla surface parun déplacement de Uespace S.,,,
et ce déplacement conserve la quadrigue absolue; incersement, chaque

o
A

déplacement de Uespace S, qui conserce la surface, et par sutte ausst la
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quadrique absolue se manifeste sur la sphére par une rotation de la
sphére antour du centre accompagnée ou non par symetric.

16. Nous allons appliquer le résultat précédent pour démontrer le
théoréme suivant :

Toutes les propreétés locales de la surface (M) qui se conservent par le
groupe de déplacements de Uespace S, ou bien seulement par son sous-
groupe qut conserve la quadrique absolue, sont les mémes dans tous les
points de la surface.

Désignons par G le groupe de déplacements de espace S.. qui
conserve la quadrique absolue. Imaginons la correspondance (R entre
la sphére et la surface. Soient M, M’ deux points quelconques de la
surface et m. m’ les deux couples correspondants sur la sphére.
Soit J(M) un invariant quelconque par rapport a G. attaché & la
surface au point M, et soit J{\W') le méme invariant attaché au
point M. Il existe une rotation de la sphére qui améne le couple m
en m'; la transformation correspondantce sur la surface qui ameéne M
en \’est une transformation du groupe G. On a donc J(M) = (M.

17. Nous nousbornons ici & énoncer une propriété locale de nature
projective de la surface (M); nous aurons I'occasion de la démontrer
plus tard (n° 11, 8).

Dans un point M quelconque de la surface Uespuce osculateur dordre &
a précivément 2k dimenstons, et il s¢ tronce diterminé par les points M,

E;, B, (j<H).
Il en résulte en particulier que. dans le point initial de la surface.
'espace osculateur d’ordre £ est donné par les équations

X,;»_.,, == X—k—l:' e = ,\,.: x.__,-: LU

18. Pour aller plus loin, nous allons déduire la représentation
paramétrique de la surface (M). D’abord, les formules (15) et (16)
montrent que les coordonnées projectives X d’un point quelcongue M

Journ. de Math., tome X1I. — Fase. IV, 1933, J£5
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de la surface peuvent étre écrites sous la forme

i P el

g (A

(21) { al - SN e ol B —
'\"":(J ) G *___) ;—“(-')*k #J) U_;):*:L

' (j:u‘ R W \..).

Or, effectuons la représentation des valeurs z par les poiuts de la
sphere de rayon 1. La sphire étant rapportée aux coordonnées rectan-
gulaires \, Y, Z, et le pole de représentation étant le point X\ = Y = o,
Z =1, on a les formules bien connues

o~

I

i
o

(2}

(AN

Avec les variables nouvelles X, Y, Z, les formules (21) prennent la
forme

! r—i N -
. 7 i r _.I) r —--J’ \) o RN SESRE FE L
\;= AN :\_]Z( u ("—;Jw (£ — (L +) :

t
Nz
(23) A . __,\);§!( r) S 7'_").\4’._.\*(/__1)"-5—5*

g6

Cela étant, nous allons démontrer le théorcme suivant :

(J==u, e s Nu= N\

La représentation paramétrique de la surface (M) est fournie par
ar—1 fonctions sphériques de premiére espéce dordre v, linéatrement
tndépendantes, ou bien, et cela revient au méme, par 2r + 1 polynomes
harmoniques de degré r, homogénes en trots variables et Lindairement

tndépendants.

PPour démontrer le théoréme, remarquons qu'on a, pouro, 1, ..., »r
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la formule spivante :

r—j

o, v i fr r—gN g\ w N
Ly WW(’:—I) —(j)Z( ® )(r—.u)(l-—-l]}(,-—'rl) =,
:J.:u.

Or, cette formule montre que, en introduisant les fonctions sphé-
riques adjointes de premiére espéce d’ordre r,

(I‘——j): Ny id""‘('[ﬁ—l)"
(ar)! Wr—2 ) ddr—1

{23) P =

el en posant

{20) \ =—cosysing: I —sinysind: /.= vcos b,

on peut mellre les formules (23) sous la forme

Lo J=weo 0 oot A=)

Dans ces formules, les seconds membres sont précisément fonctions
sphériques de premiére espéce d'ordre r, linéairement indépendantes.
En vertu de la théorie générale des fonctions sphériques, les seconds
membres peuvent s'écrire comme polynomes harmoniques de degré r,
homogeénes en trois variables X, Y, Z et linéairement indépendants.

Remarque 1. — Comme il v a précisément 2, 1 fonctions sphé-
viques de premiére espéce d’ordre 7 linéairement indépendantes (poly-
nomes harmoniques d’ordre r, homogénes en trois variables et linéai-
rement indépendants), chaque surface de S,,, dont la représentation
paramétrique est fournie par fonctions sphériques de premiére espéce
d'ordre r (polynomes harmoniques d’ordre r, ete.), est projectivement
identique & la surface (M).

Remarque 1l. — Conformément & la premicre partie du théoreme
du n° 13, les fonctions X;. \_; regardées comme polvnomes harmo-
niques en X, Y, Z, subissent une substitution linéaire si I'on applique
aux variables X, Y, Z une substitution orthogonale. D aprés la seconde
partie du théoréme en question, inversement, chaque substitution
analytique portée aux variables X, Y, Z qui fait subir aux polynomes
harmonigques X;, N\_; une substitution linéaire non singuliére aux
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coeflicients réels constants est nécessairement une sabstitution ortho-
gonale.

Remargue 1. — Les fonctions X;, X_; sont normées, d’aprés (18),
de maniére i satisfaire identiquement & la relation

-1

o

Il existe donc entre les fonctions sphériques adjointes P,; la relation
quadratique

b ‘.‘l‘l“) Toar \j Cary ¥
—_— 2 2 e . pr
e » & r! " (r— S Ph=—- ‘( 0 ) vs (:v.r)

19. On pourrait admettre pour z, s des valeurs complexes yuel-
conques. Les formules (21) prolongent la surface dans le domaine
complexe et donnent sa représentation sur la sphére complexe. Cette
veprésentation est évidemment univoque dans le sens de la sphére - -
la surface: si = et = ne sont pas conjugués, elle est univoque encore,
d’aprés le lemme du n° 14, dans le sens inverse. Elle prolonge la cor-
respondance «} dans le domaine complexe. Dans cette correspon-
dance R prolongée, aux points réels (imaginaires) de la sphére
correspondent les points réels (imagiraires) sur la surface. \ux
eénératrices rectilignes sur la sphére correspondent les courbes
minima sur la surface: ce sont des courbes rationnelles normales
d’ordre . Au cercle a U'infini sur la sphere (1 -+ 33 = o) correspond la
courbe génératrice ( E, ) sur la surface.

20. Avec le théordme du n° 13 et la remarque précédente, nous
sommes en mesure de démontrer le théoréme suivant :

I '’y a sur la surface (M) qu'une seule courbe génératrice, c’est-
d-dire il Wy a sur la surface qu'une seule courbe rationnelle normale
tmaginaire de degré 2r telle que la surface puisse étre définte comme le
lieu des points d “tntersection des couples de ses S.-osculateurs aux pornts
IMAZIRAIreS CONJUSUCS.
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En effet, admettons pour le moment le contraire, et nous aurons
une contradiction. Envisageons la correspondance (R prolongée dans
le domaine complexe. Soit sur la surface (&) une courbe génératrice
différente de (E,). L'image de la courbe (&) sur la sphére est une
courbe imaginaire, ot comme la correspondance dans le sens de la
sphere — la surface est univoque, différente du cercle a l'infini
\* 4+ Y?* + 7% =0, qui, & son tour, est 'image de la courbe (E,). Or,
il existe (n* 10) une transformation de I'espace S, qui fait confondre
la courbe (E.,) avec (&). Evidemment, cette transformation conserve
la surface, et par suite, elle se manifeste sur la sphére par une rota-
tion (n°® 13). Cette votation d'une part, laisse invariant le cercle &
Pinfini, et d autre part, comme la correspondance dans le sens de la
surface -~ la sphire est univoque. elle fait confondre le cercle en
question avec 'image de la courbe (&). On a donc une contradiction.

4

21. Nous allons encore examiner de plus pres la représentation (R
entre la sphére et la surface. Dans ce but, placons-nous d'abord au
peint initial X\ =Y =0, Z =1 de la sphére, et examinons quellex
sont les courbes sur la surface qui, dans la représentation (R, corres-
pondent soit aux grands cercles passant par le point initial, soit aux
cereles orthogonaux Z = const.

Considérons d’abord les grands cercles. Les éguations des courbes
correspondantes sur les surfaces s’obtiennent en faisant, dans les for-
wules (27), 3 = const. ¢t en faisant varier §. Or. 1l est facile de voir
que P, ;(cosl) peut s’exprimer, avec une variable convenable, comme
un polynome de degré r— j, abstraction faite d'un facteur rationnel
indépendant de j. kn effet, posons

1 étant une variable nouvelle, et dans la série (24) qui figure dans la
formule de définition de la fonction P, ;. associons pour chaque

e
S U TR J
a

les deux termes correspondant & w et r—j—w. Un calcul facile
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montre que, abstraction faite d'un facteur rationnel indépendant
de 7. la somme de ces deux termes est

. x ‘ v < ‘ . .

c'est donc un polynome en 7 — - de degré r—j — 2. Parsuite, a un

facteur indépendant de j pres, P,; est un polynome de degré r—j
¥ ~pe e )

en ! — ;- Les courbes considérées sur la surface sont donc courbes

rationnelles normales de degré r: évidemment, elles sont fermées.
Considérons maintenant les courbes Z = const. Si Uon pose. dans
les formules {27\
Pt 1 4

-

T A

¢ dlant une variable véelle. et que Uon multiphe les seconds membres
de ces formules par un facteur convenable indépendant de j, on
obtient les équations des courbes eherchées sous la forme

N N L AL T Rl TR AN
e [ NI i T TIEs LRE) A

Ces formules montrent gue si Z ost quelconque, ¢'est-d-dire si Z
n'annule avcune des fonctions P la courbe correspondante est
rationnelle normale de degré ar. Mais il existe un nombre fini de
caleurs de Z pour lesquelles 1l n'en est pas ansi. En eflfet, on a une
valeur exceptionnelle de Z alors et alors senlement si elle annule une
des lonctions de I*... Or. & chague valenr de j correspondent préci-
sément r— ; ditféventes valeurs de £, deux a deux égales et de signes
opposés (abstraction faite de la valeur possible Z = o), situdes dans
Fintervalle 1> 7 > —1 qui annuleat P, (Z); & ces valeurs corres-
pondent précisément r— ) diflérents cercles sur la sphére dont les
unages sur la surface. en nombre de l'—‘—{—:—'] différentes. sout des
courbes rationnelles situées dans Uespace X; = X ;= o par suite, ces
courbes sont soit d'un degeé infévicur & 2r, soit de degré 2r. mais non
normales. L'espace en question \; =\ ;= o pour j =£ o, est I'espace
pelaire du plan | ME;E_;] et, par suite, 1l est parfaitement déterminé
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par les espaces osculateurs de la surface et la quadrique absolue:
pour j=o, on a I'hyperplan polaire du point M dans sa position
imtiale.

Remarquons encore que toutes les courbes considérées, images des
cercles Z = const., sout évidemment fermées.

22. Les rdsultats que nous venons d’obtenir au sujet de la vepré-
sentation (R restent vrais si 'on considére aun lien du point imtial un
point quelconque P de la sphére. En effet, on peut amener par une
votation le point initial au peint P. Par cette rotation, les grands
cercles sur la sphéve passant par le point initial, et les cercles ortho-
gonaux s'ameénent aux grands cercles passant par le point P et les
cercles arthogonaux et les images de ces cercles sur la surface se
transforment par une transformation projective.

Ou a done le résultat snivant :

Dans la correspondance R, i chague cercle de la sphéve corvespond
sur la surface une courbe rationnelle fermée. Aux grands cercles corres-
pondent des courbes ratronnelles normales de degrd ro Aux petits cercles
correspondent, en géneral, des courbes rationnelles de degré 2r. mats
i v a des eveeptions. A chaque point de la sphére, se trouve assocté un
nombre fint de petits cercles, dont lex tmages sont courbes rationnelles
qut sont, soitdedegré inféneur a 2r. sait courbes non normales : cescourbes
cxeeptionnefles sont détermindes par la quadrigue absolue et par les
espaces osculateurs de la surface au point qui correspond au pornt eonsi-
dérd sur la sphere.

23. Au sujet des courbes rationnelles sur la surface, images des
cercles sur la sphere. nous allons démontrer le théoréme suivant :

Toutes les propriétés locales d’une courbe rationnelle sur la surface,
image d un cercle sur la sphére dans la corvespondance &, qui se con-
servent par le groupe de diplacements de Uespace S, on bien seulement
par son sous-groupe qui laisse invartante la quadrique absolue, sont les
mémes en tous les points de la courbe.

Le théoré¢me se démontre d'une maniére analogue comme celui du
n* 16. Désignons par G le groupe de déplacements de U'espace S, qui
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laisse invariante la quadrique absolue. Soit. sur la surface, C une
courbe rationnelle, et soit, sur la sphére, ¢ le cercle (les deux cercles)
qui est (sont) son image; soient M et M’ deux points quelcongues
sur C et m, »’ les deux couples correspondants sur ¢} soit (M) un
invariant quelcongue par rapport & G attaché & la courbe aun point M,
et soit J(M') le méme invariant attaché an point M. 1l existe une
rotation de la sphére qui conserve ¢ et qui améne m en #¢'; la transfor-
mation correspondante sur G, qui améne M en M est, d’aprés le théo-
réme du n* 13, une transformation du groupe G. On a done

M =JIN),

ILI. — Sur les propriétés métriques non euclidiennes des surfaces
représentées par les fonctions sphérigues de premidre espéce.

Avant de commencer 'étude des propriétés métrigques de la sur-
face (M). nous allons faire guelques explications préliminaires (' .

1. Revenons au systéme d'équations différentielles (2) et regar-
dons-y les w comme vériliant les relations (6). Ces relations font pri-
vilégier la forme

> a 1 &

Fe=ui — i el — -
Si U'on introduit, dans Uespace R,. une métrique non euclidienne, en
prenant pour I'absolu la quadrique F = o, les coordonnées projectives
du point M, par rapport au systéme umitial, sont coordonndes de
I'espace non euclidien considéré, quelle que seit la position du repére.
Les points ¢ élant situés dans I'hyperplan polaire du point M par rap-
port & la quadrique absolue, ils peuvent étre regardés comme vecteurs
issus du point M; comme ils sont conjugués deux & deux par rapport
a la quadrigue absolue, les vecteurs correspondants issus du peint M
sont rectangulaires; enfin la quantité I (carré scalaire) attachée a

1) Auosujer des s §oer 2 de ce Chapitre, voir par exenaple lee. i, p. 3,
et K. Carpas, La géométric des espaces de Rienwann {(Mém. Se. Math. fase. IX
wad ), e sujet du o b de co Chapitee, voir foe. et po v
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chagque point ¢ étant égale & 'unité, les vecteurs correspondants sont
unitaires.

En somme, le systéme d’équations (2), (6) peut étre regardé comme
définissant une variété { M) de I'espace non euclidien a 2r dimensions,
déterminé par la quadrique absolue F = o, et en chaque point M de
cette variété, un repére, formé par 2+ vecteurs rectangulaires uni-
taives. S'il n'y a pas d'autres relations entre les w, la variété (M) cons-
titue tout U'espace, et le repére attaché i chaque point M de la variété
est le plus général possible jouissant des propriétés en question.
L’élément linéaive de la variété (M) est évidemment

Alstem R -l
2. Supposons que la variété { M) est une surface. Nous pouvons
particulariser le repére mobhile, attaché i chaque point M de la sur-
face et prendre les vecteurs ¢,, e. dans le plan tangent a la surface
au point M correspondant. Cette particularisation étant faite nous
dirons, pour abréger, que le repére, attaché & chaque point de la sur-
face, est normal. Pour un tel repéve, on a les formules
y dM =, e + wyey

(3u0y (h=r. ..., ar,
! lh"{;-: — ‘l"-h“,}i\l == R €y Wy T o a i fhE 9 By

les o étant assujetties & remplir les relations linéaives (6) et

By T 0 (=3, ...oar),

De plus on a les relations quadratiques (3) et par suite, en particulier,

RN frgma] = [wawgi =0 f=3. ....2ar)
Posons
(331 ! My = P Py,

§ W= Pes ™y = Paja™al

on a, d’apres (32), po;i = p,;». A chaque point de lasurface, on appelle

vecteur de courbure moycnne le vec‘ltem‘Z(Pm ~+ P:as Ve, et Lon dit
2

que la surface \ M) est minima, si ce vecteur est identiquement nul.
Journ. de Math.. ome XIL. — Fase. IV, 1933, 46
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e

Si ( M) est une surface minima. on peut écrire évidemment

VRRD g g e ey, — Tog )t R AN T N L) =\ — ut‘i,
¢;, ¢; étant des quantités complexes conjuguées.

3("). Imaginons une surface arbitraire plongée dans un espace non
euchdien & 2r dimensions et supposons que, en chaque point, I'espace
osculateur d'ordre &b =1, 2, .. ., r) ait précisément 24 dimensions.
Soit M un poiat de la surface et imaginons une courbe générale
tracée sur la surface et passant par M. Au point M se trouve défini,
d'une maniére intrinségue, 2r — 1 vecteurs des courbures successives
de la courbe, tous portés dans les directions des différentes normales
de la courbe, ainsi que les 22— 1 courbures scalaires corvespondantes.
Considérons le vecteur, issu du point M, porté dans la direction de
la & normale de la courbe, mais de longueur égale au produit de
& premicres courbures (scalaires) au point M. Ce vecteur, qui est par-
faitement déterminé par la courbe considévée et qui. pour £ =1, n’est
pas autre gue le vecteur de la premiére courbure de la courbe lui-
meéme, est situé évidemment, dans I'espace osculateur de la surface
d'ordre & 41 et il dépend, en général, de la courbe considérée sur la
surface. Par suite, pour chaque 4, au point M de la surface se trouve
défini un cone, formé par les vecteurs en question, déterminé par les
ditférentes courbes tracées sur la surface, et ce cone est situé dans
Iespace osculateur d’ordre £ + 1. Or, 'espace osculateur a la surface
d’ordre £ 4+ 1 étant précisément & 24 + 2 dimensions, et celui d'ordve &
a2k dimensions, il existe, pour £<r—1, dans lespace osculateur
d’ordre & 41, au point M, précisément un plan. passant par M, et
normal & Uespace osculateur d'ovdre 4. Le cone considéré au point M
se projette. sur ce plan, dans une courbe. Nous Uappelons indicatrice
de courbure normale d’ordre k.11 'y a done, en somme, en chaque point
d'une surface jouissant des propriétés supposées r — 1 indicatrices de
courbures normales d'ordres respectivement 1, 2, .. .. r—1,

(1) \a sujel de ce numéro. voir mon Mémoire 1 Reclierehes sur la courbure
des surfaces dans des espaces d n dimensions d courbure constante. 'remicre
partie { Publ. de la Fac. des Sceiences de 8 Universite Masarvk, v 163).
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4. Nous allons maintenant rappeler comment les surfaces repré-
sentées par les fonclions sphériques se sont présentées dams les
recherches de M. E. Cartan sur les espaces de Riemann symétriques
clos.

Considérons un espace sphérique (ou elliptique) E & deux dimen-
sions. Chaque point de cet espace est défini par trois coordonnées N,
Y. Z, assujetties & la relation X\*+ Y*+ Z*=1. Le groupe de dépla-
cements g de cet espace est constitué par le groupe orthogonal portant
aux variables \, Y. Z. Ftant donné un systéme de p fonctions réclles
Lae oaoy e Xy Y, 7 linéairement indépendantes, définies et
continues { ') dans 'espace, on dit que ces fonctions constituent une
sutte trréductible de fonctions fondamentales de Uespace E, si par toute
transformation du groupe g les fonctions de la suite varient suivant
un groupe lindaire G irréduchible. Il est clair qu’il existe de telles
suites: il suffit de prendre par exemple x, =X, @&, = Y, a.=Z. Une
suite irréductible de fonctions fondamentales étant donnée, on oblient
encore une telle suite en remplacant les fonclions de la suite par lears
combinaisons linéaires indépendantes, en nombre p. i coeflicients
constants réels arbitraives. Or, on peut démontrer gu'on peut pro-
liter de cette propriété pour rormer les fonctions & de la suite de

. n n "l -y "o g . | W »
maniere gue la Viormc}‘m; et la forme »d.nﬂe‘:l‘tsmmm,mllu:"""‘1 da} soient

X &
invarianles par les substitutions du groupe G; de plus on peut

. . Y >
s'arranger que l'on mtzdr; = const.
X

Cela étant, supposons que nous ayons une suite irréductible de
fonctions fondamentales normées @ de I'espace E, réelles et telles
quil ¥ ait une correspoudance biunivoque entre les points de 'espace E
et les valeurs des fonctions de la suite. Lvidemment, rien n’empéche
de regavder les. comme les coordonnées d'une surface () plongée

. . . . . O ‘ . .

dans I'espace sphérique (ou elhphquof)‘_}‘ a3=const. La surface ()

X

(" \u lien de rontinaes, il suitit de dive bornées. Foir i cet égard E. CARTAN,
Les représentaiions linéaires des groupes clos simples et semi-simples (Comptes

rendus lead. Se. Pavis, 11900 1930, p. 723-725).



364 0. BORUVKA.

ne posséde aucune singularité; elle est, d’aprés hypothése, en corres-
pondance biunivoque avec les points del'espace E. Son ds* se conserve
par le groupe g et l'on peut démontrer qu'il cst identique, & un facteur
constant prés, au ds* de I'espace E. L’espace E se trouve ainsi repré-
senté par une surface (), sans singularité, de I'espace sphérique ou
elliptique a p —1 dimensions, les déplacements de 'espace E se tra-
duisant sur la surface par des déplacements de I'espace ambiant. Nous
dirons que la surface (M) est unc surfuce repreésentative de Uespace E,
ou bien qu'clle représente 'espace E.

Au sujet des surfaces représentatives de Uespace I, une question
naturelle sc pose : Quelles sont toutes les surfaces représentatives de
Pespace spherique (ou elliptique), et quelles sont leurs proprivtés géonié-
triques?

8. D'aprés les résultats dus a M. E. Cartan ('), on sait que toutes
les suites de fonctions fondamentales irréductibles de espace sphé-
rique (ou elliptique) adenx dimensions, ne conticnnent gu'un nombre
impair 2r-+1 de fonctions et qu’elles sont fournies précisément par
27—+ 1 polvnomes harmoniques de degré r, homogénes ¢n trois varia-
bles X, Y, Z et inéairement indépendants. Les surfaces représentatives
de l'espace sphérique ( ou elliptiqque } i deux dimensions n’existent done
que dans les espaces i nombre pair 2+ de dimensions. Nous laissons
de coté le cas r=1 qui ne présente évidemment aucun mtérét.

S r est impair, il ¥ a une correspondance biunivoque (R entre les
points de la sphére ct les valeurs des polynomes harmoniques de
degré r. Par suite, dans ce cas, la surface correspondante, regardée
comme plongéc dans I'espace sphérique (& 2r dimensions), représente
I'espace sphérique a deux dimensions, mais regardée comme plongée
dans I'espace clliptique (& 27 dimensions), représente 'espace ellip-
tique & deux dimensions.

S # est pair. il ¥ a unc correspondince (R* entre les points de la
sphéve et les valeurs des polynomes harmoniques de degré r. A chaque
point de la sphére correspond un et un seul systéme de valeurs des
polynomes harmoniques, mais inversement, & un syvstéme de valeurs

(") Loc. it p. 1.
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de polynomes harmoniques correspondent précisément deux points
antipodes de la sphére. Par suite, dans ce cas, on a une représentation
de I'espace elliptique a deux dimensions par une surface représentative
plongée dans I'espace sphérique (4 2r dimensions).

Dans les deux cas, ¢’est la correspondance (R* entre les points de la
spheére et les valeurs des polynomes harmoniques qui réalise la repré-
sentation biumivogque de l'espace représenté et la surface représenta-
tive. La relation entre la correspondance (* et la correspondance (R
que nous avons considérée au n° I, 13 est évidente.

6. Les surfaces représentatives de Uespace sphérique ou elliptique
a deux dimensions étant ainsi déterminées, nous allons nous occuper
de leurs propriéiés métriques. Pour abréger le langage, nous parle-
rons tout simplement de Uespace sphérigue & deux dimensions et d’une
surface représentative plongée dans Uespace sphérigue & 2r dimen-
sions: cependant, tous les raisonnements que nous ferons & ce sujel
vestent valables dans Lous les autres cas de représentation.

7. Dabord, les résultats des n 1, 11, I, 13 donnent, dans Pes-
pace S,,, la définition projective des surfaces représentatives et la
définition géométrique de l'absolu qui définit I'espace sphérique
(& 2r dimensions) ambiant.

La formule (28) montre que Iespace sphérique (@ 2r dimensions)
étant rapporté au coordonneées Xy, Xy, ..y Ta, et €lant déterminé par la
relation

(33 W et e ey, =

la surface représentative correspondante est donnée par les formules

LAY~ | ar :
Ty= \/5( » )j\u: Waj g = ;\/(‘_ l) (N -+ Aj)s

(36) { ar - -
Lap== /(r ' )‘L-\,-'—f\_i)

af —1
{J=uw 2 .ooor)

les X étant donnés par les formules (21). L'élément linéaire de la sur-
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Jace est

A== (r — () e

Le théoréme du n* I, 16 montre que toutes les propriétes locales
métriques de la surface sont les mémes duans tous les povnts de la surface.
En particulier, d’aprés le théoréme du ne 1, 17, dans un point quel-
conque de la surface, lespace osculateur d’ordre &k a précisément
2k dimensions.

Dans la correspondance (R* entre V'espace sphérique & deux dimen-
sions ot la surface représentative, aux droites (grands cercles de la
sphére) corvespondent des géodéstques sur la surface, et aux circonfé-
rences du centre m de 'espace en question (petils cercles sar la
sphére), correspondent surla surface trajectorres orthogonales auwr géo-
déstques passant par le point M correspondant, les points de chaque
trajectoire ayant la méme distance du point M. Le théoréme dunt 1, 22
montre que les géodéstques sur {a surface sont des courbes rationnelles
normales fermées de degré r. Les trajectotres orthogonales aur geode-
siques passant par un point quelcongue de la sur face sont courbes ration-
relles normales fermdes: elles sont en géndral de degré or, mais d
chaque point N\ de la surface il en est assocté un nonthre fint. qui sont
soit de degré inféricur a xry sott de courbes non normales. Remarquons
que toutes ces courbes exeeptionnelles, qui ne sont pas normales, sont
situdes dans les espaces orthogonaur aux différents plans

[ MEE (=0 D LI

qui ont une stgnification métrigue intrtnséque (). Le théoréme
du ' I, 23 montre que, toutes les propriétes locales métriques o une
geéodistque quelconque ou bien dune trajectotre orthogonale aux géo-
déstques passant par un potnt arbitratre de la surface, sont les mémes
dans tous les points de la courbe. En particulier, par exemple, toutes
les courbures d’une telle courbe ont, le long de la courbe, des valeurs
constantes,

Remarquons encore que, daprés le n* I, 19, les courbes de longueur

(1) Pour y =1 on a le plan tangent & Ia sartace, pour § >~ 1 on & les plans des
ditlérentes indicatrices des courbures normales,
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nulle (courbes mnima) sur la surface sont courbes rationnelles normales

de degré r.

8. Nous nous proposons maintenant de caractériser les surfaces
représeatatives par leurs propriétés locales métriques. Nous allons
démontrer le théoréme suivant :

Pour qu’une sur face plongée dans un espace non euclidien a 2r dimen-
stons (r22) soit la surface étudice (M) @l faut et il suffit que, dans
chague potnt M :

1 Le vecteur de courbure moyenne sott nul:

2 Pour k=1, 2, ..., r Lespace oseulateur d ordre k ait précisément
ok dimensions :

3 Towtes les tndicatrices de courbures normales des diflérents ordres
sotent des ctrcon férences, le rayon de chacune élant le méme pour toute
lu surface.

Pour démontrer le théureme, nous allons imaginer une surface
quelconque (M), plougée dans un espace non cuclidien & 27 dimen-
sions i vourbure ¢ et jouissant des propriétés énoncées dans le théo-
réme, b nous allons montrer qu’il est possible d'attacher & chaque
poiut M de la surface un repére normal de maniére & satisfaire anx
Cquations 7.

a. DVabord, d’aprés 17, le vecteur de courbure moyenue étant nal,
la surface est minima, et Uou peut éerire, d'aprés (34),

‘ ahy F e l-‘fnh:w“_— l’"n‘[ '\\l —_— i'l..-.a )

S 2

ko"l {
v

| Wy — Fmgrm= ey Ty

¢!y ¢ dtant des quantités complexes conjuguées. Ues relations
entrainent, d'apreés (3),

ra o

« . N . Ry -
Ly — fg) ( defdt e oy —N ey

=30 0 ar)

oy

RO | ——u
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Considérons les deux vecteurs normanx i la surface

Vi e ete — o o— el ey,

J3a)

Ly = oyt 6 ey AP
On a une relation de la forme

1 . 1 . -
(10) @M = — e M s — ® e — ®ary— = (%0 — T9 100 =5- = {0y = s )y
R b R ot

ct elle montre que, au point M, l'espace osculateur d'ordre 2 est
contenu dans l'espace qui est déterminé par les vecteurs ¢y, ey, #,, #,.
Or, d’aprés 2, Uespace osculatenr d’ordre 2, au point M, ayant préci-
sément quatre dimensions, les quatre vecteurs en question sout indé-
pendants. Par suite. vu particulier, les deux vecteurs u,, u, déter-
minent un plan. Ce plan étant normal i la surface et étant contenu
dans 'espace osculateur d’ordre 2, au point M, il est le plan de Pindi-
catrice de courbure normale d’ordre 1 et par suite il a une signifi-
cation intrinséque.

Dans le cas r=2, les deux vecteurs ¢,. ¢, déterminent, évidem-
ment, le plan de Indicatrice d’ordre 1: les termes w,;, ®,,; et les
quantités ¢, ¢, pour 123 n’existent pas.

Dans le cas » > 2 rien n'empéche de particulariser le repére mobile
de wmaniére & prendre les vecteurs ¢, ¢, dans le plan de Nudicatrice.
Cela revient & supposer

Dans les deux cas, on peut done mettre les formules {3-) sous la
forme

L, R T A AR ST [V R I LA E—F SR AW
G . - . . -\ .
l Wiy — W= ey () = fo,), Wy — Dy T e Ry T T,
W W T2 TRy e T2 0,
Wy T Weg T » T Wy pprTT 0,

4 condition de supprimer, dans le cas r= 2, les formules qui sont
écrites dans les deux derniéres lignes. Avec cette particularisation
du repére, 'espace osculateur d'ordre =, au point M, est U'espace
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M, ¢, ¢y, i €1 le plan de U'indicatrice de courbure normale dordre 1
est M, ey, ..

Cela étant, pour exprimer la propriété 3° de la surlace pour & =1,
nous allons déduire Péquation de Uindicatrice d'ordre 1. Pour cela,
imaginons sur la surtace une courbe générale passant par le point M.
On peut poser, évidemment,

) w, = s cos Y, wy—ds sin %,

ds étant I'élément de larc de ta courbe et O Pangle de la tangente de
la courbe et du vecteur ¢,. Pour la courbe considérée, la relation (4o)
peut s'écrire sous la forme

2\
els®

b o Voo ae b -
—_eM = e ;k«a—~-x0f.&l + et Ve, \ Lm0t et Yeu.

les termes non éerits. dans le second membre, ne déterminant la pro-

C o 2\ ‘
Jection du vecteur —— + ¢ M que dans le plan tangent.

Or, on a, pour la courbe considérée, les formules de Frenct géné-
valisées

i M
Y ‘——:f.
\ s

. ot 1

vy o - = — M - — i,

N e .
’!I",‘ ] L, . . . v N
T — b e —— H;. =l R L = =i
elx 5 i—t i i (J Buroy w

. . L

¢ étant la tangente, n; étant les normales ot les — les courbures sucees-
. R o
sives de la courbe considérée.

Ces formules montrent que le second mewbre de la formule (43)
n'est pas autre que le vecteur de la premitre courbure de la eourbe.
Par suite, la prajection du vecteur de la premiére courbure daus le
plan de l'indicatrice d’ordre 1 est le vecteur aux composantes
'S5 g = L (,.—yﬁ,hr = !.:ﬂ)(‘.:\‘u:): \V'= _‘_ (e—sz‘u(.;r + t.in:*l:zl ).

s ‘ R ¢

Il en résulte que l'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 est en

! £ -
Journ. de Math.. tome Xl — Fase, 1V, 1933, &y
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général une ellipse, dont I'équation est donnée par les formules (§3),
0 v érant variable.

Pour que l'indicatrice en question soit une circonférence de ravon
constant R, il faut et il suffit, évidemment, que Uon ait

- ~ - >
. T L P .

e T et

(a6

| ‘%'&"il ot — ! ;1' ) — R
de sorte que la propriété 3@ de la sarface conduit aux relations sui-
vantes :

(W] eV = ret ! = — et e e d =R2 {i:\ —_ l)

et ves relations, & leur tour. expriment la propristé 3@ de la surface
pour £ =1.

O, 1l est clair qu'on peut encore supposer R’ =1 et de plus
gu'on peut sarranger, par une rotation convenable du bivecteur [e;e,]
dans son plan qu'on ait ¢! =e¢} et méme ¢! > o. Cela Stant, les et
sont complétement déterminds. et l'on a

() ot =t = e = e =1

Les formules (§1) s'éerivent

Ny - N TN — PRy,

Wiy = Wby T Wy o= g
. My s W TS Ty — g b
(o) 1‘ g gy T2 B Wy = g N,
‘ N TS A T T Wy e TN
[ M3 TT Wy T L VAT Wy e TT

avec la condition & supprimer, dans le cas r=12, les formules qui
sont écrites dams les deux dernmidres lignes, et elles entrainent,
d’aprés (38), en particulier

. i feay — ) (=g — 2 =0,

(20 1 . ;

N (T TR R | EE
de sorte qu'on a nécessairement

(3} Sy T g
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On voil ainsi apparaitre un premier groupe d'équations qui corres-
pond aux équations (7) pour & =1.

b. Cela étant, supposons r>2. Nous allons procéder dauns la
démonstration du théordme par la voie d'induction compléte. Sait §
un rombre entier positif Sr — 1 et suppesons que, pour chague sur-
face jouissant des propriétés énoncées dans le théordme, on puisse
choisir le systéme de référence nmormale de maniére { avoir pour
chague 18457 — 1. les formules

Wrimaior ™ Fiia = 2y —— fghe
Wyiopaiot T I Reieiay T ey = Tt
Whep qeios T EWs gty = iz:(m, — gl
{:“") L ifl'g;:i;*-g == "zx “‘)
Mot g 2R3 TR Ml i h T 0 c T Mg e TS 02
Wat etz ™= Welsies Ca T Mg T= 0D

x= /o T ]

¢ étant la courbure de lespace. Nous allons montrer qu'on peut
s'arranger, avec un choix convenable du repére attaché i la surface,
que les équations (32) subsistent encore pour &=j & condition de
supprimer, pour j=r—1, les formules qui résultent de celles des
cinquiéme et sixiéme lignes.

Dans ¢g¢ but, remarquons d'abard que, avec le choix supposé du
repere et avec les notations (10), on a

]

] -~
dM="'Q_E « —S.'xl._l:

2
W, = — 82, M — fu By - 2,82 Bt
(33) db = e Mo o B - 4 By
c”“:;~:—— Jz,@,lﬂl !l“{\ \ —M’m.ﬁl‘ & 4-:15.‘.1“:.5..:
A= — 2 QB¢ | - ikopb = 28 E o,

(i’(::!. .\.,J———!).

Ces formules montrent que, & cause de 2°, les 2 (37 —1) sont
nécessairement différents de zéro et que, dans chaque point M de la
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surface, I'espace osculateur dordre &(<j) se trouve déterminé par
les vecteurs ¢,, ey, ..., €y.

Cela étant remarqué, revenons aux formules {32) et appliquons les
formules de structure (3 ). Un calcul facile montre que les équations
provenant des formules écrites daus les quatre premiéres lignes (32)
sont remplies identiquement en vertu des équations du systéme (32).
Quant aux formules écrites dans les cinquitme et sixiéme lignes (32),
elles donnent tout simplement

iy — e} (i

{33) W=y — .aoarh

fo oy — Fmg ) (s g — TN

Enfin, la derniére équation ( 32) donne

2pe
-

Py — fwg b wy— £y |

¥

- ! I s - " ~ N
{ad) v Hlmarmg o= gy} {mpy a— FRgs 3 Y — 22

e B g
Or, d’aprés (34), on peut poser

Wiy pom g g 8 | — §wg}
- N Wiy i g 4 [ (R LR . R
{36) f =2y — v oo

. - .
bags — Ty o= of (o — fiay)

¢i’y ¢/ étant des quantités complexes conjuguées qui sout hées,

d’apres (53), par la relation

P S b T et Y
(o) & Oy ey =
A=At

Les formules { 30 entrainent

2 , M
. . ~ Y | K]
(o, — Il (lh‘f — A Ry Wy N [~ mﬂ) =,
Y
(3%}

(g — frg b | dey’ — 0 —vef g —

,
Ik
[

-

.

w

"

o
%ﬁ"x

!

il =af —r. oo 2r)

Considérons les deux vecteurs normaux & lespace osculateur
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N .
d’ordre §

_ \i Mn;:(‘:;';‘!(“:é:hrf— l“;'jgﬁw'i;.-iﬁ— coab ety
{90! - -

l W= ods, G+ O g e — oo Ep e

On a une relation de la forme

; - 3 S T

S LN Loy F ) e,

(Boy @M=, o DR R

¥ N

les termes noa écrits, dans le second membre, ne dépendant pas de ¢,
{>2j +1. Cette relation moutre que, au point M, Uespace osculateur
dordre j =1 est contenu dans I'espace qui est déterminé par les vee-
TOUNS €,, €ay .oy €aiay €2j Wy, Uy Or, daprés 2°, Uespace osculateur
dordre j 41, an point M, ayant précisément 25+ 2 dimensions,
les 27 + 2 vecteurs en question sont indépendants. Par suite, en par-
ticulier, les deux vecteurs #;, u; déterminent un plan. Ce plan étant
normal & I'espace osculateur d'ordre J et élant contenn dans 'espace
osculateur d'ordre j+1, au point M. il est le plan de lindicatrice
de courbure normale dordre j ot par suite il a une sigmfication
wlrinséque.

Dans Ie cas j=r—1 les deux vecteurs e5;.,, ¢y, déterminent,
évidemment, le plan de Madicatrice dlovdre 43 les formes oy, 4
.y ot les quantités ¢ , ¢/ pour {227+ 3 n'existent pas.

Dans le cas r—1 >, rien n'empéche de particulariser le repére
mobile de manmére & prendre les vecteurs ey, €3 dans le plan de
lindicatrice d'ordre j. Cela revient & supposer

I Y N R
O =0 T =] Ty
Cii-s aj-a Cip—0
ed = ed = i

03 3 =055, e O T= 0

Dans les deux eas on peut done mettre les formules (36) sous la forme

N . R N L TR L

Wy sy TWa afay 035 00— $5)3

e KU EER AR Sy Ly T Py )3

. Wgjopaier = T8aieioy =0 (0 — T2
(61} ¢ -7

Wi i — Pty ais =i (- Fwy s

Mo g afieg ™= Mei g af ) T s T Wiy wp T 0]

’M‘IE;‘:}*& _ R T e i fope— LL
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a condition de supprimer, dans le cas j=r—1, les formules qui
résultent de celles qui sont écrites dans les deux derniéres lignes. Avec
cette particularisation du repére, P'espace osculateur d'ordre j -1,
au point M, est Uespace M, e, €4, .., €44, €225 le plan de lindicatrice
de courbure normale d’ordre j est le plan M, .-y, €1/-s.

Cela étant, pour exprimer la propriété 3° de la surface pour &=,
imaginons sur la surface une courbe générale passant par le
point M; nous avons des formules telles que (42). Pour la courbe
considéréc, la relation (Go) peut s'écrire sous la forme

‘ di-'M EX Xy i -
—_ it I O Y YN SRR Y R
(62) s T 2 (\" cet ”“ii-lfﬁ'ﬁ m"ﬁj—n.\hiﬂ"!
L T T =
-+ —u—l'; et =10y o el e s

les termes non écrits, dans le second membre, déterminant la projee-
tion du vecteur. correspondant au premier membre, sur Pespace M,
€13 €3y « ..y €35 D'autre part, d'apreés les formules (44), on a

. d="\1 |
(bd]\ '—7:.-‘-“1‘_—_—"‘\?.‘
dsi KA TR

les termes non écrits, dans le second membre, déterminant un vecteur
situé dans Uespace M, ¢, n,, ..., n;_,. c'est-a-dire dans I'espace M, ¢,,
€2y «.., €y Par suite, la projection sur le plan de lUindicatrice
d’ordre j, du vecteur, porté dans la direction de la j** normale de la
courbe et de longueur égale au produit de j premiéres courbures
(scalaires ), au point M, est le vecteur aux composantes
(61) e Hy Han oo Hj ce e e
? N o= 2 (et ey e e

11 en résulte gque 'indicatrice de courbure normale d'ordre j ne peut
étre qu'unc ellipse, dont U'équation est donnée par les formules (64),
0x étant variable.

Pour que I'indicatrice en guestion soit une circonférence de rayon
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constant R\, il faut et il suffit, évidemment, gue 'on ait

{153 i 2 Jr T, T
l\bﬂ) ré’i{l‘.—m*;’j_!__(»!j-l‘.—(,’;’j_&_— o,
(- Py = RO N '
3 vedi o edied L I=Riy

de sorte que la propriété 3° de la surface conduit aux relations sui-
vantes :

{66) eds=ref; =

R - — i”';{i-»u : Ri— o . o 2,

J-2

et ces relations, & lear tour, expriment la propriété 3 de la surface
pour k=j.

Or, on peut s’arranger, par une rotation convenable du bivec-
teur e, ey;.]dans son plan, quionait ¢/, =¢J;,, et méme ¢}, , > o.

2 f afet

Cela étant, les ¢ sont complétement déterminés et 'on a

= N S U PR -
Le7) Cajmy = O = X3 Cajea =822 Cajog =825
. N
Les formules (61) s’écrivent
TNy efey T l‘.'m\ﬁ;‘:‘,:_ == J(.:{ME — l‘!ﬂ:}l N
' Wiy afey — Wiy ity 2~ Toag )t
VSR S TS - 31 ([ TR i
TR T2 2 TS b4 T g
(GR) ’ o 24 X
Whyjpgis s — FMaj g ™= — ER 0, = Ty ),
f Maiai-a == G T Wap T 0
fehs Y SO Sumen g '.mh:i:r: LR

avec la condition & supprimer, dans le cas j =r— 1, les formules qui
résultent de celles qui sont écrites dans les deux derniéres lignes, et
clles entrainent, d’aprés (38), en particulier

(6u) \ [( iy, — $rag )} (mﬂ_n_‘,‘,:“i -— j i mm” —= w0
By !

[& Wy == ) ‘( Wyjoyajr— J 1 f“l!)] =,
de sorte qu'on a nécessairement

(70) Wyjepaime TS 1) s

On voit ainsi apparaitre le groupe d’équations (68), (70) qui corres-
pond aux éguations (32) pour £ =.

c. Cela étant établi, on voit que, quel que soit r22, étant donnée
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une surface jouissant des propriétés énoncées dans le théoréme, il est
possible d’attacher a chaque point M un repére normal de maniére &
satisfaire au svstéme d'équations (32) pour k=1, 2, ..., r—1, &
condition de supprimer pour &£ =r—1 les formules qui sont éerites
dans les cinquiéme et sixiéme lignes de ce systéme. Le raisonnement
précédent montre de plus que les formules de structure de toutes les
équations du systéme sont vérifiées identiquement en vertu du sys-
téme lui-méme, sauf peut-étre de la formule de structure provenant
de I'équation

(7] Wy pq ar == Py

Or, on trouve facilement que la formule de strueture correspon-
dante donne précisément la relation

rer—+)

() l'.:.""(r-——l)(r—;-.H.

On trouve donc un systéme complétement intégrable, qui n’est
autre que le systéme (7), ct le théoréme se trouve ainsi démontré.

Remargue I. — D’aprés le raisonnement précédent, I'espace oscula-
teur d'ordre £, & chaque point M de la surface, se trouve déterminé par
les vectenrs €1y Cau v oay Cop correspondanls. :

Remargue II. — Les rayons des indicatrices de courbure normale
d’ordres successifs sont o,y %, 2., oL 2 Xy L, A

III. — Sur les surfaces minima plongées dans ’espace non euclidien
i six dimensions dont lindicatrice de courbure normale de pre-
mier ordre est une circonférence de rayon constant.

I. Etant donnée une surface minima quelconque, plongée dans
un espace non euclidien & 27 dimensions, en chaque point M de la sur-
face, l'espace osculateur d’ordre 2 a en général quatre dimensions, de
sorte que s’y trouve définie I'indicatrice de courbure normale de pre-
mier ordre. Cette indicatrice est en général une ellipse dont le centre
est le point M correspondant.

Les surfaces dont nous venons de nous occuper sont d’aprésle théo-
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réme du n° [1, 8 surfaces minima ct elles jouissent, en particulier, de
la propriété que, en chaque point M de la surface, I'indicatrice de
courbure normale de premier ordre se réduit & une circonférence de
rayon constant pour toute la surface. On peut se poser la question de
la recherche de toutes les surfaces minima, plongées dans un espace non
euclidien & 27 dimensions (r2 2), (ui jouisscnt de la propriété d'avoir,
en chaque point, poar Dindicatrice de premicr ordre, une circonfé-
rence de rayon constant. Ewxiste-i-il, dans un espace non cuclidien a
2r dimensions, en outre des surfaces, qui ont fait Uobjet des études pre-
cédentes, d’autres surfaces minima qui jouissent de la propriété inité-
ressce?

[.a réponse cst négative dans le cas r=12 (). Je vais démontrer
qu’elle reste négative encore dans le cas r=23 (*).

2. Plagons-nous dans un espace non euclidien & six dimensions et
proposons-nous d'y trouver toutes les surfaces minima, appartenant
4 cet espace, qui jouissent de la propriété d’avoir pour 'indicatrice de
courbure normale de premier ordre une circonférence de rayon cons-
tant. Dans ce but, imaginons une telle surface (M) et faisons corres-
pondre a chaque point M un repére normal formé par des vecteurs
unitaires rectangulaires ¢,, ..., e, ct exprimons les propriétés suppo-
sées de la surface par des relations entre les formes « correspon-
dantes.

D’abord, la surface étant minima on a, d’aprés (34), les formules

j By ey ==yt () — )

) g — dmy== ey {4 rm,)

(') Poir ma Nole Sur une classe de surfaces minima plongées dans un
espace o quatre dimensions a courbure constante (Comptes rendus de ' Aca-
démie des Sciences, Paris, 1. 187, 2¢ semestre 1ga8, p. 335-336).

(2) Dans le cas »>> 3, pour répondre & la question, jai é1é conduit {par une
meéthode analogue a celle que je vais utiliser pour r=—=3) & des calculs trés longs
et je n'ai pas obtenu des résultats délinitifs, Cependant la nature de ces calenls
ne semble point exclure la possibilité d'une réponse négative, et en tout cas
elle laisse prévoir que loutes les surfaces minima jouissant de la propriété voulue
dépendent au plus des constantes arhitraires.

']
Journ. de Math., tome X1, — Fase. 1V, 1933, -Ib
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qui entrainent, d’aprés (38),

] [
| (0, — T )| dei 4 20e) oy, + EI‘ ey gy =0
3=z
-
(14) ‘ s
[ ; foi — afmb R —
{4+ {wa ) dey A0 e+ ¥ ey @y =u.
=t

De plus, l'indicatrice de courbure normale de premier ordre étant une
circonférence de rayon constant, on peut s’arranger, par un choix
convenable du repére, & avoir

V= =13 el= V= V= = = = o,
.
Cela étant, on a
Wy (oga == 0}, — {63y 1 - g = (), — Fy):
s~ { Bhag == )~ (s} Wy, — Fy, = — {5 Tw, )1

L P Ri () F g

Wa; = Wy == 02

et ces relations, & leur tour, cxpriment les propriétés voulues de la
surface. Elles entrainent, d'aprés (74),

[(o3) — Forg ) Gy, — 2@y )| =0
(=6) [Cony == £y ) (g, — 2m ) = o
‘ [ — Fou) (004 Ty )| == 01 o — forg) (o= fwy) ] =03

[(w), + o) (o — w3 )] =01 [(my = Fea) (g, — T, )] =,
On a donc nécessalrement
(77 B3 == 96,4,

et de plus, avec les notations du n° 11, 8,

(3%) i gl = (W, — o) Wy Eoyy =5 (W — Fwy )3
h - -
’ o — (o= (o, 4wy ) e — W=’ (W, + {wy).

o

L’équation (77) entraine

{79) [(oa;+ f003) (g — Frys )] - [(wy— foy,) (o, — oy )
=2(3 — ) [{m, — fw,) (0, + Fw4)],
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de sorte que I'on a
(Suj (“,:',3";;!"—:—-06 W=a(3 — )

Pour simplifier |'écriture nous omettons, dans la suite, les indices
supérieurs des ¢/, ¢
Quant aux équations ( 73) elles entrainent

flony — fm,) (s Siemys — eomg )] = o1
| l{m. + fo) (e, — 3ic,o.— o &):,,;)] =0;
[(my, — Fo,) (deg+ Sie s+ ey )] ==0:

[{_ iy - o) (u';-“., — 3ic .+ o m;_ﬁ)] S
On peut donc poser

ey —=— 3ie w+ e, + of (o, — fa, )
r[r:;: 3 !“'l‘:‘ Wy = g Wy, + (“;‘ (&l, -+ l‘b.)i):
2 ey == — AT 0 — G0+ g {0y — Ty );

\ deg= 3ie, {"11_7':. W5~ ‘_:(("l+ {ws )
ct 'on a, d’aprés (8o),

(83

[ N L'

© et et —
05 T G Cp == 0.

Or, aucune des quantités c;, ¢, n’est nulle, car autrement la surface
serait plongée dans un cspace & moins de six dimeasions. Il existe

donc des quantités y, y imaginaires conjuguées, telles qu'on a

e . .
(31) 315 _—_./(m (_“— —y‘r*;,.
T W —— g
S LY CeT=— Y05,

et les formules ( 82) peuvent se mettre sous la forme

ey == — 3l o0+ egmy+ Yo (w — fwy):
- o T f A - - '
o= Jleymy o+ 7w+ (w0 )

el

1

= 3 — Oy — ?:';(&)1 — i )i

de,—= 300,03 — ;60— 76 {@, 4 T0,).
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Ces formules conduisent aux relatlons snivantes :

-

)
. - .~ [ ON - - 3 .
{2, — Tt,) (r'n oy 4 Tl Y — Ty + f (“‘s"& - "‘s"@) 3 (2 —e)e;(my+fw, ))

[

u

= ~
. . - .= I T o - 3 - R
(w0, —~Fr0,) (vﬁ dy — Tie YW — oYY 4 _; {eges— ) — s — ey e, (0 — 1 m,))‘J —=u0;

] e——— T

]

. . - - LT P S . .
‘L(ml — ) (l‘, dy - Tle e oYY+ " (e — l“;_l“‘:_\' -3 (a—e)e (w7 5“3))
B ’ - 3 7

N -~ . > -~ — - - A - - A . - - -

(™ < Tt (r_.,rl‘; — T S Y Lo - f"-_l'“\l -— :(:a — Y e (o — Fwe) J e

b = -
l)
0osSons
(8 =63 et 9= e¢F - 3 WIS O —

Avec ces notations, grice & la relation (80), les formules (86)
peuvent ¢tre remplacées par les suivantes :

B . : . i —\ ]

‘ Lml—!mﬂ("":‘—- T ";(3—_75?'#&'-*'&):% =
<y N

3 L .

T (e =+ "J‘:")J =0}

|
(o — dws) (5 TR — Y —

. - — [} -, —Y
F( wy =i dYy — T ivas— < P % W — am.) —u:
| = . 4 = _‘||\D - l")‘ T ~.‘ ‘Jl

. - -
. . 3 = — > ) .
(W, = W) (L dy —TIve = 3Ty — S — e {m— um‘p) =u

é

et elles entrainent, évidemment,

\ L 3
et — ~
) s T —str—ed | =o

soit

. - ¥ 33
2=, =, T3 =YY — -2 —e)=o.
33—} Q

Or, le premier cas caractérise, d'aprés le raisonnement fait an
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n° II, 8, les surfaces pour lesquelles I'indicatrice de courbure normale
d’ordre 2 est encore une circonférence (nécessairement de rayon cons-
tant) et, par suite, ce cas conduit aux surfaces représentées par les

fonctions sphériques de premiére espéce d'ordre 3.

Nous allons donc nous occuper seulement du second cas. Dans ce

cas, nous avons les formules

[(w,ﬁ‘imﬂ) (d\; TSIy, ,—-;i——ml—{—im,

(S —e)

(90) sS4
P _
[(wl“r“”m)(dj'—-nm,.——ﬁ lmg)]:u,
' — W
WDTY—‘)'—F\:T— i—:‘('.l ——t}):l'ﬁ.

les formes g, o étant supposées différentes de zéro. Or,
mules (85) donnent

{ar) cl‘,p:]';((txl — i) — yo(w, -+ fw,),
de sorle que la derniére équation (go) entraine

b Y Jep ; ‘o TR
(92) vy = ;Tj_j:h Pty + (W) — Yo Wy — Tt0,)

D’autre part, d’aprés les relations (go), on peut poser

U

. Gy . . . R
‘d-i-:——‘—q-wli—— Tﬁ%ﬂ(&“+ W)+ Y () — fwy ),
(03)
g o
-— IR
dy—= -nm,,a—r— (m.—:—lu..)—x— '(c': ' (ml—:m.),
: 4

de sorte qu'on a

(al) dﬂ:(ﬁ":‘—‘.——rm_[, A6 —0)

Par suite, d’aprés (g2), (94), on a les formules

!

« T

_ - J'l o o ‘.J
—_—t ~ —— Y ——
ie—eo 7 T3 —o)

(93) YY'=3y

Cela étant, nous allons distinguer deux cas suivant que

les for-

ot
)(m R L R e vr )(ml——imﬂ.

7&0 au

bien &= o et nous allons les ramener ad absurdum tous les deux.
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4

Cas L =£0. — Dans ce cas, on a nécessairement vv——- o et I'on peut
mettre lea formules {93) sous la forme

ot s s
. ~, b a4 R "
dy=— iy — s - ) — 3L (o, — Twgh:
‘ . ! 3 1 2
R | A ) o D La]
(ot} - '
- - ~ X\ T
ll‘" TETE e 3 o - (T\hl - ,!"\ﬂ) - [y — MR
Y S =) TRERY *

et ces équations entrainent, d'aprés les formules de structure, la rela-
tion suivante

{(u7) lh[\\—()k“\r Ty AEE — IB—V2 =Vl —g—e)ss=u

Cette relation dittérentiée donne la relation suivante

(5]3} ST;: i —— ki 3;—3‘ —‘ {0 — (33 =]

el A h )
et celle-ci, & son tour. ne donne par dillérentiation aucune relation
nouvelle. Or, pour que les deux relations (937), (98) soient (algébri-
guement ) mmpdhblew, elles exigent, comme on le véritie par un

calcul facile,

(ol C—3aT=0,

et par suite, d'apres (g8) et (89).

<

froc) —i3—eyT=r=1
et par suite, en particulier.
i~ ; —_— l:“ =,
¢ est-d-dire
{von) (t‘;,::“ == rﬁ;?.)\" =

L'hypothése L == o conduit donc anx conséquences contradictoires

LT T e T O T 0

done clle est absurde.

Cas L =o. — La relation { =ou exprime que 'ellipse (dont la
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signification est intrinséque)

ALY PR, I T
X
(ron)

N, = l} (t,_.am,.‘; e ?‘,‘,

située dans le plan [ M, ¢;, ¢, ] dégéndre et se confond avec un segment
d'une droite située dans ce plan. Or, rien n’empdéche de faive une
rotation du bivecteur [e¢;e. ] dans son plan, de maniére & amener un
quelconque des deux vecteurs ¢, ¢, dans la divection de la droite en
question. Gela étant, on a c,¢,==0 et cela est absurde.

On a douc le théoréme suivant :

Les surfaces mintma plongées dans un espace non euclidien a st dimen-
stons ¢t appartenant 4 cet espace, dont Utndicatrice de courbure normale
de premier ordre est une circonference de rayon constant, sont toules
et seules les sur faces représentées par les fonctions spheriques de premiére
espeee de trotsiéme ordre.



