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SUR UNE CLASSE DE CQONGRUENCES DE DBROITES. 203

Sur une classe de congruences de drottes ;

Par A. vax DOP
{ Delit ).

M. Tzilzéica a étudié récemment (') les propriétés géométrigues de
certaines congrucnces de droites, quil a nommées eongrueaces de
M. Goursat. Je me suis proposé dans ce travail de donner quelques
résullats concernant une autre classe de congruences de droites, possé-
dant des proprié¢tés analogues.

1. Nous voulons définiv, dans un espace prajectif S, & n dunensiwons,
une congruence de droites & Uaide de ses deux réseaux focaux.
Rappelons i cet effet que pour délinir, dans 5, une congruence de
droites ())& Paide des réseaux focaux () et (»), il faut prendre
n—+ ¢ couples de solutions &, ¥ d'un systéme de la forme

LR L Y= fr

ol &, et v, sont des dérivées partielles, e et bdesfonctionsde u et v ).,
Ou déduit de (1) les équations de Laplace suivantes:

Qe

‘ T — — L @b/ o
T 24
{2 ) 1
{ b
Voo — — Vo—abyr —u,
~ i’ - ~

Daans la sulte nous considérons les congruences de dreites, gui ont la

() Journal de Haihiematiques pures el appligades. . VL po g,
13 Tmrzkea, Géom. dif. proj. des réseanx, p. 63,

Journ. de Math.. vome XL — Fase. 1L w33, 20
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propriété
{3) W= B,

L image d'une surfuce R de MM, Tzitzéica-Demounlin dans un 3, est
une congruence de droiles avee cette propriétd. Elle est en outre alors
quadratique.

2. 1l ¥ a pour les congruences. détinies par (1) el 3), une propridté
géomélrigue caractéristique.
On a immédiatement de (1)
W T2 @O0 - L v

Ve == fal o afi

Les points @, et ¥, sont done situés sur la droite 3 de la con-
gruence (23 ). Considérons en méme temps les points - v et e — v,
Chaque point arbitraire de la droite @y est donné par

et les quatre poinls nommes sont détinis par

Gh=ii B Gl e

Le rapport anharmonique de ces quatre points est

0 V@ VW V) T L

Les points 2+ ¥ et . — » sont done harmoniguement conjuguds avee
les points &, et ¥,.. Réciproguement si les quatre points ont un vap-
port harmonigue, on déduit ¢, = b,

La propriété que nous avons démontrée est celle-ci:

Dans le eas geénéral, les guatre points & - v, & — 3, 2. V. onl @R
rapport anharmonigue == — 1. Le rapport anbarmonique o la valeur —
seulement dans le cas ot (X)) est une congrucnce de Fespéce gue nous
renons de déjinir.

3. Transformation I'. — Soit dennée une congruence de Pespéee
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nommee, délinie a l'aide du svstéme

{0 Lemave ve= e
ol
R == .,

Seit I, v, un couple particulier de solutions du svstéme adjomt de 1),
doue

{4} o= by L

-

et soit (3) un réscan harmonique A la congruence (v), ¢ est-i-dive
un réscau dont les tangentes passent respectivement par 2 et par »:le
vésean ¢ 3) est défind A Favde du systéme

) Ix=Iw

o by al
(RN e =%~ St e B
‘ Ty

Iin particulier, st Uon prend =2, y = 31 2, 3 étant un couple par-
ticulier de solutions de (1), une solution ; correspondante de (3) et
de (61 est donnée par

b L S
Au moven de cette solution, & lagquelle on peut ajouter une constante,
on construit ' congruoences (¥ ) harmonigues a (3

Daprés la théorie géndrale, on peut prendve pour les fovers du
rayon .y’

X
L3RI =% — =~ 3 ]y
{ : S Py
; 3
B3I = S ITTAR| N — 3
! : N 57
ou bien
» . 2 3
(X)) Fmmae— S a vi= e — S g
5 - . 5
B :

Y Taovretica, Gcom. JU4. prof. des résecana, p. =3,
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et l'on tire de (8)

- )\ 2 L AN e
wo=fla— = J[v—Ss)j={a— = v =a,
% > ] \ a & T
‘(‘]\‘ ~ . - L) -
V= b — = 0a
o R -

Pour que la congruence (a7)"), obtenue a partiv de (&y ). soit une
congruence de lespéce nommée, il faut et il sutht qu'on ait

d, ==,

Considérons d"abord deux couples trés spéciaux de solutions de (1)

(1) V=3 ek, Y= 3t—e¥
st nous posons d abord
N. [ ] ‘)\ N H}‘x .‘ — ;‘L“
qui vérifient bien la relation ( 31
Or, ona
s f SRR ey eyl oEI
a,! :’K\U~ ‘T‘M } =—a— dat Sk
i & e ES
: 313 S KW WY T
b= b — 3 -.\[! PN SO L :yu\
; ? &n :', f‘ ?\

Done

el de méme

Les transformations smvantes donnent done des congruences de la
meéme espece

N SR ¥ g
) oX Y ST oA 4. =y ek
| .
[ -
L == ¥ — —0— I
~ - S[
r—&
i — ——a.
P
> - ~
lll} * 5> = TeTE, 2 =— e X
R 3w K
LY
VT =Y e —— 3L
L . -

On tve de L, que les droites oy, @ V' se conpent au point

Fr=ma—
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LR SR L TR

et de L, que les droites .y, 2" y"* se goupent an point

Les quatre points &, v, 3 V' et ¥ sont deux & deux harmonique-
nment con _m"m‘:

Le point =% déerit un vésean (-"') conjugué & x' congruences
WY et le point = *' déerit un véseau (3°*'), conjugué & =' con-
gruences (&' y"Y,

Qu obtient aisément Péquation de Laplace du réseau (')

30T — Ve E Vs Vir
3 e Ve TS LV T Al — (Lo Fa e )
{12) E”:(Zy — Hi SERE

L équation de Laplace du réseau (3*) est

"“%

41

T = yupe— y‘m,)gz“

i

(3" )et{5*) sont donc des réseaux avec les équations de Laplace &

variants égaux.
Je désignerai daans la suite de ce travail la transformation (8) par
trans formation U.

4. Considérons maintenant un couple particulier de solutions g,
du svstéme (}), en posant
() Tzma{a,— b3 n—=—2{3. —ax) (% == consL.),

ol 2, 3 est un couple de solutions du systéme (1). La solution 3 cor-
respondante de (6) est maintenant donnée par
Gy RA(FXy— O3, s,=—%x3( 3. —ax)

[y

et I'on dédumra

A Wk

. - . 22 T2, .o =
= wr{xX,— Shay=w{aty,— 33:) = = 3%

=z z . - e, . -
.=—x(33.— 2@ 3) = x (At — 33.) :[—(Jr —3%)
|
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ce qui conduit &

. o aay o
(13) ?:;ll‘—g‘)‘;‘lﬂnﬁl.

1l s’agit de choisir la constante de maniére que I'on ait

a,— b,
on

s r 3: 5

(u— —') _|(h— by ]\ )

N K AN i

F%  axi I 3.2 bin iy
@, — —_— = =h - -

5 5 53 5 5 5t
. 1 ) . ) 1]

Si 'on tient compte de {3) et que l'on tive 2, et 3. de (1}), on pourra
déduire

: =) .2 [ - 32z
——r,[—‘—:—b‘:u-'—nz;-_——;1:;;[—‘—1111—1191',—%—' =
% i : ) | = . 9

v ¥

d’ott nous tivons, apreés division par Zv,

(16) o= -t — 3%

L.a constante de (15) est denc zéro.
On a le résultat suivant : Etant donnde une congruence (xy), définie
par ses résequx focaux

(1) W =ay. V= e,
{3) o, == b,..

et st Lon défintt la solution & correspondante de (3) et (6) par (16)

(16 G:;(lf—;ﬁ").

2, 3 étant un couple de solutions de (1), la congruence (x'y") transfor-

mée U de (xy) par

[ 7]

AN

, 2
Ry &= — =3 V= —
p
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sera de la méme espéee. Le point s est défint par

2= = X — B3V, Semm— R{ 3. — i,

#. Tutortug pE rERMUTARILIE. — 11 ¥ a pour les transformations I'.
données par (8), un théoréme de permutabilité. Dans le paragraphe
suivant nous retournons au cas spéeial, ol ¢, = b,. Considérons main-
tenant le cas général d'une congruence {«xy) définie & aide de ses
deux réscaux focaux

T A=y, Y= ho,

La trausformation T était donnée par

{(S) &= —

Nous voulons démontrer la propriété suivante: N deuxr congruences
(V) ef (27T sont des trans formées U d une meéme congruence (xy),
elles le sont d une double infinité.

Soient en effet 2. 3 et 27, 3" les couples de solutions dusystéme (1)
qui conduisent aux congrucaces transformées (x'v"), (&"»™). On a
done

2, \ 3",
P = — - 3. Vi, v — = 3,
5 o
(") ¢ ‘. .
. * . . Jo
f.z‘:t‘—»—;:n Vo oy — T,
% N K]
A k1

ou ', 37, 3, ;" sont délinis par

SpT/=0 v
- -
Sp==W V.
D )
=030
- -z

Partons de la congruence (2'y") et appliquons-lui une transforma-
tion I' particulicre. Remarquons que les formules (17) prouvent que
le systéme

() TR AN ¥

— & et
~ﬂ_(«'.l .
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ol
2 5
v . 4 *
== — — hi——6H "=,
o e

admet le couple de solutions

— w @' = = 5 .
(ra}) =" — g, =3ty
v 2 ?
ot g’ est une solution du systéme
(20) G=xT,  m= N

et le systéme adjoint du systéme (18) admet le couple de solutions
(21) E':E"—-:;,G'.. ;1':77”—*77'.
on 3, est une solution du systéme

() oy, =" g, =37

w - e

Au moyen du couple £, v’ on peut déterminer un réseau (3'), har-
monique & {@'y"), par le systéme

On aura ensuite

’ ] ;:. ht s ’ ~3A. T
(21) Pt — - R
_ 2 a
on ;:' est détermindé par
=2, =3,

ou

ol
I
T
“1
l
'QJ b3
. a_
S’
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donc
(23) e T0,

Oun déduit de (23 a laide de (25)

' »
kA 3 bl
— ] N « .
ro= S G v
‘ I —FH ® r ®
. ! e p
{ ) q
e
- 1 . .
| s - - v 5" T,
' — g N N
R v s . "
; g P

Si I'en part maintenant de la congruence (2"y") avec les couples de
soluticns

= — %9, = — =g
r ==Y
-, N X, = - o
1"::.2———,,9‘1, 9”:_3'_."._'g-“
4] ) a
1) 1}
(1]
‘!T"—lr“_:’, ‘:F: _IS"T',
gr.o=x'T, aL=3'n"

on trouvera la méme congruence si 'on prend

L
G =g =F

. T, /=5, =y .

ou ¢ ¢t ¢, sont deux constantes arbitraires. On a ainsi une double
inlinité de congruences (.v _)’), ol

r 3 3
— ]
R = o' g+ ¢y |,
3’8 — (g +cj{F + ) - .
X g ?
A 3 37
- 1 = .
V= — S 5 Gy &y |
) 8’8" — (g =)o, + ) ‘
Pl U LR LI . 2
: L” Mine i §

qui admettent comme transformées I les congruences (x'y") et (@"y").
Pour ¢ = ¢, = = on a la congruence initiale (ay).
Le théoréme de permutabilité des congruences de M. Goursat,
Journ. de Math., tome XH. — Fase. I, 1933, 27
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donné par M. Tzitzéica (') est un cas spécial de ce qui précéde. Sile
svstéme (1) est de la forme

\( -_7._:) L=y, FpT=aur,

ce syvstéme est identique a son adjoint et nous pouvons prendre

pour Z, v, un couple de solutions de (27). Lasolution ; correspondante
esl alors donnée par

et

car les équations (20) et (22) deviennent

—r e s

U'u:; : | — P I

6. Cousidérons maintenant le casspécial, ot la congruence imtiale
est de l'espéce définie par (3). Supposons en outre

v

. <o, PN
N - ——(1 S — .J ).
2 N
T=— (X — 3 7)
' 2
et

D=y, — 03 R A
5"::2"(1?,—1:5"), 1;’:-—7‘"(“3,'.—0‘1"\‘

c’est-d-dire que les congruences (a'y") el (&"y") sont de la méme
espéce. Les réseaux (') et (s") sont définis par
se=% (o, — 03", Se=— (3, —a2' ),

sp=a (a, — b3, sn=— % {3, —a2") .

et (2"y"), transformées I d’une congruence (x)), toutes les trois de

On peut alors demander: Si 'on part de deux congruences (a'y")

la méme espice nommée, quand la congruence (2'y’) est-elle aussi de
cette espéce ?

(') Tarztien, Sur certaines congruences de droites (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliguées, t. V1L, 1938, p. 18g).
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Partous de

P
. N - o T e g s
(aN) z-—9~:lz———p-)5,—:—wg—.\zz — 35T+ (=3
¥ i
Or nous tenons comple que
U ¥ e e, 7
AE— DT 2. T =
2 b

On aura ensuite, de (20) et (22),

_ 1 R - .. B b3 e a3 5"
z—vu:: - iigl“ = T -t T =X A, XX, X0 -0 = (XX — D32 )
1 1 Ve omrme
- Ty ;:’J(\:(l X —IJ 2 .
Donc
3 . - .
— =i~ 'I:J!l—)lj -i=- L,
% 3
Ou a donc de (28)
2o . . o7 Cu'm
k.x‘——kj’—‘\.::p—-——,' i~ ]
* ' & 2

et s1 l'on tient compte de (20), on a

el R e - l‘.x'q
;‘\1‘—‘91):?“’_ Y R
v

Pour que la congruence (:'y") soit de l'espéce nommée, il faut et il
suflit qu’on ait

==,

) x"—o R
o= (a— 3

On a donc le résultat suivant 1 Elant données deux congrucnces de
Uespece nommeée (' ¥'") et (X" y™), trans formées d’une congruence initiale
(X)) de la méme espéce respectivement par U et parl,. — nous dési-
gnons une trans formation, définte par(8) et (16) par trans formation ',
— il ¥ @ encore une congruence de Uespéce nonunée transformde I',. de
(2'y") et transformée U, de (2" y").

7. Parmi les congruences de 'espéce nommeée, celles qui sont en
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méme temps quadratiques sont intéressantes. Dans un S, ces con-
gruences sont U'image des surfaces R de MM. Tzitzéica-Demoulin.

De plus, si U'on transforme une surface R par la transformation R,
de M. Jonas, on obtienl une nouvelle surtace R. Dans un S; on a done
une nouvelle congruence de I'espéce donude et cette congracnee est
maintenant une transformée U, de image de la surface R tnitiale.

[.image d'une surface R dans S, est une congruence dedroites( py),
définie par ses réseaux focaux (')

q\ == pm

{ra) 1 ,:L:Jn]

I'image de la surface transformée est une congruence {pg), détinie par

(30) d e=r
o= 37
:Irl-’:‘.i“

ot les fonctions 3, v, 3, v doivent vérifier les relations

ak

‘\‘—-~-—‘n

'n

= b

—ym e

H

i
{31) i
| A=y A= 34
I by== da, bV Ay=va
et la fonction .\ est donnée par (*)

\:E((:=_a-f).

(1) Voir A. Tearacim, Sulla teoria detle congruenze W, { Rendiconti del
Reale Istitute Lombardoe. 1. LX, a7, p. 657).
(*) Dans toules ces formules j'ai unplow la motation de M. Jonas. Fodér:
H. Joxas, Ueber die Aunstru“wn der IW-RKongruenzen zu einen gegelenecn
Brennfl@chenmantel und itber die Transformation der R-Flichen (Jahres—
ber. der Deutschen Mathem. Veretn,, Bd 28, 1920).
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Changeons maintenant la notation par

(30 gIT=a g v =d, ) m}:. i—-—\?:u. w3, h=1, \—s
Tl p=at ) 3=b: i e b S E =350 ) A= !

Les dguations (29) et ( 30) deviennent
RN TLN Y SR BN

P ovg==be o=t

N -

et les équations( 31) donnent

. ah
@ TT A —— a—
L

[~

H'=h —

@ ‘}:‘; -

M. Terracini a fail voir aussi gue le point d'intersection des droites
— - » . » . . 2 g x
PP et g déevit un résean (3) havmonique & la congruence (pp) et ala
yoo— ' N
congruence (gq¢}. 1l doune les formules suivantes :

A, -
3= — ;;(ri — e;).

\
4 \ -
! R ;\,n + pr ),

5
T — g — )
1(
%
s=  S{v—a')
Fd
ult
2
wem e T E
I
. 3
VTIIOY ~— = 31
. 5
et
® " s
Azz 3 Lee?— &%)
donne
® -
oz - { 20— 37h
=50 &

On a done le vésultat suivant : La transformation R, de M. Jonas, qui
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trans forme une surface R en une autre surface R, est dans un S, une
transformation U, de deux congruences de drottes de Uespéee nommée.

8. M. Tzitzéica a étudié (') les congruences de M. Goursat et une
transformation T' de ces congruences. Il remarque que I'image d'une
surface 1sotherme-asymptotique de M. Fubini dans un S; est une
congruence quadratique de M. Goursat. Sinous changeonsla notation
des rvésultats de M. Terracini par (32) et nous posons en outre a = b,
nous considérons dans un 5; I'image d’une surface isotherme-asymp-
toligue de M. Fubim. Nous aurons done du paragraphe précédent :
La transformation \N de M. Fubint (*) des surfaces isothermes-asymp-
tottques correspond dans un S; & une transformation U de dewr con-
gruences de M. Goursat.

En cffet la transformation v de M. Fubini est caractérisée par

[F ey (‘h
o 2 (e =consl. )
= v
et
A=,
A= ed
Nous posons alors
A
¢ N
au lieu de \ = : ¢l nous aurons
Sy =W

ce qui conduit aux formules de M. Tzitzéica.

1Y) G, Torztica, Sur certaines congruences de droites (Journal de Mathd-
matiques pures et appliguées, v VIL 1928, p. 18qg).
A}
() Foswi-Geen, Greometria Proiettiva INflerenziale (N, Lanichelli. Bologna.
gt Lop. a¥3-ad,



