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Métrique vectorielle et géométrie des spheres ; 

PAR PAUL DELEIVS. 

Introduction. 

(le travail a pour but l'étude de la géométrie des sphères; celles-ci 
forment, comme l'on sait, un système linéaire à cinq uni tés, isomorphe 
d'un espace vectoriel à cinq dimensions pourvu d'une métrique. Le 
calcul géométrique que nous utilisons reposant à la fois sur les 
méthodes de Grassmann et le calcul tensoriel (1 ), un exposé prélimi-
naire nous a semblé utile, où nous avons envisagé le cas général d'un 
espace à Ν dimensions : c'est l'objet de la première partie de ce 
Mémoire. La seconde partie est une application limitée à la géométrie 
des sphères, où nous avons développé et complété deux des Notes 
que nous avons publiées sur ce sujet, en 1928-1929 (s). 

I. Dans l'exposé classique de l'introduction d'une métrique dans 
un espace vectoriel, nous avons mis en parallèle le calcul tensoriel 
opérant sur les coordonnées et les combinaisons directes des éléments 

( ' ) Sur ce» matières, cf. E. CASTAS, façons sur la Géométrie des espaees de 
Hiemann (Paris. 1928); Α.. LOTZE. Encyklopâdie der Ma them atise h en Wis-
wnchaften, III, 8; CH. CAILLES, Introduction géométrique à la mécanique 
rationnelle (Genève-Paris. 1924); A. N. WHITEHEAD. A treatise on universal 
algebra (Cambridge. 1898), et la Thèse de l'auteur (Paris, 1927). 

{-) Comptes rendus de Γ Académie des Sciences, 1.187, 1928, p. 1107; 1.188, 
x9'z9f P' 2^el ''^6; Voir également 1.188. 1929, p. 292 et 600; t. 190, 19^0. p. <$47. 

Journ. de Math., tome XI. — Fa*e. III, tgSt. 2^ 
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géométriques : vecteurs, homographies, etc. La définition du produit 
intérieur et des systèmes de repère réciproques introduit trois ten-
seurs fondamentaux; nous avons formulé les équations de définition 
du groupe de la métrique et indiqué les opérations conduisant aux 
repères normaux. 

Nous avons ensuite identifié les tenseurs alternés, ou torseurs, aux 
formes extérieures de Grassmann ; alors que, selon le plan moderne, 
les opérations intérieures se définissent en premier, il était nécessaire 
de faire rentrer dans notre analyse les opérations définies pas Grass-
marin, en suivant Tordre inverse. Nous sommes resté assez proche des 
formations de Grassmann pour pouvoir faire plein usage de la dualité ; 
l'introduction du tenseur dualistique qui définit très simplement celte 
opération nous a permis de restituer son vrai role au produit exté-
rieur de Ν vecteurs, multiple de ce tenseur. Les notations adoptées 
permettent au lecteur de revenir à volonté au calcul tensoriel, tout en 
débarrassant les formules d'indices souvent inutiles qui risquent 
d'obscurcir les opérations géométriques. 

II. Dans la géométrie (anallagmatiquc) des sphères ('), l'inter-
vention d'un premier repère précise la séparation des domaines dans 
lesquels on peut opérer : domaine complexe et domaine réel, ou 
encore domaine mi-réel, avec des équations à coefficients réels. 

Les combinaisons utiles des sphères et des opérateurs nous con-
duisent rapidement à l'expression des relations simples et des forma-
tions invariantes entre les divers types d'éléments géométriques qui 
entrent enjeu. Nous introduisons directement dans le calcul les pro-
duits et puissances des opérations sphériques et des symboles des 
opérations infinitésimales, qui se présentent sous forme de torseurs. 

(' ; Κ η nous en tenant aux Ouvrages et Mémoires récents sur ce sujet, citons 
J. L. COOLIDGE, A treatise on the circle and the sphere (Oxford, itjiO) : 
ΛΥ. BLASCIIKE, G. THOMSKN, Vorlesungen iiber Differentialgeometric. Ill : DiJ-
ferenlialgeomelrie der Kreise und Kuge/n (Berlin, 1929); E. YESSIOT. Journal 
de Math9·' série, t. 2, 192.3, p. 99; Λ. Β LOCH, Tbid., <f série, t. 3, 192 \

 t
 p. 5r. 

J. KADAMARD, Nouvelles Annales de Math., 0·' série, t. 2. p. 20-, 289 el 3G, et 
les articles de MM. J. IIADAMARD. P. BOBBRT. B. GAMBÎER it VKnseignementscien-
tifique. t. 1. 2, 3. 1928-1929. 
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Nous signalons, entre autres, la formule (65 ) du n° 22 comme parti-
culièrement utile. 

La théorie des groupes à un paramétre d'opérations sphériques est 
basée sur l'équation caractéristique du symbole infinitésimal; quand 
ce symbole est un cercle, on obtient facilement les opérations finies 
correspondantes. Quand le symbole est un torseur, la classification 
est plus difficile; nous donnons la forme générale de l'équation prin-
cipale d'un torseur, avec la signification des invariants, puis formons 
complètement les divers types possibles d'équations caractéristiques. 
Il y a finalement sept types distincts d'opérations sphériques, deux de 
ceux-ci dépendant d'équations caractéristiques de même forme con-
venant soit à un cercle propre, soit à un parataxe (nous désignons par 
ce riorri un torseur paratactiquej. Nous terminons alors l'étude des 
opérations sphériques, en nous arrêtant quelque peu à l'opération 
paratactique, avec la congruence des cercles trajectoires et les repré-
sentations qui S'Y rattachent. 

Enfin, nous insistons sur la composition des opérations sphériques 
au moyen des opérations isotropes et sur le râle que peuvent jouer 
ces opérations et les cercles isotropes dans la constitution de la géomé-
trie des sphères. 

I. — MÉTKIQI Κ VECTORIELLE A \ DIMENSIONS. 

Produits intérieurs et tenseurs fondamentaux, 

I. Soit un système de repère constitué par Ν vecteurs eh unités du 
premier ordre; dans le système, les vecteurs 

.r ~~ fj. ν — 2y/f j (i. j = ι. κ \ ). 

ont les coordonnées contrevariantes ς', ν; la sommation Σ s'applique 
aux indices muets, et nous respectons les régies usuelles du jeu des 
indices. 

Nous postulons, entre deux vecteurs, une multiplication symé-
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trique, de symbole j, donnant le produit intérieur scalaire 

(») x\y — Ic/rA'i/. ι // = L"//, 
?i\ *i— ï //-

Nombres et vecteurs sont les tenseurs d'ordres zéro et un ; un tenseur 
d'ordre deux, constitué avec les produits saris liaison (dyades) (\en 

Bf = 21,'/*,<•/. 

définit, par multiplication intérieure à liaison simple une transfor-
mation linéaire de vecteurs, ou homographie, d'après 

(ά) χ'— ./·1 /T — 2\ji( J i'i)ej. Σί'· i 

Le tenseur conjugué de β définit une nouvelle transformation 

Κ— r: = 1Vfié-j. f> - L/'·. 

(S) .r'7'~->r >. 

La composition des opérations définies par les tenseurs β et Jlt 
introduit, par liaison simple, l'homographie produit 

y— a· \ j?. „./ ' ; .m ./- · t-r .m. 
l 't) — f? .1)1. 

On peut en général sous-entendre le symbole | de multiplication, 
pour une liaison simple, entre vecteur et homographie, et par suite 
entre homographies; nous écrirons donc χ β, β χ, des points ou 
virgules serviront au besoin à séparer les facteurs d'autres produits. 

Des tenseurs A, Β d'ordres α, β, rapportés au système r,·, sont 
composés linéairement avec des produits sans liaison, d'ordre α ou 3, 
des vecteurs de base du système (unités d'ordre α ou β). Soit α<β; 
la répétition de la multiplication intérieure définit entre les tcn-

seurs une multiplication à liaison v-uple de symbole , ( pour , 
ï S V 

ou :,
 t

'j ou j, —), donnant le produit A|B d'après le schéma sui-
vant entre termes monomes 

V 

( 5) a. — ax ' bx b., b<j 
= ( α

χ
 b

x
 ) ( Λ

 x b.a%..; ̂  b-, ) a, a,... aa_v /λ,,.Ι · -. : 
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V 

le produit A|B est un tenseur d'ordre α H- p — 2v, généralement 
V 

distinct du produit B|A de même ordre; pour ν = α, ces produits 
sont à liaison complète : on peut alors abréger le symbole en f. 

2. Posons dans la formule ( ι ), 

(&) S?L ,/=5/. 
( 7 ) -/· i .r=Zero'. χ ! <'i— Xi ; 

les Jy· sont les coordonnées covariantes de a?; posons de même 

( 8 ) X'
 = J;

, · 

d'où, après report dans ((i) des expressions de c' et 5y, 

Cij) rh 

Si le déterminant des lJ,y est différent de zéro, les vecteurs é' ainsi 
introduits forment le système réciproque du système ey, avec les 
relations 

 >,=ι.;=ί" 

Les coordonnées d'un tenseur d'ordre quelconque sont contreve-
nantes, covariantes, ou mixtes, selon qu'on le rapporte aux termes 
monomes de son ordre formés par les cy, ou les c*, ou des combinaisons 
des deux systèmes. 

Les formules précédentes mettent en évidence trois tenseurs fonda-
mentaux du deuxième ordre, symétriques, non dégénérés, définis par 
le repère initial et les coef ficients U

/y
 , 

( "IL — ï.i: fje'/'t— ^.CjC' — 2 Ij 
(10) 

I ^.tf'ef z=z 2 L ''CiC'. Λ= 2 L'//£'*/·= 

Cjdl'~ c'. cfdl — Cj. (R'=z ; 

OV définit la transformation du système cy en son réciproque, tΚ est 
l'homographie inverse, et It, tenseur unité ou absolu, représente pour 
les vecteurs la transformation identique; ces tenseurs échangent en 
partie leurs coordonnées des diverses espèces. 
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3. Le produit intérieur de deux vecteurs peut maintenant s'écrire 

(11 ) .ν \ r .r y 11 ~ χ y ^ <U. 

mais il n'a été défini qu'à partir du repère e
y : il convient de montrer 

qu'il est invariant pour les transformations linéaires <%, d'un groupe 
fondamental G, effectuées sur les vecteurs de base ej. Nous aurons, 
en surmontant d'un trait les éléments transformés par §, 

*/-*/£- 'll — IL >' eje ι — IL '' (V, $ ) tr,c] ) = £01# = ̂ . 

La condition de conservation du produit intérieur 

(12) u = u = u 

est visiblement l'équation de définition d'un groupe de transforma-

tions linéaires (congruentes), à Ν2 — * * ^ ^( ~ ' * paramètres : 
une homographie de ce groupe coïncide avec sa jcontragrédiente. De 
la notion de groupe résulte que le produit intérieur des vecteurs est 
aussi conservé par les opérations de G effectuées sur les vecteurs en 
jeu, et non plus sur le repère. 

4. La forme ΊΙ = ZejeJ' montre que l'on conserve aussi *11 en 
effectuant sur les deux séries d'unités ej1 ej des substitutions contra-
grédientes 

( 13 ) *'j '* · a'— <■ 'ΊΙ. 

conduisant ainsi à de nouveaux systèmes réciproques. 
Un intérêt particulier s'attache aux repères normaux : un système 

normal est formé de vecteurs unitaires et orthogonaux, et coïncide 
avec son réciproque. Soient '/ les vecteurs d'un système normal, yJ 
ou *9, leurs coordonnées (notations de R. Weitzenbôck, nouvelle 
théorie d'Einstein) : 

*J — ('»3 — e*3'. 33' — ··U. 

( ι ï ) 3333 — · 

d'après fi3); d'où pour les coordonnées, 
'9,·= *J ej—^3 Kj — et3't'j— Y

t
j — F'7. 

/3— *f el~ e*3 V*= e
f
3 ei— Y'"= FJ. 

3 — 2 Y tj e*e'=z Σ YJ e* e
t
. 3'— J.Y'*'e

s
e
t
=: ΣΥ'^ν,β', 
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et d'après la nouvelle forme de It, 

S *=*/'/, (15) 
( L<,· = c/'U/?,·=2'φ/φ,·, C'= l,'?,?1. 

inversement, les relations précédentes permettent, étant donnés 
deux systèmes arbitraires de vecteurs, e, et '/', ou le système e

t
 et les 

coefficients ,φ', de former les coefficients U
ly
 de sorte que le second 

système puisse être considéré comme normal pour la multiplication 
intérieure ainsi définie. 

Formes extérieures et tenseur dualistique. 

o. Un tenseur du deuxième ordre auto-conjugué est symétrique; 
un tenseur du deuxième ordre opposé à son conjugué est alterné 
(anti-symétrique, symétrique gauche); nous dirons torseur pour ten-
seur alterné. Ln torseur du deuxième ordre sera constitué avec des 
termes 

[r.= asi, — α,Πί 

et nous identifierons le produit extérieur de deux vecteurs ah ai avec 
l'expression précédente, les torseurs avec les formes extérieures de 
Grassmann, ceci d'abord pour le second ordre. Nous poserons en 
général 

(ιβ; l'a,rij.. . «,]=21 ai>. ai- ···-.<**)— αί· al· "·>.&*) 

Σ et Σ ^tant ^es sommes des termes obtenus par les permutations 

respectivement paires et impaires effectuées sur a^ij.. ,a
t
. L'identi-

fication des expressions (16) avec les produits extérieurs de Grass-
mann, dont elles possèdent les propriétés, donne ainsi des torseurs 
jusqu'à l'ordre Ν inclus. Un torseur d'ordre ν ayant 

|"\j= XfN — 

composantes, les torseurs d'ordre Ν dépendent d'une seule unité, donc 
sont des quantités scalaires. 
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Les produits extérieurs donnent lieu aux formules de distribution 

/*<·] = ai[ajni \ h- α,[α
Ι;
α, \ -4- ak\/iia·,| = [ftjft/,\α

έ
-\- cyc\. 

\ojOj0A<ff] — fM\a,n
k
ai\ — «,·[«*«/«,] -+- α,^α,α^η| — | (17) 

= Π'β<Λ/][^Λ/'Ι "+- \.ai;ai\\iai«i\) ■+■ cycl. —... 
O, 

l'abréviation cycl. indiquant des termes obtenus à partir des précé-
dents par permutation circulaire. 

Des constructions semblables conduisent à des produits symé-
triques ou algébriques de vecteurs et aux tenseurs symétriques. 

( ι S ) ν ! α,α,... A/x—^ ( a,, a, a,) ( a,, a,. . ... a, ). 

définissant le produit symétrique α,α,.. .a
s
 de ν vecteurs: un ten-

seur symétrique d'ordre ν dépend de 

^ !\\ l\(.\ -4- i). ..(\ -f- V - I) 

unités. 
Les produits symétriques comportent les formules de distribution 

( λα,rt,a
k
 — α,α,α 

k
 -ί- rycl. ft,α^ι,-*- cvcl.. 

(19) 
' \ ftifi/tf, a/= «,α,/tι,«ι-f cycl 

Les parties alternée et symétrique d'un tenseur sont irréductibles; 
en outre, si une multiplication à liaisons intérieures porte sur les 
parties respectivement symétrique et alternée de deux tenseurs, le 
produit est nul. 

(L Dans les produits intérieurs définis au η" I, formule (5), les 
termes liés s'associent symétriquement à partir du symbole d'opération ; 
pour distribuer autrement ces liaisons, avec le même type de multi-
plication, il faut remplacer un des tenseurs par un isomère, obtenu en 

C ) L'n produit extérieur se développe donc comme un déterminant dont 
toutes les lignes seraient identiques, mais pour lequel on tiendrait compte de 
l'ordre des facteurs dans les termes. 
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soumettant à une même permutation tous les monomes du premier. 
Le calcul tensoriei usuel, qui repose sur les coordonnées, possède 
plus de souplesse à cause du rôle des indices; ceux-ci, indices de 
numération ou de rang, deviennent indices de sommation (indices 
muets) et de liaison (saturation). Pour les tenseurs géométriques que 
nous employons on peut, sans recourir aux coordonnées, utiliser une 
notation analogue et définir un produit de tenseurs Λ et Β par 

AÊX.'s.'.IÎ®*. . .\γΰ ou Α·Ε
Λ

κβθγΐΐΒ)ΐ [iPoNyQ. 

par exemple, E, F,..., N, Q représentant des groupes d'indices, «, β, γ 
les indices muets, symboles de liaisons intérieures; dans la seconde 
forme, nous n'avons pas précisé le mode de variance, inutile ici, et 
avons employé la dernière notation d'Einstein pour indiquer l'élève-
rnent ou l'abaissement des indices; la convention de sommation, avec 
suppression de Σ, dans le calcul tensoriei, conduit exactement aux 
mêmes schémas (les oppositions de variances disparaissent avec les 
coordonnées dans les repères normaux). Nous pouvons ainsi écrire, 
par exemple 

./· V7·, £r% £DM =: £*<p 11?γ. £ j DM = GxpM^x. 

Nous définirons cependant une multiplication nouvelle, s'appli-
quant surtout aux torseurs, pour le cas où les liaisons s'effectueront 
loujours à partir de la gauche pour chaque tenseur, et définie sur les 
monomes par 

( ·«» ) V ! η, a... . . r/
z h, h.,. .. b-j = (y, ! b, ;.. . ( a , j b, . .. a-jb·,^., . .. by 

Pour ce produit normal à liaison v-uple, de symbole ', on a dans le 
ν 

cas de liaison complète (ν = α < β) : A Β = B A, et nous abrégerons 
V V 

alors le symbole en [ . Dans le cas ν = « = β, pour les torseurs Φ, ψ 

(-m) ν.'Φ , ·ΐ" = (— η"~Φ ■ 'Γ; 

est le nombre de transpositions nécessaires pour renverser 

l'ordre des termes d'un produit de ν vecteurs; la parité de ce nombre 
Journ. de Math., tome XI. — Fa»c. III, ig32. 28 
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étant celle de la partie entière de on a dans ce cas les relations sym 
boliques 

I —I. —~~2i ' ~~ v. 9 ~ y. ' ~W\9 '' 

la période des changements de signe étant 2. 
On retrouve ainsi, pour le produit normal complet de deux v-vec-

teurs Γ = [c, c,.. Δ = |//, d.,.. .d.,\, ou la norme d'un v-vecteur, 
les formules 

^ ^ ( Γ~= Γ \ Γ = déterminanl r, ■ ιη. 

Soient en particulier ui= //' les vecteurs d'un système normal 

II-~ [uiii,... H,]1— 1. 

7. Une homographie £ transformant en ai des vecteurs /-/,·, sa puis-
sance relative d'ordre v, J£<v>, est le tenseur, d'ordre 2v^2N, qui 
transforme en [ a, a

2
... «.,] le produit [ «,, a.,... a., |, et annule tout pro-

duit symétrique; le produit normal étant employé, ceci revient à dire, 
en complétant au besoin jusqu'à \ le nombre des vecteurs a

t
 linéaire-

ment indépendants 

( 2 3 ) £ = Σα'ai. £^'> — Σ[α!a' a" \ | a
t
a
t
... a, |. 

La définition précédente entraîne celle des produits relatifs 
£JïlÛl... d'homographies, dont nous enfermons les facteurs 

dans une parenthèse anguleuse. 
Pour un N-vecteur, on aura 

\a
x
a
t
.... Λ\] = [«ι«-. ·. «>·] ^ £<y^ — f). . . a

y
 J. 

o = ivr C) — 

D étant un nombre, l'invariant d'ordre Ν ou déterminant de £, pour 
lequel nous utiliserons la dernière notation; une homographie ^ du 

(') Le produit normal correspond, dans le calcul tensoriel, k des sommations 
effectuées non plus sur des indices iudépendanls, mais sur des combinaisons d'in-
dices : E. CARTAS (/oc. cit.), p. 7; CH. CAILLER (/oc. cit.), p. 72. 
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groupe G donne 

|.n 1 nz . '. "\p, ' 

ce qui conduit à distinguer le groupe G^ des opérations directes, à 
déterminant 1. Nous appellerons aussi directes les homographies à 
déterminant positif, directs les repères déduits par une homographie 
directe d'un premier repère fixant l'orientation positive. 

8. Le N-vecteur unité d'un système normal direct 

M) [ "1 "2 · · · /'> 1 —— ' * 

sera dit tenseur dualislique ou unitédualc ('); ce torseur joue un rôle 
primodial : invariant parles transformations il est susceptible des 
décompositions amorcées en (17); il dégage en quelque sorte les 
parties alternées des tenseurs qu'il transforme par multiplication. 
Enfin, il fournit de la manière la plus simple les torseurs dualistiques 
de ceux qu'on lui soumet. 

Soit en effet IT = [//,//, ...//,] une unité extérieure d'ordre v; on 
aura d'après (17), 

( Π r t'= ΙΓ. [ΗΠ'] = ι·. ΐμ=Π'2=ι. 
( ""f) ' w / i'z=zti\ [irir]=i\ π*=(—i)vy-v-n. 

Π' est le produit extérieur dualislique, ou dual, de Π ; cette définition 
coïncide avec celle du complément de Grassmann (ou supplément). 
De même, le dual d'un torseur Φ = Σζ>ΛίΙχ sera 

j ♦·=#;.(*=,» [>]), 

I [ΦΦ ] = Σ(θχ)- Ι'=Φ^ l'=0"i t* 

Revenons aux produits extérieurs; on ne peut pas toujours, dans 
un v-vecteur Γ = [Λ,-Λ,·.. placer ν vecteurs appartenant à un 

(1 ) L'identification de l'unité duale avec l'unité, la définition de Grassmann 
du produit intérieur, sont logiques quand on s'en tient aux opérations de G_ et 
aux formes extérieures: de même, c'est dans un espace vectoriel et pour les 
opérations de G que l'on peut considérer les produits intérieurs complets 
comme des nombres. 
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repère normal; les v-vecteurs à norme nulle, partiellement ou 
totalement isotropes, font exception. Mais on pourra toujours 
compléter ν vecteurs de Γ pour former un repère quelconque. 
Or pour un tel repère 

l/V-2. - · '-\] = »'· ['· ιf'*. ' ' · '-y j1— déterminant L//= '/.-/■ o. 

(27) r= l[f,*
s
.. .^] = λ[«·6'3.. .**]; 

posons donc α, = c,, = c
v

, donc Γ = [e, c.,.. . e.
t
 ] 

( r = r 
{ } ( [Π"] = Τ*ι·=ηι* d'après («Gj. 

Le (N-v)- vecteur Γ', dual du v-vecteur Γ, est totalement ortho-
gonal à celui-ci; les normes de Γ et F' sont égales, l'orientation de 
N-vecteur [IT'J positive ou nulle. Dans le dernier cas, où Γ et Γ' sont 
isotropes, et où la condition d'orientation tombe, les propriétés 
énoncées ci-dessus ne suffisent plus à déterminer Γ', que donne tou-
jours cependant le calcul direct Γ ψ ι*. 

9. Soient deux torseurs Φ et Ψ, de degrés ν et s; supposons 
ν 4- c = '7 < Ν 

( j Φ' γ Ψ= Ψ | φ'~[φψ\ =: (- ιf ?[·ΡΦ]'. 

Comme Ψ est le dual de (— ιceci donne pour ν -H Ν — s ^ Ν 
ou v< s 
( Φ γ »Γ = »Γ , Φ=ί- [Ψ'Φ\· = (- '|ΦΊ j. 
(*0) ' [ΦΊ"| = (-ι)*ν(Φ ^ 'F/. 

Nous avons jusqu'ici représenté le dual d'un torseur en accentuant 
le symbole de ce dernier, et continuerons à le faire quand l'ordre du 
torseur ne sera pas précisé. Mais il est souvent commode de repré-
senter les torseurs par des lettres d'un type indiquant leur ordre; 
nous affecterons alors aux torseurs d'ordre ν et Ν —v(v=o, 1, 2,..., Ν ) 
des lettres d'un même type, complétées au besoin par un astérisque, 
de la façon suivante : les torseurs d'ordre v< —> directement intro-
duits, n'auront pas d'astérisque; leurs duals et les torseurs d'ordre 
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·/>- auront un astérisque supérieur; pour les duals de ces derniers, 

qui appartiennent â la première catégorie, on abaissera ou suppri-
mera l'astérisque (avec changement de signe, au besoin)» Nous 
aurons ainsi les torseurs 

* ou \. h. e Φ Ψ' ΛΤ. /Λ Y ou ΙΛ 

d'ordres 
Ο. I . '■». . . . . 7 \ - - 7 \ — \ — I . V . 

avec 

»r , , r— x. /.-, r— ί: ; ι'~-λ. 

Nous étendrons ces conventions aux tenseurs de tous ordres et à 
leurs duals; ainsi au n" 7 nous avons écrit 

Dans un rejiére normal, on a pour l'unité duale 

( ,-r= iiijr* (*=.. ; Ρ Γ), 
(60) 

I ι', l' -I. ι' »' -;'U . Γΐ'= ίν~;Ι.·Λ Ν -IL 

En revenant à un repère arbitraire avec [e, t\ | — λ. on 
aura 

, ί'- Λΐ ι'-ίΐ *<',<>>'=iil 

j Ι.^Ί = ί''/>/1=1*-

' | P'----- ' ij y O;-. » » 

' /'y ~ ί — I ) /—, ' > | '> * 1 ... '*<'· , . . ̂  ], 

10» Le produit extérieur utilisé jusqu'ici, et défini à partir des 
vecteurs de base, était progressif; pour le produit régressif, le crochet 
enfermant les facteurs recevra l'indice R ; le crochet avec l'indice G 
indiquera un produit mixte ou général de Grassmann» Ces indices per-
mettront des abréviations de symboles à l'intérieur des crochets. 

Pour le produit régressif, nous prendrons les définitions de Grass-
mann. soit pour deux torseurs Φ et Ψ, d'ordres ν et s, avecv + î=5>N 

ts:ij [Φ·Ι"Ι,=[*·Π. *nj. 

La dualité définie par i* peut être utilisée pour former les exprès-
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sions des transformations corrélatives de vecteurs 
\y*=zr\ \=z.r/T\ ι\ = \ 

ϋ 1 y*— 

Pour les correlations comme pour les homographies, on définit les 
puissances el produits relatifs; à remarquer que toutes les puissances 
relatives du tenseur dualistiquc sont identiques à celui-ci. 

Nous ne compléterons pas, pour le cas général, les relations intro-
duites par la dualité entre produits de diverses sortes, nous conten-
tant de le faire quand ce sera utile, pour Ν = /5, dans les applications 
qui suivront. 

Nous laissons aussi pour ces applications l'élude des sous-groupes 
continus d'opérations , à un paramètre principalement, et la déter-
mination des symboles des transformations infinitésimales attachées 
à ces groupes, comme les relations qui les intéressent. 

Nous n'avons pas non plus, dans les numéros précédents, dis-
tingué les éléments réels des éléments imaginaires; bien que traitant, 
pour Ν = 5, un système vectoriel particulier, les précisions que nous 
donnerons alors seront pour ce sujet comme pour d'autres, des indica-
tions suffisantes pour une généralisation facile. 

II. - GÉOMÉTRIE DES SPHÈRES. 

Éléments et coordonnées, opérations, invariants. 

II. Soit dans l'espace euclidien un Irièdre de coordonnée trircc-
tangle; prenons pour sphères debase w, d'un repère normal les trois 
plans de coordonnées et les deux sphères ayant pour centre l'origine, 
pour rayons ι et ι = y — M les coordonnées σ,· d'une sphère .y, de 
centre (A, B, C), de rayon R, seront 

i σ
χ
 — μ\, 5\,=

 4
UIÎ, σ,— μΟ. 

<J:J)
 ) = - R

2

 — Λ-— 15*-C
2
). Σ,=

 [
- ΊΙ- IP-F- \--T~ IP-J- C-). 

L'espace linéaire des sphères sera conçu comme espace vectoriel 
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métrique à 5 dimensions en définissant le produit intérieur de deux 
sphères ou la norme d'une sphère par 

f
 tt-dr--ι^_ if*;. b*=S<A—Ay. 

I sl~ Κσι)*-='/* l\*. 

Les transformations ^du groupe G conservant l'absolu 

ot = ïi//y. ££=ot
r 

conservent, nous l'avons vu, les produits intérieurs et normes de 
sphères, qui .sont les invariants (G) élémentaires. Mais la géométrie ne 
distingue pas les sphères s et os de même position, c étant un coef-
iicient arbitraire; nous indiquerons l'identité géométrique de position 
par le symbole =,,, soit os=vs. Les invariants (G) sont modifiés par 
des changements arbitraires des coefficients ç affectant les sphères en 
jeu, aussi les invariants de la géométrie(anallagmatique ou conforme) 
des sphères sont les fonctions des invariants (G) homogènes et de 
degré zéro par rapport aux symboles des sphères figurant dans leur 
expression, tandis que les invariants (G) doivent être considérés 
comme semi-invariants de cette géométrie. La même remarque est à 
faire pour les comitants (G) et les comitants géométriques. Les inva-
riants et comitants géométriques seront indiqués par la notation (γ). 

Les sphères (dans lesquelles rentrent accidentellement les plans) 
comprennent la classe des sphéres-pointspe, ou cônes isotropes, que 
nous appellerons simplement points, caractérisés par une norme 
nulle pf

t
 = o. Les autres sphères peuvent êtres normées par modifica-

tion du coefficient c et acquérir une forme unitaire (supposée aux 
sphères //, du repère); aux deux représentants unitaires zfcs, f~— i, 
d'une sphère propre peuvent être attachées les deux orientations 
possibles pour la sphère. Lne sphère unitaire, de symbole s'.^jp-, 
étant homogène de degré zéro en s, est apte à entrer dans la constitu-
tion des invariants ou comitants (γ). 

L'étude de la géométrie des sphères par les opérations de G, ou 
opérations sphériques, les invariants et comitants (G), l'équivalence (G) 
ne sont qu'un premier pas vers les problèmes analogues (γ), mais le 
reste est facile à traiter. 
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12. Pour distinguer les sphères réelles des sphères complexes, il 
est naturel de substituer d'abord au repère primitif un autre repère, 
pseudo-normal, tel que les coordonnées d'une sphère réelle puissent 
y être toutes des nombres réels ; posons pour cela 

//.= ι le ——tr. >?'— — icr .m—<7. 

Avec un coefficient ρ (ου ;x) convenable, une sphère réelle aura 
alors des coordonnées réelles et une norme positive, un point réel des 
coordonnées réelles. De même les homographies réelles, celles de G 
en particulier, auront dans le nouveau repère des coordonnées 
réelles, etc. 

Appelons imaginaire (pur) un nombre complexe sans partie réelle, 
sphère imaginaire une sphère de centre réel, de rayon imaginaire : 
ainsi la sphère //-, ou //

5
, est imaginaire. On sera souvent amené à 

opérer non dans le domaine réel, mais dans le domaine mi-réel (mi-
imaginaire), où les éléments imaginaires précédents sont admis à coté 
des éléments réels. 

Revenons au repère normal primitif ; on pourra définir les sphères 
réelles comme susceptibles de formes s avec sr- ^> ο, réel (α = ι ,2,3,/|), 
imaginaire; les sphères imaginaires, par les conditions r<o, 

réel, g- imaginaire, ou ^>0, imaginaire, réel. De même pour 
les points réels, on aura s- = ο et à volonté σ

α
 réel, 7- imaginaire, ou 

l'inverse. 
Les coordonnées étant des produits intérieurs de sphères, il résulte 

de ces conventions que le produit intérieur de deux sphères sera un 
nombre réel ou imaginaire selon la nature de ces sphères et le choix 
fait pour leurs normes et coordonnées. 

15. Pour les invariants (G) d'un ensemble de sphères, la propriété 
suivante est importante : deux ensembles de 5 sphères linéairement indé-
pemlantesj e, et eh dont les produits intérieurs et normes sont respective-
ment égaux, sont équivalents (G). Considérons en effet l'homographie 

(37) £z=z(— ̂  = le/e
t

. = £jf = ■ e/)e'\ 
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et d'autre part le tenseur unité 

H = Σ \jij e'e> = 2 ( \ e-, ) e' ; 

la condition nécessaire et suffisante pour que £ soit une opération ̂  est 

( 38 ) X* £ — ΛΙ ou e.11 e,— J e,. 

La proposition précédente s'étend aux ensembles de moins de cinq 
sphères linéairement indépendantes, en complétant ces systèmes. 
Pour des ensembles d'un nombre quelconque de sphères, le système 
complet d'invariants (G) est formé des invariants des sphères linéai-
rement indépendantes et des coordonnées des autres sphères par rap-
port à celles-ci, coordonnées qui s'expriment d'ailleurs par des produits 
intérieurs et normes. 

\\. Soit un système de quatre points e
x
, e... e3

, e
%
 de position géné-

rale, c'est-à-dire non situés sur un même cône isotrope 

2 = 2 = 2 = 

système que nous compléterons par la sphère de ces points, qui en 
est linéairement indépendante d'après la restriction indiquée, car 

tt=/.\<'x<’.e.rA,<£ — \eS. ]=‘/.\e.e,e:iele-\^ o. 

Une transformation g- transforme le système e-, en e-, équivalent (G) ; 
soit réciproquement un second système e-

t
 analogue au premier et tel 

que les invariants (G) des groupes de quatre points soient les mêmes : 

pour que la transformation soit une opération il restera seu-
lement à satisfaire à la condition 

tt=/.\<'x<’.e.rA,<£ — \eS. ]=‘/.\e.e,e:iele-\^ o. 

qui détermine alors deux transformations § à déterminants opposés ; 
donc : deux groupes de quatrepoints, de position générale, équivalents (G), 
déterminent deux opérations sphériques, l'une directe, Γ autre indirecte, 
capables de transformer le premier groupe en le second. 

Inversement, toute transformation Q peut être ainsi définie; le 
Journ. de Math., tome XI. — Kasc. III, 1932. 2() 
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résultai précédent était facile à établir géométriquement par des 
inversions successives. 

Les six invariants (G) de quatre points donnant deux invariants (γ) 
distincts, ces deux invariants bien connus peuvent remplacer les inva-
riants (G) dans l'énoncé ci-dessus ('). On retrouve ainsi que le groupe 
des opérations sphériques est à 3 χ 4 — 2 = io paramètres. 

la. L'équivalence (G) de deux systèmes de sphères se traduisant 
par des égalités du type I

a
 = 1, entre invariants (G) calculés pour 

les deux systèmes, on en déduit comme nous l'avons dit les conditions 
d'équivalence (γ), traduites par des conditions Jp = J Rentre inva-
riants (γ). On doit remarquer que les deux systèmes de conditions (G) 
et (γ) ne sont pas algébriquement équivalents. Pour deux systèmes 
de ν sphères a

t
 et a·,, les conditions (G) sont en effet de la forme 

(?*j) I
 χ

(α,.α
2
. . — „λ

;
. ....a·,)-. 

on les remplace ensuite par les conditions 

( 4*f) 1
Λ

ί J>, <t,. Çurt;.- . - . . Ov«v ; = I « / Λ 

pour former les conditions (γ> 

i\\) i',(aa~, a·,) = JjiÇr,. <t« a-
t
 >. 

par élimination des coefficients l'équivalence algébrique exige 
que l'on complète les conditions (4i) par d'autres équations contenant 
les paramétres s, et qu'on peut supposer sous la forme 

ι i ' i a^· 

Aussi, dans le domaine réel, MM. Blaschke et Thomsen ont mon-
tré qu'on doit compléter les invariants (γ) par des dgnimariants, 
c'est-à-dire les conditions d'équivalence (γ) par des conditions de 
signes, ce qui est naturel d'après les conditions imposées aux normes 

('j Sons une forme plus expressive, on peu! encore dire que les birapports 
quaternions des deux groupes de quatre points doivent être congruents; cf. 
P. Dents, L'Enseignement mathématique, t. 12, 1922, p. 116. 
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et coordonnées. On aurait des conditions de même espèce dans le 
domaine mi-réel. 

En outre, dans le domaine réel ou mi-réel, les conditions d'équiva-
lence (G) de deux systèmes de sphères suffisent-elles pour affirmer 
que les transformations cj. déterminées par ces systèmes appartiennent 
au domaine considéré? Or, dans l'exemple du n°13, nous avons 
obtenu 
( |3) *f, — *? = If'tu — ICtjit-'ri. Gif= <u ' t'h 

donc on voit que l'on retrouve les conditions imposées au n° 12 aux 
produits intérieurs des éléments des domaines en cause. 

16. On sait que les opérations sphériques élémentaires sont les 
inversions par rapport aux sphères. Pour une sphère s unitaire, nous 
définirons l'inversion par 

( ~ 9..S1— 4U. .^=1. " (44) 
I ./· = ./-'<·> — ?,./· s.s — ./·. 'S2— 'S'à> = 1i ; 

la sphère s est donc conservée, tandis qu'une sphère orthogonale 
change de signe : l'inversion est une opération ̂  involutive et indirecte; 
ceci a lieu aussi bien pour une sphère imaginaire, ou même complexe, 
que pour une sphère réelle. Remarquons aussi qu'on aurait pu choisir 
( — S>) pour symbole de l'inversion. 

Les inversions définies par deux sphères orthogonales étant permu-
tables, considérons les inversions 11; (positives et négative) définies 
par les sphères /#,· (réelles et imaginaire). Les produits d'opérations 
donnent pour les fonctions symétriques élémentaires S

x de ces inver-
sions 

s, = s
î=

=— s2=s
:!
=2it. s

;
,=at, 

et l'on retrouve ainsi l'équation principale des *11, 
( \:>) *Uf-4- 311; -4- λΛΙ) — ail? - ?>Μί— 'Il = i*U;4- 01 yClli-11) =0. 

tandis que l'équation caractéristique est 
( .'»6) 1L? — 1l = (1li^-1l)(1li—1l) = o. 

17. Nous ne nous engagerons pas dans la recherche des systèmes 
complets d'invariants (G) ou (γ) des tenseurs; notons seulement que 
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deux sphères eh e} ont trois invariants (G) : LT„, Lyy, U/y, et un inva-
riant (γ); la dyade û)= e

t
ej a seulement deux invariants (G), à savoir 

ι, ω = ω f il = \:ih ω | ω—\
 t
,\:ih 

et un invariant (γ) ; ces invariants sont aussi ceux du produit symé-
trique £,£y, tandis que le produit extérieur [e

t
ej\ n'a plus qu'un inva-

riant (G). 
Vinvariant linéaire (Γun produit (Γhomographies est conservé quand 

on permute celles-ci sans modijier leur ordre cyclique; soit en efl'et le 
produit ^ = posons £ = £' £" C" ..., 
M = M = M 

* 01 = 1, = = c\ να — ζη. ' £ = ι,υκ>:}. 

( i;) I, ( £'£*£a... Wjrc" ) = ι, ( .m·'jr." ... £'£" e*...). 

Utilisant surtout les tenseurs du deuxième ordre, c'est eux que dési-
gnera dans la suite, quand l'ordre ne sera pas précisé, le mot tenseurs. 

Une décomposition importante est celle d'un tenseur £ en ses par-
ties symétrique et alternée 

£ — &£ -r~ A£. S£ = -( A£='(C — ?): 

pour un torseur fé, on a 

S. K©2 — ©2 = S2, 

donc la carré d'un torseur est symétrique ; les deux parties d'un ten-
seur se déduiront par suite des torseurs, dont le plus simple est le 
cercle, produit extérieur de deux sphères; aussi nous allons établir 
quelques relations entre sphères et torseurs, et aussi leurs duals. 

De même qu'une sphère s définit le complexe linéaire des sphères 
orthogonales et un lieu de points, d'équations 

s \ χ = o, sm~ o, m^~ o. 

un tenseur £ définit un complexe quadratique et une cyclide, d'équa-
tions 

£ \ s&£ * sî= o. £ k ηι*= 9£ λ: m-— o. m^= o ; 

la cyclide est la même pour tous les complexes homoponctuels £ -+-/Λ1, 
et le complexe lui-même ne dépendait que de la partie symétrique de £. 
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Relations entre sphères, cercles et torseurs. 

18. Nous classerons les grandeurs alternées simples, produits exté-
rieurs de sphères, d'après la nature des repères orthogonaux partiels 
qu'on y peut placer, ou d'après leur degré d'isotropie, qui ne peut 

dépasser deux. Nous avons déjà distingué les sphères propres ; ou 5,, 
les points ρ ou/>

0
. 

Un cercle C = [ce' |, torseur simple, représente un faisceau linéaire 
de sphères; son carré extérieur [CC] = C'x· est nul. L'équation aux 
points du faisceau, ou foyers du cercle ('), détermine trois types de 
cercles selon qu'elle a deux racines, une racine double, ou une infinité 
de racines. 
<•'»8) e = l//J. /*=/*= o, 
CÎ9) m^—m \ c — o, = 

(-V#) = [μη], η\λ— m ; n—n=-— o, C*„ = o. 

Le cercle C, réel ou imaginaire (ou complexe), est propre et suscep-
tible d'une forme unitaire : C-

t
 = 1, ou plutôt des formes dbC, uni-

taires ; en choisissant pour sphères c, c' deux sphères unitaires et 
orthogonales du faisceau, on aura 

/£, = !>·']. ri=^=i. <-\<-'=o, ef=i, 

! 7 _ ' 

e,=■·[//]· /:/=■· 

et pour son carré 
<s*) (**-+- c'«)=- 2/7. 

La forme C
%
 convient pour un cercle réel ; pour un cercle imaginaire, 

ou la sphère d serait imaginaire, les foyers étant réels, on pourrait 
employer la forme ± 1 C,, de norme — *. 

P) On doit considérer comme foyers d'une droite les plans isotropes passant 
par cette droite. 
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C
0

, simplement isotrope, est un cercle-point, les sphères du faisceau 
étant toutes tangentes en m; on peut prendre c~ = ι, et pour le carré 
l'on a 
(53) <52 = -/m*. 

Coo est un cercle (ou droite) isotrope, toutes les sphères du faisceau se 
réduisant aux points d'une droite isotrope. 

19. Un cercle dual a)* = [eeV| représente un réseau linéaire de 
sphères et est aussi produit extérieur d'une sphère et d'un cercle; 
grandeur simple, son carré extérieur [c*y a>*]„ est nul. Aux trois types 
de cercles considérés correspondent trois types de cercles duals; pour 
C*

x
=[dd'd"\, les sphères d, d', d" complètent le repère normal com-

mencé avec c, d. Pour un cercle-point dual de Co = [/wc|, soit 

= [ ni (h1\ 

les sphères c, d, d'peuvent entrer dans un repère normal, et m est un 
de leurs points communs; soit m l'autre et supposons, ce qui est 
possible, 

[ m m r dit ] = ι *. /// ni = t ; 

on peut alors prendre exactement 

e„ = [ mr\. e'„ = f m dd']. 

Un cercle isotrope dual C'
u(t
 = \mnd\ sera défini par deux points m, 

η d'une droite isotrope, et une sphère d ayant celte droite pour géné-
ratrice, et qu'on peut supposer unitaire. 

Les sphères duales r* = [.yjVV], hyperfaisceaux de sphères, appar-
tiennent à deux types; si la sphère r est propre, il en est de même 
de r*; si r est un point, soit m, r* est un point dual, par exemple 
— [mcdd'] avec le repère précédent. 

Une sphère duale est encore produit extérieur d'une sphère et d'un 
cercle dual, ou de deux cercles. 

Un nombre dual/.* = [a a'a"a'"an\représente l'ensemble, ou hyper-
réseau, des sphères de l'espace; les sphères qui figurent dans son 
expression sont nécessairement propres si elles forment un repère 
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orthogonal. Un nombre dual est produit extérieur de deux éléments 
duals : sphères ou cercles. 

Les torseurs d'ordre deux ou trois ne sont généralement pas simples, 
mais un torseur [dual] général est réductible à la somme de deux 
cercles [duals] avec un arbitraire que nous préciserons. 

20. Les produits extérieurs et normaux des éléments précédents 
fournissent en particulier des éléments des mêmes espèces, que nous 
allons étudier. 

Avec des sphères /·, s (et leurs duales r*, s*) on obtient 

a-,, /·.* = /·-, *'=[/*·],. [Λ*Ί = [/·ν]« 
/· s = o, \rs\ = ο sont respectivement les conditions d'orthogonalité et 
d'incidence de deux sphères. 

Les autres produits intéressants se ramènent aux précédents ou à 
leurs duals ; ainsi 

(55; r V = — [r.sJ\ 

Pour établir les relations de ce genre, on dispose des relations géné-
rales des n°* 8, 9, 10, où l'on bénéficie de Φ" = Φ. Il arrive aussi 
qu'on a reconnu, par la géométrie, la décomposition en facteurs, 
l'ordre des produits, que deux produits ont même position ; il ne reste 
alors qu'à fixer un coefficient numérique indépendant des facteurs, et 
cela peut se faire avec un exemple choisi dans un repère avantageux, 
normal de préférence; ainsi 

rr=r it,. s — //«, ,
t
 î/.], s*— [u.. n, u

:
 //,], 

r s* — //, 1 [//
;
. //. u

t
 //,] = — [ r/..u,

t
 w-] = — [h, — [/·λ]*. 

tandis que pour (54)i, il suffit de vérifier de façon à éviter 
les produits nuls. 

Pour les produits où interviennent des torseurs, on établit les rela-
tions avec des cercles différents; des combinaisons linéaires donnent 
ensuite les formules générales des produits, toujours distribulifs. 

Avec des cercles C == [ce7], CO, etc., on formera 

(56) sC =s ! C = s · c.c'-~ s j c'.r, [.tC]=[scc/]: 
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sC est la sphère du faisceau C, orthogonale à s ; [sC] est le cercle dual, 
axial à C et orthogonal à J; ÎC=O, [ÎC] = O sont les conditions 
d'orthogon alité ou d'incidence de s et C. Puis 

(δ7) 9\e=[*e\=f ψ e, \se\=-(sey. 

L'invariant (G) entre sphère et cercle 
(58) (sef = -.s*- { e2 

est, pour un point *<>, proportionnel à la puissance réduite de 
M. A. Bloch; si l'on pose S

o
 = [j

0
«], $;;=— jJ, cet invariant apparaît 

aussi comme invariant e>l f C'2 de deux cercles. 

21. Les cercles <2, (ïï donnent l'invariant C \ Φ et la sphère duale 
{Q = o traduit que les cercles sont en involution : il passe 
par chacun d'eux une sphère orthogonale à l'autre; [CCfl] = o est la 
relation d'incidence, exprimant que les cercles sont cosphériques ou 
bisécants. On vérifiera les relations 
(59) e | — j, [ d>y. 

Pour des torseurs fé, certaines des interprétations précédentes 
peuvent manquer; s%s = s- subsistant, la sphère sft reste 
orthogonale à s, et l'est aussi à la sphère principale du torseur; 
[ifé] est un torseur dual. La relation ο est vérifiée seulement, 
comme nous le verrons, pour ί = Φ3,

4
, et la relation [.v^] = o est 

impossible. Pour deux torseurs, les produits ; ρ et fëp] sont sus-
ceptibles de s'annuler : nous parlerons encore d'involution et d'inci-
dence. 

Pour des tenseurs j?, 3ït, la formation alternée, combinant des 
tenseurs 
(60) j eyn j = jfdr — oxie=— j dxljs }, 

analogue à la parenthèse de S. Lie, est très importante; nous l'indi-
querons par une accolade et la désignerons par ce nom. Pour deux 
torseurs 

κ ; i t' 
donc l'accolade est un nouveau torseur; il en est de même de l'acco-
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lade de deux tenseurs symétriques; \ = o, et plus généralement 
{£3li | == o, indique que les deux facteurs sont permutables. La 
relation 
(C„) *%=<>, <$&=*{<&%) =zo, 

appliquée à deux cercles C, (0, exprime que ceux-ci sont totalement 
orthogonaux : toute sphère passant par l1un est orthogonale à l'autre ; 
nous disons alors que les cercles sont axiaux (conjugués, en bi-invo-
lution). 

22. Des décompositions et regroupements de termes donnent 
((h ) x\ [.*'©] = * h-

d'où pour l'accolade de deux cercles les formes 
(<->?, ) >ea>; = |>( )] - [*'(«a>)]=e \ [r/a>)] -1 [eaj, 

soit deux expressions différentes comme somme de deux cercles. 
En partant de cercles, on obtient pour les torseurs les relations sui-

vantes : 

(e/ s + 

(65) % I [%'W] = % I, Η- « | 10.£ -4- -4- 10«^, 
[s«] j, [£io]=s r <$.% ι ίο h- s \ io.« | ^ -1, 

la relation (65) étant fondamentale pour les applications. 
En partant d'une dyade, puis passant à un tenseur dit, on trouve 

pour transformé de ce tenseur par une homographie £ la forme £dïl£ 
(qui ne se confond avec j£-'dltj£ que si £ est une opération §). Dans 
le cas de torseurs 

f«7) 3«3=-3®3 = ® ^3<2>; 
or, en faisant = g dans (65) on obtient 

» I 2 * = 2 « | -H 2 = 2 ( * 'r 3 * 5 - * I 2<5> ), 

donc entre les tenseurs du quatrième ordre ρ p<2>? e*iste la 

relation 
(68) 3 2! = 2(3-3-£<*>) 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. III, tgiî. 3o 
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et par l'opération polaire on en tire 

((h)) \yw] = J.'W -h V. < >, 

relation équivalente à ((35). 
E. Millier (') a établi la relation générale 

(;<») + r<j.r>]
e
= », 

où | est une abréviation de [f^®'|"vO]
K

; nous poserons encore 

[Wl = ?. f'U-n -Λ 
donc 

[i*«W »':»]« · ■- ί «^'l» = »· 
t>r 

I /*«]«=I <·'·'!.—-M 

d'après (Î7..,); finalement 

(jl) /?> -i- î^ + tV'sV1 — O. 

Pour 2 :^ = i, on obtient 

'tV> = o. 

soit la propriété annoncée (n° 21) de la sphère principale ι du tor-
seur %>. D'autre part, dans (71 ), figurent trois sphères d'un faisceau 
linéaire, ayant en commun un cercle; si les torseurs se réduisent à des 
cercles d, (&, (5, on obtient ainsi le cercle incident aux trois cercles 
considérés, sous les formes 

(;?.) [(a&)( !*&)] = [( h&)(7'C)]=[(rC)(ji&)\. 

23. La condition de permatabilité de deux cercles distincts, 
\ C(J)\ = o, entraîne dans certains cas la condition d'axialité CCD = ο ; 
pour les différents types de cercles, on a en effet une des relations 

e-i-r-et=<K en=«, e*^», 

(») Beilriige zur Grassmann' schen Ausdehnungslehre (Sitzungsberichte 
der kaiser!. Akad. in Wien, t. 118, 1909. p. io58). 
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les deux premières rentrant dans une conséquence de (65) 
(73) e--hC'±c = <>, 

une autre conséquence étant les formules de réduction du type 
(7/,) ecoe -ι-e ; rf.e = <>, 

Supposons" d'abord que £ soit un cercle propre £
t
 ; de la condition 

£
t

C0 = C0£, on lire par multiplication à gauche par £\ 

= £,<£> — £, [ co.c-;. 

Si CO est aussi cercle propre, une relation analogue entraîne 
£

f
 | (V, = o, puis £, cO, = o. 
Si est un cercle pointé, la seconde relation donne C, j iO

t
,.COf, = o 

d'où encore £, \ (O
0
 = o, puis £

t
 <O

0
 = o. 

Si CO est cercle isotrope, en multipliant à droite par CD
00

, on obtient 
encore £, [ tî>

u()
 = o, puis £,C0

0ft
 = o,

1
 mais cette condition ne peut 

être réalisée. 
Dans les cas où aucun des cercles n'est propre, on voit de même 

qu'on obtient seulement la condition d'involution £ | CO = o; prenons 
alors les cercles sous les formes £ = [«?'], CO=[dd'], avec 

c j d = r ; d'— d j c'— o, 
C cO = — ce' ■ d'd, (DQ = — dd' j c'c, 

donc la condition d'échange donne c' | d' = o, condition d'axialité, ou 
c = d\ dans ce dernier cas, les cercles sont cosphériques. L'examen 
des trois cas restants et des réciproques donne les conclusions sui-
vantes : 

Deux cercles £, (O sont échangeables aux conditions ci-dessous : 
i° Systèmes £t, CO : un des cercles au moins est propre, Vautre n'est 

pas isotrope, et les deux cercles sont axiaux; i° autres systèmes : les 
cercles ont un point commun; Vaxialité n'est pas nécessaire, et ne peut 
exister pour deux cercles isotropes. 

24. Les relations que nous avons établies permettent d'aborder la 
théorie des équations principale et caractéristique dés torseurs. 



236 PAUL HELENS. 

Soit d'abord une homographie C; les éléments a
t
 principaux ou 

latents, dont la position est conservée par £, satisfont à une relation 
at£~ Ojfti'M ; 

l'homographie £— ρ,ΊΙ ayant un déterminant nul, on obtient l'équa-
tion aux multiplicateurs principaux ( racines latentes). 
(j~j) ο (ρ ) = ( pU — £ fH = 2 f — ι )*-' l,o' = o, 

i,=I»(<·)=["]< ί» = ι, ! 5). 

satisfait toujours à l'équation principale (') 

() o ( ) = XT* — f,ΧΓ* l
2
/- — I

3
JT2-f- I. /* — I-1L = o. 

qu'on peut d'ailleurs, dans le cas général, obtenir indépendamment 
des éléments principaux, par le développement du produit extérieur 

[et.e, e.e, C»./», er-] = o. 

avec e
7
 — e

t
 £, e3 = e2£ = ex £2, „.., e,. = e- £ = e

t
 £*, et dont on 

peut inversement déduire l'équation 9(c) = o. 
Mais £ peut aussi satisfaire à des équations de degré inférieur à 

cinq; nous appelons équation caractéristique ou réduite ψ(£) = ο 
l'équation de degré minimum p.< 5 à laquelle satisfait une homo-
graphie £ particulière, le polynome ψ étant un diviseur de s ; des élé-
ments de positions particulières sont aussi annulés par des polynômes 
/Χ£) diviseurs de ty(£), donc de degré moindre. Nous appellerons 
aussi caractéristique l'équation numérique ψ(ρ) = o. 

25. Considérons maintenant un torseur DC ; les invariants I
v
 de 

degrés impairs, identiques à ceux calculés pour le torseur conjugué, 
sont nuls, d'où 
(77) o(X)=X* + l

i
X:i-hL

t
X = X(X-~ tf1l)(X* — = o; 

o(p) = o a donc ses racines deux à deux opposées et un nombre 

(') Contrairement â notre convention générale, les mêmes lettres <p, ψ, χ, *Γ 
seront employées, ici et dans la suite, comme symboles de fonctions soit numé-
riques, soit géométriques. 
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impair de racines nulles ; X annule au moins une sphère. En outre, 

(7H) aj \ X — pi#j= aniftf j X = (pl-4- ρ/)αι j a;~ o, 

donc : aux multiplicateurs c, différents de zéro correspondent des 
points; à des multiplicateurs o, et py non opposés, des éléments ortho-
gonaux; aux éléments latents non orthogonaux, ou non ponctuels, 
correspondent des multiplicateurs opposés, ou nuls. 

Les conclusions : racines deux à deux opposées, au moins une racine 
nulle, s'appliquent à l'équation ψ(ρ) = ο, la dernière tenant au fait 
que toute sphère annulée par ® l'étant aussi par ψ(^), ce polynôme 
doit être privé de terme en IL. Les seuls types possibles pour l'équation 
caractéristique sont au nombre de neuf, soit 

J p! = ») p3 = », pif—o]) — o, 0' = », ps(ps+p?)=o, 
(70) j P:i = ? (?' — rA ) = °» 

(70) j P:i = ? (?' — rA ) = °» 

Les coefficients 12, L sont des invariants (G), seul le rapport γ- ou 
H 

son inverse est un invariant (γ); on pourra aussi distinguer le cas 
I2 = o. 

*26. Nous allons former l'équation principale y(X) = o et inter-
préter ses coefficients ; nous poserons pour cela 
(So) X±=l\, — /1*1 — /^=:',, 

et appliquerons l'équation (65) au torseur X, d'où 
(Si) X'= X , h* = IJ iiC -h X:: j XX' î = 

x y x'= 2η = il--ν- χ j, x? 

( s?. ) Κ = X > X·' = —-Xi X> = — -I, X'· = — - X> i X\ 
9. 2 2 1 ' 

(83) 2Yj = IIi-f-K. 

L'équation (65) appliquée à X et X' donne 
X"=X' | h'=X j, X'.X -h X'X*, 

( 8/J ) X" 2 y) Χ -4— H X" -4- X'1 , 

mais h, sphère principale de X, est aussi principale pour #£3, X', etc., 
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et les opérations 2C j, h*, 2C
 r

 h* sont analogues à une dualité effectuée 
dans l'hyperfaisceau des sphères orthogonales à A; que A soit une 
sphère propre ou un point, on peut placer dans h* un repère ortho-
gonal à t\ unités, avec 

X =z ΠΙ'/'Ι/ν, |. //*—11 I \k\*U | _-r >.[/-, ,VV', j. 

////étant une permutation paire des indices i, 2, 3, /|. 

*'=λ2ΐΐ'/[*ι*/Ρ[***/]. *r= F( wl. 

donc finalement lfCf,= r^C
9
 dans tous les cas; l'équation (S7!) devient 

ί $») ) ç» t JC ) — 3C" 4· 11 A" -ί— ν) A ;—: ' ». 

où l'on remarque que H = I2(«T'C) = — *fC- ; cette équation est bien 
l'équation principale pour qui, dans le cas général, satisfait à une 
seule équation du cinquième degré; elle reste valable dans tous les cas, 
même si ΰί est un cercle, h = o. 

Groupes à un paramètre d'opérations sphériques. 

27. L'opération infinitésimale d'un groupe à un paramètre τ de 
transformations Q = §(τ), nécessairement directes pour comprendre 
*11 = §(~n), a pour symbole 3C défini par 

/' = . 6" =r O# = oc;. 

rS6; X = $-<?jL 

L'équation de définition c;cj == donne par dérivation 

X X' = «. 

donc 2C est un torseur; réciproquement tout torseur 3C engendre le 
groupe à un paramétre d'opérations sphériques 

cU7i = erX—^U τ Χ -τ- — + 

le paramètre τ étant choisi pour donner g (ο) = *11. Mais 3C satis-
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faisant à une équation caractéristique ψ( X) = ο, et τΧ à '\{X) = ο, 
on peut écrire 

(8;) cJ(7)^erX \η\ο<\·1(Χ)\. 

soit un polynome en X de degré \ι — ι <4î Ie tenseur engendre le 
même groupe d'opérations que X. 

En indiquant par des accents les dérivées par rapport à τ, on forme 
l'équation différentielle linéaire, de degré minimum p., déterminant Q 
par intégration 

Γί£) = £ψί*;. 

(H8) 'Γί£) = £ψί*;. 

L'équation T(iJ) = o se déduit de ψ(^£) = ο en remplaçant une 
puissance Xx par ^'·α), dérivée d'ordre a, et %ne peut satisfaire à une 
équation différentielle de degré inférieur à p, puisque pour 11, 
on a T(il)= ψ(**£). L'équation ψ(ρ) = ο est l'équation caractéris-
tique de l'équation différentielle M*($) = o. 

28. Soit c un élément variable, transformé par les opérations (τ) 
du groupe de l'élément initial e" ; l'équation paramétrique d'une série 
d'éléments est 

( Scj ) r r" iff ( 7) ~ r" ότΛ: [ mod ψ ( Μ ) J 

et l'équation différentielle de l'ensemble de ces séries est donnée par 

(H8) 'Γί£) = £ψί*;. 
C90J *l'(r ) = e"*\'(cj) — o. 

Dans l'intégration des équations ψ(£) = ο, *Γ(^) = ο. on devra tenir 
compte des conditions initiales : ^0=ΊΙ

?
 cJ/"=^C, CJ"0 = Î7C2, ... ; 

e= e" X, e"" = e* X2, ..., etc. 
Le degré p<5 de l'équation (90) est relatif à un élément initial en 

arbitraire; des sous-ensembles de trajectoires issus d'éléments parti-
culiers peuvent satisfaire à des équations de degré inférieur. Mais 
l'ensemble complet dépend linéairement de p. sphères constantes, 
introduites par intégration. Si le degré α descend aux valeurs 4, 3, 2, 

toutes les séries sont comprises dans des variétés linéaires à 4? 3, 



24ο PAUL DELKXS. 

2 unités ; en particulier toutes les trajectoires de points *traient alors 
sphériques, circulaires, isotropes. 

On peut rechercher de même les séries décrites par d'autres élé-
ments : cercles, torseurs, cyclides, etc. ; ainsi, pour les torseurs ΰ, le 
symbole de la transformation infinitésimale serait 2< H0C 

29. L'équation caractéristique d'un cercle C est au plus du troisième 
degré, car nous avons obtenu la relation (;0 

e?+-&.e=» 

et les formules (4{>) et (5i) donnent efîectivement les équations du 
troisième degré 
(
9

i) c*-*-et=o, ^;=o, 

mais pour un cercle isotrope C
00

, l'équation s'abaisse au deuxième 
degré, soit ==o. L'intégration des équations §"= ο et ο donne 
alors 
(92) £&=£(*) 

les sphères e forment ici le faisceau linéaire appartenant au cercle 
= [*?·(£·£,,)], et l'on a 

(93) > απ?*, ; = it. 

Pour des points ι*, les trajectoires sont les droites isotropes 
s'appuyant sur C

00
 (à l'exclusion de C

00
 même), (0 étant du type (D00 ; 

pour des sphères propres est du type cO
0
, un cercle-point Φ

0 

ayant en commun avec C
00

 le point e*C
00

 (si cet élément n'est pas 
nul). 

Remarquons que l'opérateur C
m

'
9
 rentre dans la catégorie des homo-

graphies gauches, de forme vil-f- ζφ, Ç étant un torseur. 

50. Pour les cercles C
t
 et C

09
 on obtient de même par intégration 

(94) C
(
r'=H + rinT.C,-i-(i — COST) £7. e=e*C{, 

(95) <^=<u + Te,-b|<-

les séries décrites par e sont tracées dans les réseaux linéaires ou cercles 
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duals [ e"(e9C)(e"£2)\ ou \e* (el· C,)(e% en posant e"C = e* ; or 

l(e*e)(e'e)1 = [/>/?» 1 ^ e<^ = [/"e'] , e.e d'après Î08), 

|>V j
 r

 e=— -(**.#*£ —e*e.e*) > — (e0)2 ' e* = (*»C)2. 

iify) \<<"(e"e) (r"C-)\ — (e"C)'l{euC~\. 

Les séries précédentes sont en général quadratiques |\ang| étant pris 

pour variables dans (94)^» et les sphères e enveloppent des cy elides 

de Dupin de cercles principaux C et [e"£], les trajectoires des points 
étant réduites aux cercles [έ'£| axiaux à C; à coté des sphères e° 
orthogonales à £, qui sont conservées, les sphères qui passent par un 
foyer, c'est-à-dire satisfont à(e"£f = 0, engendrent des séries dégé-
nérées faciles à étudier. 

Lne opération sphérique £ du type €;' ou CJ' peut être conçue, 
pour une valeur de -, comme produit de deux inversions ; en effet, 

(*t~ f ( >*-—'U ) ( as'1— 'II) =lU -τ- 'λs s'[ss'] — -2[ss']'A. .& = s"l=z 1 

et cette expression s'identifie à (94 ) ou (90) en posant 

\ss'\ —±'m -'C.. s — cos- ou Γ.ΜΠ = — C„. s\s'—t. 

Les opérations C] et <?J, produits de deux inversions par rapport à 

des sphères sécantes sous Tangle (avec des orientations convenables), 

011 tangentes, sont dites simples: C;
ttt
 n'a pas de propriété semblable. 

L'opération est une élation ; pour C,"', dans le cas d'un para-
métre τ réel, on a affaire à une rotation (sphérique) proprement dite, 
et pour τ imaginaire, à une homothétie (sphérique). Dans ce dernier 
cas, on peut substituer les exponentielles aux fonctions circulaires en 
remplaçant C

t
 par le cercle db iC., de norme — 1. 

31. Pour l'étude des équations caractéristiques des torseurs cfC 
généraux, nous utiliserons la décomposition de ZC en somme de deux 
cercles : 

(ίβ) x=a~&. x — a=a. 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. III. 1912. 3 I 
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donc cl devra satisfaire à la relation 

( <j<>) (X — Ù.) - :'< ( Il' — [Xtl]) ~ O. 

Or [«?£& |d = ο d'après (71), soit Λ cl — o, c'est-à-dire que (X doit 
être orthogonal à la sphère principale du torseur; si [DC(X\^éo, 
cl, affecté d"un coefficient convenable, peut satisfaire à (99): 
& répond aux mêmes conditions que cl. 

Les calculs portant sur DC sont très simplifiés si le torseur peut être 
somme de deux cercles axiaux C et <5', alors 

x = e~c. --(Ce-ce'j. cy—c"i. 
ί nu») (IX -f- X '· — ( C — (j )£'. CX ~ X — ί C -- (*)£. 

donc C et C seronl à rechercher dans les cercles du faisceau DC, DC'. 
Kn gardant les formules et notations du n° W, mais écrivant DC au 
lieu de DC\ on voit que ce faisceau coïncide avec DC.DC(l); dans 
DC = C -+- (S', les cercles tf = C

 r h* et C = C h* sont d'ailleurs res-
pectivement les cercles axiaux à C et C. 

Si le faisceau indiqué contient un cercle X, ori aura 

< ΙΟΙ) it — X; Ί.Χ. X '· - -r >.Ί.\ XX - j — «/.-il' — o : 

les sphères \DCDC'J et DCZ - sont des multiples de /Λ, soit ζ/Λ et ζ/Λ, 
et l'on calcule κ el ζ en formant DC , \DCDCZ \ et DC , DC' - , et tenant 
compte de l'équation principale (Ho), 

v.X—— ΙΙΧ· ( Κ — λύ,Χ. ζ Χ ■>. ( Κ — II· - r,)X : ». Il Χ: 

d'autre part, DC=HDC-h DC3 = DC
 r

 /Λ =[/iDC ne peut être nul 
pour un torseur général, et l'on obtient ζ = — H, ζ = ι 

( 1o-/. ) [ ΧΧ:ί | = — 11 h\ X'- '- — 7. r, Je \ 

Finalement, puisque h* ̂  ο, λ est déterminé par 

(i*>3) /.- — II/. — ·(, — **. 

('» C/. à ce sujel Λ.-V IIITEIIEAD (lot·, rit.), P. - J.-L. COOLIDCE (A>r. 

'*//. p. .{59. 
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dont les racines λ,, λ„ ou avec 11- = Il ' — 4*^3 donnent en 
général deux cercles Χ, X' distincts ou confondus. D'après (85), on a 

XX Χ·· -μ λ xX)( X' h- h X ) Xf> x-i\ X r, X1 = o : 

donc : si les cercles Χ, X' sont distincts, ils sont axiaux: s1 il ri y a qu'un 
cercle X, il est isotrope. 

Le carré d'une solution X
t
 est 

Xj — -\r λ/Λ.- ( !— I , Ί). 
d'où 

X-=:>.,1\-, Χ'ϊ — Ϊ,Μ*. 

32. Ou revient à la forme (98) de 2£ et aux équations (100), en 
posari t 

C — C'r-λ, 

si C et C, de forme peuvent satisfaire à la condi-
tion (99); ceci a lieu simultanément pour 

».ι°ί) \\0\ — >■■·) — ΖΛ'-ï ~ l-i) — '· — ΞΊ» —%·. L=/.
s

. C=Â,. 

Le cas R = ο montre que le cercle isotrope X ne peut avoir un 
cercle pour complément par rapport à #£; nous chercherons plus loin 
une forme canonique pour ce cas. Mais les équations (100) com-
portent aussi un cas d'indétermination C — C qu'il convient de 
reprendre. Dans le cas où le lorseur est somme d<· deux cercles 
axiaux de moine norme C, cercles propres, par conséquent, d'après 
l'étude du n" 24, le torseur isC -\-CKC est identiquement nul; il y a 

donc une valeur λ = C annulant identiquement le torseur c*C3 -h 

et une seule puisque o; cette valeur satisfait encore à (io3), 
donc 

λ = C ~ -, R-— II- — \r, — o. 

Cherchons en général s'il existe dans le faisceau 2C, 2£"' un torseur 
cjfC = H- ζ 3C incident à 3C, donc 

I XX | = \X < X··· / X )\ — o. 

Le torseur <U* = Λ!3 -f- ̂  se réduit à un cercle isotrope s'il est 
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aussi incident à SC%, d'où R = o, mais disparait identiquement dans le 
dernier cas envisagé, tandis que dans le cas où l'équation (io3) a deux 
racines distinctes, 

χ = - (λ -î- œ ) τ- =— (e — C). 

55. Nous appellerons torseur paralactique, ou plus brièvement 
parataxe, à cause des relations d'un tel torseur avec la théorie des 
cercles para tactiques, un torseur M pour lequel ùC s'évanouit; l'équa-
tion caractéristique d'un parataxe est donc 

(ΐθΓ>) X" "x~o, Il ■/.<). Y, : Ί ν o. 

Le cas de deux racines distinctes à l'équation (io3) donne les 
équations caractéristiques 

(tot)) DC"l\DC"-r-7,DC— (). \\ /-4). γ, / t). I· i). OU 11 ..... o. 

f ioj ) DC" Il DC" = o. Il;/ o. Y/ o. 

tandis que dans le cas d'une racine double pour 0o3), et
 t

7C ̂  o, on a 

( ioS ) Dû' — Il DC — X = ο. Il ο. H - - o. 

l'équation caractéristique, dans ces trois cas, se confondant avec 
l'équation principale. 

On obtient les équations précédentes en utilisant la forme cano-
nique qui convient à chacun des cas; réciproquement, à chacun des 
types (io.y) à(io8) de l'équation caractéristique ψ(ρ) = o correspond 
une forme remarquable, obtenue à partir des éléments latents, qui 
montre qu'alors le torseur est capable d'une des formes canoniques 
que nous allons rappeler; ainsi, tout parataxe a la forme C-C 
avec C = C, CC = o. 

Dans le cas où l'équation (io3) a une racine double, et JC^o, 
montrons qu'on peut associer au cercle isotrope )JC = cî

()0
 un para-

taxe tel que 3C = C
()(t

 il convient d'abord de montrer qu'il 
n'existe aucun torseur dt avec H = o, */j = o; en effet, on aurait alors 
nécessairement *SC — cl, + et le cercle propre cl, et le cercle-

v 
point &

0
 seraient en involution, d'où H ̂  o. 
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Revenant au cas envisagé, on aura 

= χ - cm—- λ κ:ι h- ^ 1 - ~ j ae, ! e0() ae ; = o, 

j:-"=z vc:i — 3^c2e
00

=^i -h '^-^jx·-h x. 

On vérifie que C
H0

 j,0C = o, donc j£- = L = H; si iT satisfait à 

l'équation (io5), on aura λ = — d'où 

( I 0() ) X — C — η ^»C:i H- -ί' ~ Π ̂  ^ 
et aussi 

ί X ; — o. | /;V»C J = >>. k\ \ ; = ο. | <Γ£
ΙΜ

, ] = o. 

34. Des neuf types possibles pour Γ équation caractéristique (Dan 
cercle ou torseur, indiqués au n° 23, six seulement existent, donc : il n'y 
a pas d'équation caractéristique du quatrième degré, ni de la 
forme cr' = o; par contre, le troisième type c(c- — p'j) = ο peut con-
venir soit à un cercle, soit à un paralaxe. 

L'impossibilité de l'équation c:, = o résulte d'une remarque précé-
dente : il n'existe pas de torseur (non circulaire) dont tous les inva-
riants sont nuls. Ouant à une équation du quatrième degré, elle entraî-
nerait, pour toutes les positions d'une sphère e déduite d'une sphère 
initiale e" par les opérations d'un groupe à un paramétre, l'existence 
d'une sphère s orthogonale : une telle sphère s, orthogonale à e° arbi-
traire, devrait être conservée par le groupe, donc annulée par le 
torseur ctC, ce qui est impossible. 

Aux équations caractéristiques (100) à ( 108), nous attacherons les 
formes réduites suivantes : 

ί iof>)' X:; X„—n. X
2 It— r, — ι, 

Χ'{ | -ί- 11 Χ f | -j- Χ ι J — <1. Χ\ J — /. Ί Ι ~τ~ /. 1. IT — /." Η— /. 7) ~ /." Λ ' I, 
(ioy)' Χ II, -Η Χ',1, = ο. X,n — £„-T-£t, ft — ι, 7)—ο, 

(ΊΟ8J' Χ1Ι2 ̂  2X'FLÇ ~Ι~ Χ02——Ι-ΟΟ2· JI ~ L ~ 2. 7) — I. 
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Opérations sphériques générales et paratactiques. 

5o. Pour l'étude des groupes à un paramètre d'opérations sphé-
riques correspondant aux différents torseurs cfC, commençons par le 
type (106)'. En introduisant les deux angles 0 = λτ, 0'= λ'τ, λλ'= ι, 
on obtient par intégration, 

(tm) — u, c
x
c\ — <>. 

et C[y' étant donnés par la formule (94 ). Or, les formules (110) 

s'appliquent encore au cas du parataxe X., de (io5)' avec 0 = 0' = τ, 
donc 

(111) 3C'y> — 11 -h sin7DC.,-h (ι — cosr)3C!j. 

forme entièrement analogue à (94). 
Pour un torseur du type (107)', les formules (110) sont encore 

valables sous la forme 

(ΜΑ) X\;'t = C\; Cy = C'y -f- Cy'- <11, CnCx — o. 

C'I' étant donné par (95). 
Enfin, pour un torseur du type (108)', on a encore 

( 11H ) X,;.j = C:]' = C'y -F- zC,
u
,( sin τ. C„ -F- COST. ΊΙ ). 

étant donné par (92), par (111 ); ceci à cause des relations 

ί » 1 i ) {£»,, ; = o, c
m

 ( 11 + c\ ) = o. 

(Considérons le produit de deux transpositions de cercles cl,, {#,, 

a· = 4ΐι -ι- « a*f, =z<u-t-'A s'j, 
(115) ayiïfi — 01 -μ { af. ûb'i j -ι- 2a*f 4- 2<33*7 ■+" eVi ® 7 cV7· 

en séparant le terme 11 et la partie alternée j cl*, j ; en posant 

a, = [</«'], <»3, —[Λ/y'J, «ίηω.<ϋ, = [«é], sino/.i?', = [«7/j. 
a\b' —a' \ b — Ο, a | b — COSM, a' j //= cos*»', rJ — zo>, r)'~ 2 O/. 

=11 -μ sin^.crt-f- sini/'.a, -i- (i — cos^jCf -h (1— cos^'jC,-. 

on retrouve la forme (110); l'opération générale X^'est donc le 
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produit de deux transpositions autour de cercles dont (5, et C\ sont les 
cercles perpendiculaires communs, ω et 0/ les angles élémentaires; 
toute opération sphérique conservant (3, et (3\ change cl, et iS, en un 
couple de cercles analogue. La décomposition précédente supplique 
encore à l'opération paractactique, avec l'indétermination des cercles 
C et C\ perpendiculaires communs aux cycles paratactiques cl, et ûb,. 
Des modifications faciles, que nous n'étudierons pas ici, dans le cas de 
configurations particulières de et, et d3,, permettent d'obtenir les 
autres opérations sphériques ainsi décomposables. 

36. Nous revenons à l'opération paratactique (ni) à cause des 
importantes propriétés géométriques qui s'y rattachent; nous rem-
placerons ici cfC

9
 par donc 

( 111 )' —'U -+- sin?.H* ( 1— cosrpr-

est l'opération paratactique d'angle τ, le parataxe v! satisfaisant a 

(iiOJ £ζ — <>. V = ct=I. 

En utilisant pour ?£ une décomposition en deux cercles axiaux, on 
trouve aussitôt 

(117) 'C2 = - lll -+- ρ-, 'ί π' ~ 'Il ■>. lÇ- = *».p- — 'U, 

donc l'opération involutive, d'angle r., est l'inversion par rapport à la 
sphère principale/> (sphère imaginaire si les deux cercles axiaux sont 
réels). 

Lnc opération Φ!~' continue fait correspondre à une sphère e" la 
série 

(118) c = -+- sinz.r',lC -+- (i — cos 

du réseau linéaire ou cercle dual 

I *0 ( e" <?)( ftn 'C2 )] = ( «'· ; ρ ) [ e" ( 'J: )p \. 

Tandis que ρ est conservé par il y a dégénérescence en un fais-
ceau linéaire pour une sphère orthogonale à />, en une trajectoire iso-
trope pour un point de p. Supposons désormais e

0
 \p yé. o, et posons 

(119) en = n -7- (e" \ p)p. X*=[e"(en^)p] =[«(/«-?)/>], Χ'·=.[η(η1)\. 
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On a alors, d'après (57) et (65), 

Χ = Χ'\ρ*=Ιχ'\, f?[«] = Χ' ψ if.. i? 4- <ΖΧ'9., 

1(η%)(η<?°-)] = [(η$)ιι] — (Λ |Ρ) [(«<?)/>]=- ΊΤ, 

(120) Λ=Λ:'ψ«.2 — 

Les cercles df et Φ', orthogonaux à/>, sont axiaux, et il s'ensuit 

χ ψ 2 = Λ:' ; Λ2 = a'a = («| fi )-. 

Nous avons réalisé la décomposition du parataxe (à un facteur 
près), en somme de deux cercles axiaux, l'un d'eux étant une trajec-
toire issue d'un point arbitraire, par exemple. Pour continuer l'étude 
de ces cercles trajectoires, qui sont des cercles de la congruence 
pnratactique définie par 4î, on peut partir d'une première décom-
position de 

<?=a-h 03, a = a, = [>«'], *3 = #,= \oo'i 

les sphères a, a', b, b' étant unitaires et orthogonales. Avec 

(121) c°=n-hYp, /1 = 9. a -+- y.'a'■+■ -h β'//, 

en introduisant les parataxes Φ, &, x'v, et les coordonnées Τ, A, Y, X, 

f fi = /;//]. i2 = [arc' — 

^ ^ ( dl =[ab'—α'//|, IS = | ctb -+- a'b'\
y 

( Τ = Χ—_^_-^4-β2+β/2, 
(123) ( Τ = Χ—_^_-^4-β2+β/2, 

on obtient, d'après (120), 

iX = - ( ÏÎ + X2 + Y Λ -f- Z$). 

iX = - ( ÏÎ + X2 + Y Λ -f- Z$). 

et pour un cercle X, unitaire, 

(124/ n^=T2 = i, X2-f- Y2+- Z2 —1 = 0. 
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57. Les parataxes Φ, dl, "S satisfont aux relations 

(125) ^ = 0.^=^ = —^; [^S]=. . . = [Sdt]=.. , = 0, 

j Ss=: dt- = tf2 —W— Sdltf, gdt ='— dis = cS', 
) {ees}=-{f?di; = {a?sj = o, 

53r
?
 dl, 3> sont dits r/e même espèce, ci"*espèce contraire à avec qui ils 

sont permutables; nous dirons aussi, à cause des relations (126)3, 
que dl, 2? sont transmutables entre eux. 

Les formules (124) ou (124)' constituent la hase analytique de la 
représentation sphérique des cercles de la congruence paratactique; 
l'analogie des formules (126) avec celles des quaternions laisse prévoir 
les propriétés de la représentation, faciles à démontrer par cette voie; 
il sera parfois préférable d'introduire les parataxes moitiés des pré-
cédents, donnant 

= 2, -t- X 12, + Y dt, -h Ζ S,. { 12, dt, } = >\ 

Soit un second cycle trajectoire •Yj,, de coordonnées absolues Χ', Y', Ζ' ; 
on obtient 

( .Τ,Λ^,^ζ-Ο + ΧΧ'-ι- VY'h- 71/J) — cos* m. 
j Ss=: dt- = tf2 —W— Sdltf, gdt ='— dis = cS', 

f \X'H_ YY'+ZZ'^cos?.',.. 

et l'on arrive à l'expression suivante du parataxe en fonction de , ·*),, 

(<*#> "· = ! (*, - -}M : 

Si la formule (124) permet la représentation sphérique des cercles SE 
de la congruence, permutables à <?, elle fournit de même une repré-
sentation spatiale des torseurs ρ composés linéairement avec??,&, dl,eS', 
c'est-à-dire avec les cercles précédents, donc aussi permutables à 

les parataxes en dl, cS sont représentés par les points à l'infini, ou 
les vecteurs (non isotropes). En outre, les formules (i23) montrent 
que les coordonnées homogènes Χ, Y, Ζ, Τ sont des coordonnées 
cyclidiqucs, coordonnées qui, d'après (11H) et (119), sont les mêmes 
pour tous les points d'un cercle 3E, ou les sphères orthogonales, sauf 
la sphère principale p. 

Journ. de Mathtome XL — Fasc. III, igSa. 32 
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38. On prolonge la représentation d'après les formules 

(,39) X2.2 -h V 2Λ -h 7.2$) 

et de même, 

( Xf z= - ( 2 π·' 4- 01 -h * X 22 -4 sî Y 2<ft 4- s>. Ζ 2$ ). 

•l3o) j 4-1l4-X(}.2 4-p.22)4-cycl.l 

{ ('}. — sinr, μ.~ t — COST). 

Par suite, les transformées d'une sphère s par les opérations iCf'd'un 
même angle τ autour des cercles de la congruence sont orthogo-
nales à une même sphère, à savoir sous forme dualo 

| s ( 2 '· -h 01 ). s ( λ 2 4- μ 22 ).x(/.Jl+ μ 2dl ). .ν ( $ 4- μ 2$ ) |. 

Considérons d'abord les opérations involutives T = on obtient 
alors lasphère(i |p)[/>..v^S..yWi..9t;?e> |, et en supposant s\p φ ο, on 
reconnaît la forme duale de s' =slt, sphère orthogonale à p. En effet, 

scZp — ο, (.ç2)j (.*22) =Λ222.«" .s\2.ç = o. .... 

De même, dans le cas général, en prenant la sphère transformée 
sous la forme 

s —is -4 γ,s2 ~i 'Cp. 
on obtient sans peine 

(i?>\) s =s\ρ ^cos ·s 4- sin ~·s2^ — cos -·.ν*ρ. 

ce qui, pour un point, .^=0, correspond à un résultat de 
M. Hadamard. 

39. A coté de la décomposition d'un parataxe en somme de deux 
cercles axiaux, une autre décomposition est de grande importance : 
c'est la décomposition du parataxe en somme de deux droites iso-
tropes sans point commun. 

Soient, en effet, deux cercles isotropes 

Jlt = O1i00 = [/«m'], ÛL = dtm—[nn'~\, 
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d'où 
χ = .m -1- ΰΐ, χ- = mm · dt.m. 11 — χ -- -λ μ ^ ;κ. 

χ··ζ=ζΜ/ΚΜ -ΐ- r.m
 <

ât).X — - - - ! ;/ι\ 

en tenant compte de (65); nous avons donc obtenu l'équation carac-
téristique (io5) d'un parataxe, et pour J\l\&L = i, on aura la forme 
réduite ( io5)'. 

On passe facilement d'une des décompositions à l'autre, et cela 
éclaire le degré d'arbitraire de ces décompositions; on peut, en effet, 
faire glisser m et m! d'une part, n et n' d'autre part sur leurs supports 
isotropes, tout en conservant les produits extérieurs |mnï'\ et \ηη'\; 

par contre, le choix de m et rri fixera, à un facteur près, celui de η 

et ri si l'on s'impose les conditions 

, ni { n'— //*';//=: o. 

c'est-à-dire si l'on appuie sur les droites isotropes \mrri | et \ ητϊ ) les 
droites isotropes sécantes [/w/i'*| et | rrin\ de la même sphère|mm'nn'\. 

On passera, par l'identité algébrique 

■>.\ turn.'- wi'\ — \( m n' )(ni—/1)~- (m— //.') ( ni -4- n )| 

avec 
f — m n'. f. : m' - - η. m — ri. rri - n. 

/ A' f | χ-.- «>. / A' — J' ;AT M >n ' -i- n " ' — ' * -

à un système de deux cercles axiaux \ ff\ et \gg\ définis par leurs 
foyers. Grâce au jeu des coefficients, on retrouve ainsi simulta-
nément χ- décompositions d'un parataxe soit en cercles axiaux, soit 
en cercles isotropes. 

40. Désignons par & le parataxe précédent, et considérons aussi la 
différence des cercles isotropes qui sera de même un parataxe dl; on 
aura aussi 

; MtK \ ~ y [(H -r- &)('.2 — Oi) — -HiK = >\ 

donc le système des parataxes de même sphère principale et de même 
espèce du n° 56, dt, est fourni par la somme, la différence et 
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Γ accolade de deux cercles isotropes. (1 en résulte d'intéressantes 
conséquences pour la composition des opérations sphériques. 

Considérons d'abord le cas de deux cercles isotropes cosphériques 

J = J00 = [mn], $ = -\ηψ\; 

la somme ou la différence 3 db est ici un cercle-point, tandis 
que { Jf/ } = o. 

Soit alors le produit de deux opérations isotropes à cercles cosphé-
riques 

c
/ σ y . — ('Un- y,/ j C

i

U -f- ) — Ή σΌ τ 'J ^ ( ΰζ! 4- ) 

La partie alternée -|-τ^=ρ<2
β
 est un cercle-point, d'oii 

(«3«) + £ei=e,?. 

Le produit de deux opérations isotropes sécantes est une elation. 
Ilevenons à deux opérations isotropes à cercles Jli, «Ή ηοιι cosphé-

riques 

.m* «9i·· —-- σ.m 4-:Λ -t- - ;.... — (,ιμ;κ ~ λ .nu. 

La partie alternée est ici un para taxe qui dépend linéairement 
de â», dl, posons 

τ DM -i- τ .91 -f- — ; DMtK ; — ainO.X*. 

(133 ; ,111 * Λ - = 9L 4- si η rj. Χ. -τ- ( ι — cos 0 j X~ = x!j. 

Le produit de deux opérations isotropes non sécantes est une opération 
paralactique. 

On sait d'ailleurs, depuis les travaux de M. Bloch, que la compo-
sition des opérations paratactiques engendre les opérations sphé-
riques générales, tandis que nous avons décomposé [formule (n3)] 
l'opération en produit d'une opération isotrope et d'une opé-
ration paratactique. Il résulte des énoncés précédents qu'il est pos-
sible et sans doute avantageux de baser la théorie des opérations 
sphériques sur la composition des opérations isotropes; comme nous 
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l'avons établi au n° 29, ces opérations transforment chaque point par 
glissement isotrope, chaque sphère par élation. 

D'autre part, les cercles et torseurs s'expriment linéairement au 
moyen de cercles isotropes, tandis que sous forme duale l'on obtient 
les sphères comme produits extérieurs de tels cercles. On pourrait 
donc aussi construire toute la géométrie sphérique, objets comme 
opérateurs, à partir des seuls cercles isotropes; ce nouveau point de 
vue serait sans doute intéressant. 

NOTE (ajoutée à la correction des épreuves). — Depuis la rédaction de ce 
Mémoire ( février ig3o ). de nouveaux résultats relatifs â la géométrie des sphères, 
des cycles et de la parataxie, ont élé publiés. Citons : 

R. GAXBIER, Comptes rendus, t. 190, iy3o, p. i5~ et 50; 1.191, iy3o, p. r oVi ; 
Journal de Math.. 9*' série, i. 9, 1 g3o, p. 179-199; Ilecueil math, de Moscou, 
t. 36. 19 *9. ρ. 189-201 : Bull, des Sciences math., 2'' série, t. 35. p. 70-96. 

\. LABBOUSSE. Journ. de Math.. 9'' série, t. 10, 1 G3Ι. P. ?>ο~-νΜ\. 
P. ROBERT. Journal de Math.. 9e série, t. 9. 1930, P. 201-206; /'Enseignement 

scientifique, t. l'y, 1932. p. i\<y-i\\ et 177-181. 

P. DELEXS. Comptes rendus. 1.190, 1980, p. IO43; t. 191, 1930, p. 191, 6|Ο et 
816: /"Enseignement scientifique, t. 1 g3o, p. 60-78: t. h, 19."» 1, p. 196-200; 

t. l'y, 1 y31, p. 7'«-7 1. 
M. Robert poursuit par voie synthétique ses recherches sur la nouvelle géo-

métrie cyclique : M. Iladamard nous ayant signalé l'intérêt de cette géométrie, 
nous en avons posé les bases analytiques. 


