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Métrique wectorielle et géométrie des spheéres ;

Pas Piave. DELENS.

Introduction.

Ce travail a pour but I'étude de la géométrie des sphéres; celles-ci
forment, comme ['on sait, un systéme linéaire a cing unités, isomorphe
d’un espace vectoriel & cinq dimensions pourvu d’une métrique. Le
calcul géométrique que nous utilisons reposant a la fois sur les
méthodes de Grassmann et le calcul tensoriel ('), un exposé prélimi-
naire nous a scmblé utile, ol nous avons envisagé le cas général d’un
espace a N dimensions : c’est I'objet de la premiére partie de ce
Mémoire. La seconde partie est une application limitée i la géométrie
des sphéres, oit nous avons développé et complété deux des Notes
que nous avons publiées sur ce sujet, en 1928-1929 (*).

[. Dans I'exposé classique de I'introduction d’une métrique dans
un espace vectoriel, nous avons mis en paralléle le calcul tensoriel
opérant sur les coordonnées et les combinaisons directes des éléments

(') Sur ces matieres, cf. E. Carrax, Lecons sur la Géométrie des espaces de
liiemann (Paris. 1928); A. Lovze. Encyklopddie der Mathematischen Wis-
senchaften, W, 8; Cu. Cawres, Introduction géométrique a la mécanique
rationnelle (Genéve-Paris. 1923); A. N. Wwiresean. A treatise on universal
algebra (Cambridge. 18g8), et la Thése de I'auteur (Paris, 1927).

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 187, 1928, p. 1107 : t. 188,
1929, p- 28 et 126; Voir également t. 188, 1929, p. 292 et 600: 1. 190, 1930, p. 35-.

-

Journ. de Math., \ome XI. — Fasc. 11, 1932, 27
- - r -~
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géométriques : vecteurs, homographies, etc. La définition du produit
intéricur et des systémes de repére réciproques introduit trois ten-
seurs fondamentaux ; nous avons formulé les équations de définition
du groupe de la métrique et indiqué les opérations conduisant aux
repéres normaux.

Nous avons ensuite identifié les tenseurs alternés, ou torseurs, aux
formes extérieures de Grassmann; alors que, selon le plan moderne,
les opérations intérieurcs se définissent en premier, il était nécessaire
de faire rentrer dans notre analyse les opérations définics pas (srass-
mann, en suivant I'ordre inverse. Nous sommes resté assez proche des
formations de Grassmann pour pouvoir faire plein usagede la doalité;
Pintroduction du tenseur dualistique qui définit trés simplement cette
opération nous a permis de restituer son vrai role au produit exté-
rieur de N vecteurs, multiple de ce tenscur. Les notations adoptées
permettent au lecteur de revenir 4 volonté au caleul tensoriel, tout ¢n
débarrassant les formules d'indices souvent inutiles qui risquent
d’ohscurcir les opérations géométriques.

I1. Dans la géométrie (anallagmatique) des spheéres ('), Vinter-
vention d’un premier repére précise la séparation des domaines dans
lesquels on peut opérer : domaine complexe et domaine réel, ou
encore domaine mi-réel, avec des équations a coefficients réels.

Les combinaisons utiles des sphéres et des opératenrs nous con-
duisent rapidement a I’expression des relations simples et des forma-
tions invariantes entre les divers types d’éléments géométrigues qui
entrent en jeu. Nous introduisons directement dans le calcul les pro-
duits et puissances des opérations sphériques et des symboles des
opérations infinitésimales, qui se présentent sous forme de torseurs.

(') En nous en tenant aux Ouvrages et Mémoires récenls sur ee sujet, citons
J. L. CoouinGe, A treatise on the circle and the sphere (Oxford, 1416):
V. Brascnss, G. Trowsen, Vorlesungen iiber Differential geometrie, W 2 Dif-
Jerentialgeometrie der Kreise und Kugeln (Berslin, 1929); E. Vessior. Journal
de Math., 9" série, 1. 2, 1923, p. 99; \. Brocs, Ibid.. ¢ série, 1. 3, 5929, p- 51¢
J. Haoamann, Nouvelles Annales de Math., 6 série. 1. 2. p. 257, 28¢g el 314, et
les articles de MM. J. Hapauarn. P. Roserr. B. Gawsier i L' JFnseignement scien-
lifique. 1.1, 2, 3. 1928-192.
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Nous signalons, entre autres, la formule (65) du n° 22 comme parti-
culiérement utile.

I.a théoric des groupes 4 un paramétre d’opérations sphériques est
basée sur I’équation caractéristique du symbole infinitésimal ; quand
ce symbole est un cercle, on obtient facilement les opérations finies
correspondantes. Quand le symbole est un torseur, la classification
est plus difficile; nous donnons la forme générale de I'équation prin-
cipale d’un torseur, avec la signification des invariants, puis formons
complétement les divers types possibles d'équations caractéristiques.
Il'y a finalement sept types distincts d’opérations sphériques, deux de
ceux-ci dépendant d’équations caractéristiques de méme forme con-
venant soit 4 un cercle propre, soit 4 un parataxe (nous désignons par
ce nom un torseur paratactique). Nous terminons alors I'étude des
opérations sphériques, en nous arrétant quelgne peu a P'opération
paratactique, avec la congruence des cercles trajectoires et les repré-
sentations ui s’y rattachent.

Enfin, nous insistons sur la composition des opérations sphériques
au moyen des opérations isotropes ct sur Je role que peuvent jouer

ces opérations et les cercles isotropes dans la constitution de la géomé-
trie des sphéres.

I. — METRIQLE VECTORIELLE A N DIMENSIONS.

Produits intérieurs et tenseurs fondamentaux.

1. Soit un systéme de repére constitué par N vecteurs ¢, unités du
premier ordre; dans le systime, les vecteurs

r==Xr, v=2%4/e; (/. f==9.2.....\}.

ont les coordonnées contrevariantes %/, v/; la sommation £ s’applique
aux indices muets, et nous respectons les régles usuelles du jeu des
indices.

Nous postulons, entre deux vectears, une multiplication symé-
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trique, de symbole |, donnant le produit intéricur scalaire

() xiy=2%4U,. U=V,

elei=11.

Nombres et vecteurs sont les tenseurs d’ordres zéro et un; un tenseur
d’ordre deux, constitué avec les produits sans liaison (dyades) c.¢;,

£ =ZWiiee,.

définit, par multiplication intérieure 4 liaison simple une transfor-
mation linéaire de vecteurs, ou homographic, d’apreés

(2) Z=a' £ =L ¢;)e;. E=D 2 W VIR
Le tenseur conjugué de £ définit nne nouvelle transformation

~ P Palre ::
Kr—r=2Liigr;, [ RZEE W

3 e,
(3) o =,

l.a composition des opérations définies par les tenseurs £ et JL
introduit, par liaison simple, ’homographie produit ,

=t 2, = R T A T
(1) =9 i

On peut en général sous-entendre I symbole | de multiplication,
pour une liaison simple, entre vecteur et homographie, et par suite
entre homographies; nous écrirons donc x £, £z, £ ; des points ou
virgules serviront au besoin & séparer les facteurs d’autres produits.

Des tenseurs A, B d’ordres «, j, rapportés au systéme ¢;, sont
composés linéairement avce des produits sans liaison, d’ordre z ou 4,
des vecteurs de base du systéme (unités d’ordre « ou ). Soit 2<53;
la répétition de la multiplication intérieure définit entre les ten-

1
seurs une multnphcatmn a liaison v-uple (v< %), de sy mbole ,(, pour ,

2

"ou’',  ouj,...),donnant le produit A?B d’aprés le schéma sui-
vant entre termes monomes

2’
(5) ayd,...day b, .. by

=(ay, byjla, byy.. (dq.o byaa,...ap b, ... 0y
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le produit A B est un tenseur d'ordre z-+ 3 — 2v, généralement

distinct du produit B! A de méme ordre; pour v = z, ces produits
sont a liaison compléte : on peut alors abréger le symbole en 1.

2. Posons dans la formule (1),

(6) 2l=:.

() Ly =31, Zle,=7%;;
les Z; sont les coordonnées covariantes de x; posons de méme

(8) EE=N A

d’oq, aprés report dans (6) des expressions de 2 et %,

(9) XxteCjj=x e, el j=v¢,.
Si le déterminant des U; est différent de zéro, les vecteurs ¢’ ainsi
introduits forment le systéme réciproque du systéme e;, avec les
relations
N ;e i)
/,";rf/-:l,j: . .
e (i=)).

Les coordonnées d'un tenseur d’ordre quelconque sont contreva-
riantes, covariantes, ou mixtes, selon qu'on le rapporte aux termes
monomes de son ordre formés par les ¢;, ou les ¢/, ou des combinaisons
des deux systémes. -

Les formules précédentes metient en évidence trois tenseurs fonda-
mentaux du deuxiéme ordre, symétriques, non dégénérés, définis par
le repére cnitial et les coefficients U,

o) i U =XU;jevi=Zejei=3Ule;e,
| RI=2Xcie/=XUligel, R=2Lee;=Ze;e,

iR =el, IR =e¢;. R'= R, RR'=U;

R’ définit la transformation du systéme e; en son réciproque, R est
’homographie inverse, et U, tenseur unité ou absolu, représente pour
les vecteurs la transformation identique; ces tenseurs échangent en
partie leurs coordonnées des diverses espéces.
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3. Le produit intérieur de deux vecteurs peut maintenant s’écrire
(11) riv=wyU=.ry U,

mais il n'a été défini qu’a partir du repére ¢; : il convient de montrer
«qu'il est invariant pour les transformations linéaires G d’un groupe
fondamental (5, effectuées sur les vecteurs de base ¢;. Nous aurons,
en surmontant d’un trait les éléments transformés par G,

;/z ;5. U= ZU/"'L",'Z’;: ZL'i'(/»,g )Yirig)=6gUG =gg.
La condition de conservation du produit intérieur
(12) ‘I:L::‘Ll:g(j g:g’,—', g:g“.

est visiblement I'équation de définition d’un groupe de transforma-

N(N+1) __ N(N—
2 - 2

tions linéaires (congruentes), a N* — ) paramétres :

une homographie de ce groupe coincide avec sa contragrédicnte. De
la notion de groupe résulte que le produit intéricur des vecteurs est

aussi conservé par les opérations de G effectuées sur les vecteurs en
jeu, et non plus sur le repére.

4. La forme U =2Zr;¢/ montre que l'on conserve aussi 1l en
effectuant sur les deux séries d’unités ¢;, ¢/ des substitutions contra-
grédientes

(13) Ci=ejr. =i, £ =1l

conduisant ainsi a de nouveaux systémes réciproques.

Un intérét particulier s’attache aux repéres normaux : un systéme
normal est formé de vecteurs unitaires et orthogonaux, et coincide
avec son réciproque. Soient *f les vecteurs d'un systeme normal, 3/
ou ‘3, leurs coordonnées (notations de R. Weitzenbick, nouvelle
théorie d’Einstein) :

=, F=eF. FF =-.

(1%) FF'=R'. FF=®R' -

d’aprés (13); d’ou pour les coordonnées,

<,

vi="f ej=e.F e;=¢F ;=F,;=F",
S=1f ¢= eFe—=eF e,=F“"=F/,

_ ) . . " - .

F=2XF,jrrei=2F/je e F'=2F%e,e,=XF"je,el,
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et d’aprés la nouvelle forme de 1L,

(15) { U=V

| Ujj=ciUe;=2%9 9, Ui= X0 /.

Inversement, les relations précédentes permettent, étant donnés
deux systémes arbitraires de vecteurs, ¢; et 'f, ou le systéme ¢; et les
coefficients ,2/, de former les coefficients U;; de sorte que le second
systéme puisse &tre considéré comme normal pour la multiplication
intérieure ainsi définie.

Formes extérieures et tenseur dualistique.

3. Un tenseur du deuxiéme ordre auto-conjugué est symétrique;
un tenseur du deuxiéme ordre opposé a son conjugué est alterné
(anti-syméltrique, symétrique gauche); nous dirons torseur pour ten-
seur alterné. Un torseur du deuxiéme ordre sera constitué avec des

termes
{tinj = ain;j— a;a;

et nous identifierons le produit extérieur de deux vecleurs a;, a; avec
’expression précédente, les torseurs avec les formes extéricures de
Grassmann, ceci d’abord pour le second ordre. Nous poserons en
général

(16) [aia;.. .a,j:Z(ai, Gje oo, (/.,)-—Z(ai. Ajy oo, dly)
Id

L

2 et Z étant les sommes des termes obtenus par les permutations
I ‘

respectivement paires et impaires effectuées sur a;a;. . .q,. L'identi-
fication des expressions (16) avec les produits extérieurs de Grass-
mann, dont elles possédent les propriétés, donne ainsi des torseurs

jusqu’a V'ordre N inclus. Un torseur d’ordre v ayant

[.\']__ NN—1)...(N—v41)

v v!

composantes, les torseurs d'ordre N dépendent d’une seule unité, donc
sont des quantités scalaires.
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Les produits extérieurs donnent lieu aux formules de distribution
[iaje V= a) ajo,)| - ajl ;) + o[ ;| = [ ajap )+ eyel.
|ainjaren) = a| ajapo) — ail arare;] + apl ogain;) — all a,njo, )

(17)

= ([a;ags| + [arar|| Frin;]) 4 cycl. =...
............ PR ) B

I'abréviation cycl. indiquant des termes obtenus a partir des précé-
dents par permutation circulaire.

Des constructions semblables conduisent a des produits symé-
triques ou algébriques de vecteurs et aux tenseurs symétriques.

NN
N\ )
(18) V... rz,:—_Z((z;, Uis oo tly) .-1-2'(/:,. RN AR
r i

définissant le produit symétrique a;a;...a, de v vecteurs: un ten-
seur symétrique d’ordre v dépend de

(N)_N(;\'+l).,.(.\+v»~|)

. 0
\ Y

v.
unités.
I.es produits symétriques comportent les formules de distribution

(1) 3e,0,0,= a0, cyel. == a;n0,— cxel.,
1
9 ' TN N

Y o = a,a0,0,+ exel, =..

les parties alternée et symétrique d’un tenseur sont irréductibles;
en outre, si une multiplication a liaisons intérieures porte sur les
parties respectivement symétrique et alternée de deux tenseurs, le
produit est nul.

6. Dans les produits intéricurs définis an n° I, formule (5), les
termes liés s’associent symétriquement a partir du symboled’opération ;
pour distribuer autrement ces liaisons, avec le méme type de multi-
plication, il faut remplacer un des tenseurs par un isomére, ohtenu en

("y Un produit extérieur se développe done comme un déterminant dont
toutes les lignes seraient identiques, mais pour lequel on tiendrait comple de
I'ordre des facteurs dans les termes,
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soumettant & une méme permutation tous les monomes du premier.
Le calcul tensoriel usuel, qui repose sur les coordonnées, posséde
plus de souplesse a4 cause du role des indices; ceux-ci, indices de
numération ou de rang, deviennent indices de sommation (indices
muets) et de liaison (saturation). Pour les tenseurs géométriques que
nous employons on peut, sans recourir aux coordonnées, utiliser une
notation analogue et définir un produit de tenseurs A et B par

L F.GY. w30
ABx.{i'.‘.l(Bx‘...\'yQ ou Auv{ﬁc-;uBu,’_ﬁpz_N-,f_Q.

parexemple, E, F,... N, Q représentant des groupes d'indices, =, 3, y
les indices muets, symboles de liaisons intérieures; dans la seconde
forme, nous n'avons pas précisé le mode de variance, inutile ici, et
avons employé la derniére notation d’Einstein pour indiquer I'éléve-
ment ou ’abaissement des indices; la convention de sommation, avec
suppression de X, dans le calcul tensoriel, conduit exactement aux
mémes schémas (les oppositions de variances disparaissent avec les
coordonnées dans les repéres normaux). Nous pouvons ainsi écrire,
par exemple

2y =a, v, =, Ky LI 22N, £4M = £*oNb,,
Nous définirons cependant nne multiplication nouvelle, s’appli-
(quant surtout aux torseurs, pour le cas ou les liaisons s’effectueront

toujours a partir de la gauche pour chaque tenseur, et définie sur les
monomes par

() viaya, . ooay bibyoochy=(a by (a b))yl s
K4

Pour ce produit rormal a liaison v-uple, de symbole ', on a dans le
’l
cas de liaison compléte (v=2£5): A B=B A, etnous abrégerons
K4 v
alors le symbole en | . Dans le cas v =2z = 3, pour les torseurs &, ¥

Vet —1t

(21) v N'=(—-1) * &',

(v —1] . . . .
2 —1) st le nombre de transpositions nécessaires pour renverser

I'ordre des termes d’'un produit de v vecteurs; la parité de ce nombre
Journ. de Math., tome XI. — Fasc, I, 1932, 28
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, . .4 v .
¢tant celle de la partie entiére de - on a dans ce cas les relations sym-
boliques

i
H
Y o

= ==
-’

la période des changements de signe étant 2.

On retrouve ainsi, pour le produnit normal complct de deux v-vec-
teurs ' =[c¢,c,...c,}, A=|d,d,.. .d,], ou la norme d’un v-vecteur,
les formules

(22)

T | A=déterminant ¢;!d/;.
| [2=T } I = déterminant «, ' ¢},

Soient en particulier «;= u’ les vecteurs d’un systéme normal

2= [win;...00J2=1.

7. Une homographie £ transformant en «; des vectenrs «,, sa puis-
sance relative d’ordre v, £<>, est le tenseur, d’ordre 2vZ2N, qui
transforme en [a, a,. . .a,]leproduit[a,, a.. . .a,}, ct annuletout pro-
duit symétrique; le produit normal étant employé, cecirevientadire,
en complétant au besoin jusqu’a N le nombre des vecteurs a; linéaire-
mentindépendants

(23) £=3da, 27> =3dal.. . ) |_5,7t,~ o |

La définition précédente entraine celle des produits relatifs
L £LMIt. . .>> d’homographies, dont nous enfermons les facteurs
dans une parenthése anguleuse.

Pour un N-vecteur, on aura

[f_t,E:. . .E,\«]:[a,a: ceottx] , BN =Dlajo, ... 0.

D=Iyr)= >~

D étant un nombre, l'invariant d’ordre N ou déterminant de £, pour
lequel nous utiliscrons la derniére notation; une homographie ¢ du

(') Le produit normal correspond, dans le calcul tensoriel, a des sommations
effectuées non plus sur des indices iudépendants, mais sur des combinaisons d’in-
dices : E. Cartan (loc. cit.), p. 7; Cu. Canrer (loc. cit.), p. 72.
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groupe G donne

I.;;,;:,.,.rT_\-'F::[//,,r/:..,rl,\-]-'—l, G, =4

ce qui conduit a distinguer le groupe G. des opérations directes, 4
déterminant 1. Nous appellerons aussi directes les homographies a
déterminant positif, directs les repéres déduits par une homographie

directe d’un premier repére fixant I'orientation positive.

8. Le N-vecteur unité d’un systéme normal direct
(2%) [0, ... 06 =1

sera dit tenseur dualistique ou unité duale ('); ce torseur joue un role
primodial : invariant par les transformations g, il est susceptible des
décompositions amorcées en (17); il dégage en quelque sorte les
partics alternées des tenseurs qu’il transforme par multiplication.
Enfin, il fournit de la maniére la plus simple les torseurs dualistiques
de ceux qu’on lui soumet.

Soit en effet 11 =[wu;...u,] une unité extérieure d’ordre v; on
anra d’aprés (17),

(0, = [(IN]=r. N2=0*=..

",’,;)) ' n, , o "»? I_"'n,’]: |r‘ "H= (__ l)" )’-‘/.H.

IV est le produit extérieur dualislique, ou dual, de IT; cette définition
coincide avec celle du complément de (GGrassmann (ou supplément).
De méme, le dual d'un torseur ® = X2*11, sera

“b':‘b.", =371, (/I:l.‘.’,.....[-\.l),

. v

[}

{(26)
| (Db ]=3(57) 1 = @2 =2y’

Revenons aux produits extérieurs; on ne peut pas toujours, dans
un v-vecteur I'={[a;a;...a,], placer » vecteurs appartenant a un

(*) L'identification de ['unité duale avec I'unité, la définition de Grassmann
du produit intérieur, sont logiques quand on s’en tient aux opérations de G._ et
aux formes extérieures: de méme, c'est dans un espace vectoriel et pour les
opérations de G que Fon peut considérer les produits intérieurs complets
comme des nombres.
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repére normal; les v-vecteurs & norme nulle, partiellement ou
totalement isotropes, font exception. Mais on pourra toujours
compléter v vecteurs de I' pour former un repére quelconque.
Or pour un tel repére

[ries...ex]=122" [#)eg...ex 2= déterminant ;=72 <o,

) -

(27) ==z |re,. . ex]=2[e'e. . Y]

~

posonsdonc a;=¢,, a;=r,,...a,=e, donc'=[¢, c... .c,|

{ I'="rC, '=i[e~'...e¥].
(28) LI} =T2 =021 daprés (26).

Le (N-v)- vecteur I, dual du v-vecteur I', est totalement ortho-
gonal a celui-ci; les normes de I' et I sont égales, I'orientation de
N-vecteur [I'["| positive ou nulle. Dans le dernier cas, o I et I sont
isotropes, et ol la condition d’orientation tombe, les propriétés
énoncées ci-dessus ne suffisent plus 4 déterminer I, que donne tou-
jours cependant le calcul direct I' | 1*.

9. Soient deux torseurs ® et W, de degrés » et -: supposons
v+ = ’J§ N

V=@ W =®, (F ) =[FP], = FD]=(— [ DF

() ® = &= =(— 1 P

Comme W cst le dual de (— 1)**#W’, ceci donne pour v N — 7N
ouvis

[, W=, b= (— [ W®) = (— 17>+ DN"].

(30) ! [ | = (—1)™(® , ).

Nous avons jusqu’ici représenté le dual d’un torseur en accentuant
le symbole de ce dernier, et continuerons 4 le faire quand 'ordre du
torseur ne sera pas précisé. Mais il est souvent commode de repré-
senter les torscurs par des letires d’un type indiquant leur ordre;
nous affeclerons alors aux torseursd’ordrevet N—v(v=o, 1, 2, ..., N)
des lettres d’un méme type, complétées au besoin par un astérisque,

. N . .
de la fagon suivante : les torseurs d’ordre v< - directement intro-
duits, n’auront pas d’astérisque; leurs duals et les torseurs d’ordre
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N . . .
2~ auront un astérisque supérieur; pour les duals de ces derniers,

qui appartiennent i la premiére catégorie, on abaissera ou suppri-
mera Vastérisque (avec changement de signe, an besoin). Nous
aurons aiusi les torseurs

2 om N, b€ .... ® .... W, ... XK. L. 127 om L%,
d’ordres
O, 4. 2 e 9. .. N =9 LN —a2. N\,
avee :

Y A 1T, =

W, =W — =y, K= L

L4

Nous étendrons ces conventions aux tenseurs de tous ordres et a
leurs duals; ainsi au n” 7 nous avons écrit £,
Dans un repiere normal, on a pour 'anité duale

" - . MNP
= S = SN, (2::1.2. ,,..I. l)'
ST \ e

f v, 0= (ML | I et 17 =AU (30,2, ...\ —1),

J .

En revenant a un repire arbitraive ¢, avec |¢,r,...00|=17.. on
anra
ML | BNEP A WD VDA R
\ |rir" ) =[eir;}=1".

(52) . '
' ATyt N 7[#;,.,...8gr....¢';._.]

[ -5 N—$ y2e | N fj—1
viz=l— )t 2t N e

10. Le produit extérieur utilisé jusqu'ici, et défini a partir des
vecteurs de base, était progressif; pour le produit régressif, le erochet
enfermant les facteurs recevra I'indice R; le crochet avee 'indice G
indiquera un produit mixte ou général de Grassmann. Cesindices per-
melttront des abréviations de symboles a I'intérieur des crochets.

Pour le produit régressif, nous prendrons les définitions de Grass-
mann. soit pour deux torseurs ®et W', d’ordresvetz,avecy+:=5">N

(33 [PI=[®F ] [®F|=(—1)y>~[&TT.

La dualité définie par 1” peut étre utilisée pour former les expres-
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sions des transformations corrélatives de vecleurs

*

31 f V' =usi\N=r2, £ =ZXL1ee; A=23 l,’/'(',(i},
1) ! )= SLUEI”}'

Pour les corrélations comme pour les homographies, on définit les
puissances el produits relatifs; & remarquer que toutes les puissances
relatives du tenseur dualistique sont identiques & celui-ci.

Nous ne compléterons pas, pour le cas général, les relations intro-
duites par la duvalité entre produits de diverses sortes, nous conten-
lant de le faire quand ce sera utile, pour N =15, dans les applications
qui suivront.

Nous laissons aussi pour ces applications I'étnde des sous-groupes
continus d’opérations G_., 4 un paramétre principalement, et la déter-
mination des symboles des transformations infinitésimales attachées
a ces groupes, comme les relations qui les inléressent.

Nous n’avons pas non plus, dans les numéros précédents, dis-
tingué les éléments réels des éléments 1maginaires; bien que traitant,
pour N = 5, un systéme vecloriel particulier, les précisions que nous
donnerons alors seront pour ce sujet comme pour d’autres, desindica-
1ions suffisantes pour une généralisation facile.

. - GEOMETRIE DES SPHERES.

Eléments et coordonnées, opérations, invariants.

11. Soit dans l'espace cuclidien un triédre de coordonnée trirce-
tangle; prenons pour sphéres de base «; d’un repére normal lcs trois
plans de coordonnécs et les deux sphéres ayant pour centre I'origine,
pour rayons 1 et 1= v—1; les coordonnées s; d'une sphere s, de
centre (A, B, C), de rayon R, seront

g gy=u\, z,=pb, o,=p.C.
9 )
(59) ( s=C G RN ’a’.;’:% (1— B2 A2 B2y (),

L’espace linéaire des sphéres sera concu comme espace vectoriel
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métrigue a 5 dimensions en définissant le produit intérieur de deux
sphéres ou la norme d’une sphére par

' ’
Vo o= Yoimi—= ~ E—i—l—- (D2 — K2— K2y, D7==S(N — N2,

!

' $2=2X(5;)
Les transformations G du groupe (i conservant Pabsolu
WU =2I(n,). ggz‘u,

conservent, nous l’avons vu, les produits intérieurs et normes de
sphéres, qui sont les invariants (G ) élémentaires. Mais la géométrie ne
distingue pas les sphéres s et ;s de méme position, 7 étant un coef-
flicient arbitraire ; nous indiquerons I'identité géométrique de position
par le symbole =,, soit 25 =,s. Les invariants () sont modifiés par
des changements arbitraires des coefficients ¢ affectant les sphéres en
jeu, aussi les invariants de la géométrie (anallagmatique ou conforme)
des sphéres sont les fonctions des invariants (G) homogénes et de
degré zéro par rapport aux symboles des sphéres figurant dans leur
expression, tandis que les invariants (G) doivent étre considérés
comme semi-invariants de cetle géométrie. La méme remarque est a
faire pour les comitants () et les comitants géométriques. Les inva-
riants et comitants géométriques seront indiqués par la notation (7).

Les sphéres (dans lesquelles rentrent accidentellement les plans)
comprennent la classe des sphéres-pointsp,, ou cones isotropes, que
nous appellerons simplement poinss, caractérisés par une norme
nulle p2 = o. Les autres sphéres peuvent étres normées par modifica-
tion du coefficient ; et acquérir une forme unitaire (supposée aux
sphéres u; du repére); aux deux représentants unitaires * s, s>=1,
d’une sphire propre peuvent étre attachées les deux orientations
possibles pour la sphére. Une sphére unitaire, de symbole s:ysZ,
étant homogeéne de degré zéro en s, est apte a entrer dans la constitu-
tion des invariants ou comitants (y).

[’étude de la géométrie des sphéres par les opérations de G, ou
opérations sphériques, les invariants et comitants (), I'équivalence (G)
ne sont qu’un premier pas vers les problémes analogues (v), mais le
reste cst facile a traiter.



22/ PAUL DELENS,

12. Pour distinguer les sphéres réelles des sphéres complexes, il
est naturel de substituer d’abord au repére primitif un autre repére,
pseudo-normal, tel que les coordonnées d’une sphére réelle puissent
y étre toutes des nombres réels; posons pour cela

o =, = — I, = — s, = —0c,.

Avec un coefficient ; (ou u) convenable, une sphére réclle aura
alors des coordonnées réelles et une norme positive, un point récl des
coordonnées réelles. De méme les homographies réelles, celles de G
en particulier, auront dans le nouveau repére des coordonnées
réelles, etc.

Appelons imaginaire (pur) un nombre complexe sans partie réelle,
sphére imaginaire une sphére de¢ centre réel, de rayon imaginaire :
ainsi la sphére u;, ou i, est imaginaire. On sera souven! aniené i
opérer non dans lec domaine réel, mais dans le domaine na-réel (mi-
imaginaire), ot les éléments imaginaires précédents sont admis 4 coté
des éléments réels.

Revenons au repére normal primitif; on pourra définir les sphéres
réelles comme susceptibles de formes savec 5 >0, 5, réel (z=1,2,3.1),
5, imaginaire; les sphéres imaginaires, par les conditions s* <o, 5,
réel, 5. imaginaire, ou s> 0, 5, imaginaire, 5, réel. De méme pour
les points réels, on aura s2 = o et a volonté 5, réel, 5. imaginaire, ou
I'inverse.

Les coordonnées étant des produits intérieurs de sphéres, il résulte
de ces conventions que le produit intérieur de deux sphéres sera un
nombre réel ou imaginaire selon la nature de ces sphéres et le choix
fait pour leurs normes el coordonnées.

13. Pour les invariants (G) d’un ensemble de sphéres, la propriété
suivante est importante : deux ensembles de 5 sphéres linéatrement indé-

pendantes, e; et e_,-, dont les produits intérieurs et normes sont respective-
ment égaur, sont équivalents (G). Considérons en effet '’homographie

(3:) 15’-:.( ﬁ'):zf_z;,-. T=3ee, L£r=3¢(e ¢l
\ €;
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et d’autre part le tenseur unité

U=IU ele/ =X (ele;)els
la condition nécessaire et suffisante pour que £ soit une opération g est
(38) £E=U ou ele=ele;.

La proposition précédente s'étend aux ensembles de moins de cinq
sphéres linéairement indépendantes, en complétant ces systémes.
Pour des ensembles d’un nombre quelconque de sphéres, le systéme
complet d’invariants (G) est formé des invariants des sphéres linéai-
rement indépendantes et des coordonnées des autres sphéres par rap-
port & celles-ci, coordonnées qui s’expriment d’ailleurs par des produits
intérieurs et normes.

14. Soit un systéeme de quatre points e,, e,, e,, e, de position géné-
rale, ¢’est-a-dire non situés sur un méme cone isotrope

2 =ei=el=0 [reep o,

pmandy 4

- e

@ e

systéme que nous compliterons par la sphére e, de ces points, qui en
est linéairement indépendante d’aprés la restriction indiquée, car

ei=1eeer],  E=[eel],=1e e 0], F 0.

Une transformation G transforme le systéme ¢; en ¢; équivalent (G);

soit réciproquement un second systéme e; analogue au premier et tel
que les invariants (G) des groupes de qquatre points soient les mémes :
pour que la transformation (f-’
P.

-l

) soit une opération G, il restera seu-

lement a satisfaire a la condition

=, e=x1[ee.e.e])
«qui détermine alors deux transformations ¢ a déterminants opposés;
donc : deux groupesde quatre points, de position générale, équivalents(G),
déterminent deuzx opérations sphériques, Uune directe, Uautre indirecte,
capables de transformer le premier groupe en le second.
Inversement, toute transformation G peut étre ainsi définie; le
Journ. de Math., tome XI1. — Fasc. 111, 1932. 29
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résultat précédent était facile a établir géométriquement par des
inversions successives.

Les six invariants (G) de quatre points donnant deux invariants (Y)
distincts, ces deux invariants bien connus peuvent remplacer les inva-
riants ((G) dans I'énoncé ci-dessus (*). On retrouve ainsi que le groupe
des opérations sphériques est a 3 >< 4§ — 2 =10 paramétres.

13. L’équivalence (G) de deux systémes de sphéres se traduisant
par des égalités du type I.= I, entre invariants (G) calculés pour
les deux systémes, on en déduit comme nous I'avons dit les conditions

d’équivalence (Y), traduites par des conditions Jg=1J;entre inva-
riants (7). On doit remarquer que les deux systémes de conditions (G)
et (¥) ne sont pas algébriquement équivalents. Pour deux systémes

de v sphéres a; et a;, les conditions ((:) sont en effet de la forme

(39) a,.a,. ...,a,)=1(a,.a,. ....a,);

on les remplace ensuite par les conditions

(j0) Lina,s.a. ....0,0,;= lz";’h a. ... a,),

pour former les conditions ()

(31) 50, a,, ... ) :Jg(t_z,. PRI )

par élimination des coefficients g;; I'équivalence algébrique exige

que 'on compléte les conditions (41) par d’autres équations contenant
les paramétres ;; et qu’on peut supposer sous la forme

i 32 2 =Fa; a;).

Aussi, dans le domaine réel, MM. Blaschke et Thomsen ont mon-
tré qu'on doit compléter les invariants (y) par des signincariants,
c'est-a-dire les conditions d’équivalence (y) par des conditions de
signes, ce qui est naturel d"aprés les conditions imposées aux normes

(') Sous une forme plus expressive, on peul encore dire que les birapports
quaternions des deux groupes de quatre points doivent étre congruents; cf.
P. DeLexs, L Enseiznement mathémalique, t. 12, 1922, p. 116.
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et coordonnées. On aurait des conditions de méme espéce dans le
domaine mi-réel.

En outre, dans le domaine réel ou mi-réel, les conditions d’équiva-
lence () de deux systémes de sphéres suffisent-elles pour affirmer
que les transformations ¢} délerminées par ces systémes appartiennent
au domaine considéré? Or, dans 'exemple du n°43, nous avons
obtenu :

ra R . Ve g
(13) Gg=r Seipi=—= 3 jielel, Gi=vi' ¢}

donc on voit gue I'on retrouve les conditions imposées au n° 12 aux
produits intérieurs des éléments des domaines en cause.

16. On sait que les opérations sphériques élémentaires sont les
inversions par rapport aux sphéres. Pour une sphére s unitaire, nous
définirons I'inversion par
. ’ F=ast— U stz
() - . S~
Q o= ST= o S8 — .0, $I=8s=1U;
la sphére s est donc conservée, tandis qu'une sphére orthogonale
change designe : I'inversion est une opération ¢ involutive ct indirecte;
ceci a lieu aussi bien pour une sphére imaginaire, cu méme complexe,
que pour une sphére réelle. Remarquons aussi qu'on aurait pu choisir
(— 8) pour symbole de I'inversion.

Les inversions définies par deux sphéres orthogonales étant permu-
tables, considérons les inversions UU; (positives et négative ) définies
par les sphéres u; (réelles et imaginaire). Les produits d’opérations
donnent pour les fonctions symétriques élémentaires S, de ces inver-
sions

S, =8 =—3. S,=8.—=2U. S, =1

rl b)

et I'on retrouve ainsi 'équation principale des ;
() U 3U) 5 2UF —2UF — 33U, —U

= (W;+ U (U;— W) =0,

tandis que I’équation caractéristique est

(46 U7 — U =(U;+U)y(U;— U ) =0,

47. Nous ne nous engagerons pas dans la recherche des systémes
complets d’invariants (G ) ou (v) des tenseurs; nolons seulement que
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deux sphéres ¢;, e; ont trois invariants (G): Uz, Uj;, U, et un inva-
riant (7); la dyade ® = ¢;¢; a seulement deux invariants (G), a savoir
Lo=04u=L,; @d*+rd=U,L;
et un invariant (Y); ces invariants sont aussi ceux du produit symé-
. > . . P .
trique e;e;, tandis que le produit extérieur [¢;¢;] n’a plus qu’un inva-
riant (G).
L’invariant linéaire d'un produit d"homographies est conservé quand
on permute celles-ci sans modifier leur ordre cycliyue: soit en effet le

produit € = £'£"L2" ... MM ...; posons £L=L£L"£"...,
M=IMIM"...:

2 U=LE=L(£fM)=£, M= " £=X(M~).
(47) L(C 22 O )=, (WM. 82" ...

Utilisant surtout les tenseurs du deuxiéme ordre, c’est eux que dési-
gnera dans la suite, quand 'ordre ne sera pas précisé, le mot tenseurs.

Une décomposition importante est celle d’un tenseur £ en ses par-
ties symétrique et alternée

L£=8Lf+ A2, Sf=—=
pour un torseur %, on a
G —=— ®. K&=56"= %,

donc la carré d’un torseur est symétrique; les deux parties d’un ten-
seur se déduiront par suite des torseurs, dont le plus simple est le
cercle, produit extérieur de deux sphéres; aussi nous allons établir
quelques relations entre sphéres et torseurs, et aussi leurs duals.

De méme qu’une sphére s définit le complexe linéaire des sphéres
orthogonales et un lieu de points, d’équations

2

siac=mo, s'm=—o, m

— 0.

un tenseur £ définit un complexe quadratique et une cyclide, d’équa-
tions

£Lse=8rcs=o, LrEm=8£*m*=o, mi=o;
la cyclide est la méme pour tous les complexes homoponctuels £ 17U,
et le complexe lui-méme ne dépendait que dela partie symétrique de £.
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Relations entre sphéres, cercles et torseurs.

18. Nous classerons les grandeurs alternées simples, produits exté-
rieurs de sphéres, d’aprés la nature des repéres orthogonaux partiels
quon y peut placer, ou d’aprés leur degré d’isotropie, qui ne peut
dépasser deux. Nous avons déja distingué les sphéres propres s ou s,,
les points p ou p,.

Un cercle € =[cc’|, torseur simple, représente un faisceau linéaire
de sphéres; son carré extérieur [CC|= C* est nul. L’équation aux
points du faisceau, ou foyers du cercle ('), détermine trois types de
cercles selon qu’elle a deux racines, une racine double, ou une infinité
de racines.

(38) e=[s7l.  fr=ji=o, ezzo,
(49) e,=[mr], mi=m r=o, Ci—o, Cio.
(30) Copy=[mn], mi=min=nt=o, ei,=o.

Le cercle @, réel ou imaginaire (ou complexe), est propre et suscep-
tible d’une forme unitaire: G =1, ou plutot des formes &= &, uni-
taires; en choisissant pour sphéres c, ¢ deux sphéres unitaires et
orthogonales du faisceau, on aura

e =[] 2=t cle'=o, C==—i

e - c— e _

(—)l) f——~-——_———" = —— (,:‘/__"
‘ \ 2 V2

e=:[J1  Jij=r
et pour son carré
-
(52) Cl=—(+c?)=—2aff.
La forme G, convient pour un cercle réel ; pour un cercle imaginaire,

ou la sphére ¢ serait imaginaire, les foyers étant réels, on pourrait
employer la forme ==:C,, de norme — ».

(*) On doit considérer comme foyers d’une droite les plans isotropes passant
par cette droite. :
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C,, simplement isotrope, est un cercle-point, les sphéres du faisceau
étant toutes tangentes en m; on peut prendre ¢* =1, et pour le carré
I'on a

(33) G2 = m.

€, est un cercle (ou droite) isotrope, toutes les sphéres du faisceau se
réduisant aux points d’une droite isotrope.

19. Un cercle dual 00" =[ee'¢"| représente un résean linéaire de
sphéres et est aussi produit extérieur d’une sphére et d’un cercle;
grandeur simple, son carré extérienr | " D" |; est nul. Aux trois types
de cercles considérés correspondent trois types de cercles duals; pour
€, =[dd d"], les sphéres d, d', " complétent le repére normal com-
mencé avec ¢, ¢’. Pour un cercle-point dual de &, = [ me}, soit

Co=[mdd]
ll

les sphéres ¢, d, d’ peuvent entrer dans un repére normal, et m est un
de leurs points communs; soit ;m 'autre et supposons, ce qui est

possible,

[mane dtl’]:l'. mom=y;
on peut alors prendre exactement

e,=[m]. Co={mdd]

-

Un cercle isotrope dual C, =[mnd | sera défini par deux pointsm,
n d’une droite isotrope, et une sphére 4 ayant cette droite pour géné-
ratrice, et (qu’on peut supposer unitaire.

Les sphéres duales 7 =[ss's"s” |, hyperfaisceaux de sphéres, appar-
tiennent a deux Lypes; si la sphére r est propre, il en est de méme
de 73 si r est un point, soit m, r* est un point dual, par exemple
— [medd'] avec le repére précédent.

Une sphére duale est encore produit extérieur d’une sphére et d’un
cercle dual, ou de deux cercles.

Un nombre dual 2.* =[aa'a" «” «"* | représente’ensemble, ou hyper-
réseau, des sphéres de I'espace; les sphéres qui figurent dans son
expression sont nécessaircment propres si elles forment un repére
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orthogonal. Un nombre dual est produit extérieur de deux éléments
duals : sphéres ou cercles.

Les torseurs d’ordre deux ou trois ne sont généralement pas simples,
mais un torseur [dual] général est réductible & la somme de deux
cercles [ duals] avec un arbitraire que nous préciserons.

20. Les produits extérieurs et normaux des éléments précédents
fournissent en particulier des éléments des mémes espéces, que nous
allons étudier.

Avec des sphéres r, s (et leurs duales %, s*) on obtient

(3%) ros=r, s'=[rs'}. [(rs)=[r"s)k
r s =o, [rs] = o sont respectivement les condmons d’orthogonalité et
d’incidence de deux sphéres.

Les autres produits intéressants se raménent aux précédents ou a
leurs duals; ainsi

(35) r s'=—|[rs].

Pour établir les relations de ce genre, on dispose des relations géné-
rales des n* 8, 9, 10, ol I'on hénéficie de ® = ®. Il arrive aussi
qu'on a reconnu, par la géométrie, la décomposition en facteurs,
I'ordre des produits, que deux produits ont méme position; il ne reste
alors qu’a fixer un coefficient numérique indépendant des facteurs, et
cela peut se faire avec un exemple choisi dans un repére avantageux,
normal de préférence; ainsi

r=u,. s=u,, rr={u,u,u, ul, sS=[u,u,u ul

rs’=u (v o u|=—[wuuy=—[u,u,T=—[rs],

1]

tandis que pour (54),, il suffit de vérifier 2=r*2, de facon a éviter
les produits nuls.

Pour les produils ou interviennent des torseurs, on établit les rela-
tions avec des cercles différents; des combinaisons linéaires donnent
ensuite les formules générales des produits, toujours distributifs.

Avec des cercles C=[cc’], @, etc., on formera

(56) S€=s|C=s!c.c'—~s'c.r, [s€]=([scc'T:



232 PAUL DELENS.

s € est la sphére du faisceau €, orthogonale 4 5;[sC] est le cercle dual,
axial 4 € ct orthogonal 4 s; sC=o, [sC]=0 sont les conditions
d’orthogonalité ou d’incidence de s et €. Puis

(57) siC'=[s€],=+" ) €, [s€]=—(s€).
L'invariant ((¥) entre sphére et cercle
(58) (sC)y=—s1 ¢

est, pour un point s,, proportionnel & la puissance réduite de
M. A.Bloch;sil'on pose 8,=|s,a], S;=— s, cet invariant apparait
aussi comme invariant 8} } C* de deux cercles.

21. Les cercles C, @ donnent I'invariant € | ® ct la sphére duale
[CPD]; €| @ = o traduit que les cercles sont er involution : il passe
par chacun d’eux une sphére orthogonale a I'autre; [C®] =o est la
relation d'incidence, exprimant que les cercles sont cosphériques ou
hisécants. On vérifiera les relations

(59) el o=[eq), [eA]=(C|Dy=(€ | D).

Pour des torseurs %, <, certaines des interprétations précédentes
peuvent manquer; sBs=s*4 %=o0 subsistant, la sphére s% reste
orthogonale & s, et I’est aussi a la sphére principale %'*!, du torseur;
[sT] est un torseur dual. La relation s&=o0 est vérifiée seulement,
comme nous le verrons, pour s=%?*, et la relation [s%] =0 est
impossible. Pour deux torseurs, les produits % | % et [%5] sont sus-
ceptibles de s’annuler : nous parlerons encore d’involution et d’inci-
dence.

Pour des tenseurs £, O, la formation alternée, combinant des
tenseurs

(60) feom ! =gom —ome=—fomre},

analogue a la parenthése de S. Lie, est trés importante; nous P'indi-
(uerons par une accolade et la désignerons par ce nom. Pour deux
torseurs

Kigy,=58|=—183],

donc I'accolade est un nouveau torseur; il en est de méme de I'acco-
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lade de deux tenseurs symétriques; { %%} = o, et plus généralement
{ £} =0, indique que les deux facteurs sont permutables. La
relation

(61) B =0, 5% =K(%%)=o,

appliquée 4 deux cercles C, @, exprime que ceux-ci sont totalement
orthogonaunx : toute sphére passant par I'un est orthogonale 4 I'autre;
nous disons alors que les cercles sont axiaux (conjugués, en bi-invo-
lution).

22. Des décompositions et regroupements de termes donnent
(62) s [$'C)l=1s55.C+[5(s%)],
d’ot1 pour I'accolade de deux cercles les formes
(63) 160§ =[c(/'®)]— [/ (c@)]=c![c/D)]— ¢ |[cD],

soit deux expressions différentes comme somme de deux cercles.

En partant de cercles, on obtient pour les torseurs les relations sui-
vantes :
(64) { @,Lsg]::-:'a ;5.;-;-'3‘?55‘:)

‘B, [s3)— 5 ,[s%]=s{] %3 §9
(63) T [FW]=5 | 5.0+ T | .5+ FBW + WSS,
(66) [$8],[5W]=35,%.8 ,W+3 .5, %1538,
la relation (65) étant fondamentale pour les applications.
En partant d’'une dyade, puis passant a un tenseur i, on trouve

pour transformé de ce tenseur par une homographie £ la forme £I1£
(qui ne se confond avec £-' M que si £ est une opération G). Dans
le cas de torseurs

(67) FF=—303=5 | 5>;
or, en faisant 23’ = < dans (65) on obtient
T} 53%=2%]3.5+2383=2(%35.5-%|3),

donc entre les tenseurs du quatriéme ordre 5.5, 5<*>, 5% existe la
relation

(68) 57=2(3.5 — 5
Journ. de Math., tome XI. — Fasc. 1, 1932, 3o
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et par I'opération polaire on en tire
(6y) [FW]=F. W+ W.F -2 << FUW >,

relation équivalente & (G5).
E. Miller (*) a établi la relation générale

(s0) [5B.9 Jo - [ B0 5+ I_""s\":‘;. Bleg=o.

o1 [5%. 0),; est une abréviation de [[ 5% |3¢],; nous poserons encore

| 58] = [B0)=3. [R5 T,
done
I-I"L.; ]” = I —:":)' ]“ - [:l-/":\’.lu I,
Or
|reli=]t%], =%,

d’aprés (57,); finalement

(51 1B -2- 3%+ W = 0.
/ )

AV__™ __e =2 T
Pour W =3="%, 5*, =t, on obticnt
% =n0.

soit la propriété annoncée (n° 21) de la sphére principale z du tor-
seur B. D’autre part, dans (71), figurent trois sphéres d’un faisceau
linéaire, ayant en commun un cercle; si les torseurs se réduisent a des
cercles A, B, G, on obtient ainsi le cercle incident aux trois cercles
considérés, sous les formes

(72) [(aa)(ba3)] =[(Ta)(re)|=[(re)(aa)].

23. La condition de permatabilité de deux cercles distincts

pern ‘ ’

| G| = o, entraine dans certains cas la condition d’axialité CO =o;
pour les différents types de cercles, on a en effet une des relations

4 — 3 _— o2
i+ € =o, Cl=on, C:, =0,

() Beitriige sur Grassmann’' schen Ausdelinungslehre (Sitzungsberichte
der lkaiserl. Akad. in Wien, t. 118, 1gog. p. 1058).
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les deux premicres rentrant dans une conséquence de (65)
(73) Ci4 CLE =0,
une autre conséquence étant les formules de réduction du type

(7/l) coe -14~C;U?.C'=u.

Supposons d’abord que € soit un cercle propre C,; de la condition
C,® = GC, on tire par multiplication a gauche par C;

cied=em=¢, | @.ci

Si (M est aussi cercle propre, une relation analogue entraine
C, | @ =o,puis C,M,=o.

Sid est un cercle point @, laseconderelation donne &, | @,. M, =o
d’ou encore G, |, @,= o, puis C, A, == o.

Si @ est cercle isotrope, en multipliant a droite par @,,, on obtient
encore C, | ®d,,=o, puis C, M,, = o; mais cette condition ne peut
¢tre réalisée.

Dans les cas ol aucun des cercles n'est propre, on voit de méme
qu’on obtient seulement la condition d'involution € | @ = o; prenons
alors les cercles sous les formes € ={cc'], @ =[dd’], avec

cld=cid=d|c'=o,
CA=—cc"{d d, DC=—dd" c'r,

donc la condition d’échange donne ¢’ |d' = o, condition d’axialité, ou
¢=d; dans ce dernier cas, les cercles sont cosphériques. L’examen
r

des trois cas restants et des réciproques donne les conclusions sui-
vantes :

Deux cercles C, O) sont échangeables aux conditions ci-dessous :

1° Systémes C,, @ : un des cercles au moins est propre, Uautre nest
pas isotrope, et les deux cercles sont axiaux; 2° autres systémes : les
cercles ont un point commun: Uaxialité n’est pas nécessaire, et ne peut
exister pour deux cercles isotropes.

24. Les relations que nous avons établies permettent d’aborder la
théorie des équations principale et caractéristique des torseurs.
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Soit d’abord une homographie £; les éléments «; principaux ou
latents, dont la position est conservée par £, satisfont & une relation

a; = o;a;= pia;U;
Ihomographie 2 — ;UL ayant un déterminant nul, on obtient I'équa-
tion aux multiplicateurs principaux (racines latentes).

(0)=(oU — £y *3=2— 1)’ "],0"=0,

(55)

- \\

-

>t
~—

IL=1(F)=

:]<f<”>‘ll*;""/>' (v==u, 2, 000, 0

£ satisfait toujours a I'équation principale (*)

(-6) S B)y= £ — N L — L 1, — 1 = o,

qu'on peut d’ailleurs, dans le cas général, obtenir indépendamment

des éléments principaux, par le développement du produit extérieur
principaux, p PE P

[e,.ef.e, £ 30, 00 03] =0,

avec e,=e, £, e;=e, L =e¢,*, ...,c,—=e . L =c L, et dont on
peut inversement déduire I’équation 7(s) = o.

Mais £ peut aussi satisfaire & des équations de degré inférieur &
cinq; nous appelons équation caractéristique ou réduite L(£)=o
P’équation de degré minimum 125 a laquelle satisfait une homo-
graphie £ particuliére, le polynome ¥ étant un diviseur de 7 ; des élé-
ments de positions particuli¢res sont aussi annulés par des polynomes
7(£) diviseurs de 4(£), donc de degré moindre. Nous appellerons
aussi caractéristique I'équation numérique 4 (z) =o.

23. Considérons maintenant un torseur JC; les invariants I, de
degrés impairs, identiques a ceux calculés pour le torseur conjugué,
sont nuls, d’ou

(5= HK) =3+ Lo+ LR = — g7 U) (I — 02U ) =0;

2($)=o0 a donc ses racines deux & deux opposées et un nombre

(*) Contrairement 2 notre convention générale. les mémes lettres o, &, 7, W
seront employées, ici et dans la suite, comme symholes de fonctions soit numé-
riques, soit géométriques.
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impair de racines nulles ; J¢ annule au moins une sphére. En outre,

N N
(%) a4 I =piti =0, aan;t = (0,4 pj)a; | =0,
donc : aux multiplicateurs ¢; différents de zéro correspondent des
points; 4 des multiplicateurs ¢; et ¢; non opposés, des éléments ortho-
gonaux; aux éléments latents non orthogonaux, ou non ponctuels,
correspondent des multiplicateurs opposés, ou nuls.

Les conclusions : racines deux 4 deux opposées, au moins une racine
nulle, s’appliquent & I'équation 4(g) =0, la derniére tenant au fait
que toute sphére annulée par B I'étant aussi par ¢(%), ce polynome
doit étre privé de terme en L. Les seuls types possibles pour I'équation
caractéristique sont au nombre de nenf, soit

o “ 5 9 4 p 9
s pr=o, =0, plpr—o0i)=0, pi=n, p*(p*+ni) =0,
(79) 4 'o"‘::o, p”(lo"'— .'O;’):O,
: 242 e 2 2 2 2y —
l plot—piy=o.  plg*=07)(p"—p3)=o0.

A . ¢ lg
Les coeflicients I, I, sont des invariants (G), seul le rapport i ou
4
son inverse est un invariant (v); on pourra aussi distinguer le cas
.[2 —=0.
26. Nous allons former 1’équation principale 3(#¢)=o et inter-
préter ses coefficients; nous poserons pour cela
(80) i=1I, Hr=al", h*'2=fh2t=r

et appliquerons I'équation (65) au torseur #¢, d’ott

(81) =0, W=V +ocr  {ac i =o,
JC ;‘Z’t”: an =+ 3C :, I
(82) Rh=w"* iW=— lae W —=— 1113‘3‘:— ‘I""C") 1 ac
: 2 2 2 !
(83) on =M+ K,

L’'équation (65) appliquée a 4 et 3¢’ donne

’'=30" Y h=aC | I'.0 + '3,
(84) "' =208 + HIE*+ 303,

mais &, sphére principale de JC, est aussi principale pour 3¢?, 3¢/, etc.,
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et les opérations 4 , h*, o' h* sont analogues a une dualité effectuée
dans I'hyperfaisceau des sphéres orthogonales a /; que / soit une
sphére propre ou un point, on peut placer dans /* un repére ortho-
gonal i j unilés, avec

K=2XWiler]. W == B e eqe,e | ==t eyege,e ).
i/kl étant une permutation paire des indices 1, 2, 3, 4,
W =13Wi[ee;B|eier]. W= 12 2| eV epes Bl o]
donc finalement "= 1,J¢, dans tous les cas; 'équation (81) devient

(85) AR ) =30 + HI -7, =0,

oii I'on remarque que H =I,(#)=— él. JC*; cette équation est bien

I’équation principale pour & qui, dans le cas général, satisfait a4 une
seule équation du cinquiéme degré; elle reste valable dans tous les cas,
méme st IC est un cercle, /i = o.

Groupes i un paramétre d’opérations sphériques.

27. L'opération infinitésimale d'un groupe a un paramétre = de
transformations § = (<), nécessairement directes pour comprendre
U = G°= G(=,), a pour symbole JC défini par

t,’:‘_f'”g, 6":‘:‘!_’"'3&"«; =Gt ?)s;
9
(%6) K=g "' L =g"'g"

I’équation de définition ¢;¢ = UL donne par dérivation

o~

H - =0,

donc I est un torseur; réciproquement tout torseur JC engendre le
groupe a un paramétre d’opérations sphériques
-2 2

. - T
Glry=e " =U+7XK + ;—!JC‘+...—+- ;—-,-%’-‘r,.,,

le paramétre < étant choisi pour donner G(o)="1. Mais I salis-
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faisant 4 une équation caractéristique 4(I) =10, etz a 7Y (IK) =0,
on peut écrire

(85) G(z)=e™ [modL(ac)],

soit un polynome en JC de degré 1. — 12 4; le tenseur 7.J¢C engendre le
méme groupe d’opérations que .

En indiquant par des accents les dérivées par rapport a =z, on forme
I'équation différenticlle linéaire, de degré minimum (., déterminant ¢
par intégration

"

Dy DA BT e LT ] R en KP4
G ==ga, G =G K =qga. G =g, ooy

(88) W(G)=gy(x).

[’équation ¥'(G)=o0 se déduit de L(I)=o0 en remplacant une
puissance JC* par G'* dérivée d’ordre %, et G ne peut satisfaire 4 une
équation différenticlle de degré inférieur a v, puisque pour G°= AL,
ona U'(W)="1(4). L'équation %(;)=o0 est I’équation caractéris-
tique de 'équation différentielle 1'(G)=o.

28. Soit ¢ un élément variable, transformé par les opérations ¢j (<)
du groupe de I'élément initial ¢”; I'équation paramétrique d’une série
d’éléments est X

(Rq)) =G (T) e T [mod ()|
et ’équation différentielle de 'ensemble de ces séries cst donnée par

(Y T 4 Y e W (D
==, =G,

(go) 'l"(l.’):l,’”“'.(i‘-';)::u.

Dans l'intégration des équations W' (¢ ) =0, ¥'(¢) =0, on devra tenir
compte des conditions initiales : G'="U, G =3I, G =IK>, ...;
e'=e"RK, " =c"I?, ..., elc.

Le degré w25 de I’équation (go) est relatif a un élément initial ¢’
arbitraire; des sous-ensembles de trajectoires issus d’éléments parti-
culiers peuvent satisfaire a des équations de degré inférieur. Mais
I'’ensemble complet dépend linéairement de iy sphéres constantes,
introduites par intégration. Si le degré « descend aux valeurs 4, 3, 2,
“toutes les séries sont comprises dans des variétés linéaires a 4, 3,
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2 unités; en particulier toutes les trajectoires de points seraient alors
sphériques, circulaires, isotropes.

On peut rechercher de méme les séries décrites par d’autres élé-
ments : cercles, torseurs, cyclides, etc. ; ainsi, pour les torseurs %, le
symbole de la transformation infinitésimale serait 2 < UK >.

29. L’équation caractéristique d’un cercle C est au plus du troisieme
degré, car nous avons obtenu la relation (53)

&+ C2.C=»
et les formules (49) et (51) donnent effectivement les équations du
troisieme degré
(91) Ci+E=n, Ci==wn,
mais pour un cercle isotrope C,,, I'’équation s’abaisse au deuxicme
degré, soit €, = o. L’intégration des équations §"= o et ¢”— o donne
alors
(92) Ch=6G(s)=U+<¢6,  e=¢Cl —=¢+7C,;
les sphéres ¢ forment ici le faisceau linéaire appartenant au cercle
D =[e*(e*Cos)], et I'on a
(93) D*—=—e"2(4C,, ), DC,,=— (e*C,,)". u - ; =0.

Pour des points ¢°, les trajectoires sont les droites isotropes
s’appuyant sur C,, (a I’exclusion de C,, méme), @ étant dutype ?,,;
pour des sphéres propres ¢*, @ est du type @,, un cercle-point @,
ayant en commun avec C,, le point £*C,, (si cet élément n’est pas
nul).

Remarquons que P'opérateur C,, rentre dans la catégorie des homo-
graphies gauches, de forme vl -+ 5, G étant un torseur.

30. Pour les cercles C, et €,, on obtient de méme par intégration
(94) CI=U + sinT.C;+ (1—c057)C;, e—=e*E7,

-2

(95) CT=U+7C,+ =€, e=eCf,

les séries décrites par ¢ sont tracées dans lesréseaux linéaires ou cercles
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duals [e“(e°C)(e"C?) | ou[e"(e*C)(e' C)] en posant e’C ="' ; or
[tere)ere)| =|re'] , C<P-=[e"e']  C.€C d’apreés (68),'
jeret] , € =— ;’-(e",e"t? —C.) A E=— ()24 CP=(e"C)A.
(g>) [ (e"€)(e°C? )| = (e"C)2[ " C].
Les séries précédentes sont en genéral quadratiques [tang;—' étant pris

pour variables dans (91;)] » et les sphéres e enveloppent des cyclides

de Dupin de cercles principanx C et [¢"C], les trajectoires des points
étant réduites aux cercles [e°C| axiaux a4 C; a coté des sphéres ¢*
orthogonales 4 G, qui sont conservées, les sphires qui passent par un
fover, c'est-a-dire satisfont a (¢’ C)*= 6, engendrent des séries dégé-
nérées faciles a étudier.

l_ne opération sphérique & du type € ou C; peut étre congue,
pour une valeur de =, comme produit de deux inversions; en effet,

lgry (25— (25— WU)="U — as's'| ss') — 2[ss'J%. s2—=s2—

et cette expression s’identifie a (94 ) ou (95) en posant

{55 ] ==sin ;.@,. s Es':éos;:- ou [.ss']:-ge,,. sis'=1.

Les opérations € ¢t €, produits de deux inversions par rapport 4

des sphéres sécantes sous i"angle - (avec des orientations convenables),

ou tangentes, sont dites simples: C;, n'a pas de propriété semblable.

L'opération €; ecst une élation; pour C;, dans le cas d'un para-
métre < réel, on a affaire a une rotation (sphérique) proprement dite,
et pour < imaginaire, a une homothétie (sphérique). Dans ce dernier
cas, on peut substituer les exponentielles aux fonctions circulaires en
remplacant €, par le cercle &= .C,, de norme —1.

31. Pour I’étude des équations caractéristiques des torseurs J¢
généraux, nous utiliserons la décomposition de J€ en somme de deux
cercles :

(%) X=Qa-6. R—Q=a,

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. III, 1432, 31
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donc A devra satisfaire i la relation

(99) (3 — Q)= -=all’—[RA]) =0.

Or[xA], | =0 d’aprés (71), soit kA = o, ¢’est-a-dire que & doit
étre orthogonal a la sphére principale du torseur; si [HA|5£ o0,
A, affecté d'un coefficient convenable, peut satisfaire a (g99):
@ répond aux mémes conditions que (L.

Les calculs portant sur 5 sont trés simplifiés si le torseur peut étre
somme dc¢ deux cercles axiaux € et €', alors

H=C . W= - €l - (LE = (7€), C=¢c2 (=¢"=.
4

(100) Cad -+ W= (C = G1)e. Ca —a¢ = (C 2.

donce € et €' seronl a rechercher dans les cercles du faisceau 3¢, I,
En gardant les formules et notations du n® 26, mais écrivant JC au
licu de H’, on voit 'quc ce faisceau coincide avec J¢, JC (" ); dans
H=C+C,lescercles C=¢C , I et &' = C' , /" sont d"ailleurs res-
pectivement les cercles axiaux a Cet €',

Si le faisceau indiqué contient un cercle &, on anra

(1011 K= .- 1. MW g K| — 222 =0

les sphéres [3¢¢7| el 3¢®* sont des multiples de /7, soit z/i" et ZI,
et 'on calcule 7z ¢t 7 en formant J¢ [ |aCaC* | et IC, A7 %, et tenant
compte de I'équation principale (85),

2 =— Wi (W -1y O T N | D [ RS | P

d'autre part, KX =HIC 4+ H° =3¢ " =[hd], ne peut étre nul
pour un torseur général, et I'on obtient z=—H, J =27,
(102) [a¢ae: | =— HLI". K t—=aqh’.

Finalement, puisque /i £ 0, 7. est déterminé par

(lu.';) -I.z— "/.—-,—‘I,:u,

(") Cf. a ce sujet A.-\. Winteugap (for. cil.). p. 286. — J.-L. CooLinee (/ur-.
cil. ). p. 559.
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] P o

dont les racines 7,, 72, ou

» avec R* = H* — 47, donnent en
général deux cercles €, ' distincts ou confondus. D’aprés (85), on a

KL= (B0 - 2, I (I - G, 00 ) =2 I - I+ i =0
donc : si les cercles T, L' sont distincts, ils sont axinuz: s'(l n'y a qu’un

cercle &, 1l est isotrope.
Le carré d’une solution &; est

&= R + 2,00 (i, f=1,4).
d’oir

he

K2=1r,R2, L=, Rz

32. On revient a la forme (98) de JC et aux équations (100), en
posant

¢ s 5, &. ¢ ==X, Co==7,h i;’ C=1, l'\‘ij

si C et &, de forme Z,(JC* 47,5 ), peuvent satisfaire a la condi-
tion (99); ceci a lieu simultanément pour

07) 2y — 1y) =20 (Fy = 1y) =20 =Rz G=7.. '=1,.

Le cas R =0 montre que le cercle isotrope & ne peut avoir un
cercle pour complément par rapport 4 #C; nous chercherons plus loin
une forme canonique pour ce cas. Mais les équations (100) com-
portent aussi un cas d’indétermination C=C’ qu'il convient de
reprendre. Dans le cas o le torseur C est somme de deux cercles
axiaux de méme norme (, cercles propres, par conséquent, d’aprés
I'étude du n” 24, le torseur 4% + CHC est identiquement nul;il y a
donc une valeur 7. = C annulant identiquement le torseur J¢° + 2.3¢,
et une seule puisque I o; cette valeur satisfait encore a (103),”

donc
. P | |

== Oz —, Riz= I — j7,=0.
“

Cherchons en général s'il existe dans le faisceau J¢, J¢* un torseur
K = I 4+ I incident a 5, donc
J

2

[HK | =| (K= 4 )] = 0. 7=

- 4% - ” 'I - ” . . . .
Le torseur K = J¢* 4 — ¢ se réduit a un cercle isotrope s'il est
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aussi incident a #¢?, d’ott R = 0, mais disparait identiquement dans le
dernier cas envisagé, tandis que dans le cas ou I'équation (103) a deux

racines distinctes,
=R

chg(:t 4y € -—¢).

2

35. Nous appellerons torseur paratactique, ou plus bri¢vement
parataxe, a cause des relations d’un tel torseur avec la théorie des
cercles paratactiques, un torseur JC pour lequel JC s’évanouit; |'équa-
tion caractéristique d’un parataxe cst donc

- L% 33 'l- ? - ll'ﬁ -
(10D) M=, W o -, 7o
z A

Le cas de deux racines distinctes a U'équation (103) donne les
équations caraclérisliques

(106) I+ M+ 4, = o. H o0 .70 K o oy .. _o.

(107) W i =o, I o 0 == 0.

tandis que dans le cas d’une racine double pour (103), et K £ 0, on a

(108) I — N = !!'_2 H=o0, H .o B-zo.
I’écquation caractéristique, dans ces Lrois cas, se confondant avec
I’équation principale.

On obtient les équations précédentes en utilisant la forme cano-
nique qui convient i chacun des cas; réciproquement, a chacun des
types (105) a(108) de I’équation caractéristique L (z) = o correspond
une forme remarquable, oblenne a partir des éléments latents, qui
montre qu’alors le torseur est capable d’une des formes canoniques
que nous allons rappeler; ainsi, tout parataxe a la forme € 4 C’
avec C=C/, €€ =o.

Dans le cas ol 1’équation (103) a une racine double, ct K <o,
montrons (u'on peut associer au cercle isotrope 7. = €,, un para-
taxe £ tel que 3¢ =¢C,,+ #; il convient d’abord de montrer qu’il
n’existe aucun torseur J€ avec H =0, 7, =03 en effet, on aurait alors
nécessairement JC =|-a' + B, el le cercle propre @, et le cercle-

point d3, seraient en involution, d’oit H £ o.
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Revenant au cas envisagé, on aura

S L .
2 =8 —C,y=— »rI* (l e ) a, § €y =0,

2

"

320 . 3Ll
=Yt — F3IC2C, = (l -+ 39—)36"4— T J9.

oS4

On vérifie que €,, | =o0, donc £2=L=H; si £ satisfait a

v’ . * -~ f ()
I'équation (105), on aura » = — fp» d'ou
[ I ' 3
W £ e = (- = W), T = W4 =,
(104) @ ”(‘ 4 - L) TRt
et aussi
AN BN TR | o) ==2h’. G, L == 0. | 2C,,]=0.

34. Des newf types possibles pour Uéquation caractéristique d’un
cercle ou torseur, indiqués au n® 28, siz seulement existent, donc : il n’y
a pas d’équation caractéristiquc du quatriéme degré, ni de la
forme ¢* = o; par contre, le troisicme type z(z* — z7) = o peut con-
venir soit 4 un cercle, soit 4 un paralaxe.

L’impossibilit¢ de I’équation ;* = o résulte d’'unc remarque précé-
dente : il n’existe pas de torseur (non circulaire) dont tous les inva-
riants sont nuls. (Juant a une équation du quatri¢me degré, elle entrai-
nerait, pour toutes les positions d’une sphére ¢~ déduite d’une sphére
initiale ¢" par les opérations d’un groupe & un paramétre, l'existence
d’une sphére s orthogonale : une telle sphére s, orthogonale a e° arbi-
traire, devrait étre conservée par le groupe, donc annulée par le
torseur J¢, ce qui est impossible.

Aux équalions caractéristiques (105) 4 (108), nous attacherons les
formes réduites suivantes :

(105)’ Wi+ Hy=—o. K, =¢, +¢&,, =, n=1,
(106)" 3¢7, + HICF, + 9y =m0, I, =1.C,+ 1'C,. H=12+17", 7==121"=,
(107)’ o+ Wi =0, Kyy=C€,+E,, =, =0,

(108)y &), + 20, + Ky=0, Hypy=Cpp+ £, H=L=2, =1
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Opérations sphériques générales et paratactiques.

33. Pour 'étude des groupes 4 un paramétre d'opérations sphé-
riques correspondant aux différents torseurs JC, commencons par le
type (106). En introduisant les deux angles 0 =77, ' =7"=,720'=1,
on obtient par intégration,

(110) ahhr=g=e¢leh=ch+eh—-u, e =0

C) et € étant donnés par la formule (94). Or, les formules (110)

s’appliquent encore au cas du parataxe (. de (105) avec ) =0'=+,
donc

(151) I =W + sinTIC,+ (1 — cosT) I3,

forme entiérement analogue a (94).

Pour un torseur du type (107), les formules (110) sont encore
valables sous la forme

(112) I =CF CF =CF =+ Cy—U, C,C == u.

G’ étant donné par (g5).
Enfin, pour un torseur du type (t08), on a encore
' P yp ’

(113) Wiy =Cyh 5= 7+ 7C(sinT. £,+ c0s7.L ).
G étant donné par (g2), £ par (111); ceci a cause des relations
{1 '/I) f Cpu ey =0, Cup (U + .’-n:_':) =0,

Considérons le produit de deux transpositions de cercles A, @,,

AF =AU =+ 247, B =AU + 2632,
(155) Cllr.r(!}'f:):‘u, —+ {Cl'f’-, (’3? } e ‘).(fl'f—!— 26.’;';’—1— leﬁ.’)‘f -+ 65‘7'(:1"_"

en séparant le terme L et la partie alternée | 13, 637 en posant

a,=|[aa’], B =[bd'}, sinm.C,=[ab], sin/.C,=[a’b'|.
al'=a'\b=o, a|bh—=cosm, a'th'=cosn’, H=am, Y=uuw'
AFBF=U + sin5.C,+ sin5.C, + (1— c0s9)C} + (1—cos5')C2,

on retrouve la forme (110); l'opération générale 3 est doncle



METRIQUE VECTORIELLE ET GEOMETRIE DES SPHERES. 247

produit de deux transpositions autour de cercles dont €, et €, sont les
cercles perpendiculaires communs, w et o' les angles élémentaires;
toute opération sphérique conscrvant C, et €, change @, et @3, en un
couple de cercles analogue. La décomposition précédente s’applique
encore 4 I'opération paractactique, avec I'indétermination des cercles
C et €, perpendiculaires communs aux cycles paratactiques ¢{, et @3,.
Des modifications faciles, que nous n’étudierons pas ici, dans le cas de
configurations particuliéres de ¢, et @3,, permeitent d'obtenir les
autres opérations sphéricjues ainsi décomposables.

36. Nous revenons a P'opération paratactique (111) & cause des
importantes propriétés géométriques qui s’y rattachent; nous rem- -
placerons ici &, par €, = <7, donc
(i) U= + sinT.4 -~ (1— c0osT)?

-

est 'opération paratactique d’angle <, le parataxe & satisfaisant &

5>l

(116) Riq- R =0, QE=P ==, = ap, Pr=w=1.

En utilisant pour < une décomposition en deux cercles axiaux, on
trouve aussitot
(r17) = U 4 pF, AT - 2= apt— U,
donc I'opération involutive, d’angle =, est 'inversion par rapport a la
sphére principale p (sphire imaginaire si les deux cercles axiaux sont
réels).

Une opération < comlinue fait correspondre & une sphére e la
série
(118) ¢ ="+ SInT. "0 + (1 — COST)r"4l*

du réseau linéaire ou cercle dual
[et(evty (et )= (e" | p)[e" (") p].

Tandis que p est conservé par 27, il y a dégénérescence en un fais-
ceau linéaire pour une sphére orthogonale a p, en une trajectoire iso-
trope pour un point de p. Supposons désermais ¢, |p £ o, et posons

(119) e"=n +(e"|p)p, I'=[e"(")pl=[n(n)p], T'=[n(n<%)].
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On a alors, d’aprés (57) et (65),
T= | p'= §~‘I’¢ 2= 2.9 + 2T,

WX R=——[(nZ)(nT)]|=[(rZ)r] — (n|p)[(nT)p)=— &,
(120) T='|2.2 -

Les cercles & et &', orthogonaux a p, sont axiaux, ct il s’ensuit
2=, K2=T2=(L| %)%

Nous avons réalisé la décomposition du parataxe < (4 un facteur
prés), en somme de deux cercles axiaux, I'un d’eux étant une trajec-
toire issue d’un point arbitraire, par exemple. Pour conlinuer I'étude
de ces cercles trajectoires, qui sont des cercles de la congruence
paratactique définie par ¢, on peut partir d’'une premicre décom-
position de <,

L= + &, A=a,=[ad], G=0,=[0b"},
les sphéres a, ', b, &' étant unitaires et orthogonales. Avec
(121) A=n—+yp, n=oa+a'a+ 56+ p',

~en introduisant les parataxes %, 2, (R, S et les coordonnées T, X, Y, 7,

{ T =[aa'+ D], L={an'— bb'|,
122 : ,
(r22) l R=[ab'—a'b], S=|ab +a'b'},
(123) f T=02+ a4+ (24 B, X=—a*— a4 324 (72
) LY =—2(af + 2/f), 2 =o(al—a'f),

on obtient, d’apreés (120),

&’:é(_'ff?—l—Xf?—l——\'(R—’s—ZZS),
(124)
I T 72 ma *
,:E[?]_—__——E(X'3+\'-’+ 22—T)p"=o,
et pour un cercle &, unitaire,

(124)’ nt=T=1, X*+Y:’4+Z’—1=o.
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37. Les parataxes 2, &, R, & satisfont aux relations

(123) Q= R = St = — 2}, [2R2)=...=[2R|=...=0,
(126 D =R*= 2= D= 2R, le:'——dl.‘f?:‘b',
12

) 22} =1aR | =28} =0,

2, R, 8 sont dits de méme espece, et d’espece coniraire & T avec qui 1ls
sont permutables, nous dirons aussi, 4 cause des relations (126).,
quec 2, R, S sont transmutables entre cux.

Les formules (124) ou (124) constituent la hase analytique de la
représentation sphérique des cercles de la congruence paratactique;
I’analogic des formules (126) avec celles des quaternions laisse prévoir
les propriétés de la représentation, faciles & démontrer par cette voie;
il sera parfois préférable d'introduire les parataxes moitiés des pré-
cédents, donnant

L=, +X2,+-YR, +738,. 2R} =1, cene

Soit un second cycle trajectoire Y, de coordonnées ahsolues X', Y', 7/;
on obtient

(197) S :E,.}‘y,:;[;(|+XX’+ YY' 4 77") = cos®m,
197 ! 2
( XX+ YY/' 4 ZZ' = cosam,

et Pon arrive al'expression suivante du parataxe en fonction de &,, 9,

(128) L=, =&+ Y, + T —Y)ig, Y

2 sin%n
Si la formule (124 ) permet la représentation sphérique des cercles &
de la congruence, permutables a 2, elle fournit de méme une repré-
sentation spatiale des torseurs 5 composés linéaircment avec 7, 2, R, 'S,
c'est-a-dire avec les cercles précédents, donc aussi permutablcs adTy
les parataxes en 2, R, 8 sont représentés par les points 4 l'infini, ou
les vecteurs (non isotropes). IXn outre, les formules (123) montrent
que les coordonnées homogénes X, Y, Z, T sont des coordonnées
cyclidiques, coordonnées qui, d'aprés (118) et (119), sont les mémes
pour tous les points d’un cercle &, ou les sphéres orthogonales, sauf
la sphére principale p.
Journ. de Math., tome X1. — Fasc, I1I, 1932. 32
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38. On prolonge la représentation d’aprés les formules

2

] o oo
(129) Xi=1¢ ,‘A‘.:;(H?LFX"IQ—}—Yf?¢R+LfL@)

et de méme,

- 1 : s
XF=- (2" 4+ U+ 2XZ22+ 2YLR + 21.98).
2

2
(150) :C‘,";%l'ﬁ?"+‘11.+X()..Q+p.f?.‘2)+cycl.]

(L=sint. p.==1 — cosT).

Par suite, les transformées d’une sphére s par les opérations L' d’un
méme angle = autour des cercles &, de la congruence sont orthogo-
nales 4 une méme sphére, & savoir sous forme duale

[$(274+AU). (22 + D). S(LR + POR) .5 (1.8 4 pds)).

Considérons d’abord les opérations involutives ~==; on obtient
alors lasphére (s|p)[p.s 22 .s TR .sTS |, ct en supposant s| p = o, on
reconnait la forme duale de s/ = s, sphére orthogonale a p. En cffet,

sep=o, (STY (sNY) =8V == -~ s A5 == 0,

De méme, dans le cas général, en prenant la sphére transformée
sous la forme
s = fs -S4,
on obticnt sans peine

, - T . T T .
(13 s=s| o5 - -8 4+ sin ---.s“'?)-—cos—'s:’ ).
) !P \ 2 ] 2 l

2/

ce qui, pour un point, s*=o, correspond a un résultat de

M. Hadamard.

39. A coté de la décomposition d'un parataxe < en somme de deux
cercles axiaux, une autre décomposition est de grande importance :
c'est la décomposition du parataxe en somme de deux droites iso-
tropes sans point commun.

Soient, en effet, deux cercles isotropes

N = My, = [ mm'], N =9qN,,=[nn'],
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d’ou
M == - I, I == M - T, 1 == 0% = a0 |, AL,
W= IRICM - LRI =2 (M, 9Ly, ==~ - ',' x,
en tenant compte de (63); nous avons donc obtenu ’équation carac-
téristique (105) d’un parataxe, et pour MM | IL =1, on aura la forme
réduite (105).

On passe facilement d’une des décompositions a l'autre, et cela
éclaire le degré d’arbitraire de ces décompositions; on peut, en effet,
faire glisser m et /' d'une part, n et n’ d’autre part sur leurs supports
isotropes, tout en conscrvant les produits extérieurs [mnd' | et [nn'|;
par contre, le choix de m et m' fixera, & un facteur pres, celui de n
et n’ si I'on s’impose les conditions

Lomin'=m' n=o,

c'est-i-dire si 'on appuie sur les droites isotropes | mnt' | et [ nn'| les
droites isotropes sécantes [mn'] ¢t | m'n de la méme sphére|mid nn'|.
On passera, par l'identité algébrique

e’ —- nn' | =[(m ~n"y(1m'——ny=-(m—n"y(m' + n)|
avec
S= m=n'. S m' -~ g== m—n' == m' - n.
v P 3 r

s :—:7: e J = f o= om - =,

a un systéme de deux cercles axiaux | £f| et | gg | définis par leurs
foyers. Grace aun jeu des coefficients, on retrouve ainsi simulta- -
nément o’ décompositions d’un parataxe soit en cercles axiaux, soit
en cercles isotropes.

40. Désignons par 2 le parataxe précédent, et considérons aussi la
différence des cercles 1sotropes qui scra de méme un parataxe & ; on
aura aussi
’

i [} i o
SIS ;:_'7f(32—‘s—(R)(.‘2-(R) - :fit?.:: &,
," ‘.

l‘

donc le systéme des parataxes de méme sphére principale et de méme
espéce du n° 56, 2, R, S est fourni par la somme, la différence et
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I'accolade de deux cercles isotropes. Il en résulte d'intéressantes
conséquences pour la composition des opérations sphériques.
Considérons d’abord le cas de deux cercles isotropes cosphériques

J == mn], F=Fu=[mpl;
la somme ou la différence J =7 est ici un cercle-point, tandis
que { I l=o0.
Soit alors le produit de deux opérations isotropes a cercles cosphé-
riques

JOFT=(U+sI) (U +7))=WNH46cI +-7F + gf(e‘/“‘; + JJ)
La partie alternée 5 + =¥ == C, est un cercle-point, d’oi
(132) JTFT=U+0C,—

Le produit de deux opérations isotropes sécantes est une élation.
RRevenons a deux opérations isotropes a cercles M, 9t non cosphé-
riques

-~ ~,

cT o7
MTINT == U - I+ I+ 1»)-- YA, - — (ML == TE).
2 : 2

La partie alternée est ici un parataxe «qui dépend linéairement
de 2, R, §; posons

. LoT. .
M+ 7+ = IMA = sinT.K,.
5 :
(133) T AT =W <+ sinf. 3, — (1 — cosT)n2=2a0.

Le produit de deux opérations isotropes non sécantes est une opération
paratactigue.

On sait d’ailleurs, depuis les travaux de M. Bloch, que la compo-
sition des opérations paratactiques engendre les opérations sphé-
riques généraies, tandis que nous avons décomposé [formule (113)]
I'opération J€;, en produit d’une opération isotrope et d'une opé-
ration paratactique. Il résulte des énoncés précédents qu’il est pos-
sible et sans doute avantageux de baser la théorie des opérations
sphériques sur la composition des opérations isotropes; comme nous
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I’avons établi au n°® 29, ces opérations transforment chaque point par
glissement isotrope, chaque sphére par élation.

D’autre part, les cercles et torseurs s’expriment linéairement au
moyen de cercles isotropes, tandis que sous forme duale I'on obtient
les sphéres comme produits extérieurs de tels cercles. On pourrait
donc aussi construire toute la géométrie sphérique, objcts comme
opérateurs, a partir des seuls cercles isotropes; ce nouveau point de
vue serait sans doute intéressant.

Note (ajoutice a la correction des épreuves). — Depuis la rédaclion de ce
Mémoire (février 19301, de nouveaus résultats relatifs a la géométrie des sphéres,
des cycles et de la parataxie, ont été publiés. Citons :

B. Gawsier, Comptes rendus. 1. 190, 1930, p. 157 et 5G4 : 1. 191, 1930, p. 1044;
Journal de Hath.. g* série. 1. 9, 1930, p. 159-199: Recueil math. de Moscou,
t. 36, 1929, p. 18g-201: Bull. des Sciences math., o série, t. 55, p. 75-90.

\. Lasgousse. Journ. de Math.. ¢ série, t. 10, 1931, p. 307-334.

P. Rosert, Journal de Math., g° série, t. 9, 1930, p.201-206: [ Enscignement
scientifique, t. 5, 1932. p. 1ho-14] et 177-181,

P. Decexs. Comptes rendus, 1.190, 1930, p. 1043; t. 191, 1930, p. 191, 670 et
816 l'Lnscignement scicntifiqgue, t. %. 1930, p. 65-78: L. &, 1931, p. 196-200;
L5, 1931, p. T2-71.

M. Robert poursuit par voie synthétique ses recherches sur la nouvelle géo-
métrie cyclique : M. Hadamard nous ayant signalé l'intérét de cette géométrie,
nous en avons posé¢ les bases analytiques.



