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REACTION EN REGIME PERMANENT. 439

Réaction en régime permanent
d’un fluide incompressible parfait sur un solide immergé;

Pazx Macmice ROY,

Ingénicar sy Corps des Mines,

1. Probléme envisagé et définttions. — Considérons le systéme formé
par un solide S immergé dans un liquide parfait (dénué de viscosité),
continu et indéfini, ce systéme étant en repos par rapport a un triédre
trirectangle x,, v, z, pris pour systéme d axes absolus.

Supposons que 'on mette en mouvement le solide S et qu’on lui
communique un mouvement hélicoidal uniforme( défini par les vitesses

linéaire — \, t angulaire — r paralléles a I'axe du mouvement ) par
rapport aux axes absolus.

nfin, supposons que le mouvement du fluide soit devenu permanent
par rapport au solidr.

Par convention, nous sualifierons de singularités du mouvement
nbsolu du fliide toules les parties de I'espace offert a son éconlement,
réduites éventuellement & des surfaces qui se trouvent comprises
entre les domaines dans lesquels ce mouvement absolu est effecti-
vemenl régi par un potentiel des vitesses continu et régulier : cette
dénomination englobe par suite, notamment, les surfaces de glis-
sement, les volumes et couches de tourbillon (absolu), enfin les
régions de cavitation que peut comporter I'écoulement du fluide.

Au surplus nous admettrons, d’abord, que de telles singularités ne
s élendent pas dans le fluide au dela d’un domaine fini englobant le
solide, ce qui entraine notamment ue le mouvement absolu du fluide
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440 MAURICE ROY.

est régi, a l'infini, par un potentiel continu et, nécessairement, uni-
forme.

Nous nous proposons ici d’exprimer, sous une forme qui se relie & la
géométrie des vecteurs et en ne faisant intervenir quce les vitesses du fluide
4 la surface du solide et les singularités du mouvement absolu du fluide,
la réaction (absolue) que le fluide exerce sur le solide dans les conditions
envisagées.

Cette forme spéciale de I'expression de cette réaction se préte 4 une
utilisation avantageuse dans certains problémes. Clest ainsi, en parti-
culier, qu'elle permet, comme nous l'avons montré aillenrs (cf.
M. Roy, Sur lacrodynamigue des ailes sustentatrices et des hélices,
Gauthier-Villars, 1928), d'établir par une voic rationnelle et au
moyen d’hypothises simplificatrices faciles a discuter une théoric des
ailes et des hélices que 'on peut faire coincider avec la théoric issue
des travaux de Joukowski et de Prandtl.

Signalons d'ailleurs, pour éviter toule confusion, que I'expression
de la réaction envisagée en fonction non des caracléres ci-dessus spé-
cifiés du mouvement du fluide mais de ses conditions a I'infini est déja
connue dans le cas d'un solide en mouvement hélicoidal uniforme tel
que nous I'envisageons ici. 11 convient notamment de citer & ce propos
les travaux de M. U. Cisotli qui, en étudiant 'extension du paradoxe
de d’Alembert 4 ce cas général, a éiabli dans son beau Mémoire Sul
mwoto permanente di un Solido in un Fluido indefinito (Auti del R. Ist.
Veneto di Scienze, 1gog-1910, LXIX| p. 127-445) des résultats impor-
tants et en quelque sorte définitifs, que: Pon retrouvera d’ailleurs plus
loin comme conséquences de I'expression «ue nous allons établir (*).

2. Equations du mouvement relatif du fluide. — Soit xy = un triédre
trirectangle 1ié au solide S, I'axe « étant paralléle a I'axe absolu r,.

(') Les résultats établis dans la présente note ont fait Fobjet en 1925 « Comptes
rendus, séance du 26 octobre) d'une communication de 'auteur 4 I'Académie
des Sciences. A cette époque. nous n'avions pas l'avantage de connaitre le
mémoire de M. Cisotti mentionné ci-dessus, dont nous n'avons eu connaissance
que tout récemment (1g31). C'est pourquoi, d ailleurs, nous avons tenu a signaler
ci-dessus la priorité de cet auteur en ce (ui concerne les résaltats en cause et a
souligner I'objet essentiel de notre travail qui se rapporte a une certaine espres-
sion de la réaction du fluide sur le solide.
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Par hypothése, le mouvement du fluide par rapport a ce systéme
d’axes, ou mouvement relatif, est permanent.
Ce mouvement satisfait aux équations de I’hydrodynamique :

(1) D.V=o.

() 5=ﬁ(p+p!:-;7ﬂ-z)+2g[(§—5)x V1.

Dans ces relations, les lettres désignent :

—_ B . . a 90 09
D, Popérateur vectoriel symbolique 5~ 5 5

V, la vitesse;
0, le tourbillon;
‘®, laforce extérieure ahsolue agissant sur unité de volume du fluide ;

d, le rayou-vecteur normal 4 I'axe du mouvement et joignant cet
axe 4 un point du fluide;

p, la pression;

¢, la densité du fluide.

Enfin, la notation (@.5) représente le produit géométrique (sca-
laire) des vecteurs @ et b et la notation (@ ><5) le produit vectoriel
(vecteur) de ces deux vecteurs.

Par convention, nous supposons les tricdres xy s et z,y. 5, directs
(sens positif trigonométrique) et les axes x et .r, confondus avec I'axe
du mouvement hélicoidal du solide S.

Rappelons en passant que I'on a

Supposons désormais le fluide soustrait a action de forces exté-
rieures. On a alors, dans tout le fluide venant de I'infini amont, ot la
pression est p, :

Vi—wd_ Y
2 =P 2

-

3) gq=p-+p =¢,-

3. Expression de la réaction en fonction des conditions a Uinfini. —
Rappelons ici, pour mémoire, cette expression.
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Soient T unesphére de rayon trés grand, ayant V'originc pour centre,
et @ le domaine compris entre S et E.

En appliquant le théoréme des (uantités de mouvement et celui des
moments cinéliques au fluide compris dans le domaine ), on obtient,
pour les composantes de la résultante F et du moment résultant (par
rapport 4 I'origine) G des actions absolues du fluide sur le solide ct en
désignant par 2, 3, v les cosinus directeurs de la normale extérieure
aX:

K= f['p:/. = oty (2t - Zp = gy L7
<

l-".:-—j:]'pfs +ovi(au—ov-=yw)lds fpom',,/lr,
s )

F::—f[p'/ —I—pw,,(zu+ﬁv—f—'/cv)]/[s—f-f.p'nv,‘/lv,
£ o

G.,;:—f‘o(ywa—-— sva)(zu-=5¢ + ywids,
’ =
(4) {

G;:-“fo(:u,,—xwu)(%" R I
<

Ied

-%‘./ "J['»(‘}’u,,—.’lzv',,) — V,,u',,]rlc',
PR

G. = v-f?(.’m‘,, —yu zu—+ S0 - ywyds
-

%-/ olm(zu,--arwy)+ Vv, dv.
o)

4. Obstacle fluide. — Soit V, le volume limité par la surface S du
solide.

Tracons dans le fluide, i une distance finie et constante z du solide S,
une surface fermée S'. Cette surface enveloppe complétement et sans
la toucher la surface S.

Soit 97 le domaine compris entre S ¢t §'.

Déterminons, dans ce domaine, une distribution de vitesse V/,
permanente et satisfaisant a I'équation de continuité

D.V=o0

et aux conditions aux limites suivantes, savoir :
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a.surS:
(3) Vi=o;
b.surS':
(6) V= Vs

Le probléme envisagé comporle, en général, une infinité de solutions.
Considérons 'une de ces solutions, arbitrairement choisie. Elle repré-
sente un courant liquide, permanent dans le domaine % avec repos sur
la surface S et raccordement, sur S’, au courant primitif extérieur.

Imposons a ce courant la condition arbitraire

g=p ey,
2

Pour que cette condition soit vérifiée en méme temps que 1'équa-

tion (2), il faut et il suffit que ce courant soit soumis a la contrainte

d’une action extérienre & définie par
() w=2s[(@ —»)x V]

Imaginons maintenant cue le volume ?,, intérieur a S, soit rempli
par du liquide de densité ¢, en repos par rapport a S. La pression sur
la surface extérieure de ce royau fluide a pour valeur

m2el?

ps=const. 4+ 5 "

Donnons a la constante arbitraire la valeur ¢, et juxtaposons a ce

novau le courant fictif V' contenu dans le domaine .

n chaque point de la surface commune S de ces deux masses fluides
la vitesse relative est nulle et les pressions s’équilibrent. La juxtaposi-
tion effectuée ne trouble donc ni le mouvement du courant fictif ¥ ni
I’équilibre du noyau %,.

Sur la surface S’, par contre, il existe une discontinuité entre les
pressions au méme point p,, et p;, du courant primitif (extérieur)ect du
courant fictif .

Cette discontinuité peut étre équilibrée par une action extérieure
s’exercant sur une couche trés mince du fluide au voisinage de la sur-
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face S’, action qu’on peut assimiler a une action superficielle normale
localisée sur S' et d'intensité

(8) Q'=—7'(py—ps) =—T7'(¢s— 7).

n' désignant le vecteur-unité normal extérieurement a S'.

Ainsi, 'obstacle solide S et la portion du courant primif comprise
dans ¥ peuvent étre remplacés par le noyau liquide %, enveloppé par
le courant fictif ou asservi occupant le domaine ? et soumis, dans ce
domaine, au champ des actions extérieures de volume @ et, sur la

frontiére $', au champ des actions extérieures superficielles Q'.

Dans le raisonnement qui précéde, 1'étendue du domaine ? est finie,
mais arbitraire. On peut la supposer infiniment petite, ¢’est-a-dire, &
la limite, la surface S’ confondue, simultanément en tous ses points,
avec la surface S.

Le solide envisagé peut alors étre remplacé, alalimite, par le noyau
liquidé <, enveloppé par une surface ou nappe de tourbillon (ui
coincide avec la surface S.

On peut appeler intensité de cetle nappe, par analogie de celle-ci
avec une nappe de courant électrique, la grandeur

(9) 7:;1)(\5.

Les tourbillons de la nappe S sont asservis par la contrainte d'une
action extérieure superficielle, d’intensité

ou, en tenant compte de (9),

(10) ‘.\":——”i(r]o——ps»{—pwd-).

Sous cette forme on reconnait que, a une constante prés, l'action

normale N cst égale et opposée a la pression (— 7p,) du courant libre
»*d?

sur le solide S, corrigée d’un terme (73 )da a I'intervention de la

force centrifuge dans le courant hélicoidal permanent.

3. Substitution de tourbillons aux singularités du mouvement absolu. —
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I’artifice de I'obstacle fluide permet, par l'introduction d'un courant
fictif tourbillonnaire convenablement asservi, de réaliser la continuité
du fluide & travers le domaine ¥, primitivement occupé par le solide S.

Un artifice analogue permet de combler les régions de cavitation par
un noyau fluide, en équibre dans le mouvement relatif et enveloppé
par une nappe de tourbillon convenablement asservie. Les actions
extérieures introduites forment dans ce cas, pour chaque région fermée
de cavitation, un systéme équivalent a zéro.

Enfin, les surfaces de glissement, s'il en existe dans le fluide, sont
équivalentes a des surfaces de tourbillon et peuvent étre considérées
sous cet aspect.

Ainsi, toutes les singularités du mouvement absolu du fluide équiva-
lent a des régions ou a des surfaces de tourbillon au sein d’un courant
liquide, en partie fictif ou asservi, mais rendu continu dans tout
'espace.

6. Vitesse du fluide. — Dans le fluide indéfini et rendu entiérement
continu par le procédé ci-dessus indiqué, les singularités du mouve-
ment absolu et, par suite, les tourbillons équivalents ne s’étendent pas
au dela d’'un domaine (ui englobe le solide et dont I'étendue, en raison
de 'hypothése spécifiée plus haut, est finie.

Par suite, la vitesse ahsolue du fluide peut étre déterminée en appli-
quant la loi de Biot et Savart a 'ensemble des tourbillons absolus dans
le fluide.

Le tourbillon absolu a pour valeur :

dans le domaine Q" :

!

2, =0 — w;

[

dans le domaine ¥, :

3 ——

wag——— ),

dans le reste du fluide ou domaine complémentaire & :

2,4: 2 — ).

l"\l

Désignons par Vo, et Vg, les vitesses engendrées, suivant la loi de
Biot et Savart, par les tourbillons absolus contenus, respectivement,
dans les domaines (¥ + %,) et ®.
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On a, en un point P,

._V’(__), - [(""ll )l" /< I‘pr;. ' /‘
(r1) V-4, AT1
Py
£, = ey
“ Jo 9T

Ces relations sont valables en tout point I’ du fluide, sauf sur une
surface de glissement. Sur une telle surface, les intégrales précédentes
sont indéterminées. Toutefois, lorsque I'étenduc du domaine ¥ est
finie, I'intégrale qui définit Vo, est, en général, définie en tout point
du volume Q.

Des relations (11) et de 'hypothése que les singularités du mounve-
ment absolu du fluide sont toutes situces a distance finie du solide
immergé, il résulte immédiatement, ainsi que I'a d’ailleurs démontré
par une autre voie M. Painlevé ('), que la vitesse absolue du fluide s an-

\ . . . i
nule @ unc distance R trés grande du solide comme -
-

La vitesse V (ou V') dans le mouvement relatil permanent a pour
valeur au point P :

(12) \ ::'V;—I-(\;;) X;i) -i-—\/-iz;t-i-‘\'}')

-4

En particulier, en tout point de %, :
V=o.

7. Réaction du courant sur le solide immergé. — Considérons, dans
le courant permanent primitif, le systcme formé par le solide S et la
partie de ce courant comprise dans le domaine ¥ (supposé d’abord
d’étendue finie).

Considérons, d’autre part, le systéme formé par le noyau liquide %,
et le courant asservi occupant le domaine 9.

En comparant ces deux systémes, on remarque que la vitesse et la
pression du courant libre extérieur ont, respectivement, en chaque

(') Cf. P. Paisceve, Lecons sur U'lydrodynamique professies il Faculté
des Sciences de Paris (1923-1921).
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point de la frontiére S’, la méme valeur dans les deux systémes. De
plus, les systémes comparés sont en mouvement permanent.

Les forces extérieures (relatives) agissant sur chacun de ces systémes
forment, par suite, deux systémes de forces équivalents.

Soit (A, C) I'ensemble des actions extérieures absolues, autres que
la pression du fluide ambiant, qui maintiennent le solide S en équilibre
dans le courant, A et C représentant la résultante et le moment résul-
tant (par rapport a l'origine) de ces forces.

La réaction absolue du fluide sur le solide immergé peut se caracté-
riser, de méme, par sa résultante I et son moment résultant (par rap-
port a I'origine) G et 'on a, en désignant par;, la densité du solide S,

(13) (F.G) ~ — f Fipsels ~ —(X.C)— [ symdde.
s J,

L’équivalence (exprimée par lc symbole ~) des forces extérieures
(relatives) agissant sur les systémes comparés se traduit par la relation

(X.C)— f 7 pydy— f [ w2 + 20(m < V)] do + f syl
s kY Vo
~ ——f?i’ps.r/s'—,-fQ’r/s'»'—f[_c}—;- anrd 4 20(m x V) }dv
8’ LY v

“—f ")'n: d/.lv,
Vy

ou, en tenant compte de (13)et des expressions (7) et (8)de s et de )/,

(1}) (I—' C)Nfﬁ'(//,,_.r/s,)//s'—— '.)._ofl(—,; x(\-"—T)I/It'
8 K
—'wfl Q- n)x '\"Aldv—pf ey,
v v,

Cette expression est indépendante de I'étendue du domaine Vet 'on
peut faire tendre celle-ci vers zéro.

Tous les termes de cette relation tendent alors vers une limite bien
déterminée, mais cette limite n’apparait pas immédiatement pour la
troisiéme intégrale du second membre (u’il est préférable de mettre
sous une autre forme. On peut écrire, en tenant compte de (12),

(13) f[(fi'_a)x'\"_ldmf:('s'z'—;)x[\,,+(5><Zt)+ Vo, + Vo, v
V <V

Journ. de Math., tome X. — Fasc. IV, sg31. 58
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La vitesse V' du courant fictif étant nulle en tout point du noyau?,,
I'intégrale précédente peut étre étendue, sans changer de valeur, au

domaine (¥ + %,). Dans le volume ?,, le tourbillon absolu 2, se
réduit & — w. En développant I'expression précédente, on a donc :

(16) f[(fl'-—o_»)x V']mwf{(sz" =) x| Vo+(w < d)+Vg,]ldv
LY Y

s ) _ —
+ | w*ddv --1—] (-wxVg,)dv
.l,l.l

[y ‘vo

- [ @ Vi),
. ‘{)_(,_Av”
La derniére intégrale s’écrit

f l§u < vh,a ]P dvp
V4,

Nf f j(gﬂ)l"[(gi,a‘)l‘rv'l’.l—;l"PI'(Q’n)l’(:‘i;x)l”J ‘ (["pf.l"pl
V4V, ‘v—+-“",)

I ’-il »
e« (O VFun
~ f [ l(Q’a )l”,ll' Mx"l_l depelip.,
VA VgV +-V, 2T

Avec les notations adoptées et lorsqu'il y a lieu de distinguer, la pre-
miére lettre indice affectant un vecteur désigne le point de I'espace
auquel se rapporte la valeur de ce vecteur et la seconde son point
d’application.

Dans le domaine (2 + %,), le vecteur £, = Q'— w peut étre dis-
continu sur la surface S, mais sa composante normale reste continue a
la traversée de cette surface en vertu de la condition

Vs—=o0,

imposée au courant fictif sur S.
Sur la surface S’, la composante normale de ce tourbillon est égale

4 celle du tourbillon extérieur Q, en vertu de la condition
Vo= V5.

En tenant compte de ce fait, il est facile de montrer que l'intégrale
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précédente peut se mettre sous la forme

v O -/1-,
(17) f [2.x VQ;,]»dM"f f (BRI
V4 V4V nr

2
0

Les expressions (16) et (17) permettent de déterminer aisément les

limites respectives des différents termes de (F, G) lorsque, dans la
relation (14), on fait tendre 'étendue du volume % vers zéro.

Dans ce passage & la limite, la surface S’ tend vers S, la vitesse V'
reste finie dans , le tourbillon £ ou 2, du courant fictif % devient
infiniment grand, mais les vecteurs élémentaires Q'dv et {2, dv tendent

tous deux vers - 7ds, 7 étant I'intensité définie par (g) de la surface de
2

tourbillon S.
Aprés réduction, on obtient, en définitive, pour la réaction absolue
du fluide sur le solide, ’expression

(18) (F, §)~f’ﬁ(qo~q,)([s—3pf wrddy — zpf(Vb“x;)dv
8 Vo Vs
— P [ii”ﬁ_]_',d dvp
o L@ e

+pff[70+(;xc~l)+\76"]><7;ds
S
+,off(7p')p£?“_"}! dspdsy.

sJs Arr

Cette relation vectoriclle représente symboliquement la résultante et le
rnoment résultant auzquels on peut réduire la réaction absolue du cou-
rant sur Lobstacle, en _fonction des conditions & la surface (gs, V ou ¥)
et des singularités (Q,) du mouvement absolu du fluide. Elle fournit
ainsi I'expression de cette réaction que nous nous proposions d’établir.

Assurément, cette relation n’est pas simple et ’on peut remarquer
qu’elle suppose connues les grandeurs ¢ et V sur la surface de 'obs-
tacle, c’est-a-dire aussi la pression correspondante p, du courant, en
fonction de laquelle on a beaucoup plus simplement :

(F.G)~— fs i psds.

ainsi qu'il a été indiqué plus haut [relation (13)].
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Toutefois, il est un cas ol cette expression se simplifie extrémement :
c'est celui o le mouvement absolu du fluide dépend d'un potentiel
continu dant tout l'espace, a I'extérieur du solide.

8. Cas oii le mouvement absolu du fluide est régi par un potentiel con-
tinu, régulier a 'infini. — Dans ce cas, on a, dans tout le fluide,

1T ="
(19) Bu=o,
Vi =o.

Si 'on désigne par — V, la vitesse d’entrainement, dans le mouve-
ment du solide S, par rapport aux axes absolus :

— V,;:-—- '\?,, —(; x ;2),

et par (F,, G,) la force centripéte qui s’exercerait sur le solide S
si celui-ci était doué d'une densité triple de celle ¢ du liquide exté-
riear, la réaction du courant sur le solide immergé est donnée, en
vertu de (18) et (19), par

(20) (F,C)~ (F.. G.)+ p f (V. 7)ds.
3

Considérons, en particulier, la résultante F seule. Celle-ci peut
s'écrire, en désignant par W la vitesse absolue du fluide,

F:pvoxf‘fds+ pfg(; s ) < (7 [Vt (3 = @)+ W |) s
S S

— Spf w*ddp.
‘vﬂ

Mais
fydszf(ﬁ <[V, + (@ x )+ W])ds =20,
f [(% x @) x (7 x Vo)]ds=— f [7(V, x @)]ds = o,
f{(ax D) x[7 = (@ x a)];dszo,éﬁa(z d)ds,

l{(ax a)x(ﬁXW)}dszlz[ﬁ(Wxa)]ds—; sﬁ(WxJ)ds.
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Soit X une sphére ayant I'origine pour centre et entourant compléte-
ment P'obstacle S. Soit A le domaine compris entre S et . La formule
de Green permet d’écrire

f (W x d)ds = fz 7(W x @) do — fA D(W x @)d.

La derniére intégrale est nulle, car
D(Wxd)=—W(Dxd)+d(DxW)=o.

La premicre intégrale du second membre est également nulle, car
son élément relatif & 'anneau 2X de la sphére X, compris entre les
) ~ .
paralléles de rayon d et («/ 4 ¢d), a pour expression

(21) f 7. (W xd)de=d.3d.Ts,
(A

I', désignant la circulation du fluide dans le mouvement absolu sur le
paralléle de rayon d. Or, cette circulation est nulle puisque le mouve-
ment absolu du fluide dépend d'un potentiel continu, nécessairement
uniforme sur X.

En tenant compte des relations précédentes, I'expression de F se
met alors sous la forme simplifice :

(22) F:pf:z{n[r,,=2+('\\" xZ)]}d:-—~3pf wtddp.
S Vo

Sous cette forme on reconnait que la composante F, (suivant I'axe

du mouvement) de la force F, dont tous les éléments sont paralléles 4 d,
c'est-a-dire normaux a I'axe z, est nulle. De plus, si le mouvement du

solide se réduit 4 une translation (w = o), la force F est nulle.
La relation (20) permet d’ailleurs de former immédiatement

Pexpression des composantes de F suivant les axes xzyz. On a, en
tenant compte des relations

u=—us+V,, V=¥, — W3, =W+ 0y,
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et par un calcul facile :

Fe=o .
) F,,=‘ofm_)'(;3w,,-—'/v,,)ds,
(23) : %
( l’_.,::p/".):(ﬁ’w,,w-/v,,)ds.
Js

Le couple résultant G, évalué par rapport a l'origine O, a pour
expression, en désignant par / le rayon-vecteur OM d’un point M,

G=—3¢ [ w(lxd)ato g [[15(Vox7)lds
I3

'

De cette relation, on déduit facilement, pour les composantes de ce
vecteur,

i G,:p\’,,f'[y('/u—awy—-:- stav —Hu)|ds,
$

G,,:-_.of;w[z"_f;u—-zv)—yz('/a——aw;
$
(2%) Ij — 233w — )| — 2N, (yu — aw)ds+ | 3pwcsde,

Vo

G,;:?f{f»[.‘v)'(ﬁw—'/ﬂ—)’:l{ju — V)
%

—):yu — 2w )| — 2V (2¢ — Hu)ids —j; Jowrxydy.
[

En passant de la surface S a celle de la sphére X et en tenant
compte de (21), on obtient

'\ G.=o,

(23 Gy=j ployue— zv) — Vowa]de + t"fx\"o‘.“wa—'/“")d”
(23 / A pt

G. ::fp[w(zu,,—xm,)—i- \',,v,,]dv+pfx\'.,(,3u,,—ow,,)da.
: A v

Les relations (23) et (25) montrent que la réaction absolue du cou-
rant sur le solide immergé se réduit, en tout point de I'axe  du mou-

vement hélicoidal uniforme du solide, a2 une résultante F et & un
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couple résultant G, tous deux perpendiculaires a 'axe = ('). Il en
résulte que le mouvement du solide peut étre entretenu sans dépense
d’énergie : le courant envisagé n’échappe pas au paradoxe de d’ Alembert
convenablement généralisé.

En définitive, on peut énoncer le théoréme suivant :

Tukoreme. — L'ensemble des efforts absolus exercés sur un solide S,
animé d’un mouvement hélicoidal uniforme, par un courant liguide
permanent dont le mouvement absolu dépend d’un potentiel continu dans
tout l'espace et régulier a4 l'infini, est équivalent a un systéme composé :

1° des efforts centripétes qui s’exerceraient sur le volume %V, du solide,
st la densité de celui-ci était triple de celle du liquide,

— .'ipf widdv;
Y,

2° des actions élémentaires
p( V. x 7/)(/3,

attachées a chaque élément de la surface S du solide.
Ce systéme se réduit, en tout point de 'axe x du mouvement, & une

résultante F et i un couple résultant G perpendiculaires a cet axe.

Si le mouvement du solide se réduit i une translation uniforme (w = o),
la résultante F est nulle et la réaction du courant sur Uobstacle se réduit a
un couple résultant G perpendiculaire & la direction de la translation.

Ce théoréme, qui se rattache a celui de M. Cisotti dans le Mémoire
déja cité plus haut, généralise et compléte un théoréme de M. Pascal (?),

dont I’énoncé ne visait que la résultante F et le cas du solide en
translation.

(') Ce résultat a été établi par M. U. Cisotti dans le Mémoire déja cité. La
démonstration qui en est donnée ici repose sur la nullité d'une intégrale double
étendue a la surface de la sphére X et dont I'élément relatif 3 un anneau élé-
méntaire ¢Z de cette sphére est nul en vertu de (21). Ce mode de démonstration
a étéindiqué par M. H. Vergne (C. R. Arad. Sc., 16 avril 1923).

(*) Cf. M. PascaL, Atti dei Lincei, vol. 30, 1" semestre 1921, p. 249.
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1l généralise et complite également le théoréme de Joukowski dont

I'énoncé ne vise que la résultante I, le probléme plan ou 4 deux
dimensions et le cas du solide en translation.

9. Cas oi les singularités du courant atteignent Uinfini. — Dans ce
cas, les artifices indiqués plus haut permettent encore de réaliser de
maniére fictive la continuité du liquide indéfini en régime permanent,
mais I'application de la loi de Biot et Savart a la détermination de la
vitesse ahsolue du fluide parait mise ¢n défaut par les singularités du
courant a l'infini.

Les démonstrations classiques de la validité de cette loi reposent, en
effet, sur I'hypothése que les tourhillons contenus dans le fluide continu
et indéfini sont tous situés a distance finie.

Cette difficulté peut étre levée de la maniére suivante :

Admettons que les singularités du mouvement absolu du fluide (sur-
faces de glissement, tourhillons, cavitations) ne puissent naitre qu’ala
paroi du solide (' ). Leur développement au sein du fluide exige, pour
atteindre l'infini, un laps de temps infini et le régime permanent envi-
sagé ne peut étre concu que comme une limite vers luquelle le régime
varié tend asymploliquemnent avec le lewnps écoulé,

Considérons la période du régime varié. Le fluide peut étre rendu
continu, a tout instant de celle période, en imaginant dans le
domaine 2’ compris entre les surfaces invariables S et S’ un courant
fictif soumis aux conditions énumérées a I'article 4. Ce courant tour-
billonnaire sera soumis, dans le domaine ?’, i un champ d’actions
cxtérieures d'intensité (variable avec le temps) :

,()_V'

o=@ —a) NV ]-57

et, surla frontiére S’, au champ d’actions extérieures superficielles d’in-

(') On pourrait aussi invoquer, pour expliquer Ja naisssance de ces singula-
rités, la présence d’obstacles parasites (poussiére en suspension, par exemple)
ou la formation de bulles gazeuses au sein du liquide. H serait aisé¢ de mettre le
raisonnement utilisé ici d’accord avec ces hypothéses.
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tensité (variable avec le temps),
Q=—7"(go—9gs)-

Par cet artifice, I’obstacle solide peut étre remplacé & tout instant
par un obstacle fluide.

La continuité du fluide étant ainsi rétablie, la loi de Biot ct Savart,
applicable & tout instant du régime varié, permet de déterminer la
vitesse absolue du fluide au mémec instant en utilisant les tourbillons
du mouvement absolu, tourbillons qui se ferment alors tous sur eux-
mémes a distance finie.

Cette application restant valable quel que soit le temps écoulé, ilen
résulte que :

1° Dans la configuration des tourbillons absolus qui correspond au
courant permanent (rendu artificiellement continu), I'application de
la loi de Biot et Savart a 'ensemble de ces tourbillons et par rapport
4 un point (uelconque situé a distance finie du solide (et en dehors
d’une surface de tourbillon) fournit un vecteur déterminé;

2° (e vecteur représente la vitesse absolue du fluide, au point consi-
déré, dans le régime permanent.

Ce résultat montre que les raisonnements utilisés et les relations
établies 4 I'article 7 sont encore valables dans le cas ou les singularités
du mouvement absolu du fluide atteignent l'infini.

L’équation symbolique (18) est, par suite, générale.

(Cas oit le solide est animé d’une translation uniforme. — Dans ce
cas, la rotation (— ) du solide est nulle et le tourbillon absolu Q,

coincide en chaque point avec le tourbillon relatif Q correspon-
dant.
La relation (18) se simplifie notablement et donne

(18”1‘) (l (,) fn(qo qs)d3+ f[(\/ _L_\())X /]dS

+ Off(/n o= _)P dspdsp.

V2 \
Ys=ps + ¢ ”“’ Go=pPo+ j

Journ. de Math., tome X. — Fasc. 1V, 1931, 39

avec

=l-
—~
=
X
-
g
~

’
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Si le mouvement du fluide dépend d’'un potentiel continu, cette
relation se réduit a

(209) (F,G)~p f (Vo 7)ds
s

et’on a
f‘/d::f (7 < V)ds —-f 2Qdv =o.
s .‘.:,‘ D

De cette remarque (') il résulte immédiatement que

F=o.

(') Cette remarque a été faite par M. P. Noaillon (€. R. .lcad. Sc., 176,
16 avril 1923) a propos du théoréme formulé antérieurement par M. Pascal.



