JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

PAUL MONTEL

Sur les solutions linéairement indépendantes des équations

aux dérivées partielles

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 10 (1931), p. 415-438.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1931_9 10__ 415 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1931_9_10__415_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

SOLUTIONS LINEAIREMENT INDEPENDANTES. 415

Sur les solutions linéairement indé/)(’mlanle.s' des équations
aux dérivées particlles ;

Par Pav. MONTEL.

1. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que N
fonctionsde la variable r soient liées par au moins unc relation linéaire
a coefficients constants non tous nuls est que le déterminant de
Wronski formé avec ces N fonctions et leurs dérivées jusqu’a I'ordre
N — 1 soit identiquement nul. Lorsqu’il n’existe entre les fonctions
aucune relation de cette nature, nous dirons que les N fonctions sont
linéairement indépendanies.

On voit aisément que le délerminant de Wronski joue encore le
méme role pour des fonctions de deux variables ., y vérifiant une
méme équalion aux dérivées partielles linéaire du premier ordre.
D’unc maniére précise, la condition pour que N solutions de I'équa-
tion '

et o
soient linéairement dépendantes est que le déterminant de Wronshi
formé avec les dérivées prises par rapport a x soit nul. Le cas habituel
ol les fonctions ne dépendent que de x correspond a I’hypothése que
les fonctions «(x, y) et 3(x, y) sont identiquement nulles.

La remarque précédente conduit 4 chercher les conditions pour que
des fonctions vérifiant une méme équation linéaire aux dérivées par-
ticlles soient linéairement indépendantes.

On y est amené aussi par une autre voie. Formons le tableau des
dérivées partielles de N fonctions de deux variables x, y prises jus-
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416 PAUL MONTEL.

qu’a un certain ordre n. Siles fonctions sont linéairement dépendantes,
I'ordre de ce tableau est inférieur &4 N. Réciproquement, comment
faut-il choisir n pour que cette derniére condition entraine la pre-
miére ? La difficulté provient du fait que les fonctions peuvent vérifier
une ou plusieurs équations aux dérivées partielles d’ordre égal
ou inférieur & n el qu’il importe d’examiner ce cas. On y arrivera
plus aisément si les fonctions sont déja des solutions d’une équation
aux dérivées partielles donnée.

Nous étudierons en détail le cas ol les fonctions f(x, y) vérifient
une méme équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre.
Nous verrons que les résullats sont différents suivant que cette équa-
tion appartient au Lype elliplique, ou bien aux types hyperbolique ou
parabolique.

Nous appliquerons ces résultats dans I’hypothése ot les fonctions
f(x, y) sont harmoniques el en déduirons différentes applications
aux systémes de fonctions harmoniques associées.

Nous indiquerons enfin une extension des résultats précédents aux
déterminants doubles de Wronski ainsi qu’aux déterminants de
Casorati.

Les principales conclusions de ce travail ont été présentées a I’Aca-
démie des Sciences de Paris dans une Note du 29 juin 1931.

2. Nous désignerons dans la suite par la notation

/ () f /)zf =1 f

de der T duer |,

le déterminant de Wronski relatif aux n fonctions

/'s fle f29 M ] f/l—l‘

L'expression écrile entre deux barres verlicales désigne les éléments
de la premiére ligne du déterminant; les lignes de rangs 2, 3, ..., n
se déduisent de la premiére en remplacant f successivement par

f"f” ey St

De méme, la notation ~

"f a 9 &#f &f 9 f o f

——

dr dy dx* dzdy 7 dx* dr—'ody

N
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fonctions de deux variables

Jo Jo So oois Suon

417
indique le tableau formé par les dérivées inscrites et relatif aux N

Lorsque N=2nr-+1, le tableau fournit un déterminant que I'on
notera en remplacant la double barre verticale par une barre
unique. Dans tous les cas, les lignes de rang 2, 3,...,N—1 se
déduisent de la premiére, qui est figurée dans la notation, en rem-

placant f successivement par [\, f5, ..., fx_,
La notation

Jdg

“ J aif adf Jf rv . 9% dg Jdig

dr dy T dd dr=Tdy ° dx, dy, 7 Oz]
relative aux 2N fonclions

S Jiw Jeoo ...y Ju—y des variables z, y,

& v Hae ...y gn— des variables z,, yy,

se traduit aisément d’unc maniére analoguec.

dx]=1 dy,

Lorsque des fonctions f, /|, ..., fy_, sont liées par la relation

=0 frd b fo At Dy S

nous écrirons bri¢cvement

f: S).[f[;

. Or+y . . 07
YWkl [ YL
dat )y r

de méme les notations

s'expliquent d'elles-mémes.
Enfin nous désignerons par S, , la différence
o+ f a1 f

der dyr 0z 9 1K

&. Considérons n fonctions de la variable .r :

f’ fl~ fza ) f/l—l;

si elles sont linéairement dépendantes, le déterminant

p=|s U 2 o f

Jdx dx* °~°° Jdz

|
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est nul quel que soit z. Réciproquement, si D est nul, et st 'un au
moins de ses mineurs ne [’est pas, on a une relation entre les éléments
de chaque colonne, que I'on peut toujours écrire, pour la premiére,

S=Shfi li=1,2,...,(n—1)]

en modifiant au besoin les indices. Par différentiation, on en déduit les

équations en 9%
q oL

l)/' f ; b

T o = [p=o,1,2,...,(n—2)]

dont le déterminant est différent de zéro; on en conclut que % est

nul et que 7 esL unec constante. Si tous les mineurs son nuls, on est
ramené au cas de n — 1 fonclions.

Si maintcnant les f désignent des fonctions de deux variables véri-
fiant I’équation

()f ey

dy * 0 ’

dans laquelle 2 et 3 désignent des fonctions de .z, y, on voil que les

dérivées partielles - I f s’expriment linéairement en fonclion de fel des

e , . /d
dérivées partlelles Q}_f, iR ..,3 f les coefficients étant des fonctions

dex,y. On en dedmt que, si le déterminant D est nul, on a non
seulement les relations

of S onf

— =87,
dxr "t

mais aussi les relations

.{)_,Z —=S7; ——’)ﬂfi ’
J },/1 l) ),/;

les %; désignant maintenant des fongjions de x, y. On en déduit,

comme plus haut, que .
i i

0r gy

ce qui montre que les 4; sont encore des constantes.
Bien entendu, ce résultat s’étend a des fonctions d’un nombre quel-
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conque de variables satisfaisant 4 un nombre suffisant d’équations
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre.

4. Supposons maintenant que les fonctions f vérifient une équation
aux dérivées particlles, linéaire ct du second ordre, du type elliptique.
Nous pouvons supposer que, au moyen d’un changement des variables
indépendantes, on ail ramené cette équation 4 la forme

”f rf_ 00 ;3.()[« - .f,

Y Jdyr %0z dy

o, 3, v désignant des fonctions de z, y possédant des dérivées partielles
de tous les ordres que I'on aura a utiliscr.

Cette équation nous permet de calculer toutes les dérivées de f d’un
ordre déterminé en fonction linéaire de deux d'entre elles. Ecrivons en
effet I'équation sous la forme

" &’rf r)’{ 0f+ﬁ of

dy* Oz dy +vf

on voit, en différentiant par rapport a x, puis par rapport a y, que

Pf oy %S . s’expriment linéairement en fonction dc f 5 el —* Pf_, etdes
Jxdy* ()y dz*dy

dérivées d'ordre moindre :

)f ) f
>rfo P
Jdyt T Odardy ()y

De méme, en différentiant chacune de ces équations par rapport
i x, puis par rapport a y, il vient

»>f ot f

FEIE=T T e

*f _  of

dzdy* —  dx*dy e

*f ___9f _9f ,
'()7,7' ——-*()le)y._,-k...——-(rr—‘-f-...,

dans ces égalités, on aremplacé par des points les termes contenant des
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dérivées d’ordre inférieur & quatre. Ainsi, les cinq dérivées d’ordre

. ¢f o .
quatre s’expriment au moyen de = et 5= 7y on peut continuer de la

méme facon et 'on voit queles p + 1 derlvées d'ordre p s’expriment au
of ot S of .

dzr ©" Jzr=1 Jy

Nous sommes ainsi conduits & considérer le tableau

moyen de —=

o of o f &S a f  onf
=1/ oz r)_y ;)._z'? dxdy 7 dxn ! ,)),

.

relatif aux N fonctions

f\ ./H " f.\'—l-

Nous supposerons que N=2n-+ 1 ou N=2n.

Si les fonclions sont linéairement dépendantes, le tablean est
d’ordre N — 1 au plus. Cette condition s’exprime en égalant a zéro le
déterminant d’ordre N formé avec le tableau lorsque N est impair; ou
bien en égalant 4 zéro deux déterminants d’ordre N extraits du
tablcau lorsque N est pair,

Réciproquement, supposons que le tableau soit d’ordre inférieur
a N; nous allons montrer, par induction, que les fonctions sont linéai-
rement dépendantes. Pour simplifier les notalions, nous prendrons
N =5, et supposerons que le délerminant

. a o &if &S
D=|/f de Jdy dxt dxdy |,

est nul, identiquement.

Supposons d’abord que I'un des coefficients A; ou B; des éléments
des deux derniéres colonnes ne soit pas identiquement nul : on peut
toujours supposer que I'éléraent correspondant appartient a la pre-
miére ligne en cbangeant au besoin les indices. Nous admettons donc

que le coefficient A de 5 f ; ou le coefficient B de d’dfy est différent de

zéro, par exemple A. Le détermmant étant nul, il existe entre les élé-
ments de chaque colonne une relation linéaire et homogéne dont les
coefficients, fonctions de z, y, peuvent étre ceux de la quatriéme
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colonne, dont le premier A n’est pas nul. On peut donc écrire :
dy
S s, %L '):f —s3, 2/ Pl gy,

—= =87, 5% e = B =82
dx* dc=’ dxdy ‘oz av’ dy* Yoy’

r=sufy =2, L—s,

(i=1v,2,3, 1),

la derniére relation résultant de I'é équation (1). Par différentiation, on
en déduit

91, r)/,
Shos dr sfl
, l)f} 0)[ l)f( ()/,
(2) l).:c dx ' S0z dx t)y =
()f‘ ()71 . ()f[ ()I,
5oy dy dx =03 ()) dy

Ecrivons maintenant que la différentielle de D est nulle, nous obtien-
drons

of r)f Ff o rf |
S 9 9y T dwdy T

S
1}
“~

& f
dz* dy |;

|

=0

X

et

|f adaf of ()j I)‘f

0.

y

dr dy dz*dy Jdrdy

lv)‘

1)] ()j J o f
f dr dy Jdz dxdy* |,

En ajoutant aux éléments de la premiére ligne ccux des hgnes sui-
vantes multipliés respectivement par —7,, — 7y, — %, — /,, ON
obticndra les égalités

io 0o 0 S, o'+1lo 0o o o 8, =o,

to 0 0 S,, oi4+j0 0 0o o S, =o,
d’ou
AS:") -+ BS:A _—o0.

D’auatre part, en différentiant (1) par rapport a z, remplacant ensuite
S par fi, fa, fs, /4 et ajoutant membre & membre les égalités aprés
multiplication par 1, —7,, —4,, — %.;, — 7.,, on obtient

51,:=" S:.o



422 PAUL MONTEL.
et les équations précédentes s’écrivent

AS,.— BS,,=o,
BS,. - AS, =o0.

Comme le déterminant de S, , et S, , est A* 4 B2, il est différent de
zéro, puisqu’on a supposé A £ o, donc

S,,—S

D24 7= D=0,

Vf . Ff; &) f — 5 Vf;

2z dy S 2= ay’ dedy: ™’ s Jy:

ou

S (f=1,2,3,4%).
On en conclut, en dérivant 1'égalité

S 5.2l
drdy T dedy

que I’'on a

Pf Fu_, g RS T

“drdy de T “dedy dy =

Ajoutons ces équations aux systémes (2). Nous voyons que les dérivées

’);. P4 ’ * . r _* ' ’ .
—— vérifient quatre équations linéaires ¢t homogénes dont le détermi-

e
hd 4 7 2 4 ’)7-' ’_ A
nant A est différent de zéro: et que les dérivées —d)—‘ vérifient les mémes
équations. Donc
dr; I,
—_— T —— T
s dy

et les 7.; sont des constantes. On & donc entre les fonctions la relation
[=S7.f.

Supposons maintenant que tous les mineurs A, et B; relatifs aux deux
derniéres colonnes soient nuls. Nous sommes ramenés au casou N = 4.
Formons le tableau

J 0 P )
S SRS

e dy Dt drdy

et supposons d’abord que I'un des déterminants d’ordre 3 formé avec
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les éléments des trois premiéres colonnes soit différent de zéro : on
peut supposer que c’est le déterminant

D= ’j, o 2

de  dy

formé avec les éléments des trois derniéres lignes, en changeant au
besoin les indices. Le tableau T est alors d’ordre 3. De I'égalité

,-\.':(J,

on déduit que [, f,, f., [, sont liés par une relation linéaire et homo-
geéne dont les coefficients sont des fonctions de z, y. On peut prendre
pour ces coefficients les éléments de la derniére colonne de A, dont le
premier D’ est différent de zéro. On a donc

—S; o O U g, 9
f—SI.zf[, l)‘—z—-—s ,)x 6" ld ]

»rf_ S, d’f, »>f s L rf —s3 d’j,
et~ "M oe? dedy — oz dy’ dy:— Ty’
(l": . 2. 3)7

P'avant-derniére équation résultant de ce que B, est nul, et 1a derniére
se déduisant comme précédemment, de I’équation (1). Comme précé-
demment, on déduit de ces équations, par dérivation,

J1; J7;

S-f, : ). S_fl —-'09
Af; ()7,; . I 1)7,
57)71: 9z " s/)a: dy
l)f, 1)), _ l)f[ t)'n
Sy l)y dz 5oy l)_y /))
(l =I1.2, .)).
(1 . s _® . ()7‘-[ d)ﬁ[
Dans chacun de ces systémes, linéaires et homogénes en 7z ¢ g
le déterminant des inconnues est D’ =< 0. On a donc
Ny _ N
dx — dy —

et, par conséquent,
f: S).i/[ (i= I. 2, 3).

Journ. de Math.. tome X. — Fasc. IV, 1431, 55
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Si maintenant tout déterminant d'ordre 3 tel que D’ est nul,
nous sommes ramenés an cas de trois fonctions. Le méme raison-
nement appliqué 4 une valeur arbitraire de N montre que la démon-
stration du théoréme pour une valeur N impaire ou paire est ramenéc
a celle du méme théoréme pour le nombre immédiatement inférieur.

De proche en proche, on voit que le théoréme sera établi si on le
démontre par N = 2. Dans ce cas, le tableau

of o/
|+ % 71
doit étre d’ordre un; on a donc
G> A
S = _ 9y
ST T
dc Jdy

d’oti I'on conclut aussitét que ces rapports sont égaux a une cons-
tante 7.,. Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Taeoréue. — Soient N fonctions, solutions d’une équation aux déricées
partielles du second ordre du type clliptique. Formons le tableau T des
Jonctions et des dérivées jusqu’a Uordre n, par rapport @ x ct une fois
parrapport a y, avec 2n—1 < NS2n+ 1. La condition nécessaire et
suffisante pour que ces N fonctions soient linéairement dépendantes
avec des coe fficients constants non tous nuls est que Uordre du tableau
soit inférieur a N.

Cette proposition peut s’énoncer autrement : considérons par
exemple le cas ot N=25. La condition D = o exprime que les fonc-
tions f; vérifient une équation aux dérivées partielles

- £\ S g S 9  p¥
(3) Ags +Boy dy"'cd +D +Ej_.o,

A, B, C, D, E étant des fonctions de z, y. Nous voyons donc que les
équations (1) et (3) ont au plus quatre solutions communes linéaire-
ment indépendantes. Le probléme de trouver les solutions du sys-
téme (1) et (3) peut étre traité directement, et c’est la solution de ce
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probléme, que M. Goursat a bien voulu me donner, qui m’a conduit
au résultat énoncé plus haut.

#. Donnons quelques applications du théoréme précédent au cas ot
les fonctions f; sont harmoniques.

Si f(u, ¢) est une fonction harmonique des variables u et ¢, en rem-
placant ces variables par des fonctions harmoniques associées u(x, y)
et ¢(r, y) des variables x et y, on obtient une fonction F(z, y) qui
est harmonique en z, y, comme on le vérifie immédiatement par un
calcul facile et comme il résulte aussi des propriétés de la représen-
tation conforme. Réciproquement d’ailleurs, si u et ¢ sont des fonc-
tions harmoniques associées en x, y qui rendent harmonique en z, y
une fonction f(u, ¢), cette fonction est harmonique en «, ¢. On a, en
effet, par un calcul immédiat, en posant

Pu  u Pe  dee >2F o¢F
du\? du\? dv \* dv \*
so=(52)+ () =)~ (5)>
et
A (. ¢)= du dv  du dv

oz 0z ™ 0y 0y’

=Y a9, > f »rf o f
AF = P Au + Jo Av + Tz A+ PR Av+ 2%7)7“"* v).

Or, siu el v sont associées, on a
Adu=Av=n0, An=2A7Av, A(u,¢)=o0

et, si AF == 0, on en déduit

Supposons maintenant que des fonctions indépendantes u(z, y),
¢(x, y) laissent harmoniques des fonctions f;(u, v) harmoniques en
et v. Si ¢ est assez grand, pourra-t-on en conclure que « et ¢ sont des
fonctions harmoniques associées ?
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On peut écrire

i

Jdu

(’)—‘{}Av-l- ‘)'fl(A| U — Al‘.‘)_*.g_()_-liAl(H, ¢) =o.

Au + ) du? du dy

Si I'on prend quatre fonctions harmoniques /, /., /3, f,, on obtiendra
un systéme de quatre équations linéaires et homogénes en Au, A,
Au—230,A(uy¢). Sile déterminant des inconnues n'est pas iden-
tiquement nul, on en déduira

(1) Au=o, Av =o, A(n.¢)=o, Au=A4Av.

Les deux premiéres expriment que « et ¢ sont harmoniques; les deux
derniéres que u et ¢ ou u et — ¢ sont associées, car, de

A(u,v)y=o,
on déduit
Jdu du
E = IL ==+ A
doo T YAe
dy dx

Le dernier rapport cst égal a 1, d’aprés la derniére équation (4), et

I’on a bien
du __ d(Ev) du _ Jd(£v)
de— dy T T de

Si le déterminant des inconnues est nul, quels que soient x, y, on voit
que le déterminant

N P ) )

A - =L ,
du dv  Jdu* dude |

dans lequel la premiére ligne est relative a la fonction /=1 et les sui-
vantes aux fonctions f,, f., f3, f., est aussinul quels que soient u el v.
Comme les fonctions / sont harmoniques, on en conclut que ces cing
fonctions sont liées par une relation du premier degré a coefficients
constants non tous nuls

L+MLfi+dfo+ b fot+0, fi=0o.

Dans le cas contraire, le déterminant ne peut étre identiquement nul.
On obtient donc la proposition :
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Tueorime. — Si deux fonctions u(x, y), v(x, y), indépendantes,
laissent harmoniques quatre fonctions harmonigques de u, v qui ne sont
liées par aucune relation.du premier degré & coefficients constants, les
fonctions u, ¢, ou les fonctions u, — s, sont harmoniques nssocices.

Par exemple, on peut prendre
. " bandl &
fi=uv, = 1 — ¢* (T e P
Si=uy Jo=u , Js et . . ’
ou bien
fi:IOg"is (izlf % 3? ,”s

r; désignant la distance du point «, v & un point fixe a;, b; dv plan; les
quatre points a;, b; étant dislincls.

Mais il peut exister des fonctions u, ¢ non associées qui laissent
harmoniques trois fonctions harmoniques f,, /., f;, linéairement indé-
pendantes. Il suffit de prendre f,=u, f.=v, f;=wetu=z,v=12y.

Si 'on prend f,=u, f,=y¢, cela revient a supposer que les fonc-
tions u et v sont harmonicues. Il suffit alors de prendre pour /, et f,
des fonctions harmoniques ne vérifiant aucune identité de la forme

i+t fo=0,0 +0,90+ 1,
a coefficients constants. Donc :

TueoriMe. — St deuzx fonctions u et ¢, harmoniques en x, y, luissent
harmoniques deux fonctions harmoniques de u, ¢ dont aucune combi-
naison linéaire @ coefficients constants n'est linéaire en u et ¢, les deux
JSonctions u et v ou u et — ¢ sont associées.

Par exemple, on peul prendre

Ji=uv, Joz= et — 2,
ou bien

Ji=logr,, J.=logr..

M. Cioranesco a récemment établi que si « et ¢, harmoniques,
laissent harmonique la fonction logr, dans laquelle r désigne la dis-
tance du point #, ¢ a un point fixe arbitraire du plan, les fonctions u, ¢

ou u,— v, sont associées. On voit qu’il suffit de prendre deux points
fixes, distincts, du plan.
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6. Supposons maintenant que I'équation du second ordre soit du
type hyperbolique et ramenée 4 la forme

- i A df f
() ) dzdy + ﬁ

-+ v f-

Nous considérerons alors le tableau

T — || I a of &»f »f o

de dy diet 7 Py
dans lequel N = 27+ 1 ou N = 2n, car I'é¢quation (5) permcl de cal-
14 )
culer toutes les dérivées mélées d’ordre p en fonction de 2 . { 3—7{

Siles N fonctions sont linéairement dépendantes, l¢ tableau T est
d’ordrc N—1 au plus. Examinons la réciproque et supposons
encore N = 5. Alors, le déterminant

! ()f (_)-_/ >l

dx dy drtf d* |,

est nul. Supposons d’abord qu’il existe un couple A;, B; de cocfficients
des éléments des deux dernicres colonnes dont aucun terme ne soit
nul: on peut admettre, en modifiant au besoin les indices, que A =< o,
B £ 0. Nous ferons ensuite I’hypothése que tous les A; et les B; sont
nuls; enfin, il nousrestera a éludier le cas ol un terme du couple A;, B
est toujours nul.

Dans le premier cas, AB £ 0, on pcut écrire les équations

[—"’

=S fa % — s Il)fz r)j o~

(6) »’f_ S3 o 3 af — s7, ()"f ()’j___ ;()‘f,
dz= — "o’ dzdy — " dzdy’ dy* — "My

(i=1,2, 3, ’4)'

Toutes ces équations, sauf I'avant-derniére, résultent du fait que D est
nul, et 'avant-derniére s’obtient en remplacant dans I'équation (5),
[, successivement par les cinq fonctions considérées et ajoutant les éga-
lités obtenues multipliées respectivement par 1, —2,, — ks, — A,
—,, en tenant compte des trois premiéres relations (6). On déduit
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du systéme (6)

()Ig ()l[

Sfl—-——oa Sfl-"—' )
()f/ ())[ ()f] ())[
(7) Sd.z oz S()J: Iy
Ao N U Ni_
S?);%“O’ S-()-); 537_0'

Maintenant, on déduit de (5), cn dérivant,

Bf _Bf g S
d=dy = Y02 TP mdy

en remplacant par des points les termes conicnant des dérivées d’ordre
inférieur a deux. On a donc ainsi

S . ()::f S) ,):;f‘

S=gmay — Shamay =
et,dc méme
=Dz oy /))- 1 0x dy*
On en tire
Pidi_ gL D
9y drT dz* dy —

. . , . \ . oh
Ajoutons ces dernitres équations au systéme (7); on voit que les -
vérificnt unsystéme dequatre équations linéaires dont le déterminant A

n’est pas nul; donc I _ . De méme, les i Lérifient un systéme
dx Jdy

. . .
dont le déterminant B n'est pas nul; donc %}-’ =o0. Les A; sont des
constantes.

Passons au second cas : puisque A, ct B, sont nuls, formons le
tableau

T__f()f o &f f].
- dr Jdy Or* Jy?

11 suffit alors de raisonner exactcment comme au paragraphe 3, dans
I’hypothése analogue, pour constater que 'on est ramené au cas
ott N =14 et que quatre des cinq fonctions considérées sont linéaire-
ment dépendantes; ou bien que 'on est ramené au cas oi N =3.
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Supposons enfin que 'on ait A, 0, B,=o, lc lableau précédent
est d'ordre 4 puisque A, n’cst pas nul ct le déterminant

;oo
de dy Jdz* |,

B,=

cst nul; dérivons par rapport & y, il vient
JB, of o f »>f|
=/ °

de. h* drer |,

"

en cffet, les autres déterminants introduits par la dérivation sont nuls
comme ayant dcux colonnes identiques ou comme ayant une colonne
dont les éléments sont des combinaisons linéaires des éléments corres-
pondants des autres colonnes. Par conséquent, si le lableau
A of
vyl |

est d’ordre 3, le tableau T Vesl aussi et A, serait nul. Donc le tableau
précédent est d’ordre 2, ct I'on a, par exemple,

_ N N .
A= ' J de  diF L_O’

A cst le déterminant de Wronski des fonctions /, /,, /. pour la
variable 2. Si tous les mineurs de la troisi®me colonne sont nuls, il en

est de méme de
of 9f

D:‘f Jdx dy

Kl

et nous sommes ramenés au cas de N = 3. Sinon, on peut écrire, si

. Jdf,
|,/: ’3{7 ,_,5*0’
S=Suf ({=1,2),

L. . )
les 2; désignant des fonctions de y. Calculons alors :—)2 en tenant
compte de I'équation (5), qui donne

>f :{3()./'

dd&'())’ ()"“}‘/—*"...,
Pf __ (93 2\
W——(I—Z—r".})bj’-{—...,
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e

les termes non écrits contenant /, =, OU 7555 on en déduit

. . . J,
bl.l:iz-"n,l) 5;,1:(15 -+~ ‘“)‘”;:) gn,l,
et, par suite,

JA [ df of m R o af
dy — | dy dx S Jrdy o9t |, I 9z 7z dy |, —
ou

IS

([

! o !
. 5 g
o o'l fo B8, ol--jo o (54
’ ‘ iy

c’est-a-dire, en mettant S, , en facteur, et en introduisant la fonc-

) :7 o

tion f,= ef ’ , )M, o f
. Ol [y
Sipe [ ./'" Dr o Ozt

=0,

Si S, =0, on a les équations

‘ ()/[' /)}.[__
b J:I: ;)'7._

d’oi1, puisqoe le déterminant des ‘Z)—— est différent de zéro, )) =0;les
7.; sont des constantes. Sinon, l'égalité

o, o/,
So 9% O

o
entraine que f, et /., sont liés par la relation

s v) i () fo= ,,f:"""'
d’oit

J df, . [sur
() ;)-é -~ {J.:("l‘)(—)'.-% = pef

IJ-.(.})( fg)“l‘l/())( 'w,f> (:)‘

(*) On peut aussi obtenir directement cetle équation en écrivant que [ est
solution de I'équation du type hyperbolique. On retrouve ainsi un théoréme de

Journ. de Math., tome X. — Fasc, LV, 1931, 56
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Or, si 4 partir de 'équation (5), on forme la suite de Laplace, la pre-
miére équation obtenue est relative a la fonction

=9 sy
Jdx 4
et elle est de la forme

o[ . IG1f I,I)f
dedv 2 0s T v

7' [

Elle admet deux solutions /' et /', liées par la relation

JL =S
on en déduirait comme précédemment que I'on a
"; 5 i
"l.,' (_\’)j,' :m/'

et, par suite, que
f‘-’ _l)/" »_3|f___”
P
La troisiéme équation de la suite de Laplace admet donc la solution
zéro, donc 'invariant £ de la seconde est nul, car on a

d . 7
'()}" :;Z‘fl' —?-/A'f,'.

Ainsi, la suite de Laplace se termine 4 la premiére opération. Réci-
proquement, s’il en est ainsi, on peut prendre pour f; les valeurs

Ji=Fiy)f—Gi(ry)g.

/S et g étant deux solutions de I'équation (5) et ¥y, G;, des fonctions
arbitraires de la variable y. Dans ce cas, les fonctions /; peuvent étre
linéairement indépendantes.

En résumé, ou bien on est ramené a étudier le cas ot N est remplacé
par N — 1, ou bien la suite de Laplace se termine au bout de n opéra-
tions au plus. Dans la premiére hypothése, on est ramené au cas
oad N =2 que I'on traite comme au paragraphe précédent; dans le

M. Goursat sur les systemes de solutions de celte équation liées par une relation
linéaire dont les coefficients ne dépen dent ue d’une variable.
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second, il peut y avoir des fonctions linéairement indépendantes. D’ou
la proposition :

Tutoreme. — Soient N fonctions, solutions d’une équation anz dérivées
partielles du second ordre du type hyperbolique. Formons le tableaw T
des fonctions et de leurs déricées jusqu’a Uordre n, par rapport & x et
par rapport & y, asec 2n—1 < NS2n+41. La condition nécessaire et
stLf fisante pour que ces N _fonctions sotent linéairement dépendantes avec
des coefficients constunis non tous nuls est que Uordre du tableau T soit
inféricur a N, sauf dans le cas o la suite de Laplace de Uéquation se
termine au bout de n opérations au plus.

7. Considérons maintenant le cas d’une équation du type parabo-
lique supposée ramenée a la forme

(8) =L =g -E 4 5y f.

Nous sommes conduits & introduire le mé¢me tableau T qu’au para-
graphe 4. Supposons encore N =5 et conservons les mémes notations.
Les équations (2) subsistent, ainsi que les relations

.‘\S;;‘o -+ BSZ,I = O’
AS,,,+BS, ,—o.

Mais ’équation (1), différentiée par rapport a x, donne

S, =0,
on a donc, st \ o,
S,,=o

et I'on en déduit, comme au paragraphe 4, que les fonctions sont
linéairement dépendantes.

Supposons maintenant quc les A; soient nuls; si 'un des B est nul,
on peut supposer que A, = B,=o, et I'on estramené au casde N = 4.
En raisonnant comme au paragraphe 4, on conclut que les fonctions
sont linéairement dépendantes, si D’ n’est pas nul. Si D’ est nul, on
est ramené au cas de N = 3. Et, en continuant ainsi, ou I’'on arrive
a N == 2, cas ou la démonstration est immédiate, ou I'on arrive a une
valeur de N pour laquelle les A sont nuls et les B différents de zéro.
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Plagons-nous donc dans I'hypothése o A,=o0, B, 0. [.'égalité

ey o
ST e dy dzdy |,

=0

entraine, en tenant compte de 'équation (8),

J=suf,  Le=s3,2 g o,

e 1 ;)'";’ I)’)" =N/ /)“V
Pf oy S e[ S [
dedy 7 o ay’ dyr T Ty

(1. , ) A VI
On en déduit, en égalant 7y & #éro,

])/Sm::_: 0,

[ ' . ) ..
en désignant par D' le mincur de L dans \.. Si D'=o, nous
dz dy

sommes ramenés au cas de N=13. Sinon, S, ,=o0. Mais, de I'équa-
tion (8), on tire
dsfoef L af

I’.l}l)‘)':_:JJ;'z : /W Sy
d’oul
Sn,:: 28, ,=0

P20

et, comme S, , n'est pas nul, sinon B, scrait nul, on a nécessaire-
ment 2 = 0. Les valeurs de / sont alors de Ja forme

Ji=rile)yglu, vy = ple)hic, v,
7:(x) et u,(x) étant des fonctions arbitraires de ., g et 1, denx solu-
tions distinctes de I'équation (8), c’est-a-dire telles que leur rapport

ne soit pas une fonction de x. En écrivant que A, est nul, on obtient
la condition gue le déterminant

Ly + ph 1g Al + 1 g - plh
- S, ' - o A ” .oy ”, 17
1gy -t p./z.,. 1Sy + Pl -1, Ky ~ P I/ vl

est nul, ce qui s’écrit aisément

P 3 op ) (gl — gy =0

Le second facteur n’étant pas nul puisque g et & sont des solutions
indépendantes, on voit que les huit fonctions de  : 7.; et u; sont assu-
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jetties a la seule relation
Phop 1 p=o.
En résumé, nous obtenons la proposition suivante :
b

Tutontme. — Soient N\ fonctions solutions d’une équation aux dérivées
partielles du second ordre du type parabolique. Formons le tableau T des
Sonctions et de leurs déricées jusqu’a Uordre n, par rapport a x, et une
Jous parrvapport a y, avec2n — 1 < NS2n-+1. La condition nécessaire
et suffisante pour que ces N fonctions soient linéairement dépendantes
avec des coefficients constants non tous nuls est que Uordre du tableau T
soit inférieur a N, sauf dans le cas oi 'équation du second ordre ne con-
tient que des déricées relatives a une méme variable.

8. On pourrait étendre les résultats des paragraphes précédents
au cas ou les fonctions / sont solutions d’une équation aux dérivées
partielles d’ordre £ supéricur au second ; on introduirait des tableaux T
contenant, pour chaque ordre supérieur ou égal a /i, h dérivées seule-
ment.

Voici maintenant une généralisation d’un autre ordre. Darboux a
introduit des déterminants doubles de Wronski, de la forme

o [ [ dy 4

e - o - ’
e, dofy |y

= j

dr det "7 dad

avec i+ j =N —2. Lorsque D est nul, quelles que soient les valeurs
des variables 2 dont dépendent les N fonctions / et des variables x,
dont dépendent les N fonctions 3, les fonctions fet les fonctions g sont
liées par une méme relation linéaire 4 coefficients constants non tous
nuls

S

-t N

-Q

*?‘7.,‘,’1—3-...—;-;.5!;:0,
-+ 1y

17 IXIX=0,

-G

et réciproquement.

Ce résultat demeure exact si les fonctions f vérifient une équation
linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et les fonctions o
vérifient une équation-de méme espéce, distincte ou non de la premiére.

Considérons alors le tableau T formé avec N fonctions f des
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variables x, y et N fonctions « des variables x,, y, :

M - P > o v ol Oy 4 ;
dr dy A’ deVdy T de, dy, da,i de,=" dy,

= u r L B S dy g

N

aveci+j=n—i1siN=2nouN=2n—1.

Le théoréme du paragraphe % est encore applicable. On supposera
ici que les fonctions f sont solutions d’une méme équation du second
ordre du type elliptique, que lesfonctions 3 sont solutions d’'une méme
équation du type elliptique, distincte ou non de la premiére. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que les deux groupes de N fonctions
soient linéairement dépendants avec les mémes coefficients constants
non tous nuls est que 'ordre du tableau soit inférieur 2 N. Le raison-
nement est semblable 4 celui du paragraphe 4 en tenant compte du
fait que les relations (2) peuvent étre différentiées par rapport a cha-
cune des quatre variables x, y, z,. y,.

9. Sil'on suppose queles f et les 7 sont des fonctions harmoniques,
on en déduit des conséquences du type suivant :

Sotent Hi(u, ¢) et Ki(w, s), (i=1, 2, ...,8) des fonctions harmo-
niques de leurs arguments qui ne vérifient pas respectivement des relations
du premier degré & cocffictenis constants non tous nuls dont les coeffi-
cients des fonctions de méme rang sont égaux :

Remplagons u, ¢, w, s par des fonctions indépendantes des variables z,
¥, 3, t dans les combinaisons H;+ K;: si les fonctions obtenues sont
harmoniques en x, y et en z, t, les fonctions u, ¢ ou 1, — ¢ d’une pari,
les fonctions w, s ou w, — s, de Uautre, sont des _fonctions harmoniques
associées.

Le calcul peuat étre fait de la méme maniére qu’au paragraphe 3.
Le déterminant

7 a of ¢f rf D dz Fo Po

o 5 - % 3 >
du dv Ju* dJudv T Odw ds dwt Jdwds |,
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dans lequel
f=1, SJi=H, (i=1.2,....8). Jr=0,

L w=o0, 2, =K, (i=1,2,....8). Yy=1.

n’est pas identiquement nul. On en déduit que « et 2= ¢ d’une part,
w et =5 de 1'autre, vérifient des identités entrainant que ces fonctions
sont harmoniques associées en x, y ¢t en 3, ¢.

Si 'on prend H; =u, H,=¢; K;=w, K,=y#, 0n voit que, lorsque
six fonctions H; et K; ne vérifient pas simultanément des relations de
la forme

W W U =an + by <o,

WK =LK+ 0 Ko=au + by =,

les 7.;, a, b, ¢, ¢’ désignant des constantes, si les fonctions u, v, w, s,
harmoniquesen x, y et en 3, ¢, laissent harmonirfues lessommes H,+- K,
u et = ¢ d’une part, w et &= de l'autre, sont des fonctions associées.

On peut prendre par exemple H,+ K;=logr,7;; r; et r; désignant
les distances des points «, ¢ et -, s & un méme point fixe a;, b; ou a
deux points fixes a;, b;5 ; b,.

10. Les extensions que nous avons faites des déterminants de
‘Wronski conduisent aussi 4 des extensions correspondantes pour les
déterminants de Casorati. Un tel déterminant est de la forme

D=/ Af Af ... N[,

dans laquelle A‘ f désigne la différence d’ordre ¢ pour des accroisse-
ments égaux donnés a la variable x : on peut supposer que ces accrois-
sements sont égaux a I'unité. ['équation D = o exprime la condition
nécessaire et suffisante pour que les / soient liés par une relation
linéaire a coefficients périodiques, de période égale a T'unité, non
tous nuls.

Ce résultat s’étend a des fonctions de deux variables qui vérifient
une méme équation linéaire aux différences partielles de la forme

A f=ad.f+35,

les accroissements pour x et pour y étant égaux a I'unité : les coeffi-
cients sont alors doublement périodiques,
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On est ainsi conduit a considérer les fonctions de dcux variables qui
vérifient une équation aux différences partielles linéaire et du second
ordre, et a introduire des tableaux de la forme

T=1/ Af A 84S AL ... Mof Meorif

pour caractériser les fonctions linéairement dépendantes avec des
coefficients doublement périodiques.

On peut étudier aussi des déterminants de Casorati doubles et des
tableaux correspondants.



