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MINIMA DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET POSITIVES, 3()[

Sur les minima des formes quadratiques binaires
et positives ; '

Par Jacoues CHAPELON.

1. Notations. — Dans ce qui suit, j’envisage des formes quadra-
tiques binaires, positives, de déterminant négatif, a coefficients entiers:

ax?+2bay +c)*=(a, b, c).

Les lettres grecques seront réservées a la représentation des formes
réduites. Dans I’énumération des classes, la classe a(z* +y?) compte
pour 1/ 2, et la classe a(22® + 22y -+ 2)y*) comple pour 1/3.

- Je représente, selon 1l'usage, la forme (a, b, ¢) par un point M du
plan de la variable complexe =, savoir :

oti le radical est positif. Pour abréger, il m’arrivera de parlerdu point
(a, b, c), du point symétrique de (a, b, ¢) par rapport a une circonfé-
rence, etc. Ces expressions doivent, bien entendu, s’entendre comme
étant relatives aux points représentatifs.

Dans la représentation géométrique s’introduit, comme il est clas-
sique, un domaine fondamental du groupe modulaire, par exemple le
domaine D’'DBD, D (voir la figure), limité par la circonférence de
rayon unité ayant pour centre 'origine et les deux paralléles
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392 JACQUES CHAPELON.

La forme réduite (a, 3, Y) est sntuee dans ce quadrilatére, les cités
BD, et D, D étant exclus.

Pour les tormes de l'ordre propre (u, b, c), j’appellerai [y o les
premiers minima impairs (g, Si.,), v le premier minimum pair, et, de
méme, W, U, . pour les formes (a , b’y ¢), ele.; j'appellerai aussi

iy Vay V(¥ =v._,§v3) les trois premiers minima.
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Pour les formes de I'ordre i impropre de discriminant 8 N -t 3, j"appel-
lerai n,, n,, n, les trois premiers minima, nécessairement congrus i 2
(mod-4) et »,<ny<n,. Dansle cas du discriminant 8 N + 7 j'appellerai
m,, m, les denx premiers minima multiples de 4(m, Sm,) et m le
premier minimum congru & 2 (mod 4).

I1 s’introduira des fonctions arithmétiques, sommes de minima ou
de combinaisons de minima. Il cst entendu que de telles sommes
porlent sur Loutes les classes du discriminant envisagé, de l'ordre
propre ou del'ordre impropre, selon les cas, chaque classe introduisant
une fois la combinaison correspondante; sauf les classes a(a* + y*) et
a(2x* 4 2xy + 2y*) pour lesquelles on convient de diviser respecti-
vement par 2 ou 3 la combinaison de minima.

Enfin, tous les minima dont il s’agit sont des minima propres, c’est-
a-dire sont représentables proprement par la forme.
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2. Jniroduction. — Les premiéres relations entre minima ont été
données sans démonstration par Liouville ('). Les résultats de Liou-
ville ont éié établis par . Humbert(*), (ui, de plus, 4 donné d’abord
pour les formes du discriminant 8N - = une relation non indiquéc par
liouville (*), puis, dans divers travaux, de nomhreuses relations qui
jouent, vis-i-vis des fonctions sommes de combinaisons de minima, L
méme role que les célébres formules de kronecker vis-i-vis des fonc-
tions nombre de classes de formes. Je laissc pour le moment ce second
point de vue de cOté, meréservant d'y revenirdans un travail ultérieur.

Les résullats de Liouville et de G. Humbert portent exclusivement
sur des formes de discriminant 4N+ 3. Rien n’est ajouté en ce qui
concerne les formes de discriminant §N +- 3, mais pdur les formes de

discriminant “8N—+ 7, je montre cu'il exisle une correspondance
* (1— 1) entre les classes de I'ordre impropre. Il en résulte diverses for-
mules liant des combinaisons de sommes de minima (¢/. n® 27). Une
de ces formules, dans un cas parliculier, donne précisément le
résultat qu’Humbert a obtenu incidemment par la théorie des
fonctions théta. '

En ce qui concerne les discriminants 4N + 1 el 4N+ 2, il existe
également une correspondance (1 — 1) entreles classes, de sorte que,
A toute classe de minima 1, Ly, b correspond une classe de minima
Wy 1, et

. ]
IIJ. | :'_‘?‘—; p,.

. L
[.I..zzy.l—'F Mg — ;‘J‘
B2 .
Pour les formes propres de discriminant 4N, on connait la relation

classique

Elle est le reflet d’'une correspondance (1 — 2) entre les formes de
discriminant N et celles de discriminant 4 N. La régle formulant cette
correspondance est la suivante : soient u, u,. »' les minima d’une

(") Journal de Mathématiques, 1866, p. 191-192. ' '
(*) Journal de Mathématiques, 1907, p. 384-393.
(*) Journal de Mathématiques, 19o7, p. j1o0.
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classe de discriminant N u.,, 1., 1 les minima d'une classe correspon-
dante de discriminant 4N, on a, (i, k=1,2 0u2,1):

[y == [
Pz 20— - 2 ey
Po= (e b ) = o pp— g
d’ol résultent trois groupes de relations générales liant des sommes de

combinaisons de minima de 'ordre propre de discriminant 4N a des
combinaisons del’ordre propre, de discriminant N [n° 46, formules (F),
(F), ()]

Enfin, on montre que ces correspondances peuvent s’interpréter
géométriquement d’une maniére simple : on peut représenter les
classes en correspondance par des points symétriques par rapport a
la circonférence hissectrice intérieure de l'angle B du triangle A’ABD/,

. —A=0  (mod4).
3. Partons de 'expression
(1) X Y2 72— 4N,

qui s'écrit

() (X—Y) (X +Y)— Z2=4N
et
3) (X — Z) (X + Z) — Y2=4N

et peut donc, indifféremment, étre considérée comme un discriminant

d'une forme quadratique (X —Y,Z, X+ Y)ou (X—Z, Y, X+ Z).

4. Posons
X=2n—+2p+1,
Y =up,
L=12l—1,

n, p, I sont des entiers, et, de plus,

(G n2o, (21, p2o, n2lt.

Dans le premier cas, la forme quadratique (e,b,c)=(X—Y,Z,
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X+ Y) est telle que

a=oaon-+1,
b=ul —1,

c=an-+4p-+1,
4 1
d’of
—1
N == ~——y
9
b+
2

(=

’

—a

/):T

Si donc on se donne uneforme quadratique positive de discriminant
4N, de l'ordre propre, et si a et b sont simultanément impairs, alors

nécessairement
c=a (modj4),

et I'on peut calculer lcs entiers n, p, [.
Les conditions d'inégalité pour n, I, p se traduisent en

c2a, a2b, b>o.

Si l'on introduit la figure modulaire, il en résulte que le point
figuratif de la forme, soit <, est dans le triangle A’ABB’, le c5té BB/
étant exclu. En tracant alors I'arc de cercle CD, de centre A et de
rayon 1, on voit aisément que :

1° Si le point < est dans D'DBB’, la forme est réduite, je lui associe
(a, —b, c) qui est également réduite.
2¢ Si le point = est dans A’CDDY, la translation <'= = — 1 lc raméne
dans B'BD,D’, et la substitution correspondante sur x, y réduit la
forme. Je lui associe également son opposée, sauf si la forme est
ambigué (a =b). Les deux formes réduites sont donc [a, &= (b — ),
a—2b+c].
3° Si le point < est dans CAD, la substitution correspondant &
+ 1’
T/
est ambigué. Les deux formes réduites sont donc |a —2b+c,
+(b—a), a].

A

réduit la forme. Je lui associe son opposée, saufsilaforme
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On en déduil le tablean suivant :

Formes réduites,
w o ,
nib< -7 (rt, 7= b, )
2 oo
"l ‘ ) .
- b Yo il mawvoa nds -
N "
(' - ’
ol {or- bl oz {b -y,
; v s

Réciproquement, soit (o, 3, y) une forme réduite, de discriminant
4N, etde I'ordre propre. :

1° 8i 3 <o, 3impair, la forme (2, b, ¢) coincide avec (2, — 3, v).

Si B pair, 2 impalr la transformation =" <~ 1 == donne Ja forme
(% B -t-2, 2+ 23+ v) dont le point représentatif est dans A’ADID’ et
([ui est Ia forme (a, b,c). :

Si 3 pair, z pair : 4 la forme (2, 3, v) je substitue la forme opposée
(2,—5,%) que je transporte dans CAD par ==
(v, 8 + Y, %+ 23+ 7) qui est une forme («, b, c).

2* Sif> o, une discussion analngue donne les résultats suivants :

ilmpdlr (a b, ¢) coincide avec (2, 5, 7).

5 pair. z impair : (a, b, ¢) est (o, — '3 R zu+~/ Gquivalente

21 ] ) 1 {
f
a (/, — 0, |
% pair, # Pd‘lr r:(a,byc)estiy,— 347y, s—2%-+v) équivalente a
o
(7., |$7 7)'

3* Si 3 =0, zimpair : (a, b,c) est (2, z, o -+ ). Si 2 pair: (a, b, ¢)

est (v, v, 2+ /)

— ' N
= d’nii la forme

Ces résultats sont groupés dans le tableau suivant :

G 2 a b

c

impaiy o o1 i

pair impair o o~ |BI z—alBl+y
pair by v B! z- 0 B4y

La conséquence est que : i toute forme (o, 3, y) correspond une
forme (a, b, c), unique, et, réciproquement, a toute forme («, b,c) cor-
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respondent deux formes réduites (opposées), et une seule, si la forme
est ambigud. .

Sidonc, F(4N) est le nombre des classes de formes de I'ordre propre
et de discriminant 4N, ce sera également le nombre des formes (a, b, ¢),
avec la convention de compter deux fois toute forme non ambigud et
unc fois Loute forme ambignit. Cest également le nombre des solutions

de 'équation (1), en n, [, p, avec les restrictions ((C) et des conventions
analogues.

6. Lealuation des minima. — On forme facilement le tableau
sulvant :
4 o oy [ v
impair o v o—2|B|-+y
pair impair o a--2|fl+y y
pair pair . a—2|Bi+7y o
Donc, dans tous les cas,
. Py ==,
(J'Z! — ’:9

Womm DY/

L.e calcul des réduites en fonction des minima est donné par le
tableausuivant :

2 k 7
P <y Py 1. o+ E'—j——%—r——& [N
< < P = "i‘i-'}i,":“& I
P < pa<< P oo = Ei&:ﬁ P

ou encore, si 'on désigne par n,, n,, n, les trois premiers minima
(n,$n,<n,), dans tous les cas
' Wy-— Ry — 11,

— 5 G AL B
o == Ny, o= " ’ Y2 N

I3

7. Passons maintenant a 1'équation (3) qui donne une forme

(A, B, C)y=(X —~7Z, Y. X+ 7).,
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ou A, B, C sont pairs, de sorte que
(A.B, CY=(2d/. 2b', 2¢")
et
’ a'=n+p—1+1,
b'=p, .
c'=n4+p+1,

de sorte que, par I'intermédiaire de n, p, [, on peut établir une corres-
pondance entre les formes («, b, ¢), de discriminant 4N et les formes
(«', &', '), de discriminant N.
Ona .
@+ —a2b'—1
n— ———m—m—m—mm—
2
p=U
¢ —a +1
="+,
b

D’apreés les conditions imposées a n, p, [, on voit que «' et ¢’ doivent
étre de parités contraires. Donce la forme («/, &/, ¢’) est de l'ordre
propre. De plus, on doit avoir

b'2o, o' —a'Zo. a2b'.

Donc le point représentatif est encore dans le triangle A’ABB'.
La correspondance annoncée st exprimée par les formules

a=a —a2b' 4+ ¢,

b—=-¢'"—a’',

c=a'+ 20"+ ¢
ou, enrésolvant,

,__a—abc

@=——"7""">

4

cC — a
b'—=——)

4
a+2b+c

4

On en déduit, en appelant = et 7' les valeurs représentatives des
formes (a, b, ¢c) et (', &', ¢'), la relation

c'=

-

—
f— h
T= —

i e

)
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substitution elliptique de période 2 dont les points doubles sont
— 1 \/5 et —1— \/-z_et, par suite, représéntant une symétrie autour
de la circonférence décrite sur le segment déterminé par ces deux
abscisses comme diamétre, suivie d'une symétrie autour de ’axe des
abscisses. Soit BG l'arc de cette circonférence situé dans le domaine
A’ABB’. On peut négliger la seconde symétrie qui fait passer de la
racine < 4 la racine imaginaire conjuguée de la représentative de la
forme (a', &', ¢") et I'on en déduit une correspondance entre les classes
de formes propres d’ordre 4N et les classes propres d’ordre N, parsymétrie
des poinis représentatifs par rapport ¢ la circonférence bissectrice inté-
rieure de l'angle B du triangle A’ABB'.

8. Précisons cette correspondance. Supposons d’abord qu’on
doune une réduite de discriminant N, soit (¢, %/, ¥'). On peut en
déduire (@', ', ¢') par une discussion analogue a celle déja faite (n° 3)
et dont je me horne & résumer les résultats dans le tableau suivant :

o va a b o
. . ’ [l 7'
air mnnpair

p P ’ .’Z/—~E‘6/" . al__2iﬁ/l+7/

. a2’ Y i

impair-  pair , B , /
/B W alfey
. . . o d’*'p, o' — o B _’_“_/
impair impair , , ”:’/I , jp,l /,
77 —IE 2B+

La conséquence est que, en général, & toute réduite (o, (¥, ¥') cor-
respondent deux formes (', 0’,¢’) : elles coincident si o' =2 (' ou si
a' =1y, mais on les compte deux fois toutes deux quand méme.

Réciproquement, partons d’une forme (&,’,c') et cherchons la
réduite : elle est donnée parle tableau suivant :

0<b'< % (a/, b, ),
a’ c’ .
— <b'<— [a =(b'—a'),a’—2b'+c'), ¢
¢’ . .
S <t [a—ab 4o = (d—b), ).

Journ. de Math., tome IX. — Fase. 1V, 1g30. 51
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Donc, a toute forme (a', 4, ¢") correspondent deux réduites. Néan-
moins, il n’en correspond (u'une seule si la forme est ambigué. Enfin,
1

A

on convienl de compter partout pour
ak(x+y?).

La conclusion est que le nombre des formes (', 0/, ¢') est 2F (),
a condition de marquer deux fois toute forme non ambigué ou toute
forme ambigué pour laquelle 1, =y, (n° 9), et une fois les autres
formes ambiguds.

Remarquons maintenant que, & une forme («, b, ¢) ambigui corres-
pond une forme («', &', ¢') ambigué. Car si la forme (a, b, ¢) est
ambigué, son point représentatif est sur AA’ ou sur AB, ce qui, par
symétrie par rapport & la bissectrice BGx, donne un point sur AA’ ou
sur BB/, donc une forme («/, &', ¢") ambigué. Réciproquement, toute
forme (', d', ¢’) ambigué a son point représentatif sur AA’ et sur BB'.
Il y en a aussi qui ont leur point représentatif sur DI’ ou DC, mais ce
sont celles pour lesquelles ., = u, et nous avons convenu de les faire
se comporter dans I'énumération comme des formes non ambiguds.
D’ott résulte que dans la symétrie, une forme («/, &/, ¢') ambigué mar-
quée une fois seulement se (ransforme en une forme («, b, ¢) ambigué
marquée une fois seulenient. Donc nos conventions élablissent bien une
correspondance (1— ) entre les formes (a, b, ¢) et .les formes
(a'y b, ') et, par suite, on obtient d’abord la relation classique

F(4N) =2 F(N).

les formes équivalentes

9. Evaluation desminima. — Leurs valeurs, d’abord en fonction de
la forme réduite, puis en fonction des deux formes (o', b/, ¢") qui cor-
respondent & cette réduite sont données par le tableau suivant :

0/ S !/ ’ ’ / ' ’ U’ ’

g / il P2 [+ i o P

.. S e , , ¢ a' —a2b4¢'| a
pair [impairl v/ o/ — 215" 4 2

p P | 7 e iy ' — b 4’ ¢’ a’

mpair pair o o 25| -+ o ' d —2b' ¢’ ¢

A . T ] iy

.p L 7 o -~ 2"+ ¢ ! a’

1 r_o_ D) ! // l:l

impair{impair| o ' a'— 2B+, “ C “ b, e .

: ' — 26"+ ¢ a c
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4ot

10. 1l en résulte la véduction des formes (', #', ¢') en fonction de

fetirs minima :

'

fat

A ~ i
Pa— M — P
, . / o M » .
Py < g M A
. ) .
e el : P :
Py < Py I L= p [+
I3 '
: b . P ey — .
Mo <<y T g S P Y

11. Eunfin le tableau inverse de ’avant-dernier tableau permet le
calcul des formes (@', U', ¢') en fonction des minima

a’ 1 o’
, . }
! B g — A "
V- P et
- ’
1L < p' /}J'o
( >~ "2 ’ ’ ’
. ol vod Tl ) ’
P P M2
1 e Ly — 1 ,
|U- ! ’{ _.__t‘iﬁ_.__,!_. Bl ‘uu
ARy
RN AN 51 . , .
. Po = — 4 :
*1 T Y
. , ,
" ot pr— :
o 2 M
W< iy << A , .
T , w) e — .
] e o
2

12. La correspondance entre les deux formes (&', ', ¢') ayant les
memes minima est exprimée par les systémes suivantsot («), 4, ¢, ) et
(ay, ,, c,) désignent ces deux formes :

‘u_' - ‘U_'I < ‘U‘, /I'I — //',_,
//'l o (I'._, - //'._,
o=y, - wll, -
w T << y=¢ ‘
i=c,— U,
¢, =d,— 2l

a,=d,
I’:.’ =,
- ¢ Co=d|
dy==d| —
l/';* = (I'l s
4= €y Cy=d|

s
ol - 0
2b, + )
b, '
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et
By < gy < dy:==dy—2b,+c, dy=a —20 +c
by=c,— ¥, by=¢\— U,
¢ =, =«

Géométriquement, dans le premier cas, la forme d'indice 1 est dans
le triangle A’'CDD’, la forme d'indice 2 est la symétrique par rapport
aDD’. ‘

Dans le deuxiéme cas, la forme 1 est dans le triangle CDA et I'on en
déduit la forme 2 par symétrie par rapport 2 CD et DD’.

Dans le troisiéme cas, la forme 1 est dans le triangle CDA ct la
forme 2 est la symétrique par rapport a CD.

13. Etant en possession des expressions des minima des formes
(a', b, c") et (a,b, c)en fonction de leurs coefficients, et des relations
qui lient les coefficients de ces formes, il est manifestement aisé d’en
déduire d’abord des relations entre les minima des formes («, b, c) et
(@', b, ¢"), puis une correspondance entre les deux formes (a, b, ¢)
correspondant elles-mémes aux deux formes («, 0, ¢,) et (a,, b,,c,).
Désignons-les par (a,, b,, ¢,) et (n,, b, c,) respectivement, et soient
thivy Pia (ir S Uia ) les deux premiers minima impairs de (a,, b, ¢;), v,
le premier minimum pair.

Comme correspondance entre les minima, on obtient les résultats
rassemblés dans le tableau suivant :

” 11 l &3 l Piw I -2y Praa 20

PO || 2 gy (AR | e = o A
OSSR S || | o e LA || | e o A
PO <l ] 2 — e LAl @ | o2p = e o) LAY

On peut les condenser dans les formules suivantes, valables dans
tous les cas :
== Mis
Po== 2 — i 2 2
po=2(pk+ p) ~— 2 pe— 'l

7, k prennent successivement les couples de valeurs1, 2 et 2, 1.
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14. Comme correspondance entre les formes («, b,¢), on obtient
les formules suivantes : '

. . a,—+ 26, ¢
P < gy a,= _L__/;_L.it
_3a,+2b,—c,
by = —
— 64 .
(,‘2:9.______..___.___a' 6)'+(’"

4

et 'on peut permuter lesindices;

, , a,-~ab,+c @y — 26,4 C,
- < P‘l <IJ".” == -’_.__,'_1____1 a, == _".__.__7'_3__‘.',
—3a,— 2by+c 3a.—2b,—c,
b, — 1 ! ! ou hyo—t 72 %,
2 4 1 /‘
_ 9a,—6b,+c o _9a,+6b,+c,,
Ca —_— =
il /‘
. , a, —2b, + ¢
Pi<ph<ps m= o S
/ —3a, -+ 2b,+ ¢,
".!: —————7————— L)
+
9y +6b,4-¢,
€=

4

et l'on peut permuter les indices.

Ces formules peuvent, elles aussi, se rassembler en un systéme
unique.

Le premicr cas est caractérisé par

a;+ 206+ c=4 (mod 8),
3dg+ ').l'/i——- ci> 0.

Dans le deuxiéme cas

dy+2b+c =4 (mod 8),
—3a,—2b,4-¢,>0.

Encore dans le deuxiéme cas, mais en partant du second groupe de

formules,
3Ja,—2b,—c,>o0,

ay— 2b,+ co=1{ (mod 8).
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Enfin, dans le troisiéme cas,

eti- - a b= (mod 8),

3=l ;<< 0,

¢t ees conditions, qui sont nécessaires, sont suffisantes.
Prenons alors i=1 et rassemblons le premier cas el la premicre
partie du deuxiéme cas : on peut écrire

o, = R B

i
Aa,-¢-20,- -,

;
g,

’

i
9, —6b, - ¢,
Ak A

a4 2bh, e E ) (mod 8),

z étant choisi de sorte que 6, > o. ,
Rassemblons maintenant le quatriéme cas et la deuxiéme partie du
deuxiéme cas,on trouve, pour {=2,

ty - 2by-1 0,

fly == R
4
Sy~ 2by ~¢
b=z - 2
3

==

ga,-+-06by-+cy
T

avec, seulement, la condition
o= 2l -y =2 (mod 8).

Maintenant, on peut rassembler ces deux derniers groupes de for-
mule et écrire les équations

a,+ 28 b, -1- ¢,
n2: T

b _‘_€3a1+ 28'b,+c,
2= _‘-—“7“_‘—’

9y — 6¢&' by + ¢,
= AT TE AT
- ‘ L/'



MINIMA DES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES ET POSITIVES. /[()5

oll z et ¢’ sonl =1, mais choisis de telle sorte que 6, soit positif et
que day, by, ¢, soient impairs. L'ambiguité des signes n’est qu’appa-

renle. Les indices 1, 2 ne correspondent d’ailleurs plus aux mémes
* formes que tout a I’ heur

A5. On peut aussi présenter sous une forme géométrigue la corres-
pondance entre les formes («, 4, ¢).

On sait que 'on passe de («', ¥, ¢'Y & (a, b, ¢) par symétrie antour
de GB. Donc (n® 12):

Sip' <, < ., laforme (a,, by, c,) est dans AEF (EI” est 'arc de
circonférence de centre A et de rayon 2). La forme (a., ,,¢,) est
dans AlKB (\E :arcdecirconférence de rayon 2 ayant A, pour centre).
Et(a,, b,,¢)), (a., b,, c.) sont symétriques par rapport a AL.

Siu, < wwm,, la forme (a,, b, c,) est dans \'FEB’, la forme
(tay by, c. )est dans ABE et se déduit de la premiére par deux symé-
tries, successivement autour de El° et de EA

Sl w, < u' <,y la forme (ay, by, c,) est dans A.’FEI,%’, la forme
(@, b.,¢,) est dans \FE et I'on passe de (a,, b,,¢,) a (a,, b,,c.), par
symétrie autour de EIF.

in résumé : si I'on donne une forme (a, b, ¢) de discriminant 4N,

pour avoir sa correspondante, on prend de Loutes les inaniéres posstbles
sasymétrique par rapport & AE, EIF) et, le cas échéant, la symétricue
du point ainsi obtenu par rapport a8 AE, EF. On obtient ainsi, en tout,
trois points dans le domaine A’ ABB’ (y compris le point de départ).
Parmi ces trois points, deux, el deux seulement, représentent des
formes en correspondance. Le troisiéme point représente une forme
de 'ordre impropre. .

16. Relations entre les minima. — Des relations entre les minima
des formes (a, b, ¢) et (', b', ¢') on déduit que
P =
- ot = s
d'ou

(F) Y= et X
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quel que soit A. L.a somme du premier membre est étendue & Loutes les
classes de formes de ’ordre propre, de discriminant 4N et les sommes
du second membre sont élendues aux classes de formes de l'ordre
propre et de discriminant N.

Ensuite
P =2 — [ 2,
Moy = 20— [y 2.
Donc
By S i G i
On a aussi
Py = e e =2 ‘HJ-; - p-’ Ly
Proy = Pz — o= 21p — [
Donc

(F") B (e — = L2y = [T+ D L= !

Puis
By oy = 2" 2p, 2y,
Blos + P = 2 2, 2y,
et par suile
DBt pl=2 Y (o 2+ ap )

De méme
2 ”)-::2 [2({.1..| —+ IJ'/‘* |-'p"' —_ Mli)]/+2 [2(11;4_‘,',./__ !{J'_,——— (J,')l)c
2 (P"z“" #l))‘:Z [2(51-’-4- H'|)])‘+2[2([J.’+ IJJ)}'

Toutes ces relations ne sont évidemment pas indépendantes, et
comme, des trois premiéres, on peut déduire les formules de corres-
pondance entre les minima (1., 1., p. et .y Uy, 1/, il en résulte que
toutes les autres en sont des conséquences.

Comme application, on en dédpit, pour A =1, la relation simple

PHCEIRESS W
4N N

et pour A =2, diverses relations quadratiques qui, combinées avec la
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formule évidente (calcul du discriminant)

}: (2 oy - 2 0 2l == pd = p2— ) = N F(N)

AN

donnent, par exemple,

2 (o -+ pa)*==1 2 (W= p)r+ 12 ( Wy~ )2
N

AN X
) W\ I . fone Y ’ L
"'Z & :2‘ e T 92‘ (Pg = 0%,
‘ N

~ AN . ,
2- R A = 1()2 PR ),

4N N

T . ul B )
2 Py Pa= 1N F(N) -4—2‘ (P2 o )
N N

| . - A=1 (mod 4).
17. Je pose
N oY ==w=an ol I

17.—=10=1ul,

N - Yz==c=an 4 4p—+
avec

() "o, /20, p2o. w2l

On en déduit

Done, (a, b, c) étant donnée, de discriminant 4N -1, on pourra
trouver n, si a est impair et b pair, et donc p, car alors, nécessai-
rement,

c=a (mod %).

De plus, les conditions (C) donnent

c2a. a>b, bzo.
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 1Y, 1930, 52
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e point représentalif < est donc dans le triangle A’ ABB/, coté AA’
exclu. ‘

On trouve alors les deux mémes tableaux qu'aux n® 4 et 8, avec les
mémes conventions. Toutefois, dans le deuxi¢e tableau, aulieu de « 3
impair », il faut mettre « 3 pair », et vicé versa.

Donc le nombre des formes (a, b, ¢) est I'(4N 4 1), ¢n complant
pour deux unités toule forme non ambigui et pour une unité, toute
forme ambigud.

Le calcul des minima, la réduction des formes (a, b, ¢) en fonction
des minima conduisent encore aux résultats groupés dans les tableaux

dun6.

18. En posant maintenant

W' ==u2n A==l

b'=up, ’

A o Y AN
on en déduit

(' — ol —
1= e
b’
P
[ 0
T—y
1=t

on voit que les formes («', /', ¢') coincident, dans leur ensemble, avec
les formes (a, b, ¢), el la correspondance s'exprime par les formules

a' — b ¢
0= e

a ol 4o
= —

’
A

“dont l'interprétation géométrique est la méme jue celle donnéeaun®7,

19. helations entre les nunima. — Soient 1., le premier minimum
pair de la forme («, b, ¢), 11, le second minimum pair, et de méme u.,
et u.,, les minima pairs pour («’, V', ¢'). -

ot
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Alors

A09

Foo e o — [y , o= o
2 2 2
' ,
T) b=t
P 9 2

Il en résulte, entre les minima de déux formes convenablement
choisies de discriminant 4N + 1, les relations simples

el par suite

et aussi

20. Je pose

avec

d’on

V.
[ = !; y
P == [y = oy — ;"
P ==y
S =Y

2 (= ;J.._.)":E (2py -+ 2p,— )

HI, - A=2 (mod 4).
N Y ==w=2n +1,
1T=0b=12l —y,

Nt Y= =an+4p+3
nro.  lz1,  pro, a3l
w—1
n - -
2
(==t
9

C—a—2
p=

Donc, (a, b, ¢) étant donnée, de discriminant 4N +- 2, de 1'ordre
propre, on pourra trouver n el [si a et b sont impairs, et alors p, car

nécessalrement

(mod %).

“— =2
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On a, de plus, pour 4, b, ¢, les conditions
7
) o>, a2, H> o,

En posant alors
a'=on 4 op—al--3,
V=up-1,

c'=an - ap - ol -1,
on retrouve la méme correspondance ¢ue dans le cas
A=1 - (moid)),

et par suite les méines relalions entre les minima.

IV. — A=38 (mod 8).

21. Clest, avec le cas de. A =7 (mod 8), le cas traité par 5
bert en posant '
XN —Y=a=1un-+1,
7.=2l,
X+Y=2an-p-3.

J’ai trouvé plus commode de poser

XN Y=w=n2an.
1T =b=2f-—1,

N Y =c=an+1ip

avec .
">, /121, p2o, n21
Alors
@
h —
3
0 -1
/: ————y
2
f—r
P =

. Hum-

Done, (a, b, ¢), forme de I'ordre impropre et de discriminant 8 N+ 3,

étant donnée, on peul calculer n et [ ct alors p en résulte car,

sairement,

u=Cc=2 (mod 3)

néces-
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pour une lelle forme.
De plus

() -

W\

a, w>h, H> o,

Partons maintenant d’une réduite de I'ordre impropre et formonsle
systeme

-

RN AD
(“sa“—%ﬁi*z’“”;5i4—7h
(77 —1B8lz—21p1+7)

Ces trois formes soul des formes (a, b, ¢), de sorte que le nombre
des formes («, b, ¢) de discriminant 8N -3 et de I'ordre impropre
satisfaisant aux conditions (C) est 3I*,(8 N+ 3). Cominc ces trois
formes proviennent de la méme réduite, elles ont les mémes minima.
Siny, n,, n, sont les trois premiers minima, nécessairement congrus
a2(mod 4), la forme réduite est alors

"y, —
: " 2

22. Je pose maintenant

= an - ap — ol 4+,
b'=op,
cl=an 4 ap 4ol —

avec
b2 0. > a’, a'>1h',

cui donne une forme de I'ordve impropre, de discriminant 8N + 3,
d’oll une correspondance donnée par les formules

al'— ol 4 !
= —

H — ,

a' + 20"+ ¢’
o 3

d’ott la relation classique

F(8N 2-3)=3F,(8N & 3).
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Enfin, en fonction de la forme réduite (a, [ f|, ), on trouve
immédiatement les expressions suivantes pour les trois formes
propres (a; b, ¢;) (i=1, 2, 3):

(@, b))  i=1,2,3):

, o —a|f - - , o
ﬂl:——-———-ﬂ———/a a.,=— -/-, (/.‘:—7
2 ) k 2
o v —a , v —alpb} , o—aif
h = 4 ) b, = /_.__—k@—l’ e 164’
| 2 3
2 . 2 2
poe2Blry L _e=dlE 4y o Ay AlBI
| b A {
2 2 2

d'ot les relations de (. Humbert :

Y3 I

1'e forme : [T P ==Yy Yy - = Yy, == 2y,
2 co2

2" » : y:v—g,‘ L= —L-v'.~— -{‘) pE==2v

4 1 9 ot LI i o ¥ 1
vy s 1 :

3e noot = —> P D= Vo 4= V3 — =Yy, BT 2 V.,
2 2

V.--A="7 (mod 8).
23. Je prends ‘
X,ﬁy':a:.—zn,
LT=0b=12l—1.
X+Y=cz=an+ip2

avec
n>o, /21, p2o. n2l.
Donc
a
n—_ -~
2
b1
[ =21
2
C—a— 2
r= 3 )

c>a, ~a>b, b>o.

Une forme impropre, de discriminant 8N - 7 étant donnée, on peut
calculer n, [, p pourvu que

C—a=2 (mod 4).
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Or, =i, partant d'une réduile, on forme le systéme

(2. Bhy)
I

(g2 —F yo—a B 4y
(707 =180 2—2l B4 )

on constate que deux de ces formes salisfonl a cette ‘condition. On
obtient, ¢n effet, le tableau suivant (mod 4) :

N . - P AT . o iy = .
2 Y, 2 Z2-—2'5 4y vz n oy
D) O B o 0 O
(8] 3 [§] O R 0O
0 (4] O . s 0 2

Appelons (u;, by ¢;) ces trois formes, les indices ¢t =1, 2, 3 étant
relatifs respectivement aux Lriangles B'BDD’, I'DCA', DCA,

’

24. l.etahleau des minima est

n, ", m
m << my, < m; . g =23 4y .
m, < m <m, - a0 3 4y
ne, < 1y < m o Vi g2 B4y
b )
ou, si |'on veut,
m, ni, m
.0 a,— 2hy -+ “,
m << my<<m, o, — 20,4 o, g
a, ' ey tay—oby4+e, | @
. a, a,— 2l 4+ o
my<m << m, “, ", iy, — b, e, Q@
y— 2 by 0 " a;
a, e iy, — 26,4, 0
m,<<m,<n t, ay— 20,4, Iz
oy — ')/)::"i" oy ‘ ., [
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et les trois formes marquées ¢ ne sont pasdes formes («, b, c¢)car pour
elles

A== (=2 0 {(mod 4).

25. Appelons (A, B, C) une forme ¢. Dans tous les cas

A= ny,
aB=m,+ m,-~m,

o G=m,.

Par symétrie par rapport au cercle BG, je lui fais correspondre

pe N aB - G

2

(7 — A42B4C

1

et (A, B', C') est de 'ordre propre, de discriminant 8N + 7, d’od
aisément . '

m

N=—)
2
. Iy — 1N -
Be =,
B

\ 1
Cl=m,~+m, — = .

et, enfin, les formules de G. Humbert

g == —
=7
1
o= M + n,— —m,
%
M= 2m.

26. Revenons maintenant aux formes («, b, ¢).
Je pose
a'=a(n+p—{-+1),
V'=2p+1, '
cd=z2(n+ p+1),
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d’on
,  a—2b+4 ¢
=
e O

’
P

&

, b
M= —_—

%

etlaforme(a’, /', ¢')est de ’ordre impropre, et de discriminant § N+ 7.
Il en résulle une correspondance entre formes de l'ordre impropre.
Soient (a; b, ¢;) et (a b} c,) ces deux formes correspondantes. En
éliminant a, b, c, et «, b, ¢, al'aide du tableau n® 24, on est conduit
a des relations analogues & celles du n° 14 et que nous n’écrirons
pas. Bornons-nous a signaler que, dans.tous les cas, ces deux formes
(a, b, c;) et (a, by c) sont '
(ﬁl’ | my— ne|
2

;o
y MMy — - m)
L2 o ?

et

m|m,—mj IO
—y S A 1y — = 0y ).
L2 9 coa

27. A cette correspondance appartiennent des relations que je vais
calculer par une méthode déja utilisée par G. Humbert.
Cherchons & évaluer
(Gn-+4p+4—40%

En se reportant au tableau des réduites el distinguant trois cas selon
la nature de la réduite (mod 4), on forme le tableau suivant :

“ 7 (Gn+4p 4 — 500
2 0 (a—.pl(ji_*_y))_{_ V).
(8] 9 (a—glﬁl+7)).+“},
(3 0 a)» + y}.

c'est-a-dire, dans tous les cas,
m}+ nz?l-.

En fonction des formes (@', ¥', ¢'), la somme a calculer est £(24'Y,

ou, en passant a la forme réduite («', 3/, ¥') et distinguant encore

Journ. de Aiath., tome X, — Fasc. IV, 1930, 53



416 JACQUES CHAPELON.

trois cas (mod 4) :

o’ /' Chm = qp 45— 31
m' < mly < an, 2 0 (2! Y4 (o Y
m'y<m'<m, n 2 (no/)2 4 (2 )
m' < my < m’ 0 T (a4 (o))

ou,

m' <’y <y, E (2 m’)"-—i—E (2’ ),
m'y < m' <<y, 2 (2md))" --;-2 (2m'
my < m'y<m', 2 (am')) - E (2m'),

cni 8’écrit, dans tous les cas,

E [ = miy— ' — ) ) E [ =y =VYm'—ui, .

On peut supprimer les accents, puisque, dans leur ensemble, les
syslémes m, m,, m, et m’, m,, m, sont lesmémes. Dounc, quel (quesoit 7.,

2 (4 mhy= E [ -ty — e — ey (P - E [ = my— " —m, i,
AN--T AN+ T AN+7

les sommes étant étendues aux classes de I'ordre impropre et a leurs
minima ; 7. est quelcongne.
Ensuite, en évaluant par la méme méthode la somme

| 2 (4p 20",

on trouve la relation

(F) Z]In——l)l,l)' -:—Zim,*m, i

AN -7 SN+7
= E (4= — m, )+ E (4 1y — m ),
IN+-7 BN4T

qui, pour 7. = 2, donne la relation

E (2mm,+ smm,— ym,m,+mi+ m3iy=o,

IN+7
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établie par G. Humbert par une méthode toute différente,
Puis, en évaluant

Z (2m =+ Gp4 22 el 2 (8m - 8p — [ 463,

SN 7 AN-+T

on trouve

; \! .
(am - 2m,-—m,)" = 2‘ (2m —-om, — e,

AN T EN4-7
= 2 (he-t-mey 4= 1m o, | )+ 2 (m d-m,+ | m-—m,|
SN--7 8N -7
et
5§ Y= ’ ! 1)
2 (= my - my Y= La(m 4-my)—tm —m, ]
RN --7 &N-+T
4 Z [2(n0 - my) — {m— m,} |,
AN 47

et I'on pourrait continuer indéfiniment, mais toutes ces relations se
déduisent de (F).



