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SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT. 353

Sur Uallure finale di mouverment dans le probleme
des trois corps;

Par J‘EAN CHAZY.

1. Dans un Mémoire antérieur (') j'ai classé les mouvements du
probléme des trois corps quand le temps croit indéfiniment en sept
sortes. Je me propose ici de monlrer comment sont réparties les quatre
sortes de mouvements qui sont possibles quand la constante des forces
vives dans le mouvement par rapport au centre de gravité est négative.

Ces quatre sortes de mouvement sont les suivantes. Ce sontd’abord
les mouvements que j'ai appelés hyperboliques-elliptiques, ou deux
distances mutuelles, soit r,, et 7,4, sont desinfiniment grands d’ordre 1
par rapport au teinps, et ol la troisiéme 7, est bornée; en général les
éléments osculaleurs du mouvement de la masse ne, par rapport au
centre de gravité des deux masses m, et m, sont hyperboliques pour les
valeurs assez grandes du temps, et tendent vers des limites, et les
éléments osculateurs du mouvement relatif des deux masses m, et m,
sont de méme elliptiques el tendent vers des limites : on peut dire
briévement que, quand le temps croit indéfiniment, le probléme des
trois corps se décompose a la limite en deux problémes des deux corps.

Si dans la condition précédente les distances r,; et r,, sont d’ordre 3

seulement par rapport au temps, les éléments du mouvement de la

(1Y Sur Uallure du mouvement dans le probléme des trois corps quand le temps
croit indéfiniment (Annales de I’Ecole Normale, 3¢ série, t. 39, 1922, p. 29-130).
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masse m, par rapport au centre de gravilé des masses m, et m, tendent’
vers des éléments paraboliques; cette deuxiéme sorte de mouvement
est le mouvement parabolique-elliptique. Bien enlendu il y a trois
classes de mouvements hyperboliques-elliptiques et trois classes de
mouvements paraboliques-elliptiques, selon celle des trois masses (ui
s'éloigne indéfiniment des deux autres.

Il existe évidemment aussi des mouvements ot les Lrois distances
mutuelles sont bornées quand le temps croit indéfiniment : les solutions
périodiques du probléme des trois corps et les solutions asy mptotiques
aux solutions périodiques donnent des exemples de cette troisiéme
sorte de mouvement. Enfin la question de savoir s'il existe des mouce-
ments oscillants, ol lanlot les trois distances mutuelles soul borndes,
et tantdt T'une de ces distances est bornée el les deux autres sont
arbitrairement grandes, est posée depuis plus de cent ans par les
théorémes de Lagrange et de Poisson sur I'invariabilité des grands
axes. Dans les mouvements oscillants, s’il en existe, comme dans les
mouvements ot les distances mutuelles sont bornées et dans les
mouvements paraboliques-elliptiques, la constante des forces vives
est nécessairement négative; au contraire dans les mouvements hyper-
boliques-clliptiques cetle constante peul étre négalive, positive ou
nulle.

Représentons les mouvements précédents dans l'espace & douze
dimensions. Employons les coordonnées relatives bien connues depuis
Jacobi : désignons par &, v, { les coordonnées de la masse m, par
rapport au centre de gravité des masses /i, et m., par ¢ la distance de
la masse m, 4 ce centre de gravité : = E 442, ddisignons
par x, y, s les coordonnées de la masse m, par rapport a la masse m,,
et par r la distance de ces deux masses : r,=r= \/w‘-’+y'-' 4+ 3%,

Les six coordonnées relatives £, v, {, , ), = satisfont au systéme
différentiel du douziéme ordre

o*: . ( “, . ty, + a L
—= ==y | 5 == A UMy —— - —— |
de VTSNS > e (":_::; "'1‘:'.)
(1) [l m 'r<———m l ——”") -y a,m )'( : : )
; =— G| o o ) A dan Y| e e )
Cll ’22‘ ,l'J 23 II'J
d*t «, a, /1 10
TE =—me§ | =5+ +a ay s | -~ — = |
at Fag Ty Ny 'ty
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Ce systéme différentiel admet 'intégrale des forces vives; posant

(my =+ n,ym, ney e,
- - . m = ——

M= : 3
I T =y

iy, e ne, "y n,
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c'est-a-dive égalant & V'unité la constante de l'attraction universelle,
nous écrirons I'équation des forces vives sous la forme

IU.

1y L1 il 1 e a2 ey I
; (; R %) + —2"(3 T -3 f)= Fo-h,
ol /i est ce que nous avons appelé la constante des forces vives duns
le mouscement pur rapport uu centre de gravité. lit le méme systéme
admet d’autre part les trois intégrales des aires

el =0y - (13 == 3y
A LA [ AN R
(L5 2y el e (s sy = B

= o,
7

ot == ) e e () vt ) ==

?

@, B, v désignant les constanles des aires dans le mouvement par
rapporl au cenlre de gravité.

A chaque mouvement du probléme des irois corps correspond une
courbe, ou trajectoire, décrite dans 'espace a douze dimensions par le
point de coordonnées £, v, L, @, ¥, 5, &, v/, U, &, ¥/, 5’ quand le

<



356 JEAN CHAZY.

temps varie: inversement & un point de cel espace correspondent en
général une trajectoire issue de ce point, et, quand on se donne aussi
Pinstant initial, un mouvement des trois corps.

Ajoutons d’allleurs que les trajectoires conduisant a un choc de deu\
corps doivent étre continuées au dela de ce choc par le prolongement
analytique de M. Sundman : les résultats ohtenus dans ce Mémoire
s'élendent aux trajectoires ainsi prolongées. Par suite, les seuls
mouvements qui ne durent pas indéfiniment sont ceux qui aboutissent
aun chocdes trois corps; M. Sundman a démontré que dans ces
mouvements les trois constantes des aires o, 3, v sonl nulles : les
trajectoires correspondantes sont donc situées sur une multiplicité
algébrique 4 neuf dimensions ('). Ces trajectoires exceptées, les
trajectoires hyperboliques-elliptiques, les trajectoires paraboligues-ellip-
tiques, les trajectoires bornées et les trajectoires oscillantes vemplissent
toute la région

<o

de 'espace & douze dimensious, région qu'on peut appeler région
intéricure & la surface h =o.

2. J'ai montré antérieurement que dans la région extéricure A> o
les trajectoires hyperboliques-elliptiques sont fonctions continues des
conditions initiales du mouvement : la méme continuité est valable
dans la région inlérieure 2 <o. La démonstration que nous allons
donner de cette nouvelle proposition s’élend immédialement & la
surface A= o elle-méme, et d’ailleurs nous aurons hesoin d’appliquer
la proposition ainsi étenduc a des trajectoires situées sur cette surface.

Supposons donc sur une trajectoire hyperbolique-elliptique que la
‘conslanle des forces vives soil négative ou nalle, <o, ct que la
masse m, s'¢loigne indéfiniment des deux autres quand le temps croit in-
définiment : selon les notations quec nous venons de définir, la distance »

(1) Ces trajectoires forment d’ailleurs sur cette multiplicité algébrique une multi-
plicité transcendante a sept dimensions pour celles dont la figurc-limite est le triangle
équilatéral, et trois multiplicités transcendantes a cing dimensions pour celles dont la
figure-limite est rectiligne (¢f. Cuazy, Bulletin astronomigque, t. 33, 1918, p. 376
ct 378).



SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT. 359

st bornée, la distance ¢ est un infiniment grand d’ordre 1 par rapport
au temps, et méme, selon I'étude que j ai faite des trajectoires hyperbo-
liques-elliptiqques, la dérivée o’ tend vers une limite positive. Revenons
sur ce dernier point en rappelant (') une expression de la dérivée
seconde p" : par dérivation-de I'égalilé
\ pz___'gz+ 0" -+ Z.!s
on obtient
pp'==E5'+ i+ L',
op" - o/t = SEE - 81,

et, d’aprés I'identité de Lagrange
ydap grange,

) (B ) = (o 5 - S (g —Cal )
L S(ng'— "0)

(2) g+ 4~C"-’:P .
¥

d’ot1, par substitution des expressions des Lrois dérivées &, 1", (" tirées
) f )
des trois équnations (1), I'expression de la dérivée p"
. ¢ a, Sxz/ 1 1 S(nt' —¢q')?
(5) OI’:__/"O.’}((_':‘ -+ >+([ [[ ne __’<_.____.._‘.>+ LB_T.E_Q..
b /n o ]

K K Y
23 Iy { L "y 4

Or, r étant borné et ¢ infiniment grand, on pent écrire (*)

br? 1 1 br

I
i [ i a0
4 v Py Iyy p

ry. oo,

d'ailleurs les trois quantités 1’ — Cr!y T8 —EY, Er/ — 1% tendent vers

des limites linies (*) : de sorte que la dérivée ¢” satisfail 4 unc équation
différentielle de la forme
/

(4) o= ﬂ(
)

Il résnlte d’abord de cette équation que la dérivée premiére ¢’ finit par

décroitre, et par conséquent par tendre vers une limite finie positive ou

nulle, puisque la distance ¢ ne peut devenir négative. Si cette limite

'D‘\\

(1) Annales de I’Ecole Normale, 3¢ scrie, t. 39, 1922, p. 37.

(2) Le symbhole b désigne ici et dans la suite une quantité bornée, qui évidemment
n’a pas toujours la méme valeur.

(#) Loc. cit., p. 62-63.

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. IV, 1y2g. ) ./I,G



358 JEAN CHAZY.

éLait nulle, on déduirvait (*) facilement de équation (4) que ¢ est un
v e 2 . .
infiniment grand d’ordre 4 par rapport au temps : la Lrajectoire
correspondante serail parabolique-elliptique. Donc, sur la trajecloire
considérée, la dérivée o' tend vers une limite positive finie, soit ), et le
quolient F—; tend nécessairement vers la méme limite.

Dés lors, sur la mme trajecloire, pour les valeurs assez grandes

. (e e . T
temps, soil ¢2¢,, la dérivée ¢’ est supéricure a la quantité l)— el
d'autre part la distance p est supéricure & toute longueur I, fixée i

P
. P . '
'avance. Par suite pour ¢ = ¢, la valeur de la dérivée ¢/, soit ¢, est
. 32 s , . .

supérieure &=, la distance correspondante ¢, est supéricure a L, et la
distance r, est bornée, sur toute trajectoire T définic par des conditions
initiales assez voisines & I'instant initial ¢, : car la conlinuité est assurée
pour toul intervalle de temps fin.

Suivons le mouvement sur une telle irajectoire T a partir de
Pinstant ¢,, tant que ¢ est supérienr & ¢ : lu distance  croit et reste
supérieure a la longueur L; d’autre part la distance » reste bornée. En
effet, de 'équation des forces vives et 'égalité (2), on déduit 'inégalité

ta

H ., . i, 1y e, (7
ey, . my ., o* 01y, k> 122 ,
Iy Iy I = ou
et par suile
- 1, oy n, ey, 11.7.'-’ .
(D) R R TG > N M ,
[ "y r 100

si /o est négalif ou nul sur la trajectoire T, ou. s'il est positif, pourvu
qu’il soit assez petil, savoir inférieur i %')—-U Or, dans la derniére 1né-
galité, a linstant ¢, les deux premiers termes sont arbitrairement
petits st la longueur L a ¢é1é choisic assez grande; donc au méme
instant le terme 'i'—‘,i'—- esl supéricur a une longueur positive fixe, et la
distance r est inférieure & une longueur fixe. Ces conditions, qui
existent & l'inslant ¢, ne pourraient cesser dans le mouvement consi-
déré que s'il y avail échange de Pordre de grandeur de la distance r
et de 'une des .deux autres distances mutuelles 7,4 et r.,, cl par

(1) Loc, cit., p. y6.
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continuilé si d’abord les trois distances muluelles devenaient du méme
ordre de grandeur, el par conséquent toutes Lrois bornées d’aprés
I'inégalité (5) : mais cela est impossible, puisque la distance ¢ est
supéricure & la longueur L., sicette longueur a été choisie assez grande.
De cette contradiction résulle bien que, tanl que p’ esl superieur a 57 la
distance r est hornée. Dés lors I'on déduit comme précédemment de
Péquation (3) une éqnation de la forme (4), puis, par multiplication
par 2¢, intégration dans Uintervalle de ¢, & ¢ (¢, <), et application
de la formule de la moyenne, on obtient la nouvelle équation

” - | 1 b
.’J-—_PI-—'——.‘Z’”" .—_,__.) I = — |}
oo o

Ion retardant au bhesoin I'instant ¢, pour augmenter la distance ¢,
et quitte & remplacer la trajectoire T par une trajectoire plus voisine
de la trajectoire primitive, on peut, d’aprés la derniére équation,
rendre ¢’ aussi voisin (ue Pon veul de la valeur ¢, supérieure i %},

et par exemple déduire I'inégalité

Qg
’

cr‘ R

1
o>
}

Dés lors, sur la trajectoire T, & partir de V'inslant ¢,, tant que ¢’ est

. A . Y , .
supérienr i z» il est supérieur aussi & = Done ¢’ ne peut franchir la
D B

valeur %. cl en particulier reste positif quand le temps croit indéfini-
ment. Puisque la dérivée seconde 3" est négative d’apres I'équation (4),
&' tend nécessatremnent vers une limite positive finte, le (uoticnt E[ tend
vers la méme limite, et la trajectoire T est une trajectoire hyperbolique-
elliptique, comme et de méme classe (ue la trajectoire primitive,
Donc, si nous joignons le résultat obtenu au vésultat rappelé précédem-
went, dans l'espace & douse dimensions, ToUTE TRAJECTOIRE HYPERBOLIQUE-
ELLIPTIQUE EST ENTOUREE D’UN CONTINGUM DE TRAJECTOIRES HYPERBOLIQUES-
ELLIPTIQUES sur lesquelles ¢’est la miéme masse qui s éloigne indéfiniment
des deuz autres ().

(1) Cette proposition rectifie une proposition que j'ai énoncéé sans démonstration
(Annales de I'E'cole Normale, 3° série, t. 39, 1922, p. 31, note 1, et p. 84, note 1).
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En se reportant & 'étnde que jai faite (') des trajecloires-hyper-
boliques-elliptiques, on voit ¢u'il résulte que les éléments osculateurs
limites de ce continuum de trajectoires sont de méme voisins des
¢léments limiles correspondant & la trajectoire primitive. Et I'on voit
aussi qu’on peut passer de I'une & I'antre de deux (rajectoires hyper-
boliques-elliptiques d’une méme classe par une variation continue des
éléments limites correspondants et par conséquent par unc suite
continue de trajectoires de méme sorte et de méme classe. Donc, au
moins dans la région /<o, les trajectoires-hyperboliques d’une méme
classe forment un continuunt unique.

3. Cherchons quelle peut étre dans la région intérieure s < o la
frontiére de ce continuum. Cetle frontiére est évidemment constituée
par des trajectoires particuliéres. Sur chacune de ces trajecloires,
pour les valeurs assez grandes du temps la dérivée p’ est posilive ou
nulle, puisque la valeur de cette dérivée est aussi voisine que 'on vent
des valeurs posilives correspondant aux trajectoires hyperboliques-
clliptiques voisines : donc sur la trajectoire considérée la distance ¢
finit par étre croissante. D’ailleurs sur cette trajectoire comme sur les
trajectoires hyperboliques-elliptiques voisines, pour les valeurs assez
grandes du temps la distance ¢ est arbitrairement grande el la distance r
est bornée : toulefois il n’est pas démonlré que sur ces trajecloires voi-
sines la coutinuilé soit uniforme, et il ne résulte pasimmeédiatement que
sur la trajectoire limite la distance ¢ tend vers Pinfini avec le temps.

Mais d’aprés I'équation des forces vives ol le second membre est
positif ou nul comme le premicr, et ol la constante Z est négative, les
trois distances mutuelles ne peuvent &lre arbitrairement grandes a la
fois; par suite il ne peut y avoir échange des ordres de grandeur, ¢t sur
la Lrajectoire considérée la distance ¢ reste arbitrairement grande el la
distance r veste bornée quand le temps croit indéfiniment. En outre,
d’aprés les équations

LA~ V4 5= 2 xz’ + 3y 4+ 88’ =r1'

et I'identité de Lagrange, si 'on introduit au premier membre de

(1) Loc. cit., p. 73-85.
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I'équation des forces vives I'égalité analogue a I'égalité (2)

S(rs — 5y')
't Ve g e Rl — ) )

Iz

on voil que les Lrois quantilés y:-’—'— sy, sl — a3, xy' — ya' sonl en
valeur absolue inféricures au produil de la distance » par une quantité
bornée, et par suile sont bornées aussi. Puis les trois intégrales des
aires montrent que les trois quantités nl'— Cr/, (&' — &L, by’ — & sont
encore hornées. Par conséquent 'expression (3) de la dérivée o” peut
encore se meltre sous la forme (4), et il résulte en particulier que
cetle dérivée finit par élre négalive.

Deés lors sur la trajectoire considérée, pour les valeurs assez grancles
du temps, la dérivée premiére ¢' est positive ou nulle et en outre doit
décroitre : donc cette dérivée tend vers une linute positive ou nulle quand
le temps croit indéfiniment. Mais, si la limite de la dérivée o' étail
positive, la trajectoire obtenue serait une trajectoire hyperbolique-
clliptique : nécessairement ¢’ tend vers zéro; la trajectoire considérée
est une trajectoire parabolique-elliptique, oii ¢’est aussi la masse m,
qui s'éloigne indéfiniment des deux autres. Ainsi, pans LA REGION /1 < 0,
LA FRONTIERE DU CONYINUUM DES TRAJECTOIRES HYPERBOLIQUES-ELLIPTIQUES DE
CHACUNE DES TROIS CLASSES EST FORMEE DE TRAJECTOIRES PABABOLIQUES- °
ELLIPTIQUES DE LA MEME CLASSE.

I’étude que jai faite (') des Lrajectoires paraboliques-elliptiques
peut étre compléiée par les deux propositions suivantes. D’une part
Von peut passer de 'une a I'autre de deux trajectoires paraboliques-
elliptiques d'une méme classe par une suite continue de trajectoires de
méme nature : de sorte que le continuum des trajectoires hyperboliques-
elliptiques de chaque classe ne peut avoir de trou. D’autre part les onze
éléments osculateurs limites d’une trajectoire parabolique-elliptique
sont fonctions analytiques des conditions initiales, et par suite dans
I'espace a douze dimensions les Lrajectoires paraboliques-elliptiques de
chaque classe engendrent une surface analytique, qu’on peut appeler
surface parabolique-elliptique (*) : de sorte que dans la région h <o le

(1) Loc. cit., p. g6-106.
(2) Ajoutons qu'il résulte facilement d’un théoréme célchre de Bruns que les trois

surfaces paraboliques-elliptiques ne peuvent étre des surfaces algébriques. Je
reviendrai sur cette question.
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continuum des trajectoires hyperboliques-elliptiques de chaque classe est
limité par la surface parabolique-elliptique de la méme classe.

Enfin j’ai démontré (') que, quand la constante des forces vives /
est nulle, les mouvements du probléme des trois corps sont en général
hyperboliques-elliptiques et dépendent de onze paramélres, et sont
exceptionnellement paraboliques. Dans les mouvements paraboliques,

. . - « . ; 2
les trois distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre 5 par

rapporl au temps, comme le rayon vecteur du mouvement parabolique
des deux corps; la figure des Lrois corps tend, quant a la forme et a
I'orientation, vers une figure fixe, qui est nécessairement ’une des deux
figures d’équilibre relatil obtenues par Euler et par Lagrange, savoir
le triangle équilatéral, et unc figure rectiligne on les rapports des
distances sont donnés en fonction des masses par une équation du
cinquiéme degré célébre. Dans l'espace a douze dimensions les trajec-
toires paraboliques correspondant au triangle équilatéral, engendrent
une multiplicilé analytique a neuf dimensions, et les Irajecloires
paraboliques correspondant a la figure limite rectiligne engendrent,
selon l'ordre des trois masses, trois multiplicités analytiques a dix
dimensions. Ces multiplicités limitenl sur la surface A=o les trois
continua de trajectoires hyperboliques-ellipliques. En ellet la surface
parabolique-ellipticue engendrée par les trajectoires sur lesquelles fa
masse /n, s'éloigne indéfiniment des- deux autres ne pent sur la
‘surface /=0 aboutir 4 une trajectoire hyperholique-elliptique, qui
devrait étre entourée d’un continuum de trajectoires de méme nature :
elle aboutit nécessairement a I'une des trois multiplicités paraboliques
a dix dimensions. D’ailleurs dans le passage a la limite la masse m., ne
“peut passer entre les deux antres : la surface parabolique-elliptique sur
les trajectoires de laquelle la masse m, s’éloigne indéfiniment des deuz
autres aboutit & ses deux extrémités aux deux multiplicités paraboliques
correspondant auz figures limites rectilignes oil les masses sont dans les
deuz ordres mymym,, mym, m,.

Dans lout ce gui précéde, les Lrajecloires sonl considérées comme
dirigécs. Mais une trajectoire qui est hyperbolique-elliptique quand
le temps ¢ tend vers + w pourrait a priort appartenir a une aulre sorte

(') Loc. cit., p. 88-94.
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quand ¢ tend vers —ow. Nous allons monirer qu’en fait il n’en esl
ricn, & moins qu’elle n’aboutisse 4 un choc des trois corps : sinon,
celte trajectoire est hyperbolique-elliptique, et de la méme classe,
uand le Lemps croit indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs
négatives. Nousallons établir cetie proposition 4 'aide de la théorie
des invariants intégraux, et d’une fagon précise en complélant el recli-
fiant sur un point un calcul connu de Poincaré, d’on résultera en
oulre ¢ue les trajectoires bornées ct les trajecloires oscillantes
possedent [a stabilit¢ a la Poisson.

A. Nous commencons par rappeler des résultats classicques. Consi-
dérons d’une facon générale le systéme différentiel d’ordre n
(1) ’_f%_i:.\;(.rl,.r;,. ..... Ty ) (L=t 9, ooy i),
on les n fonctions X; dépendent des n variables .z;, et éventuellement
de la variable indépendante ¢ : la condition nécessaire et suffisante (")
pour que le systéme (4) admette I'invariant intégral

f:\’[r/.z',(/.rg, voes ey,

ot M désigne une fonction des n variables z,, ., ..., x,, est que celte
fonction satisfasse a I’équation aux dérivées parlielles
JM N I AW l)('W\,,)

(7 — ..+
/) o, or, dry,

c’est-a-dire soit un dernier multiplicateur des n équations (6).
Orlesysteme différentiel d'ordre 12 anquel satisfont les six fonctions
%, 1, &, yy 5 et leurs dérivées premiéres peut s'éerire

dz ., dn dz dr , ey P z ,
o= gE g s g o=y =

e’ an “, i 1

= <"5_§:; TI,—'> 0 12 <,—_—‘- T)

e a, a, 1

= m',/,<—:'—f ]~I—‘>4 iy, /)l,,l(;—_——— T‘)

dt’ a, a, 1 1

=Rl /1 I A == )+ a,a,mys{ — — —

dt ( ™ l::> ('_E ’l’t>

(1) Cf. Les mithodes nouvelles de la Mécanigue céleste, t. [, p. 41.
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dx' (g 4+ my) , , AR i
—_— = e My A = e - myg - = b
dt / iy Ty Iy i

dy' (m, -+ m,) a, a, i 1
P L% e i ooyl B MR Wi
dt I vy Ty Pag Ty
ds’ (i my ", AR 1
Ly = —l%“—)" - ”"-'.5(7;'“ -+ ':(—>+ ’”::§<T —r> :
dt r AU TR ISTES
mis sous la forme
I/.’L'/ , . \ e n
(8) "l =N (s Lus ey ), (8= 2,0, ..., 17)'))

ce systéme admet pour dernier mulliplicateur 1'unité puisque dans
I'équation aux dérivées partielles (7)aucune des douze fonctions X; ne
dépend de la variable «; correspondante. Donc le systéme considéré
admet I'invariant intégral

ll:j d oo dy dsds do dg' da’' dy”' ds'.

En outre, si I'on considére une fonciion quelconque M des douze
variables x;, et la nouvelle variahle indépendante u telle que I'on ait

de = Mdl, -

les équations (8) prennent la forme

C[-L‘,' . X,j
de — M

(i=1,2, ..., 12),
et admettent l'invariant intégral
I,= [Mclidnd@dxdydsclE’(ln’(lt’fl.as’({)/’(lz’.

Nous utiliserons successivement les deux invariantsintégraux I, et I,
en choisissant dans le second-une fonction M convenable.

8. Considérons dans la région intérieure 2 < o un faisceau de trajec-
toires, dans lequel les trois constantes des aires «, {3, Y ne s’annulent

pas a la fois, et méme ou le vecteur des aires yo? + (*+ y* a un mini-
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mum  positif. 11 résulte comme premiére conséquence que les
trajecloires considérées n'aboulissent pas & un choc des irois corps et
peuvent ctre continuées indéfiniment; la méme condition apportera
dans la suite différentes simplifications, i, concernant le voisinage
("une multiplicité algébrique i neul dimensions, ne restreindra en rien
la généralité des propositions (que nous ohtiendrons dans des continua
& douze dimensions. '

Supposons en premier lica que les trajectoires du faisceau considéré,
suivies dans un méme sens, soient toutes des trajectoires hornées, c’esl-
a-dire que les trois distances mutuelles y soient bornées. Nous allons
démontrer que l'intégrale I,, étendue a la région de U'espace i douze
dimensions ol pénétre ce faisceau de trajecloives, a une valeur finie.

Puisque les Lrois distances mutuelles sont bornées, les six coordon-
nées relatives &, v, 7, @, y, = le sont aussi; el si en outre ces distances
mutuelles sont supérieures & une longueur fixe, d'apres Péquation des
forces vives les six vitesses &'+, £, &/, ¥, ' sont bornées aussi.

ar suite le faisceau de rajectoires considéré ne quitte pas dans
Pespace & douze dimensions une région finie, et intégrale 1, érendue
A celte région esl linie.

Supposons au contraire (ue sur le faisceau considéré les trois dis-
tances mutuelles ne sont pas supcérieures & une longueur fixe. Puisque
le vecteur des aires @ un minimum positif, & chaque instant sur chaque
Lrajectoire, ('aprés une proposition démontrée par M. Sundman,
une seule de ces distances mutuelles s’annule ou devient arbitraire-
meut. petite : el nous supposerons d’abord que cette distance sur Loutes
les trajectoives du faiscean, pendant des intervalles de Lemps succes-
sifs ('), est Loujours la méme, soit r,»=r. Fn outre, selon une aulre
proposition de M. Sundman, pendant ces intervalles les trois vitesses
£ 1, I corvespondantes sont en valeur absolue inférieures & un nombre
fixe; et il résulte immédiatement de I'équation des forces vives que
pendant les mémes intervalles les trois vitesses &/, y'; =’ sonl en valeur

< ) : b .
absolue inférieures 4 un nombre de laforme —- Dans ce cas le faiscean
\r

(1) Jai montré qu'il est impossible que sur unec trajectoire I'inc des distances
mutuelles tende vers séro quand le temps croit indéliniment (Annales de {Ecole
Normale, 3% série, t. 349, 1922, p. 124).

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. IV, 1920, 47
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de trajectoires considéré occupe une région infinie de ’espace & douze
dimensions, mais l'intégrale I, étendue i cette région infinie conserve
encore une valeur finie. En effet, en écrivant cette intégrale sous la
forme

f (/’éd-ndCdE" dn'd¢’ f drdyds f da'dy' ds',

. e, . ) b
on voit que la premiére intégrale triple a une valeur de la forme — el
P

{
9

par conséquent la deuxiéme,

f bdrdydz
(

K
xz_i_ )/2+ z?.)'.

étendue d’une région de I'espace a trois variables z, y, z qui est finie,
mais comprend 'origine =y =z =0, a selon une régle classique
une valeur finie. Puisque d’autre part les six variables £, 1, {, &, 7/, U/
sont hornées, I'intégrale d’ordre 12 I, est elle aussi finie.

Supposons maintenant qu'a d’autres instants sur cerlaines irajec-
toires du faisceau ce n’est pas la distance r,, qui est nulle ou arbitraire-
ment petite : et effectivement, au moins a priors, la dislance mutuelle
qui devient nulle ou arbitrairement petite, méme sur une méme
trajectoire, n'est pas nécessairement toujours la méme. Dansce cason
peut calculer I'intégrale I, par un changement de variables : on peut
pendant chaque intervalle de temps et sur chaque Lrajectoire ol une
distance muluelle autre que »,, est arbitrairement petite, mettre en
évidence les coordonnées relatives des deux masses voisines, les
coordonnées de la troisi¢me masse par rapport au centre de gravité de
ces deux prémicres, et les dérivées de ces six coordonnées. Les
abscisses x,, x,, x; des trois masses s'expriment d’ailleurs en fonction
des abscisses £ et « et de P’abscisse, soit «,, du centre de gravité total
par les formules

m; ., . my, oMy,
LyI= Ly — — & — @, X, ZTy== 2y — — (4 a,x, Ly =Xy + ———— ¢ !
my -~ m, m,

d'ou I'on déduit la valeur du déterminant fonctionnel

D(.Z'“ x‘n ‘1’.:&) —_
D(zy & )

I,



SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT. 367

et 'égalité entre éléments d'intégrales triples
dwydiydiay = — drydide,

De sorte que, dans le changement de variables effectué dans I'inté-
grale d’ordre 12, U'expression dfdz doit éire remplacée par une
expression de méme forme en fonction des nouvelles variables, et aussi
Pexpression dt'dz’. Au total Pintégral I, a méme forme en fonction
des nouvelles variables dans chacun des intervalles de temps considérés,
el sur la partie considérée du fuisceau, qu'en fonction des anciennes.
Onpeutainsi décomposer 'intégrale I, en une somme de trois intégrales
de méme forme éendues chacune & des domaines d'intégralion
formant une suite, mais chacune des trois intégrales partielles étendue
au downainetotal comprenant tousles domaines partiels correspondants,
est finic "aprés la démonstration qui précéde.

Donc, d'une facon générale, Uintégrale 1, est finve dans la région de
l'espace & douze dimensions occupée par un faisceau de irajectoires
bornées, au moins si le vecteur des aires a une longueur supéricure @ une
longueur fize. .

De cetle premicre proposition nous tirons la conséquence suivante.
Supposons (u'il existe un faisceaun de trajectoires, qui soient hyperbo-
liques-ellipticues dans un sens, disons dans le passé, et sur lesquelles
les trois distances mutuelles soient bornées dans 'autre sens, disons dans
le futur : en réduisant an besoin ce faisceau, on peut supposer que le
vecteur des aires y a un minimum positif. Considérons dans le faisceau
ainsi réduil une surface de section S,, la surface S, occupée par les
pointsde S, au hout de l'intervalle de temps T, et le continuum limité
parles deux surfaces S, et S, ; les antécédents et conséquents successifs
de ce continuum au hout des intervalles = T,==2T, . . ., formenl deax
suites infinies, I'une le long des trajectoires hyperboliques-clliptiques,
Pautre le long des trajectoires bornées que nous considérons. Si I'on
assimile le mouvement sur ces trajectoires dans l'espace a douze
dimensions au mouvement d'un fluide, on voit qu’on aboutit 4 une
contradiction : unc quantité de fluide dont le volime dans 'espace a
douze dimensions, volume exprimé par l'intégrale [, correspondante,
estaussi grand que I’on veut, devrait pénétrer dans unerégion de volume
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fini, puisque l'intégrale 1, étendue a la région occupée par un faisceau
de trajectoires hornées, a une valeur finie.

I est donc impossible que dans un faisceau, st délié sout-il, les trajec-
towres sotent lyperboliques-elliptiques dans un sens, et que les trois
distances mutuelles sotent bornées dans le sens opposé ().

6. Le vecteur des aires ayant loujours un minimum positif,
considérons en second lien dans la région & < o un faisceau de trajec-
toires, qui, suivies dans un méme sens, soient foutes des trajectoirves
oscillantes, ou forment un mélange de trajectoires hornées et de
trajectoires oscillantes : de sorte que cetle nouvelle hypothése est une
généralisation de la premicre (*). Nous allons chercher encore & limiter
la valear de Pintégrale T, dans la région oft pénétre ce faiscean de
Lrajectoires.

Sil'on étend d’abord 'intégrale 1, & une région linie de I'espace i
douze dimensions, ou aux trois mémes régions infinies, correspondant
a des chocs ou & des approches de deux corps, que dans le raisonnement
précédenl cette iutégrale a une valeur finie. Mais nous devons étendre
en outre la méme intégrale aux régions infinies correspondant a des
mouvements ol une masse s'éloigne indéfiniment des deux autres.

(1) Schwarzschild a obtenu une proposition éqnivalente dans le cas ot celui des
trois corps qui est supposé s'éloigner indéfiniment des deux aurres a une masse nulle
(Astronomische Nuchricliten, Band 141, 18g6. p. 6). La démonstration de Schwarz-
schild, dont la notre est une extension, se résume en ceci @ si V'on écrit les équations
différentielles du mouvement d'une comete, supposée de masse nulle, sous laction du
Soleil et de Jupiter, les seconds membres de ces équations ne sont pas indépendants
du temps, mais en sont des fonctions périodiques, dont la période est la durée de
la révolution de Jupiter; ct ces équations 4 six variables sous la forme canonique
admettent encore comme dernier multiplicateur 'unité. in prenant pour intervalle T
non plus un intervalle de temps arbitraire, mnais la période des seconds membres. on
aboutit 4 Ja méme contradiction : dans 'espace & six dimensions, oii V'on représente le
mouvement de Ja comete par les coordonnées de celle-ci et leurs dérivées, une
quantité de fluide de volume inlini devrait pénétrer dans une région de volume fini.

(%) La proposition que nous venons d’obtenir au n* 5 est donc contenue dans celle
que nous démontrerons au n* 7. 8'il n'existe pas de Lrajectoires oseillantes, la nouvelle
hypothése et la discussion des n** 6 et 7 sont inutiles. Si au contraire il existe des
trajectoires oscillantes, et si les trajectoires bornées ne peuvent pas former de faisceau,
la discussion du nv5, non seulement est un cas particulier de la discussion des n** 6 et 7,
mais encore repose sur une hypothése irréalisable.
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Supposons d'abord que cette massc, pendant des intervalles de
temps successif, soil toujours la méme, soit /n,, c’est-a-dire ue, selon
les notations précédentes, les coordonnéesx, y, = soient bornées et les
coordonnées Z, v, [ arbitraircment grandes pendant ces intervalles.
Dans la région infinic correspondante de I'espace a douze dimen-
sions nous pouvons calculer I'intégrale |, par quatre intégrations
triples successives en I’écrivant :

(q) [//Z/_/'/, ({:/I/i’//'//(’:l\//l.l’l/)'//: ///./,"fb"//:’.

Nous savons déja que le résultal des deux premiéres intégrations
triples est borné, mémc st les denx masses m, el m, se choquent ou
deviennent arbitrairement voisines.

Pour limiter la troisieme intégrale triple, cherchons a limiter le
volume (intégration correspondant dans I'espace a trois dimensions si
I'on représente le point E0, L. Les trois expressions y3'— zy’,
zx'— x5’y wy'— v’ sont bornées pendant les intervalles de femps
considérés; si la distance r,, est supérieure a une longueur fixe, car
toutes les vitesses sont hornées par I'équation des forces vives; si la
distance r,, s'annule ou devient arbilrairement petite, car ces trois
expressions sont elles-mémes arbitraivement petites. Parsuite, d’apres
lex intégrales des aires, les trois expressions n7'— Jv/, (8 —Z%7,
' — 7€ sont bornées aussi. Ainsi le volume d’intégration cherché est
«’abord compris entre trois couples de plans deux a deux paralléles, et
paralléles & une méme droite, dont les équations sont de la forme

'

15— L' =cunsl., 1%z =const., 24, 2 ==const,

En outre, dans chacun des intervalles de temps ot la masse m,
s'éloigne @ distance arbilrairement grande, puis se rapproche des
‘nasses me, et my, il est a pru pres évident que la vitesse de la masse m,
par rapport au centre de gravit¢ des deux aulres, vitesse dont le carré
est 52+ /1", est bornée. Eun effet, dans Uexpression résultant de
I'identité de Lagrange,

.y (n%'- -0y + (ZE’»;'::';’ 12 (&f'r,'n'n':f’f-',

L 1Y ta __ 1
R N SR N

le numérateur du dernier terine est borné dans I'intervalle de temps
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considéré, ct le dénominaleur est supérieur & 2%, si pendant cel inter-
valle la distance ¢ est supérieure a la longueur fixe ¢. D'ailleurs cette
distance, pendant le méme intervalle, et si la longueur ¢ cst asscz
grande, satisfait &4 une équation différenticlle qui, d’aprés I'équa-
tion (3), peut recevoir la forme (4)

y m.‘,< /;)
pl=— — 1+ =)
p- P

donc la dérivée p’ décroit constamment et la distance ¢ 4 un maximum
Pu, OU cetle dérivée s’annule. En multipliant la derniére équation par
2¢', et en intégrant de linstant de ce maximum a un instant

quelconque du mouvement considéré, on obtient

P—=am <|+ é)<'—>— ’ > :
P — 41Tty '3, r‘ PM .

Al ’ r’ ) r A '
d’oti résulte que le carré ¢ est borné, et méme de P'ordre de - Done

Pexpression £+ 2 - [ est elle-méme bornée.

Ainsi, dans I'espace & trois dimensions ot 'on wpresen[e les trms
variables &, v/, ', le volume d'i mtegrahon est compris d’'une part a
Pintérieur d'une sphére de centre ongme et de rayon fixe, ct d’autre
part, si 'on veut, & I'intérieur d’un prisme quadrangulaire dont les
quatre faces sont deux & deux des plans paralléles ayant des équations
de la forme

(10) n%'—¢n'=const., (e — &' =consl.,

ol les seconds membres ont des valeurs bornées. Ce volume sera au
plus de P'ordre dc 'aire du parallélogramme, scction droite de ce
prisme, c'est-a-dire de l'ordre du produit des distances des deux
couples de faces paralléles (10) par I'inverse du sinus de I'angle 0 de

ces faces :
/] I

NTEaaTEEs SRRy

or, sil'on choisit pour § I'angle aigu, I'on a

2
|7 | et sinf = o

cos 6 = — : .
Vi + ) (8 +27) Ve +0)(0 4+ 5%)
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c 1. . b .
Donc la valeur du volume considéré peut s’écrire —» el aussi

pg Pt

?

b /
;—-, et par smtc

[l résulte que Imteglale I, est 1nfemeure en valeur absolue 4 une
expression de la forme
//‘r/g(ln(/

dans le domaine d'intégration de laquelle la distance p = y&* + 4* -+ (?
ne s'annule pas, mais croit indéfiniment dans une infinité de directious
formant un cone. En passant en coordonnées polaires, ou en appliquant
une régle classique, on voil que la derniére intégrale triple estinfinie,
de sorte que la valeur de 'intégrale I, n’est paslimitée par le raisonne-
menl qui précéde

Mais c'est ici que nous utiliscrons 'intégrale plus generale L, en
introduisant dans cette intégrale la fonction

M= m avec W =pp*+mr,

ou n désigne un exposant constant, et qui dépend des six variables
£, 0,%, x,y, 5, mais non de leurs dérivées. 1.'intégrale I, ainsi formée
a une valeur finie dans tous les cas précédents ou ['intégrale I, a elle-
méme une valeur finie : en effet puisque sur le faisceau de trajectoires
considéré, la somme o* 4 3%+ y* est supérieure & une quantité positive
fixe, selon une proposition de M. Sundman que nous avons déja invo-
quée, la fonction H est elle aussi supérieure a4 une quantité positive
fixe. En outre, dans ’expression (9) de I'intégrale I,, si I'on multiplie

par “, 'élément de l'intégrale triple en dxdydz, la valeur de cette
intégrale triple, d’aprés la formule de la moyenne, est multipliée par
le facteur 7pa* ou figure une valcur moyenne r de la variable r, valeur

moyenne qui est bornée. Et 'on-arrive a une intégrale triple en &, v, {

qui se met sous la forme
, ’f d{(la dt
(pp*-+ mrry

Il est visible que cette nouvelle intégrale triple étendue & un domaine
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d’intégration infini a une valeur finie, si ['exposant constant n est
T o1 Ve o Ve

sapérieur & ~: done ['intégrale correspondante a encore une valeur finte.

Remarguons enfin que le résultat-obtenn subsiste si surles trajectoires
considérées la masse qui s’éloigne indéfinimen! des denx autres n’est
pas toujours la méme; on le voit en appliquant le méine changement
de variables que précédemment, changement qui conserve aussi la
forme de l'expression 1.

Alnsi nows avons encore formé dans ce second cas un invariunt
intégral, 1, oul,, des équations différentielles du moucement, qui, étendu
a la région occupée dansl’espace a douse dimensions par un [uisceau de
trajectoires bornées ou oscillantes, conserve une valeur finie, si du moins
le vecteur des atres a un minimum positif.

7. Dés lors on sail cornment selon une proposition classique (') de
Poincaré, il résulte de Uexistence d'un tel invariant intégral que, sau /'

(1) Les méthodes nouvelles de Lo Mécunique céleste, v ). pooyj7-1506.

Pour étendre la notion de stabilité a la Poisson, Poincard a cherché a prolonger
analytiquement les trajectoires que nous appelons ici hyperboliques-cliptiques au
dela de la valeur infinic du remps (7hid., p. 168-172). D’abord, la région occupér
dans Vespace a douze dimensions par un faisceau de trajectoives hyvperboliques-
clliptiques est la méme que celle que nous avons considiérie pour limiter Tinte-
grale T, sur un faisceau de trajectoires oscillantes. En effet. sur uwne Irajectoire
hyperbolique-clliptique ot la masse my s'¢loigne indéfiniment des denx antres. les
trois quantités %' —Z7', LE'— 2. §q'—1F ne sont pas sculement bornées, mais
tendent vers des limites finies; e, d'autre part, la dérivée o' tend vers une limite

S\ kla o

finie et positive, ¢t par suite aussi la guantité ¥ - = 722 D’ailleurs 1o méme
l ) l T ] ]

. ot !
fM ot _—J (;/;-‘1_////-' i avee n> 3’

qui croit indéfiniment avec le temps sur les trajecloires horndes et sur les trajec-
toires oscillantes. tend visiblement, au contraire, vers unce valeur finie sur chaque
trajectoire hyperbolique-clliptique, et cela suffirait a établic que la valeur de I'inté-
grale I, est finic dans la région. occupée par un faisceau de telles trajectoires. Mais
j’ai montré (Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, 1. 39, 1922, p. 83) que lc seul
prolongement réel qui soit possible sur une trajectoire hyperboligne-elliptique est le
rebroussement de la trajectoire sur clle-méme. Aprés deux de ces rebroussements, il
y a non seulement stabilité a la Poisson, mais- périodicité.

Remarquons encore qu'on limite (acilement aussi I'intégrale T, dans [a région
occupée par un faisceau e trajectoires hyperboliques-clliptiques. par un changement

variable :
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des trajectoires exceptionnelles, Uensemble des trajectoires bornées et des
trajectotres oscillantes posséde la stabilité @ la Poisson, 11 importc
d’ajouter que, sur les tm,ectmres oscillantes comme sur les trajectoires
hornées, I'intégrale

/\l//l :f -~~'-/[ oo ">
P e )” 2%

croit indétiniment quand le temps ¢ croit lui-méme indéfiniment, car,
étendue seulement a Pinfinité d'inlervalles ofi les (rois distances
mutuelles sout bornées, et dont aucun n’est infiniment petit, cette
intégrale a déja une valeur infinie; de sorte que cesontles trajectoires
elles-mémes que nous avons délinies qui possédent la stabilité a la
Poisson, et non des prolongements de ces Lrajectoires au deli de la
valeur infinie du temps.

Mais nous allons tirer une aulre conséquence de l'existence d'un
Cmvariant intégral fini dans la région de 'espace & douze dimensions
occupée par un faisccau de trajectoires bornées ou oscillantes.

de variables: si ¢'est la masse my qui s'¢loigne indéfiniment des deux autres, rempla—

cons respectivement les six variables 2, 4. %, £, /. £ et les six variables 2, y, 5, o', )7, 3

par les éléments osculateurs correspondants «, «. &, L w4 et «y, ey ¢y, {1, &, Uy
{ef. Cuazy, loc. cit.. p. 71-82). Les deux déterminants fonctionnels d’ordre 6 i consi-
dérer s¢ déduisent immdédiatement 'un de I'autre; le premier a pour valeur

Yy et =

250 ny? —
e Vaesini,

D
T7

de sorte que Uintégrale [, devient, i un facteur constant prés,

f . Vaa eeysinisiny et dde dli A il o) da,,/,»‘,//,,//, ey b,
[at{echu—r1y2-- mu|(|— €y Cos 1)) "

Dans le nouveau domaine d'intégration. sur chaque trajectoire hyperbolique-ellip-
tique, les dix variables autres que [ el /; tendent vers des limites finies, les deux
variables / el /; tendent vers Uinfini, mais /, doit étre considéré comme un angle
et I comme une distance, ct I'on a d'ailleurs

[ =e¢shu—u-+ .

= o

. . ~ . . . ’ . .
Donc. la nouvelle intégrale d’ordre 14 a une valeur finie si Uintégrale simple ik
L5

ou [y est positif, est elle-méme finie, c'est-a-dire si 'exposant n est supérieur a —.
: 2

Journ. de Math., tome VIII. — Vasc. 1V, 192y, [18
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Supposons qu’il y ait un faisceau de trajectoires, qui soient hyperbo-
liques-elliptiques dans un sens, soit dans le passé, et qui soient hornées
ou oscillantes dans le futur. '

Considérons dans ce faisceau un conlinuum i douze dimensions, oit
le vecteur des aires ail un minimum positif, et considérons les mouve-
ments définis par les points de ce conlinnum et un certain instant
initial ¢,. A chaque instant ¢ correspond dans les mouvements ainsi
définis un continuum transformé du continuum initial. Il résulte
de l'existence d’un invariant intégral fini, selon le raisonnement
classique (') de Poincaré, cL selon une remarque de la page précé-
dente, qu'il arrivera dans le futur un instant fini ot le continuum
tranformé aura une partie communc avec le continuum initial. Dés
lors, si I'on considére les trajectoires définies par les points de cette
partie commune, el si ['on suit ces trajectoires en remontant le cours
du temps, on est conduit & une contradiction.

D’une part, les trajectoires oblenues, dans le sens considéré, sont
hyperboliques-elliptiques, et si le continuum initial correspond & un
passé assez reculé dans le cours de chaque mouvement, I'une au moins
des trois coordonnées &, v, { doit varier indéfiniment dans le méme
sens. D’autre part les Lrajectoires obtenues sont dans 'espace & douze
dimensions des courbes presque fermées, c’est-i-dire que les Lrois
coordonnées &, v, { en particulier devraient dans la suite du mouvement
considéré, au bout d'un intervalle de temps fini, reprendre des valeurs
voisines de leurs valeurs initiales. .

Donc 1L NE PEUT EXISTER DE FAISCEAU, S DELIE SOIT-IL, OU LES TRAJECTOIRES
SOIENT HYPERBOLIQUES-ELLIPTIQUES DANS UN SENS, ET BORNEES OC OSCILLANTES
DANS LE SENS OPPOSE. '

8. 1l importe d’arriver au résultat précédent, et d’obtenir la limi-
tation de I'intégrale I, dans la région occupée par un faisceau de tra-
jectoires hyperboliques-elliptiques, par le calcul connu (*) ot Poincaré
a introduit les intégrales I, et I, dans I'étude des trajectoires du pro-

(1) Ce second raisonnement est une partie de la démonstration de la proposition
rappelée a la page précédente (loc. cit., p. 142-143).
(2) Loc. cit., p. 167-168 et 172-173.
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bléme des trois corps : d’autant que nous aurons l'occasion de rectifier
ce calcul sur un point.

Proposons-nous de calculer lUintégrale I, par deux intégrations
sextuples successives : :

fcl'f; dndfdzdy ds fdﬁ’d'n’ dt dx' dy' ds’,

el limitons d’abord dans 'espace a six dimensions le domaine auquel
s'étend l'intégrale sextuple de droite. Les six variables &, v/, (',
x', y', 3’ sont liées sur chaque trajectoire par l'intégrale des forces
vives et les intégrales des aires. Sur le faisceau de trajectoires consi-
déré, la constante des forces vives et les constantes des aires sont com-
prises chacune entre deux syst¢mes de valeurs, soient Az=¢, o +¢|,
B*e,, yie, ¢ g, &, & désignant qualre quantités posilives; et’
d’ailleurs, ce faisceau formant un continuum, chacune des quatre
constantes posséde effectivement sur certaines trajectoires toute valeur
comprise entre les deux valcurs extrémes correspondantes. 1l résulte
que le domaine d’intégration est limité d’une part par trois couples de
plans deux a deux paralléles, d’autre part par deux surfaces ana-
logues a deux sphéres de centre origine.

On peut opérer un premier changement de variables en rempla(;ant
3 ‘n’ & z

les variables &', 7/, {', 2/, y', 3’ par \;’ NV \/m, —,_..;, de fagon

que ces denx derniéres surfaces soient deux sphéres de I'espace &
six dimensions :

P40 0+ 2+ y st =oF +2( £e);
les trois couples de plans sont alors :
V(g —ga') + Vm(ys' — 5y = a e,
V(e — &) +Vm(sz' —as') =B £ ey,

Vie(En' — 0’y + \/7)—1(.23)'"—3'@’) =y e,

On peut opérer ensuite un second changement de variables défini par
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les six formules :

Xo=\ o = 40’y =y m (s = 507),
Y = \”;_J.(‘gf:f’ 2L - \/;;(_:.1;’ 3y,

-

7=\ [_J.(E"fl/ — ) (v’ = vy,

U=aZ bt e e’ ey’ o [z

N =t ) T e T

- ./”':,!

W=a"Z b " A e e e [T
et tel que les trois plans U =0, V=0, W =0 soient orthogonaux
entre eux et aux trois premiers plans N\ =0, Y = o0, Z =o0. On recon-
nait facilement que le probléme de déterminer les dix-huit coefficients
a,bye,d, e [,d,0,c,d e, f,a", b ¢ 'y " par les donze

“conditions d'orthogonalit¢ ainsi posées comporte unc infinité de solu-
tions, et I'on peut évidemmnent supposer, en outre, que les Lrois sommes
e carrés '

I R A e L S e A QLI Sy A

#a

A R S e K S e A

solent égales & ['unité : pourvu que les trois plans N\ =0, Y =o,
7. = o, quine sont pas orthogonaux deux a deux, ne passent pas non
plus par la méme multiplicité & quatre dimensions, c’est-a-dire que les
six coordonnées relatives £, v, J, .r, ¥, 3 ne vérifient pas les conditions
de proportionnalité

9°

X

-— 3=,

BAYY

— 2l =0, ey - \;‘ = 0.

Apres ces deux changements de variables Uintégrale [, peut
s'écrire :

1 / dz dr d% do ey ds

k [ AN Y AT f JU d W,

E
5 o

(pame)?e

et les équations des surfaces limiles deviennent

U2+ \"—’ 4+ W2 4+ SAX? 4- 2 SBYZ = e ah =0,

X=a*g¢, \:5:'_45.:. L=y g,
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avec

A= \umpe 5 mr)[etrt - G- oy 4 L0t
\ — (po? 4+ mr ) pi? ey A= (v L - 5p)?
Az
B Cs? = ey (e - m';;) b um( :' —_ 1’ Yz - vE )
S N GO (SR AC AR it Il S S S
A:

les neufl variables de gauche %, v, 2, @, v, 5, X, Y, Z ayant des

valeurs données, le volume d'intégration de I'intégrale triple en L,
V, West limité dans 'espace.a trois dimensions par deux sphéres de
centre origine, et, si I'on suppose le faisceau de trajectoires infiniment
délié, la partie principale de cette intégrale triple par rapport 4 la
quantité : considérée comme intiniment petite est

Srey ol - ol - SANE L aSBYZ,

in intégrant par rapport & X, Y, Z la fonction obtenue, et se bor-
nant de méme 4 la partie principale par rapport aux trois infiniment
pelils z,, g4, €4, On Lrouve ’

6imze e\ b - ad = SN gt 0 SBSy.

[Xt 'on obtient finalement l'intégrale sextuple en &, v, 7, a, y, 5.

) 17EE, 8,8, 2wl — S\ 2t — aSB S, : :
O17ee 2yt [\/ il Az by Lz b 7 e dy ol s,

3 (po* )| et~ (e + 0+ 13)]

On apergoit plusicurs circonstances (ui pourraient a prior: empé-
cher I'intégrale obtenue d'avoir un sens : 'élément devient infini avec
la fonction F quand I'une des trois distances mutuelles s'annule, les
deux aulres ayant une valeur arbitraire, et il peut de méme devenir
infini quand s’annule le second facteur du dénominateur de 'expres-
sion placée sous le radical. Mais, par application des riégles connues,
on constate que, malgré ces différentes singularités, U'intégrale consi-
dérée conserve un sens.

Au contraire, pour x, y, s finis arbitraires et E, 7, < infinis, 1'élé-
ment de l'intégrale sextuple s'annule comme — . Donc, élendue au

L
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domaine infini de 'espace & douze dimensions correspondant a des
trajectoires oscillantes, 'intégrale I, a une valeur infinie ().

Mais, si au lieu de l'intégrale I,, on considére l'intégrale I, et la
I

fonction M = ——n——
' (pp? = mrtyr

» I'élément de la nouvelle intégrale sextuple

r ., Y . .
en ¢, 1, §, @, y, 3 s'annule pour &, v, T infinis comme

1 . , Voo .
pour n > -, cette nouvelle intégrale est donc finic selon la régle clas-

sique relative aux intégrales triples, et, par conséquent, I'intégrale 1,
correspondante esl linie aussi dans toute la région de espace 4 douze
dimensions ou s'étend le fuisceau de Lrajectoires considéré. Nous arri-
vons 4 la méme conclusion que précédemment. '

9. De la proposition énoncée 4 la fin du n° 7, résulte que, dans la
région A <o, les trois continua de trajectoires hyperboliques-ellip-
liques présentent la disposition la plus simple qu'il soit possible d’ima-
giner. En effet, considérons toutes les -trajectoires qui,. suivies dans
un certain sens, sonl hyperboliques-elliptiques d’'une méme classe et
qui forment I'un de ces trois continua. Suivies dans le sens opposé, ces
trajectoires ne peuvent étre ni bornées, ni oscillantes : elles sont néces-
sairement (*) hyperboliques-elliptiques, mais « priori pourraient appar-

(1) Cest la conclusion par laquelle Poincaré termine son raisonnement concernant
lintégrale I, (Les méthodes nouvelles de la Mécaunique céleste, t. T, p. 168);
cette conclusion est exacte, mais le calcul antérienr est faux. ln effet, en se reportant
a ce calcul (loe. cit., p. 167-173), on voil qu'il doit &tre rectifié en ceci, que Poincaré
calcule PI'intégrale sextuple en &', v, ¢, #', ¥'. 3’ comme si les trois plans X = o,
Y =0, Z = o étaient orLthogonaux deux i deux; or, Pon vérifie immédiatement que
ces plans ne sont pas orthogonaux,

Selon P'expression de I'intégrale |4 formée par Poincaré, il suffirait, dans la fonc-

. 1 . -
tion M = W’ de choisir un exposant n positif quelconque pour assurer la
T mrt

convergence de lintégrale [,; dans le calcul exact, nous avons da introduire un
, . L
exposant n soperieur a -.
2

(2) Les trajectoires aboutissant & un choc des trois corps, et sur lesquelles il est
nécessaire, mais non suffisant, que les trois constantes des aires s'annulent (cf. supru,
p. 356, note 1), peuvent faire exception & cette proposition et aux résultats énoncés a
la page suivante.
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teniv 4 deux- classes différcntes ou aux trois classes. Une telle hypo-
thése est & rejeter, car I'on ne peut passer de facon continue, la
conslante & restant négative, de trajectoires hyperboliques-elliptiques
d'une certaine classe a des trajectoires hyperboliques-elliptiques d’une
classe différente que par 'intermédiaire dc trajecloires bornées ou
oscillantes.

Le continuum des trajecloires hyperboliques-elliptiques d’une méme
classe, sur lesquelles la masse i, par exemple, s’éloigne indéfiniment
des deux aulres, pourrait consliluer une sorte de faisceau, a 'autre
extrémité duquel les trajectoires seraient hyperboliques-elliptiques
d'une classe dilférente. I.’hypothése est peu vraisemblable, mais en
raisonnant par continuilé, on démontre rigoureusement qu'une telle
disposition est encore impossible. En effet, par continuilé, annulons
les valeurs des masses m, et m,; dans le mouvement limite ('), la
masse /n, est immobile & 'origine, el les deux masses m, et m, ont, par
rapport a m,, des mouvements, 'un clliptique, I'aatre hyperbolique,
mais sur chaque trajectoire, pour (===, cest la méme masse,
m, ou my, qui s’éloigne indéfiniment de m,.

Donc, nécessairement, duns lu région h < o, les t/‘a/cctozrcs lyperbo-
lzques-ellzptzquu sont réparties en trovs continua dans chacun desquels les
trajectotres sont hyperboliques-elliptiques de la méme classe dans les deux
sens.

Par suite, les trajectotres qui, suicies dans un sens, sont paraboliques-

(') & 7,Cel ., )f s sont ala limite les coordonnées des masses m; et m, respecti-
vement par rapport i la masse m,. et si l'on représente encore la combinaison des
deux mouvements de ces deux masses poar le point de I'espace d douze dimensions
ayant pour coordonnées £, v, {, «, v, 3,8, 79, ¢, 2, y', 3, on obtient quatre con-
tinua correspondant, 'un i~ deux mouvements elliptiques, un autre 4 deux mouve-
ments hyperboliques, les deux derniers 4 des mouvements, I'un elliptique, Vautre
hyperbolique. Des quatre continua existant dans fe cas général dans la région 2 <o,
'un s’est réduit & zéro, savoir le continuum des trajectoires ou la masse m, s'éloigne
indéfiniment des masses m, et m;, restant & distance bornée. Les quatre continua
obtenus sonl limités par les deux surfaces :

2, , am
£t - e = 0, £t Yt e gt — S ———
VE 4+ 2 Vat+ yt+ 52

et la surface /. = o tend, elle aussi, vers une position limite si le rapport des masses
m, et my tend vers une valeur limite. '
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elliptiques, et qui engeudrent les trois surfaces lunitant ces trois con-
tinua, sont aussi paraboliques-elliptiques, et de la méme classe, dans le
sens opposé. Enfin, puisque les trois surfaces paraboliques-elliptiques
viennent aboutir & la surface h= o0 le long des trois mualtiplicités i
dix dimensions engendrées par les trajecloires paraboliques, ces der-
niéres trajectoires possédent encore le méme caractire de réversibilité :
les trajectotres paraboliques dans un sens sont aussi paraboliques dans le
sens opposé avec un méme ordre des trois masses.

En définitive nous arrivons aux résultats suivants : LES TRAJECTOIRES
DU PROBLEME DES TROIS CORPS DIVISENT LA REGTON /i < 0 DE L'ESPACE A DOUZE
DIMENSIONS EN QUATRE CONTINUA. Dans lrots de ces continua, qud recousvrent
la surface h= o a son intérieur, chuque trajecloire suicie dans les dewr
sens est lyperboligue-elliptique @ quand e temps croit indéfiniment,
dewx: distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre v par rap-
port au temps, et la troisicme, la méme dans un mdie continuum, st
bornée. Duns le coNviuvys INVERIEUR, [inté par trols surfaces analy-
teques, duns chacun des dewr sens ot Uon peut suisre chaque trajectoire,
ou been les trois distances mutuelles sont hornées, ou bien cette trajectoire
est une trajectoire oscillante.

Bien cntendu le continuum intérieur est le plus important au point
de vue pratlicue, puisque c’est dans ce conlintun gue se représentent
les mouvements des planctes. (Cest dans ce conlintum intérieur
presque exclusivement qu’a travaillé Poincaré, que travaille anjour-
d’hai notamment M. Birkbofl'; mais pour connaitre une région, il peut
étre utile d'en marquer ¢f d'en ¢tudier les fronticres, el de sortir de
celle région,

Dans un second Mémoire j’étendrai les résultats précédents a la
région extérienre o > o de 'espace a douze dimensions.

Ty e e



