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SUR LA DISTRIBUTION DES ZKHOS DES POLYNOMES. 327 

Sur La distribution des zéros des polynômes tendant vers 
une /onction continue positive sur un segment donné; 

PAR SERGE BERNSTEIN. 

Soit l/,(x) un polynome de degré // positif sur le segment (— 1, + 1) 

( 1 ) Ih('t') " · · ^1 — > 

dont les racines sont ainsi réelles ou imaginaires conjuguées. 
Formons pour chaque racine 1.1 u l'expression 

K-- f'k-I- s'd'i — 1 , 

ou le signe devant le radical est tel que | ρ,, | ^> 1; alors 

('•il ' 'λ-,-- ---- -■ 14"V/' a'i 

représente le rapport de la demi-somme des axes de l'ellipse passant 
parle point at{1

 ayant ses foyers en—1 et + i, au diamètre corres-
pondant au même point uu. 

D'après un résultat que j'ai établi ailleurs (' ), si l'on pose 

(3) Vf/,=r 0,0., . . . 0/„ 

on a 

(4) -J:\, 

(1 ) Comptes rendus, 186, p. ι4°· 
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si 

(5) /./,< h,(x) < L/i pom-— 

de plus, quels que soient les polynômes th(x) tendant uniformément 
sur (— ι, + 1) vers la fonction continue positive t(x), telle que 

(6) λ < / (.·/·) < L sur (— ι, -f- ι ), 

tend vers une même limite M, telle que 

fut <Nl < /ΓΓΤΓ' 

Nous allons tirer de là quelques théorèmes relatifs à la distribution 
des zéros des polynômes t,fœ)

7 qui résulteront essentiellement delà 
remarque suivante. 

Soit 

(8) aA=WAe'\ 

où nous supposons le module U,, de a,
;
 fixe; si l'argument Θ,, de ah aug-

mente depuis ο à alors |c/. | (qui représente la demi-somme des 

axes d'ellipses homofocales croissantes) augmente également, el par 
suite δ/, croît aussi. 

Ainsi, lorsque le degré h, croissant indéfiniment, ifoe) reste borné 
inférieurenient et supérieurement, il aura, en général, des racines pour 
lesquelles O/.ξι; donc ce ne serait que pour des classes exceptionilelles 
de fonction que les polynômes approchés pourraient avoir toutes leurs 

racines à arguments voisins de ο et τ. seulement ou de D'une 

façon précise, voici le premier théorème que nous avons : 

THÉORÈME A. — Si les racines <Z/,.= U
/L
.C±,0FR des polynornes t

h
(.r) ten-

dant vers la fonction continue positive t(x) jouissent de la propriété que 

(9) Ok±l 

la fonction t(x) est nécessairement entière d'ordre non supérieur éi 3 et 
de genre non supérieur à L\. 
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lin effet, d'après la remarque faite plus haut, la condition (2) 
en I rai rie que 

(10) ')k /: !—— ; 

et puisque 
^ 1 4- il — Λ 4- /H, 

où 
Λ2~ ~ | \ 1 4- h-H- 1 |, li2 — --1 ν' 1 + ù- — 1 ). 

donc 

(i.) *4 ;,^' +V/'+ IÏ|-\A(-V
,+

 il?) >\7
,h

" S5R{· 

Par conséquent, la.somine ^ pi est bornée. Donc, la somme 

44)(-4··('4)^4:Σ;ΗΣ3 

est bornée dans toute région Ω finie du plan. 

Comme, d'autre part, log ^i — — ~ j reste bornée sur le 

segment (— ι, ·+■ ι), il en résulte que les polynômes du troisième degré 

\\h).x 4- iVJ'.v- 4- A'/'1 -ju\ 
OÙ 

A4"-=y-, A.A'=-yi, 

restent bornés sur ce segment. Or, cela exige que tous les trois coeffi-
cients A'/", A!/'1, A.?1 soient aussi bornés. On peut par suite choisir les 
polynômes th(œ) de telle sorte que les sommes A1/", A!/'1, A-j/" tendent 
respectivement vers des limites déterminées A,, Aa, As. 

Alors les produits correspondants 

f) »<*>=π(·-£Κ^
4 

1 
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tendront uniformément sur le segment (— 1,4-1) vers la fonction 

( j 3 ) φ ( ,z· ) — i(.r) 

De plus, puisque les fonctions ©/,(#) restent bornées dans toute 
région finie du plan, elles tendent, d'après le théorème de Stieltjes, 
vers une fonction entière o(x) dans tout le plan, et la fonction φ (a?) 
ne peut avoir d'autres racines que les points limites de a/,·. Donc, 
l'ordre de p(a?) n'est pas supérieur à 3. 

Montrons encore que son genre ne peut dépasser 4, c'est-à-dire que 
le facteur exponentiel c!J(1), accompagnant le produit canonique de 
Weierstrass, ne peut avoir son exposant de degré supérieur à 4. A cet 
effet, observons que le produit 

( 1 — :· ) <> 1 - 4 "=ze '· 

est, inférieur en module à 
( 1 — :· ) <> 1 - 4 "=ze '· 

et, inférieur à 

r 1 · ·' < f - , M j :· : > ■■ ; 

on peut donc lixer un nombre /.·, tel que ®(a?) ne croît pas plus vile 
que c*w. Par conséquent. 

í(.f. O I./' I C -•'('-'s-'*5— Vv',! 

est également une fonction entière de genre non supérieur à 4 et d'ordre 
non supérieur à 3. 

Remarque. — Comme le prouve l'exemple de la fonction 

lU. /?•'"— lili) .T 1 \ h I + T 

qui satisfait aux conditions du théorème, le genre 4 peut effectivement 
se présenter. 

COMPLÉMENT AU THÉORÈME A. — Si les racines a
k
jouissent de la propriété 

que les arguments ΘΑ. satisfont aux inégalités 

o, ± -
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la fonction t(x) est entière d'ordre non supérieur à ι et de genre non 
supérieur à 2. 

En effet, dans ce cas, 

^ -V ± ï y i- > 1/ IH- -7-jTT- · 

Par conséquent, comme précédemment, nous constatons que 

( l2 bis ) Φ/, {,>/:) = J | ^ 1 — ~ ^ enk 

tend vers la fonction entiere 
( \ 3 bis ) φ ( χ ) — ! (:/■ ) es 

qui est d'ordre non supérieur à 1 à cause du fait que ^ ^ est bornée. 

Pour voir que i(a?) et 9(.2?) sont de genre non supérieur à 2, il suffit 
d'observer que |( 1 — «V'") <C1 ('ai,s tout Ie plan. 

D'une façon tout analogue on démontre aussi que silouleslesracincs al; 

sont réelles (1 ), la fonction t(x) est entière d'ordre non supérieur à 1 et 
de genre non supérieur à 2. 

Cependant on ne peut donner de propositions entièrement analogues 
aux précédentes, où les angles verticaux, ayant comme bissectrice l'axe 
imaginaire, seraient remplacés par ceux ayant pour bissectrice l'axe 
réel. Cela tient au fait que, 1ν/(·= | «A. | étant assez petit, on a 
quelque petit que soil, l'argument. Donc pour avoir des propositions 
correspondantes, il faut d'une façon ou d'une autre faire intervenir 
une condition concernant II/,. On sera amené, comme nous le verrons 
de suite, à remplace!· les angles par des branches d'hyperboles. En 
effet, on a, en général, 

(,,, »ι=-,ρ + ^Λ-

-\/4' —Πϊ-'- V ' Rî—-KïJi· 

(') Pour le cas où la convergence uniforme a lieu à l'inférieur d'un cercle (c'est-à-
dire sous la restriction implicite que t{x) est analytique) cette proposition a été 
donnée par M. Polya : Ueber Anndkerung dutch Poly nome mil lauter reetlen 
Wurzeln (Pend, del Circolo Mateniatico di Palermo, t9i3). 
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Donc, si nous supposons que Ton a 

(l5) 0k± - > M > y-

c'est-à-dire que les racines ak se trouvent à l'intérieur des angles ver-
bicaux de grandeur 20J, ayant l'axe réel pour bissectrice, on a 

(.6) —«ι—inJ ' 

Donc, si l'on peut fixer un nombre positif a, tel que l'on ait 

(17) COS 1 (1) > ryyî 

on aura 

(L8) O*< 2 I + \JI N, J < I 

La condition (17) exprime que les racines ak—x -+- iy se trouvent 
à l'intérieur de l'une ou l'autre des deux branches de l'hyperbole 

(I9 ) Jp + a), 

ou bien encore, que les parties réelles des carrés a\ de toutes les racines 

sont supérieures à (1 -4— a). Par conséquent, par les mêmes raisonne-

ments que plus haut nous arrivons au 

THÉORÈME Β. — Si les racines des polynômes approchés ίι,(χ) (Γune 
fonction continue positive t(x) se trouvent éi Γ intérieur de l'hyperbole 

(19) χ·— γ-= (1 -h-ot) («>o), 

la fonction t(x) est entière, déordre non supérieur à 3 et de genre non 
supérieur à Ζμ 

COMPLÉMENT AU THÉORÈME Β. — Si les racines ak se trouvent à Vintérieur 
de l'hyperbole 

(20) (1 — c.)x-— (1 + ct.)j-= ~ (a>o) 
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In fonction t (x) est entière d'ordre non supérieur à ι et de genre non , 
supérieur à 2. 

En effet, la condition indiquée équivaut à 

9. COS CI <·.)>! + 9. a. It I 

qui entraîne, d'après (16), que 

•»<ï ,' +V ' ~ Ίΐυ<,"ΐ''Γ 

d'où la conclusion annoncée. 

Remarque. — Dans toutes les propositions qui précèdent nous 
n'avons fait aucune restriction au sujet du signe des parties réelles des 
racinesah. Dans le cas où l'on introduirait une telle restriction, la consi-

dération seule des produits . . . ^1 — suffit pour arriver 

' à des conclusions analogues. Ainsi, par exemple, si l'on suppose que 
les parties réelles de tous les a,,, sont positives, on a 

('+ «',) · · · ('+ àù Ι ï v/('
+

 π?) ' ' ' ('
+

 &)* 

de sorte que ^ est bornée, et il en résultera (') que la fonc-

tion t(cc) est au plus du premier ordre et de genre 2. 
Passons à présent à une question un peu différente. Dans ce qui 

précède nous avons toujours utilisé la remarque que la fonction 
t(x) est une fonction entière de genre fini, s'il existe deux nombres 
positifs ρ el M (indépendants de It), tels que 

I «* K' rr. < M. 

On serait tenté de croire que si les racines des polvnomes ti,(cc) 

( ' ) Voir E. LINDWART el G. POLYA, Ueber einen Zusammenhang zwischen der 
Konwergenz von Polynomfolgen und der Verteilung iht'er Wurzeln {Rend, 
del Cire. Mathematico di Palermo, 191^). 

Joarn. de Math., TOME VIII. — FASO·. 1>, 1929. 43 
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n1ont qu'un nombre fini de points limites intérieurs à un cercle fixe, la 
fonction t{x) serait entière. Si l'on supposait que 

t (+ r.·, χ -+-. , . -|- c/,œh -I- a,x1'-· 1 . . . 

est une fonction analytique et que 

th{x ) = r., -H c, 4-.. .-ι- η,χ'1, 

cette affirmation serait bien exacte, lin effet, la moyenne géomé-

trique t/~ des racines de ne pourrait avoir de limite inférieure 

finie ; donc 
Il III y (■/, m O. 

Cependant, sans restrictions, cet te présomption est fausse, car, quelle 
que soit la fonction continue el positive l(œ), il est toujours possible 
de construire des polynômes lfl(x) tendant uniformément vers l(x) 
sur ( — ι, H- i) et tels que, pour h assez grand, th{x) n'admette aucune 
racine de module inférieur à un nombre fixe 11 aussi grand qu'on 
veut. 

En ell'el, construisons des polynômes Ι\,(Λ<·) de degré n, tendant 
vers lo%t(x) sur le segment (— i, -f- i); soit 

(21) ' : \*n ( X ) \ < f), |>OIJr - I ^ X < 1 . 

On pourra prendre q„ assez grand pour que 

(22) t/,{X ) ~ 1 -■(- Ι'/; ί X ) · .4-

où h = nq
n

, soient des polynômes de degré h tendant uniformément 
vers l(x) sur le même segment. 

De plus, M étant un nombre positif fixé d'avance, la somme 

/'(>)_. + 3+ ^ . .4-. __ 

ne peut s'annuler pour | ζ i < M, car alors 

i/o)! 5 - ï«U) . >»·· 

Donc, en prenant 
fn > 4 M 



SUR LA. DISTRIBUTION DES ZÉROS DES POLYNOMES. 335 

on sera certain que 
!Ρ„(^·);>λΐ. 

si = o. 
Or, d'après un théorème connu, on doit avoir, à cause de (21), 

! t'
/(

( rty,·) ; < b \a
k

-\- y'aj 11"; 

d'où 

K//;+ V^A — l| > - ) 

ou bien 

" L\ * ) -(ïïj .· 

Par conséquent, pour avoir > II, il suffira de poser 

M=/>[U-4-V/'K!-+-I'|". 

et la propriété voulue pourra donc certainement être réalisée pour les 
polynomee th(x) de degré h>l\bn(T{-\- \/H'-1 ·—ρ-1)'Il est donc tou-
jours possible d'éloigner autant qu'on veut les racines des poly-
nômes approchés, seulement cela ne pourra se faire, en général, 
qu'au prix d'une augmentation excessive'de leur degré. 

Il est aussi possible de rendre les racines ah aussi voisines qu'on veut 
du segment (— 1, +

 I
)>. quelle que soit la nature de la fonction t(x), 

car il suffit de remarquer que t(x) — 1 admet comme polynômes 
approchés 

t/t(.v) = 1-4- ^ 1 L v i -L , 

dont les racines tendent vers les points du segment (— 11 + 1 )> lorsque 
h croît indéfiniment. 

La distribution des racines des polynômes approchés se précise, si 
l'on exige qu'ils fournissent une approximationΜΛ du même ordre que 
la meilleure approximation L/,(nous entendons par là que L/

t
=M}

i

+e'', 
où ε/(

 tend vers zéro, lorsque h croit indéfiniment). On démontre faci-
lement le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Les polynômes th(x) fournissant > sur le segment 
(— 1, —1 ) V approximation de Γ ordre de la meilleure approximation de 
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la fonction /(#) η ont qiïun nombre borné de racines à l'intérieur d 
l'ellipse Ε, αγαηί (— i, -f-1 ) pour foyers, si t(x) (supposée analytique) 
est régulière sur Γ ellipse Ε et à son intérieur. 

En effet, on a sur (— i, -h i) 

j ί(λ-·) — /A(.-r)| = o( , 

où R, est la demi-somme des axes de l'ellipse E; donc, la série 

t ( X ) — t0 (.r) + [ tu, , ( .* ) — t„ (\r ) 

est uniformément convergente à l'intérieur et sur l'ellipse E, de sorte 
que les points limites des racines de th(x) seraient aussi des racines 
de t(x). 

La réciproque, qui est certainement vraie, est moins facile a dé-
montrer : 

Si les racines des polynômes th(x), fournissant sur le segment 
(—ι, +1) l'approximation de Γ ordre de la meilleure, n'ont qiCun 
nombre fini de points limites à Γ intérieur de ΐ ellipse E, la fonction t(x) 
est analytique et régulière à Vintérieur de cette ellipse. 

Pour abréger, nous nous bornerons à démontrer cette proposition, 
en faisant la restriction suivante au sujet des polynômes th(x)\ nous 
supposerons qu'ils fournissent le minimum de l'intégrale 

J [*<>) — — or· f-( ι -f- χψ dx, 

où q{pe) est une fonction quelconque continue et positive sur (— ι, +1 ) 
et α et β des nombres réels. 

En effet, soient Hjfx) les polynômes orthogonaux relatifs au 
poids q(oc)(ι — χ)*(ι -f- xf. 

Donc, 

( ^3) t/,(x) — Λ
0
-t- À

Λ
R, (χ) -ΐ-... -f- À./jRh(x), 
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où 

Λ/,= j t{x)\\hLv)fi{.v){\ — .χ·)β(ι + .«")? clx. 

En tenant compte de la valeur asymptotique du coefficient de xh 

dans qui est égale à C2 " , où C est une constante [dépen-
dant de g(x) ], nous voyons que le produit des racines de t

/t
(x) est 

a,a,...ah^-± β—p · 

Donc, 

« V I ax a, ...ah \ ^ · 

pour h croissant infiniment. D1oïi il résulte, d'après (4), que l'on a 
également 

(24) « V I ax a, ...ah \ ^ · 

Par conséquent, R désignant la demi-somme des axes de l'ellipse E, 
puisque, par hypothèse, il n'y a qu'un nombre borné de pA. tels 
que | p/,.| R, nous en concluons que pour h assez grand on aura 

(-<·>) l < < , 

quelque petit que soit le nombre positif donné ε. Il en résulte que la 
somme (22) converge à l'intérieur de l'ellipse E, et par conséquent t(x) 
est analytique à l'intérieur de cette ellipse. 


