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SUR LA DISTRIBUTION DES ZEROS DES POLYNOMES. 32

~3

Sur la distribution des zéros des polynomes tendant wvers
une fonction continue positive sur un segment donné

Par Serce BERNSTEIN.

Soit ¢,(«) un polynome de degré /i positif sur le segment (— 1, +1)

(1) (/,(.‘lf)."_':h,(ﬂ)<l~55)---([-—i),
«, «ay,

dont les racines sont ainsi réelles ou imaginaires conjuguées.
Formons pour chaque racine a, 'expression

ou le signe devant le vadical est tel que | ¢,{ > 15 alors

|
1 - 1 —
\/ ajl

2]

oy

2

(2} G

2

représente le rapport de la demi-somme des axes de Pellipse passant
par le point @, ayant ses foyers en —1 et 4-1, au diamélre corres-
pondanl au méme point ;. :

D’aprés un résultat que j'ai établi ailleurs ('), si 'on pose

(3) M,==6,0,...0,
on a

(/) _.Z'/'.,,,_ <M< _L/',_
4 no) TS (o)’

(1) Comptes rendus, 186, p. 14o.
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si

(5) < ti(z) <Ly, pour —1<x i,

- de plus, quels que soient les polynomes ¢,(z) tendant uniformément
sur (— 1, 4 1) vers la fonction continue posilive ¢(x), telle que

(6) L<t(r)y<L sur (— 1, - 1),

M, tend vers une méme limite M, telle que
(7) e < M

Nous allons tiver de 1a quelques théorémes relatifs & la distribution
des zéros des polynomes 2,(x), qui résulteront essenticllement de la
remarquec suivante,

Soit

(8) = PR e,

ol nous supposons le module R, de «, fixe; siPargument 6, de «, aug-
. . T . , ; .

mentc depuis 0 & > alors |¢;| (qui représente la demi-somme des

axes d’ellipses homofocales croissantes) anugmente également, ct par
suite ¢, croil aussi. ,

Ainsi, lorsque le degré /i croissant indéfiniment, ¢,(x) reste borné
inférieurement et supérieurcment, il aura, en général, des racines pour
lesquelles ¢, 215 donc ce ne scrait que pour des classes exceptionfelles
de fonction que les polynomes approchés pourraient avoir toutes leurs

M 1 . . 7: o
racines a arguments voisins de o el = sculement ou de == =. D’unc
facon précise, voici le premier théoréme que nous avons :

TutoriME A. — St les racines a,= R, des polynomes t,(x) ten-
dant vers la fonction continue positive t(x) jouissent de ia propriété que

A
B

() 40/;1{‘

la fonction t(x) est nécessarrement entiére d’ordre non supérieur d 3 et
de genre non supérieur a 4.
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in effet, d'aprés la remarque faite plus haut, la condition (2)
enlraine que

o .
(10) ')/(zl ------ e ;

el puisgue
VI b= A + (B,
ol
) [ Wy v S s L Ry
M= ViR = |V — ],

donc
S N N A SN Y S W A
(11) 0/..___1)‘\/[ | \/l-&— it | \// ol 14 1+ i > 1 6T

1

. NI .
Par conséquent, la.somme 2‘ ii; est bornée. Donc, la somme
= 1}

v
t

1 h

: )
X a / . O L 1N N
log{ 1 — — 1——~~)~- P—-- -i»-z ek Z——Q—i—-,_;. —
o, a, a ap ai 3 a

h 1 1

est bornée dans toute région Q fine du plan.

x R .
Comme, d'autre parl, log (1 — (T>' . <1 — Z[) reste bornée sur le
() e

segment (— t, 4 1), il en résulte que les polynomes du Lroisieme degré

Al 4 A 2 g A 22,

fe ] h
A""':E l, Al — ! Z _'__, Ao — t Z _'_,
: ap * ) e 1} g 3 e}

1 1

restent bornés sur ce segment. Or, cela exige que Lous les Lrois coeffi-
cients A", A", A!" soient aussi bornés. On peut par suite choisir les
polynomes ¢,(x) de telle sorte que les sommes A", A", A" tendent
respectivement vers des limiles déterminées A, A,, A;.

Alors les produits correspondants

K R R

h
XL X
™7 x ak  2af+ 3ad
(12) ’?/,(w):ll(l———— e o
) ax
1

\
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tendront uniformément sur le segment (— 1, + 1) vers la fonction

(13) O (@) = (ix) ehrrirEeAn,

De plus, puisque les fonctions ¢, (2) vestent bornées dans toute
région finie du plan, elles tendent, d’aprés le théoréme de Stieltjes,
vers une fonction enticre ¢ () dans tout le plan, ct la fonction o(x)
ne peul aveir d’aulres racines que les points limites de «,. Donc,
Pordre de o(a) n’est pas supérieur a 3. '

Montrous encore que son genre ne peut dépasser 4, c’est-a-dive ue
le facteur exponentiel ¢*, accompagnant le produit canonique de
Weierstrass, ne peut avoir son exposant de degré supéricur a 4. A cel
effet, observons que le produit

(r-— Z-)(f:.“

est inférieur en module a

et inférieur i

oo 2] 4121

on peut donc fixer un nombre £, tel que () ne croit pas plus vile
que ¢, Par conséquent.

() == gy erdermderimian?
est également une fonclion entitre de genre non supérieur a4 et d’ordre
non supérieur i 3.

Remarqgue. — Comme le prouve Pexemple de la fonction
q P

i . AN
eme=lim [ 14— ) »
I /'

qui satisfait aux conditions du théoréme, le genre 4 peul effectivement.
se présenter.

CoMPLEMENT AU THEOREME A. — Si les racines a, jouissent de lu propriétc
que les arguments 9, satis font aux inégalités

—

LTl .
’ 0‘ T < 7
i o= 4
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la fonction t(x) est entiére d’ordre non supéricur @ 1 etde genre non
supérieur a 2.

En effel, dans ce cas,

’ 1'-'"" - / OS2 0
|+ i I
- + Ry \ R \/ €082 0
> >

! 5 A ,

-5l
v

Par conséquent, comme précédemment, nous conslatons que

RE
(192 bis) on(®) ] I < ) ek
: ! fl,(

tend vers la fonctmn enliére
('3 l)l‘s’) /lg(.v') —/ (..L-) eA\,.l'1

I

: [ 1 s : 1 4
qui est d’ordre non supérieur a 1 4 cause du fait que 2 Rz est bornée.
ke

Pour voir que ¢(x) et o(x)sont de genre non supériieur a 2,1l suffit
d’observer que | (1 — 3)¢?| < ™ dans tout le plan.

D’une fa¢on tout analogue on démontre aussi que sctoutes lesracines ay,
sont réelles ('), la fonction t(x) est entiére d’ordre non supéricur a 1 et
de genre non supéricur a 2

Cependant on ne peut donner de propositions entiérement analogues
aux prccedenl es, ot les angles verticaux, ayant comme bissectrice I'axe
imaginaire, seraient remplacés par ceux ayanl pour bissectrice I'axe
réel. Cela tient au fait que, R,=|«,| étant assez pcul on a 5, >1,
quelque petit que soil I'argument. Donc pour avoir des propositions
correspondantes, il faut d'une facon ou d'une autre faire intervenir
une condition concernant R,. On sera amené, comme nous le verrons
de suile, a4 remplacer les angles par des branches d’hyperboles. En
eflet, on a, en généra[

3 ! 2 0824, 1
() 0} == ,I 1—{« \/ R ._..___’._*N._),.
\

17 /'
cosY 0/ 2 ¢cosa0y 1
-t oy — 5 -+ 57 .
_ R RG

(1) Pour le cas ol la convergence uniforme a lieu & Nintérienr d'un cercle (c’est-2-
dire sous la restriction implicite que ¢(x) est analytique) cette proposition a été
donnée par M. Polya : Ueber Anndherung durch Polynome mit lauter reellen -
Wurzeln (Rend. del Circolo Matemalico di Palermo, 1913).
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Donc, si nous supposons que l'on a

(15) = T

.

20 > —;:--

c’est-a-dire que les racines a; se trouvent a I'intérieur des angles ver-
bicaux de grandeur 2w, ayant I'axe réel pour bissectrice, on a

=

N R T
(16) 91 < [1—9—\/ - 2% o, J ]

i R
Donc, si I'on peut fixer un nombre positif o, tel que I'on ait

I+ o

2 I3

(17) cos26) > 3

12

=~

on aura

.1 ] o o
(18) °"<§[‘+\/" R;:i]<‘_§'n;;j’

La condition (17) exprime que les racines «,= x + iy se trouvent
alintériecur de 'une ou I'autre des deux branches de I'hyperhole

(19) oL p— ;(l—f—a)’

ou bien encore, que les parties réclles des carrés a; de toutes les racines
P o 1 , .
sont supérieures & - (1 -+ «). Par conséquent, par les mémes raisonne-

ments que plus haut nous arrivons au

Tueoreme B. — S les racines des polynomes approchés ,(x) d’une
Jonction continue positive t(x) se trouvent ¢ lintérieur de U'lryperbole

(lg) .z"-‘—v)"-’:-’l)-(l —+-0r) (o >0),

la fonction t(x) est entiére, d’ordre non supéricur @ 3 et de genre non
supérieur a 4.

CoMPLEMENT AU THEOREME B. — S¢ les racines a,, se trouvent a I tntéricur

de I’ hyperbole

(20) (1——a),r?——(1+a))"-':-; (> 0)
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la fonction t (x) est enticre d’ordre non supériewr @ 1 et de genre non .
supérieur a 2.

En effet, la condition indiquée équivaut a

2R} cosam >1 4+ 22 R%

qui entraine, d’apres (16), que

3 < ! oy 20 | ¢
o< | - el R
= ) I3 kY

d’ou la conclusion annoncée.

Remarque. — Dans toutes les propositions ¢ui précédent nous
n’avons fait aucune restriction au sujet du signe des parlies réelles des
racinesa,. Dans le cas ot ’on introduirait une telle restriction, la consi-
dération scule des produits (x — i’i\) e <I — 1> suffit pour arriver

\ a, aj,
“i des conclusions analogues. Ainsi, par exemple, sil’'on suppose que
les parties réelles de tous les a; sont positives, on a

[ B (e | EVA PR Y (RN

h
) N\ . . ,
de sorte que ¥ —— est hornée, et il en résultera (') que la fonc-

1
L ag !

N/

tion {(x) est au plus du premier ordre et de genre 2.

Passons 4 présent 4 une question un peu différente. Dans ce (ui
précede nous avons toujours ulilisé la remarque que la fonction
t(x) est une fonction entiére de genre fini, 51l existe deux nombres
positifs p et M (indépendants de 4), tels que

h .
Y ]

2 e <M
i

On serait tenté de croire que si les racines des polynomes ¢,(x)

(*) Voir E. Lanowart et G. Powva, Ueber einen Zusammenhang ssvischen der
Konwergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer Wurseln (Rend.
del Circ. Mathematico di Palermo, 1914).

Journ. de Math., tome VIII. — Fasc. 1V, 19209, [13
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n’ont qu'un nombre fini de points limites intérieurs a un cercle fixe, la
fonction ¢(x) serail entiére. Sil'on supposait que

L) =yt x4 oA el e o 2 -
est une fonction analytique et que
' (L) =y ¢y A ety
cetle affirmation serait bien exacte. Iin effet, la moyenne géomé-
" -
trigue \/ :—: des racines de ¢,(z) ne pourrail avoir de limite inférieurc

finie; donc

. h
liw g ) == 0.

(lependant, sans restrictions, celte présomption est fausse, car, quelle
que soit la fonction continue el positive ¢(x), il esL toujours possible
de construire des polynomes £, (x) Lendant uniformément vers ¢(a)
sur (— 1, 1) et tels que, pour / assez grand, ¢, () n’admettc aucune
racine de module inférieur & un nombre fixe R aussi grand gu'on
veut., .

En eflet, construisous des polynomes I’,(x) de degré n, tendant
vers logt(x) sur le segment (— 1, +1); soit '

(24) P e, puurv--lﬁ.vgl.

On pourra prendre ¢, assez grand pour que

aenz

(22) i)y =1+ Pim) by b gy
//,, H

ou /i =ng,, soient des polynomes de degré h tendant -uniformément
vers ¢(x) sur le méme segment.
De plus, M étanL un nombre positif fixé d’avance, la somme

2 WM

[(3) =145+ Li et

|

M!

-—

\ | | :) i ;““ - M ‘ :) e!’ v
Cfiz)! e K| IR Sl - e [ = 0.
S(E) > TN P> [_' 1G<?.;)6> J> )

Donc, en prenant
'/nzél\i\:[e
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w
(]
e

on sera certain que
"Puag). >M.
Sl th}((l,i.>=0, ‘
- Or, d’aprés un théoréme connu, on doit avoir, 4 cause de (21),
P tan) s < bla VAl

d’ott
l

Ir/,;—+-\n,4——1|><\bl>

_— 1 -
|I|>![<M A
“we=y 1)> - ﬁ) i

Par conséquent, pour avoir |«,| > R, il suffira de poser

ou bhien

M=/ [ R4y RT4 I“.

et la propriété voulue pourradonc certainement ¢tre réalisée pour les
polynomes ¢,(z) de degré /l,‘;[;bn,(ﬁ—}—\/R’T—_{:f)“. Il est donc tou-
jours possible d’éloigner autant qu'on veut les racines des poly-
nomes approchés, seulement cela ne pourra se faire, en général,
qu’au prix d’une augmentation excessive de leur degré.

Il est aussi possible de rendre les racines @, aussi voisines qu’on veul
du segment (— 1, + 1), quelle que soit la nature de la fonction z(x),
car il suffit de remarquer que #(x)==1 admet comme polynomes
approchés

(z+ 27= ar— )+ (@ =\ z’~—~1)”
2k

l/,(.’L‘) =1+

dont les racines tendent vers les points dusegment (— 1, + 1), lorsque
v croit indéfiniment.

[.a distribulion des racines des polynomes approchés se précise, si
I'on exige qu'ils fournissent une approximationM;, du méme ordre que
la meilleure approximation L,(nous entendons par la que L,= Mj**,
ot ¢, tend vers zéro, lorsque / croit indéfiniment). On démontre faci-
lement le théoréme suivant :

TaeoreMe. — Les polynomes t,(x) fournissant.sur le segment
(—1, +1) lapproximation de Uordre de la meilleure approximation de
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la fonction t(x) n’ont qu’'un nombre borné de racines a Uintérieur d
ellipse E, ayant (— 1, + 1) pour foyers, si t(x) (supposée analytique)

est régulicre sur Uellipse 1 et a son intérieur.
En effet, on a sur (—1, +1)
. : ) 1\
() —t(x)=o (Rl> )

ot R, est la demi-somme des axes de I'ellipse 25 donc, la série
t(x)=1,(x) +2[I,H,,(.r)—— ta(2)]
0

est uniformément convergente i l'intérieur et sur l'ellipse E, de sorte
que les points limites des racines de ¢,(:x) seraient aussi des racines
de t(x).

[La réciproque, qui est certainemenl vraie, cst moins facile a dé-
montrer : ~

St les racines des polynomes 1,(x), fournissant sur le segment
(—1, 1) Uapproximation de l'ordrc de la meillewre, n'ont qu'un
nombre fini de points limites a Uintéricur de Uellipse B, la fonction t(x)
est analytique et réguliere & Uintérieur de cette ellipse.

Pour abréger, nous nous bornerons a démontrer cette proposition,
en faisant la restriction suivante au sujet des polynomes z,(x); nous
supposerons qu'ils fournissent le minimum de I'intégrale

1 .
j [t(x) — () g () (1 — &) (1 4 2)B dx,
-1
ou g(x)est une fonction quelconque continue et positive sur (—1, +1)
et « et 3 des nombres réels. ,

En effet, soient R,(«x) les polynomes orthogonaux relatifs au
poids (&) (1 — z)*(1 + x)*.

Donc,

(23) 1/‘(.22)::\04-:\,“,((3)—“—...+ AnRy(2),
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+1
A= / YRl 2)Yg () (0 —)* (1 + a8 dx.

v

En tenant compte de la valeur asymptotique du coefficient de x"

0+ 3
p . , N Il"‘_.,—' [l
dans R, (z), qui est égale d G2 * , olt C est une copstante | dépen-
dant de ¢(z)], nous voyons que le produit des racines de () est

iy, dp~oE ——— e —

Donc,

9 /'\/] ady ...y ~ ey
pour A croissant infiniment. D'ou il résulte, d’aprés (4), que 'on a
également

b !
DT Rr P———

(24) ! S
VAL

Par conséquent, R désignant la demi-somme des axes del'ellipse E,
puisque, par hypothése, il n'y a qu'un nombre borné de ¢, tels
que | ¢,| <R, nous en concluons que pour / assez grand on aura

(25)

quelque pelit que soit le nombre positif donné z. 1l en résulte que la
somme (22) converge & l'intérieur de I'ellipse E, et par conséquent ¢(2)
est analylique a I'intérieur de cette ellipse.



