JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

B. HOSTINSKY
Probabilités relatives a la position d’une sphere a centre fixe

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 8 (1929), p. 35-43.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929 9 8 35 _0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1929_9_8__35_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PROBABILITES RLLATIVES A LA POSITION D,AUNE SPHERE, 35

Probabilités relatives a lo position d'une sphére
a centre fize; .

Par B. HOSTINSRY.

1. Introduction. Fnoncé de problémes  résoudre. — Les probabilités
de différentes permutations que peuvenl présenter les cartes d'un jeu
aprés n battages successifs ont été étudiées par H. Poincaré ('). Tl a
trouvé le résullal suivant : quelles que soient les probabilités p: des
opérations qui consislent i permuter les cartes (=1, 2,...,r!,
r ¢lant le nombre de cartes), toutes les permutations possibles se
présenteront avec une probabilité constante [ égale 4 (#!)~'], quand n
augmente indéfiniment. M. Hadamard a traité ce probléme par une
méthode simple (*) quis’étend aisément aux problcmes ou figurent des
variables continues (*). -

Je me propose, dans ce travail, de résoudre un probléme analogue
de celui du hattage des cartes. Mais nous aurons a considérer, au lieu
des opéralions qui consistent & permuter les cartes, les rotations d’une
sphére autour des axes qui passent par son centre. ‘

Soit X une sphue a cenlre fixe O et de. rayon égal a lumte
Supposons que X puisse lourner autour des axes qui passent par O et

(') H. PoincarE, Culcul des probabilités, 2 ¢dition, Paris, 1912, n 22 et suiv.

() J. Hapamarp, C. R. Acad. Sc., t. 183, 4 juillet 1927, p. 3.

(*) Voirles Notes delauteur dansles Comptes rendus de I’ dcadémic des Sciences,
{t. 186, g janvier 1928, p. 59, et 20 [évrier 1928, p. 487), celles de M. Hadamard (t. 186,
23 janvier 1928, p. 189, et 30 janvier 1928, p. 275), ainsi que le travail de Pauteur:
Sur les transformations itérées des variables aléatoires ( Publications de la
Faculté des Sciences de I’ Université Masaryh, no 952 Bro, 128).
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que la probabilité de subir une telle rotation dépende des paramétres
géométriques qui la définissent. Soit P un point fixe (OP =1) que
nous prenons pour pole d'un systéme de coordonnées sphériques sur I,
Lia position d’un point A sur X sera délinie par ses coordonnées z,
(distance polaire de A a P) et x, (angle compris entre le plan OPA
et entre un plan fixe passant par OP). Une votation U(u,, u,, u,) sera
définie par les ¢oordonnées sphériques «, ct «. du point d'intersection
C(u,, uy) de son axe avec X et par I'angle de rotation 2u,. Ainsi toute
rotation autour d'un axc- passant par O correspondra un point
dans un espace a trois dimensions que nous nommerons E. Soit
d=y=sinu, sin*u, du, du, du, I'élément de volume dans If au voisinage
du point U cette formule a été employée par M. I'. Perrin dans ses
études du mouvement brownien de rotation ('). Le second membre
de la formule ne change pas quand on passe de U i la rotation inverse
U~ (car c'est seulement «, qui doit étre remplacé par = — u,, tandis

que les u, et u; ne changent pas). Pour obtenir toutes les rotations,

. . . . . L1
il faut faire varier «, de o & =, u, deo a2 el 1, de 0 4 - =. Le volume

]

total de E est donné par la formule

T a2R% AT
f f f sinu, sintty duy duy duy=r>.
o Yo 0

Cela posé soit F(uy,u,,u;) sinu,du, du,du, ou F(U)dry la proba-
bilité pour que le point représentatif d’'une rotation prise au hasard
se trouve & l'intérieur de I'élément dr;. Le théoréme sur les proba-
bilités totales donne

(1) jfLF(U)dr.;_—:n.

Imaginons que X subisse une rotalion U. Un point matériel, lié
4 X, qui, avant la rotation, occupait la place A(x,,x,), va occuper,
aprés elle, la place A'. Soit do, = ssiny, dy, dy,'élément de surface sur

(1) F. PERmIN, Etude mathématique du mouvement brownien de rotation (Thése,
Paris, 1928; Annales scientifiques de I'lcole Norm. sup., 1928).
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la sphére unitaire au voisinage du point B(y,, y.) et soil
Sy, xay yyy ya)siny dy dy,=f(A, B)doy

la probabilité pour que A’ soit situé a l'intérieur de d/s,. Si la sphére
subit deux rotations successives dues au hasard, la probabilité pour
qu'un de ses points vienne de A a l'intérieur de da, sera égale &

[ f f J(AL MY f(M, B)da,,] oy

et si elle subit z rotations successives, la probabilité du passage de A &
un point intérieur a da, sera égale a P (A, B)day, ol

pui(A, B):ff,..fffu\,_ M) f(My. My) . f(Maey, BYdo, ... dous,
z b

pim(A, B):ffpw~n<A, M) f(M. B)doy,
Pui(A, B)=/(A, B),

day étant I'élément de surface sur X au voisinage du point M,. La

fonction P (A, B) mesure la densité de probabrlité relative au passage

d’un point, lié 4 la sphére mobile, de A 4 B par nrotations successives.
Nous nous proposons de résoudre les problémes suivants :

‘Premier propuiMe. — La fonction ¥F(U) étant donnée, calculer la
Sonction f(A, B).

Seconp rrosLEME. — Trouver la valeur linute de P (A, B) quand n
augmente indéfiniment.

Introduisons encore la densité de probabilité (b, b") relative au
passage d’une position b de la sphére mobile 4 une autre position -
b’ par n rotations successives. Soit ¢ une position déterminée de X et
soient b et b’ deux autres quis’en déduisent par la rotation U(u,, u,, ;)
ou par V(¢,, ¢,, ¢,). Nous écrirons

Ula)=0b, V(a)=0b, U=V(b)=0"
Une position quelconque b sera donc représentée par le point unigque

de E qui correspond a U. Un point de E, situé a l'intérieur de
I'élément dt, représente ainsi soit une rotation qui change a en une
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autre position m (voisine de 6'), soit la position m elle-méme. Et la
probabilité pour qu'une rotation améne la sphére X de & a m par
n rotations successives sera désignée par (b, ') d=,. Nous aurons &
résoudre encore les deux problémes suivants:

TrotsitMe prOBLEME. — La fonction V(1) étant donnée, calculer la
Sonction ® (b, b,

QuaTrIEME propLEME. — Trouver la valeur limite de ®" (b, ') quand n
augmente indéfiniment.

2. Formules fondamentales. — 1'ax¢ d'une rotation U(u,, ., u,)
coupe X en un point C(u,, 1,). Un point lié & X scra transporté par U
de A(x,, x,) en B(y,, y,). Posons, pour abréger, dans le triangle
sphérique ABC,

AB=2e, cos AC = cosBC =/~

et conslruisons la hauleur CD, D étant le milieu de A3, Les triangles
PCA et PCB donnent ' '

{ eosu, cosay - sinwy singy cos(ay - ,) 2ok

(%)

} COSI, COS Y| — Siny siny eos( v, -~ i,) ==k,
Nous avons de plus, dans le triangle ADC,

i = cosc cosCD, sin CD == colu, lange
et, en éliminant CD,

___ycosac-— cosau,

(3) ' b=

sine,

~ Enfin, « étant 'angle DAC, les triangles ABC ct ADC donnent

EAN

) COSLE == COSL, COSY ) == ST ST Cos(iry — 1),

(
(

(13

) COS Uy, == SIN G COSC,

5. Changement de variables. Propriciés du déterminant fonctionnel.
— Soient, dans les formules précédentes y, et y, les coordonndes d’'un
point fixe B. L'ensemble de formules (2), (3), (4) et (5) donne les
quantités u,, u, et u, en fonction de z,, z, et «. En effet, les ¢quations
(3) et (4) ne servent qu’a éliminer £ et ¢ de sorte que nous avons trois
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équations (2) et (5) pour déterminer les w;. Dérivons-les successi-
vement par rapport & x,, @, el «; nous aurons neuf équations qui
permettent de calculer les neuf dérivées partielles figurant dans le
déterminant fonctionnel des «; par rapport aux variables x,, x, et a.
Aprés avoir ¢liminé les paramétres auxiliaires £ et ¢ par un calcul un
peu long on obtient le résultat snivant :

D(uey, wyy uy) sin,
D(z,, z,, @) 4 sinu, sin?u,

Le systéme d’équations (2), (3), (4) et (5) ne change pas quand on
échange les points A et B. Par conséquent u, et u; sont des fonctions
- symétriques de ces deux points et 'expression

(6) , T D(uh gy us)
sinz; D(z,, z,, «)

est aussi symétrique par rapport 4 A et B Si nous fixions le
point A(x,, #,) (au lieu de fixer B, comme nous I'avons fait dans
le caleul précédent), le déterminant fonctionnel des w; par rapport
aux variables y,, y., et 2, divis¢ parsiny,, ne serait pas différent de
I'expression (6), donc

(=) U D(uy, gy wy) 1 D(uy, gy 1) 1
/ sinw, D(a, @y, ) ~ sinyy D(yy, Yoy @)~ fsinug sinti,

4. Solution du premier probléme. — Soit A (z,, 2.) un point sur E et
désignons par U(u,, u., u,) une rotation qui transporte A en un point
B(y,, y.). Prenons les quantités y,, y, et o pour coordonnées de la
rotation U. L'expression F(U) dty(voirl'Introduction) dela probabilité
élémentaire relative au choix de U se change en

D(uy, uy, uy)

F
Dy, ya ) A

(8) Fsinu, sin?u, dy, dy,do = 7 day doc,

ol dag =siny, dy, dy, est I'¢clément de surface sur X. La formule (8)
exprime la probabilité pour qu’une rotation prise au hasard satisfasse
aux deux conditions suivantes :

1° de transporter le point A en un point situé a l'intérieur de
I'élément doy; ' ‘
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- 2° d’avoir un angle de rotation tel que I'angle o soil compris entre o
et o -+ do.

Supposons que les points A et B soient fixes. L’équation (5) montre
que u; diminue de 7—: 4 cquand « augmente de o & ‘;—r; et que u, augmente

. T T . . \ .
de c & -» quand & augmente de - & . En faisant parcourir & « I'inter-
valle (o, ©) on obtient toutes les rotations qui améncnt A en B. Donc
I'intégrale simple de l'expression (8), prise par rapport dc deoan:

T
f ’Edoc doy,
, A

donne la probabilité totale pour qu'une rotation améne le point A en
un point infiniment voisin de B. Il résulte de la définition que nous
avons donnée de la fonction f(A, B) que

(9) (A, B>=f 7

il faut exprimer, dans la fonction F sous le signe d’intégration, les
variables primitives u,, u,, u, en fonction de y,, v, . La formule (9)
donne la solution du premier probléme.

8. Solution du second probléme. — L'inlégrale de I'expression (8)
étendue 4 toutes les rotations dont les axes passent par O est égale a
I'unité, d’aprés (1), Or effectuons d’abord I'intégration par rapport
a « de 0 4 m, et intégrons ensuite par rapport aux coordonnéesy, ety,
du point B. La formule (9) montre que

(10) ffzﬂA, B)doy,=1,

A étant un point quelconque sur X.
Si nous prenons z,, x, et ¢ pour variables d’intégration, les formulés

(1), (7) et (9) donnent
\ (A, B)dg, =
(11) ffz./g, )doy =1

pour tout point B pris sur I, avec do, = sinz dz dz,,
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Dans un travail cité plus haut (C. R. Acad. Sc., 20 février 1928)
j'al démontré le théoréme suivant : si f(x, y)est une fonction continue

et positive et si elle satisfait pour toute valeur de xz(alxz<b)

aux équations
/)

h
f ./(x")’)d.)/:ls A f()‘ x)dy:[7

la fonction itérée /' (x, y) lend vers la valeur constante (b —a)™'
quand n augmente indéfiniment. Ce théoréme s'étend immédiatement
aux fonctions qui dépendent de deux points situés sur la sphére X, &
condition de remplacer les intégrations simples par des intégrations
doubles et la longueur (& — ) de l'intervalle d’intégration par l'aire
totale de la sphére X. Lafonction f(A, B)introduite plus haut satisfait
aux conditions du théoréme, comme le montrent les équations (10)
et (11). Nous avons, par conséquent, en faisant usage de la notation
expliquée dans I'Introduction
. . I
nhzrr: Pm(A, By= S

Sotent I la densité de probabilité relative a une rotation U, A la position
initiale d’un point lié a la sphére X et B la position finale qu’il prend
aprés n rotations successives prises ai hasard. La valeur limite de la
densité de probabilité relative au déplacement AB, quand n augmente

indéfiniment, est constante; clle ne dépend ni des points A et B ni de la
Sfonction F.

Ce théoréme correspond au résultat trouvé par M. Lévy (') a propos
du probléme du battage des cartes. M. Lévy trouve ue, quelles que
soient les probabilités p; (voir I'Introduction), la probabilité pour
qu'une carte vienne, aprés n battages successifs, du /™ rang au £,
a pour limite 7', quand n augmente indéfiniment, » étant le nombre
de cartes. Au lieu du passage d'une carte d'un rang a ’autre, nous
avons considéré le déplacement d'un point de A a B; le nombre de
cartes est remplacé par I’aire totale de la sphére.

6. Solution du troisiéme et du quatriéme probléme. — Pour étudier

(1) P. Lévy, Calcul des Probabilités, p. 49, Paris, 1925.
Journ. de Math.. teme VIIL — Fasc, I, 192q, 6
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la fonction @V (b, 0") el les fonctions qui s’en obtiennent par itérations
successives, considérons une rotation U(u,, w., #;) qui résulte de
I'application successive de V(¢,, ¢, ¢,) et de W(w, w,, w;). La
formule symbolique

U=VW

équivaut a trois équations entre les paramétres u;, ¢ et ;. Calculons
le déterminant fonctionnel des u; par rapport aux variables ¢; sous

I'hypothése que les v; ne changent pas. Pour cela, introduisons les
paramétres d'Olinde Rodrigues :

A =sinu, sinu, sin iy, [ =sinu, cosu, sinug, v = cosu, sinuy;

ces formules donnent

D(2 ) . .
DA g v) —— sinu, sin?u, cosi,.
D(u,, uy uy)

Ecrivons maintenant les formules analogues pour les rotations V
et W et exprimons les 7, 1, v en fonction de paramétres d’Olinde
Rodrigues relatifs 4 V ¢t 8 W (voir la Thése de M. F. Perrin, p. 12);
en faisant le calcul on trouve

D pyv).

m = SINP SN COS Iy
et le quotient de ces deux déterminants donne le déterminant
fonctionnel cherché :

Dy, gy uy) _ sinegsin?ey
Doy, vy vy) sine, sinu,

Nous trouverons par la méme méthode

D(uy, e, wy)  sinw, sin*w,
= — — »
Doy, vy, vy) s, sint o

en admettant que les ¢; ne changent pas.

Introduisons les v; comme variables d'intégration dans!'intégrale ().
11 vient

(13) fffF(VVV)drv:u pour W quelconque.
E
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Si nous prenons les w; pour variables d’intégration,
(14) jffF( VW) drw=1, pour V quelconque.
E

En désignant toujours par U la rotation qui change @ en b et par V
celle qui change a en /', le troisiéme probléeme se résout simplement
par la formule

(19) @ (b, b)) =F(U-IV).

En effet, U-'V est la rotation unique qui change & en 6’ ; 1a densité de
probabilité relative & elle n’est autre chose que la densité @) cherchée.

La densité de probabilité relative au passage de b a b’ par n rotations
successives sera définie par la formule

B (b, Y =T (U V)
avec

[ (U—\ V) :ff / F(u—\\([i——\']‘) p(rr_J V) f/'&"x“ Fo— .
¥

Or, remplacons, dans les formules (13) et (14), V par U~
et W par V. Nous aurons '

/f/ F(U'V)dry=1 poue V quelconque,

E

fff'F(U—'V)c{rv-:l pour U quelconque;
/E

donc F(U-'V) envisagée comme fonction de deux points U et *V
dans E (ou, ce qui revient au méme, fonction de deux positions b et b")
satisfait aux conditions clu théoréme rappelé au n° 3 et nous avons le
résultat suivant :

lim (b, b — -
n=48 ¢
Quelle que soit la densité de probabilité ¥ (U) pourvu qu’elle satis fasse
a la condition (1) et qu'elle soit positive, aprés un nombre infini de
rotalions successives toule posilion de X pourra étre alleinte avec une
densité de probabilité uniforme égale 4 w2
Ce résultat correspond 4 celui de Poincaré que nous avons rappelé
dans I'Introduction.



