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THÉORIE MATHÉMATIQUE DES PHÉNOMÈNES HÉRÉDITAIRES. 24p 

Sur la théorie mathématique des phénomènes héréditaires ; 

PkM. VITO VOLTERRA, 
\ 

. r y. Λ Membre de l'Inslitut. 

INTKODÏCTION. 

J'ai traité plusieurs fois la question des phénomènes héréditaires 
comme application des théories sur les équations intégrales, intégro-
diiïerentielles et fonctionnelles. Plusieurs chapitres de mes Leçons sur 
les équations intégrales et les équations intégra-différentielles (1 ) et de 
celles sur les fonctions de lignes (2), sont consacrés à l'étude mathé-
matique de rhérédité. C'est pourquoi je me rapporterai à ces ouvrages 
pour les principes qu'il me faudra rappeler (n). 

Dans le présent Mémoire, j'étudie la question énergétique que 
j'avais laissée de côté dans mes précédents travaux. En partant de 
certains postulats je montre l'accord existant entre la théorie de 
l'hérédité linéaire et les principes de l'énergétique. Je démontre que 
le travail des forces externes nécessaire pour amener d'un état à un 

(1) Paris, Gaulhier-Villars, iyi3 (Collection de monographies sur la théorie 
des fonctions, publiées sous la direction de M. Borel). 

(2) Paris, Gauthier-Villars, igi3 (de la même Collection). 
(3) La démonstration de la formation des cycles, les relations entre les cycles pério-

diques et l'invariabilité de l'hérédité, résultent de la théorie développée dans ces 
Leçons. Certaines particularités des cycles d'hystérésis, par exemple leurs points de 
rebroussement (qui d'autre part n'existent pas toujours), 11e s'expliquent pas par la 
seule hérédité, au moins par celle linéaire. Il est possible qu'elles doivent être attri-
buées à des causes qui s'ajoutent à l'hérédité telle qu'on la considère ordinairement. 

Joum. de Math., tome VII. — Fasc. III, 1928. 32 
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autre un système, sujet à des phénomènes héréditaires linéaires, 
dépasse toujours la variation d1une certaine fonctionnelle qui no 
dépend que de l'état du système. Lorsque te système revient à l'étal 
initial on peut calculer le travail des forces externes dissipé. 

J'ai obtenu peu à peu ces résultais. (Test ainsi que dans une 
Note publiée en 1912 (') j'ai démontré l'impossibilité d'un mou-
vement spontané périodique en supposant que l'hérédité soit linéaire. 
Ce résultat découle du fait qu'une certaine intégrale est toujours 
positive. On peut le considérer comme un premier pas dans la voie 
que j'ai suivie après. 

Dans les Cours professés à Rome en 1912-1913 et en 1924-1920, 
j'avais montré, en appliquant la propriété analytique qu'on vient de 
rappeler, qu'il existe une dissipation de l'énergie mécanique dans les 
cycles fermés périodiques. Mais je n'avais pas encore réussi à aborder 
la question générale énergétique. Ce n'est que dans mes recherches 
récentes de biologie mathématique, où j'ai envisagé des phénomènes 
d'un caractère héréditaire, que je suis arrivé à trouver un procédé de 
calcul pouvant s'employer avec succès pour Irai 1er cette queslion géné-
rale (2). 

J'ai ainsi obtenu les résultats exposés dans les paragraphes I, Il du 
Chapitre II et dans les paragraphes II, III du Chapitre III du présent 
Mémoire. 

Celui-ci est divisé en trois Chapitres. Dans le premier je donne les 
équations fondamentales et quelques théorèmes de calcul inLégral 
et de la théorie des équations intégrales et inlégro-diflérenlielles dont 
je fais usage dans les Chapitres suivants. 

J'ai cru nécessaire de traiter à pari le cas d'un seul degré de libel lé 
en y consacrant le Chapitre II, et de ne pas le déduire du cas général 
envisagé dans le Chapitre III, car toutes les hypotfièses qu'il faut 

( 1 ) Vibrazioni elastiche nel caso clella ereditù (Rendiconli délia li. Accademia 
dei Lincei, 2e série, vol. XXI. 191'i). Dans cette Note, Jes intégrales qui paraissent 
dans les formules (12) et (12') sont précédées du signe Les conséquences sont les 
mêmes si elles sont précédées du signe —. C'est justement ce second cas qu'il faut 
envisager. 

(s) Variazioni e fiuituazioni nel numéro d"ir\dividui in specie animali convi-
venti (Memorie del H, Comitato Talassografico Italian ο, I. CX XXI, Venezia, 
1927)· 
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introduire lorsque le système qu'on étudie a plusieurs degrés de 
liberie ne sont pas nécessaires s'ils se réduisent à un seul. 

Les paragraphes des Chapitres II et III, qui ne sont pas cités ci-
dessus, renferment les méthodes que j'avais exposées dans mes Cours 
de 1912-1913 et 1924-1920 et que je n'avais pas publiées jusqu'ici. 

Enfin la Note qui termine le Mémoire étend les résultats obtenus au 
cas où l'on tient compte du frottement proportionnel à la vitesse. 

L'élude de l'énergétique des systèmes continus présentant des 
phénomènes héréditaires, ainsi que celle des systèmes pour lesquels 
l'hérédité n'est pas linéaire, méritent de faire l'objet de Mémoires 
spéciaux. 

CHAPITRE I. 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES ORS PHÉNOMÈNES HÉRÉDITAIRES LINÉAIRES 

ET FORMULES AUXILIAIRES. 

I. — Équations des phénomènes héréditaires linéaires. 

1. Soient r/,, . . ., η
η
 les coordonnées indépendantes d'un sys-

tème. 

(1) T = i Ki Ki ais Q'iq's 

la force vive, —Ω le potentiel des forces internes et S3, ..., Qn 
les forces externes. 

Les équations du mouvement seront 

<'> 777 Ίίη', 7^Γ~=~' " = "»· 

Si les coefficients aix sont constants et si l'on a 

G = 1 Ki Kv h is Q Qs 

les coefficients bis étant aussi constants, les équations (I) prendront la 
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forme linéaire 

(1') Ksais Q"s + K bis Qs = 2 

où l'on suppose que les forces externes soient des fonctions connues 
du temps. 

La forme (i) est une forme définie et positive. Nous supposerons 
que Ω aussi soit une forme définie et positive. Dans ce cas les déplace-
ments (coordonnées) se conserveront aussi petits que l'on veut si les 
vitesses initiales ainsi que les déplacements initiaux sont suffisam-
ment petits, les forces externes étant nulles ou si elles satisfont à 
certaines conditions. La théorie des petits mouvements est fondée sur 
les équations (!.') que Ton peut simplifier et mettre sous la forme 

(1"; <î'rV bi'Ji— £,■ 

en effectuant une substitution linéaire sur les coordonnées. 

2. Les actions héréditaires sont des actions actuelles dues à des 
causes qui ont existé dans le passé ('). Nous supposerons que dans 
chaque instant elles soient des fonctionnelles dépendant des déplace-
ments (coordonnées) qui ont eu lieu précédemment, ces déplacements 
étant considérés comme des fonctions du temps. 

Si ces fonctionnelles sont linéaires, puisque les déplacements sont 
continus, les actions dues à l'hérédité pourront s'exprimer par les 
formules 

2 j !·'/,(/. -)q<{T)ch. 

Elles s'appelleront des actions héréditaires linéaires; les fonctions F,·, 
seront les coefficients d'hérédité. Supposons que dans un système du 
type considéré dans le numéro précédent, outre les forces qu'on a 
envisagées, s'exercent des actions héréditaires linéaires. Alors il faudra 

(') Voir Leçons sur les Jonctions de lignes, professées par M. Vilo Vol ι erra à la 
Sorbonne en 1912 (citées ci-dessus), Ctiap. Vi, YJI, VIII, XIV. 
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remplacer les équations ( Γ) par les équations 

(Λ; ν'ΛL τ)'/Α"}rht2i-

Le cas ou les F,., sont des fonctions de la différence t — τ, s appelle le 
cas du cycle fermé ('). Nous supposerons que celte condition soit 
toujours satisfaite. 

Nous supposerons aussi que les actions héréditaires soient négli-
geables au delà d'une certaine limite de temps, c'est-à-dire que l'on 
ait 

Ι;,·,(/) = ο pour Ιζ T„ (/. .V ~ l.i. .... n). 

T„ s'appellera la durée de Γ hérédité. 
Les équations (A) s'écriront 

( V') V filql (t) +V /'M'/dO=X f '*'<^/ — ")'/<(·)^+ £,·, 

ou bien 

ι v » ' y «,.<<fs (/) -r- y ο—y / i-vt) 7.<< / - 7; ή 

La rnème substitution linéaire sur les déplacements qui amène à 
l'équation (F) conduit les équations précédenles aux formes 

[V, fi -l· /77i=2 / |;/<;/ " 5/. 

ί V'v; 7/' -+- %/= 2 / L.<' Όη À1' — τ; r/τ + 

On dira qu'il y a équilibre lorsque les quantités cf cl /7" sont négli-
ge ables; c'est pourquoi les équations de l'équilibre seront 

("y y *"■/·=y f —-1 ί.<[-)^ aI 

(') Voir Leçons sur les fonctions de lignes, professées par W. Vilo Vol terra à la 
Sorbonne en 1912 (citées ci-dessus), Chap. A il. 
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que Ton peut aussi écrire 

(Β") Y Λ/-'Λ=2 f Λ H-Si· 

Dans le cas où le système a un seul degré de liberté, chacun des sys-
tèmes d'équations (Λ/), (A"), (Β'), (B") se réduit à une seule équation 
et l'on a 

( a1) ' 7"H- l"j — f Y(I — z) qiz) <h i2. 

( a" ) 7" h- //y -jf Y (z) </(! ■ ~) rfz -i- '.2, 

(b"j b</ i Y(/- ~.)<f(z)(k h !2. 

(//') (>(/—( Y(z)'/(l r)/h-h'.2. 

5. L'action héréditaire totale/ F(/— ~)q(~)(h est la somme 

des actions héréditaires élémentaires V(t — z)q{z)(h. La quantité 
F(/—(h peut être regardée comme l'action héréditaire qui 
s'exerce au temps L due au déplacement //(τ ) qui a eu lieu dans l'inter-
valle de temps (τ, τ -j-r/τ). Nous verrons dans le n° 6 que l'on peut 
donner aux formules une autre forme équivalente et interpréter d'une 
autre manière les actions héréditaires élémentaires. 

4. S'il n'y a pas d'hérédité ni de force externe, on a 

~ Ι"---'»,. 

Cette équation peut s'interpréter en disant que bq mesure en valeur 
absolue l'accélération avec laquelle le déplacement q tend à se dissiper. 

Lorsqu'il y a l'hérédité et qu'il n'y a pas de forces externes, on a 

( ) - 7 ". - ht/ - I Y i l — ζ ) y I r ) /h. 

Supposons que dans tout l'intervalle de temps T„ qui précède l'ins-
tant tj q conserve le même signe. 
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Or, on sait que les actions héréditaires retardent l'action dissipatrice 
du déplacement, donc il faut supposer que F(I) soit posilive. 

D'autre part, l'action héréditaire produite à l'instant t par un dépla-
cement y (τ) qui a lieu au temps τ, doit diminuer si la distance de-
temps / — τ augmente. C'est pourquoi F(t) doit être une fonction 
décroissante. On a donc les propriétés suivantes de cette fonction : 

F(t) est une fonction finie continue; posilive décroissante qui s'an-
nule pour f Y,,. 

Ori en tire que 

(H) I·' (ri > <> 
[lour ο ·< r ■< T„. 

C* ) I· (7J <o 

Prenons y constante pendant l'intervalle de temps (t — Τ·„, /). 
L'équation (2) s'écrira 

— '/"(Ζ)'-'/ (h — f I'" 

Si 

h=( " l;( 7j (h. 

on aurait q"(t) — o et puisque q'(t) = o, q se conserverait constant 
après l'instant t. 

Si-l'on avaiL 

//< ( " l;( 7) (h. 

q augmenterait toujours à partir de L'instant /. Ces deux résultats 
seraient absurdes, car nous supposerons que le déplacement par soi-
même, c'est-à-dire sans causes externes, ne peut pas se conserver constant 
ni augmenter. 11 faut donc qu'on ail 

(4) I t < T ) fh ·.:///>· <>. 

o. Passons au cas général de η degrés de liberté. 
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Dans ce cas, on peut envisager 

K Rts (l-t) qx (tà dt, 

comme la mesure de Taction héréditaire qui s'exerce au temps t et 
est due aux déplacements q{ (τ), ..., ayant eu lieu dans 
l'intervalle de temps (τ, τ -+-</τ). Nous verrons après (n° 7) comment 
on peut aussi interpréter les formules. 

Supposons que, quel que soit τ, on ail 

><*'*<=37/ 

Φ sera le potentiel héréditaire élémentaire. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de la fonc 

lion Φ seront 
!'/,= I si 

Dans l'hypothèse qu'elles soient satisfaites, nous ferons aussi les 
hypothèses que 

(5) Φ (t | 7,. y2, .... t/,,) — - Σ,Σ. ·ί.<(ι)'/a/* 

soit une forme définie et positive, et 

(5) Φ (t | 7,. y2, .... t/,,) — - Σ,Σ. ·ί.<(ι)'/a/* 

soit une forme définie et négative. On a posé 

Ris (t) = dFis (t) 

et l'on a considéré, dans la dérivation de la formule (5'), les quan-
tités q

t
, </2j · · ·, 7« comme des constantes. 

Nous regarderons ces hypothèses comme l'extension des condi-
tions (3) et (3'). 

Ecrivons 

( 6 ) bi.< — f ) (h — mis. 
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Comme extension de la condition (4), nous supposerons que 

(7) λ=:^2/2/""7/'7' 

soit une forme déjinie et positive. 
On donnera ensuite les conséquences énergétiques de ces diverses 

hypothèses (Chap. Ill, § II), qui pourront les justifier. 

6. L'équation (a') peut s'écrire indifféremment 

(a") q"-\-bq=( I?(:)7(î-:)</th- i2 

ou 

V t Ι·(τ)[//(0 —</(/ —7)|î/t = î2. 

où m est positif' [voir formule ( 4) |. 
Cette seconde forme correspond à l'interprétation suivante : On 

peut regarder l'action interne qui s'exerce à l'instant t comme résul-
tante d'une force —mq proportionnelle au déplacement actuel et des 
forces héréditaires 

— ]'(τ)| //f /) — «y (/ — ? )] clx 

proportionnelles aux excès des déplacements actuels sur les déplace-
ments qui ont eu lieu pendant la durée de l'hérédité (voimn 5). 

Le potentiel de — mq esL — -mq~ î en effet, 

α'ΐ=ί(},""ή 
et le potentiel des forces 

— f f'f -il q{t) - r/{l~T)\dz 

est 

~τί F(o[v(0 — q{t — 7)fd~. 

Journ. de Mathtome VII. — Faso. Ill, 1928. 33 
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En effet 

àq{T)\f ¥(7)\f/(f') —~7)}ifl7=f^ l^)[v(0 — r/(l-T))rh ('). 

Le polenticl de Ion les les forces internes est donc — Θ, étan l 

(C,) Θ = y- m<f + y- ί l;(r)[v(/) — y(/-r)]3dT 

— ~ Ι'Ί' ~ / V{χ)η{ΐ)η{! ~ r)fh λ- ~ Ι \!{τ)'/(ι—τ)2/?τ. 

Tandis que la première expression correspond à la formule («"), la 
seconde correspond à la formule On pourrait morne supprimer le 
dernier terme dans la dernière expression, ce qui ne changerait pas la 
dérivée par rapport à q(t\ mais nous verrons après (Chap. 11, $ I) 
qu'il convient de le conserver. 

7. De même les équations (A') peuvent s'écrire sous la forme ( Λ" ) 
ou sous la forme équivalente 

(A1) K ais q"F/, ί τ ) | f/At ) — '/.« ( / — " J j '/- = ·2< 

et l'on pent regarder l'action interne qui s'exerce à Tinslaiit l connut; 

(') Si l'on prend la fonctionnelle- J Y(z)\r/il\— <j i t — ; |- dz cl l'on calcule 

sa variation première, on trouve 

or/ (/ ) F (τ )[q (i ) — rj i (. — ~)\dz— j* — q(l — τ ) | 07 1 ! — ζ ) clz. 

La fonciionnellc n'est donc pas normale au sens de iM. Lé\> 1 Le eons d'analyse 
fonctionnelle, p. (>7. Paris 19V.2). Le premier terme montre que la fonctionnelle 
dépend d'une manière spéciale de q{t) d'après les définitions que j'ai données dans 
mon premier Mémoire sur les fonctionnelles \Sopra le funzioni che dipendono da 
ahre funzioni (Jlendic, Lincei, >S série, 1SS7, p. tp et suiv.jJ. «l'est le coefficient 
de o^(/)dans l'expression de la variation première que nous avons indiqué ici par 

dq (t) 2 f to F,<ο-ϊ(/-οΐ·Λ. 
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résuit »*i η le des forces 

— Υ. r>iuy*(t), 

exprimables linéairement par les déplacements actuels et des forces 
héréditaires 

■■~2 '/do ~~ uM — ~)1dr 

exprimables linéairement par les excès des déplacements actuels sur 
les déplacements qui ont eu lieu pendant la durée de l'hérédité. 

Λ ce point de vue, le potentiel des forces internes est exprimé 
par—Θ, élatil 

({j) 8 " 2 Σ " 1 j r,i '1} 

+ ( Σ Σ ['/λ( τ;Ι Ί'{ l] ~ " Ί'{ ' r ) ! l/yd ' 1 — vd( — r)](/' 

- 1 Σ Σ
 Λ
'
ν <li {

 '
 ! ( 1 1

 "" Σ
 ,;

'
λ

 ■
 7

 ) '/ d / — V ) fh 

1 ' Σ Σ. / ' --)<h· 

Au sujet de ces deux expressions équivalentes, on peut répéter ce que 
nous avons dit dans le n° 6 sur les deux expressions (C<). (Voir 
Chap. IIJ, §2.) 

8. Remarquons que le potentiel des forces internes [formules (C) 
et (C,) | au temps t dépend des valeurs des déplacements dans cet ins-
tant et des valeurs des déplacements qui ont eu lieu pendant la durée 
précédente de l'hérédité. D'après les hypothèses précédentes, ce poten-
tiel est une quantité négative, qui ne s'annule que si tous les déplace-
ments pendant la durée de l'hérédité sont nuls. Nous exprimerons 
cette propriété en disant que le potentiel des forces internes est défini et 
négatif. 
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9. Nous nommerons potentiel dérivé l'expression 

1 f T1 Kl Ks F ls (t) [q1 (t) - q1 (l - t)] [qs (t)- Qs ( t-t)]dT, 

il sera défini et négatif, car il est négatif et ne s'annule que lorsque 

7/(0 = 7/( / — tj (o<7<T„). 

II. — Digression sur les équations intégrales 
et intégro-différentielles. 

1. THÉORÈME 1. — Si l'on a l'équation intégrale 

(H) j(/) = Λ·(/) + f I' (/ — τ)α?(τ) (h, 

où F(/) = o pour t>T
0

, et si l'on suppose que y{t) soit connue depuis 
/ = t

u jusqu'à t — t, (/, > /0), et x(t) soit connue depuis L = /„ — Ta 

jusqu'à t = t
0

j x(t) sera déterminée depuis t = /„ jusqu'à t = /,. 

En effet, soit d'abord /„< / < /,,-f T„. 
Inéquation (8)pourra s'écrire 

y(l) r=x(t) -i- f V(l -- τ )./:(■:)'h ί l'V — Tj.r(r) rh. 

Or est connu si t — T
0
< τ <ζ /„. Donc 

Γ Γ(/ — τ)χ{τ)ι!τ = 5(1) 

est connu. Par suite, la résolution de l'équation intégrale 

(8') jUy—z{l)—x{l)+i \7(t — 7)jc(z)dr 

pourra donner x(t) pour t compris entre et T
0

. 
Supposons maintenant que t soit compris entre /„ T„ et /, > /υ+Τ0. 
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Puisque F(x) = ο pour τ égale ou supérieur à T
0
, l'intégrale 

/<-τ„ 
F(/ — r).r(r) ck 

sera nulle. Par suite, l'équation (8) pourra s'écrire 

y(t) — x(f) -4- f F(/ — 7).r(T)tk 4- f F(t — r).rr(r)rit, 

c est-à-dire 

J-(/) = .r(/)H- Γ Fi/—T)J?(T)</T. 

Nous avons montré que l'on peut calculer x{t) pour / compris 
entre t„ et 4+T

0
; la dernière équation nous donnera x(t) pour t 

compris entre /„+ T
0
 et /,. 

2. THÉORÈME II. — Si Γόη a le système d'équations intégrales 

if)) y,(t) = .r,(/) F,v(/— T).r,.(r)/'/r. 

où F/r ( / ) = ο pourt> T„. cl si Γ on suppose que les y\L) soient connues 
depuis t = t

()
 jusqu'à / = /,(/,>/„), les x,(t) soient connues depuis 

f = /„ — T„ jusqu'à t = les fonctions x-ft) seront déterminées depuis 
t = t

{) jusqu'à / = /,(1=1,2, . . ., η ). 

La démonstration de ce théorème se fait de la même manière que 
celle du théorème précédent. 

5. Prenons dans l'équation (8>/ = /„, il viendra 

if)) y,(t) = .r,(/) F,v(/— T).r,.(r)/'/r. 

Donc y(t
0
) est connue étant données les valeurs de u?(t) pour τ 

compris entre t
0
 — T„ etl0, 

Si l'on ne veut pas quey(z) soit discontinue pour t = i
0
, il faut que 

les valeurs de cette fonction, que l'on donne à partir de t=t
a

, com-
mencent par la valeur dey{t

0
) déduite de l'équation (io). 
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Cette condition n'étant pas satisfaite, 011 voit, k cause de l'équa-
tion (8'), que ao(t) aussi est discontinue pour t = £

υ
. 

On peut faire la même remarque dans Je cas du système d'équations 
intégrales (9). 

-i. Les théorèmes précédents amènent au corollaire suivant : 

( lonorxAiRE. — Dans le cas de l'équilibre héréditaire, si Von connaît les 
déplacements </,, q.

2l
 . q

n
 pendant un intervalle de temps égala la 

durée héréditaire et si Von connaît les forces externes dans tous les instants 
suivants, il sera possible de calculer les déplacements à ces instants. 

La continuité des déplacements sera assurée par les conditions qui 
résultent de la remarque du nc 5. 

0. Soient les équations intégro-diiïérenlielles 

i") = V | Λh(/)χ,(/) -I- ί 1;/,(t — r)X'x(r) dv J -+- y,(i) 

(/ = 1, :Î, //), 

où l'on suppose l'if ι) = ο pour /^T
u

. 
On peut passer aux équations intégrales 

(n') ./■,· ( 0 = .Cl ( /„ ) -H / 2 1T ),/;·* ( r ) '/r 

+ / 'r-\ Σ ·>·''<< Ο / .··/(-:)</-. 

Examinons maintenant l'intégrale 

(II,) I = f (Ιί ί F,·, ( ; — τ ) χ, (?) dx. 

Prenons dans le plan τ ς les points suivants : 

A tie coordonnées τ = /(). £— lo ; 
Β »> 7 = 1, ï—t\. 
C » τ = t — T

(l
, ''- — t\ 

Ο » 7 — Îq i ι), 7 — ti)· 
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L'aire ABCD = τ est un parallélogramme et l'on aura évidemment 

I — f l;/,( ; — (h. 

Conduisons la droite AE parallèle à l'axe ξ. Elle partagera l'aire σ 
en deux parties σ, et σ.

2 situées respectivement à gauche et à droite de 
cette droite. Or deux cas peuvent se présenter : ou t—T0</0 

(Jig. ι, 2) ou / — T„ > /„ (fig. 3). Dans le premier cas, l'aire σ._, est 

FI*. .. Fig. 2. 

! 

constituée du triangle ΑΕΠ; dans le second cas, elle est constituée du 
quadrilatère AECB, V étant le point où la droite AE rencontre le 
côté DC du parallélogramme. Soient ς, τ les coordonnées d'un point 
du triangle CEF = τ

:1
, on aura 

; --rc. 

En efï'et la droite CD a pour équation 

; -- τ — T„ 

et les points du triangle a
:i
sont situés à la gauche de cette droite. Mais 

l'(/) = o si / ^ Ί'ο ; 
donc 

j ( X — ? ) xt ( r ) de-, = ο, 
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et par suite, dans le second cas, 

f F/.*·(ξ — τ)χΛ.τ)(1ν·ί— f FiA'i— r)x.Az) j F/,(? — τ)λ?,(τ)(ΙσΛ 

— f F„( ξ — τ).τ, {x)da. 

Fi«. Λ. 

Dans le premier cas, on a directement 

f F,·,('ί_ —ζ) /·,( τ) (f<r — f F,·.,{'i — x)xAz)(h. 

Donc, dans les deux cas, on pourra écrire 

I — f I *"/.<(£ — Τ )·/·.<(' Τ) <hs + ί F/.,( ; — ?)./·,( 7 j <h 

= f Fu (c —ζ ) X.< ( ζ ) cfo\ + f dif F,, Ci —Z ) xx (7 ) ch 

= f F/.v (ξ — 7 ) X, ( 7 ) r/{7, -f- j ^ (r)c/T ί F( ; — 7 ) (J'Î, 
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et les équations intégrales (ι i') pourront s'écrire 

(II") — 
m 

A„(T)+jf F„(£ — r)dfcjtfj(T)rfr 

m A„(T)+jf F„(£ — r)dfcjtfj(T)rfr 

En posant 

—
 F

"U —
 T

)^J 0, 

#<(<θ)+Σ / ^/(7)^ = 5,(0. 

les équations (ι i") deviendront 

(12) / Φ/ί(τ' ί)Λ;·«(Τ)^τ = -5'(ί) (ι = ι,2,...,«)· 

Si les A/, et les F„ sont des fonctions connues, Φ,·,(τ, t) seront aussi 
connues. Si y

L
(t) sont données pour t compris entre t„ et i,> t

0
, on 

pourra calculer / ^(τ)ί/τ pour ί compris entre les mêmes limites. 

Supposons de connaître les ^(τ) pour τ compris entre t
n
 — T

0
 et t

0J 

alors les intégrales 

f Vu(l — v)xt{t)dat 

seront connues, car les points situés dans l'intérieur de l'aire σ, ont 
l'abscisse comprise entre t

9
— T

0
 et t

0
. 

On en déduit que les fonctions Si(t) seront connues depuis t = t0 

jusqu'à l~t 1, et par suite, en résolvant les équations intégrales (12), 
on pourra déterminer les x-yt) pour t compris entre t0 et t{. 

6. La proposition qu'on tire dé là est un théorème général sur les 
équations intégro-diflerentielles qu'il est facile d'énoncer. Mais voyons 
son application aux équations héréditaires du mouvement. 

Si l'on pose dans les équations (Aw) 

Ç'i—P'h 
Jourii. de Math

n
 tome VII. — Faso. III, 1928, d/j. 
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elles s'écriront 

p'i + biqi 

91 Pi — 0, 

qui rentrent dans la forme générale des équations intégro-différen-
tielles (11) en supposant dans celles-ci quelques noyaux nuls. 

Donc on aura le théorème suivant : 

Si Von connaît les déplacements pendant une période de temps égale à 
la durée de Vhérédité et si Von connaît les forces dans un intervalle de 
temps suivant, on pourra calculer les déplacements qui ont lieu pendant 
cet intervalle de temps. 

III. — Propriétés de quelques intégrales. 

1. THÉORÈME I. — Si F(£) est une fonction positive décroissante 
Β0«/·Ο<Ξ<Τ„, 

Ç V{'i) βίηαξί/ξ > ο, 

α étant une constante positive. 

En effet, soit 

2(λ-ι)ττ rp . 2 Απ 

h étant un nombre entier. Posons 

2TT = w 

On aura 

f F(.£) δϊηαξί/ξ >o, f Γ(ξ) sin αξ cl\ >0, 

f F(?) si η « ξ <τ/ξ > ο, 
d'où l'on tire 

f F(£) sina£i/£> ο. 
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COROLLAIRE. — Si 

^ 2,2.« Ρ,,(ξ) Φ(ξ|«
η

 tf
2

, a
n

) 

est une fôrme définie positiveet si 

7
λ
^°Ρ;,(ξ)ίΐ/β

4
=ψ(ξ|α,, β

Ι}
...λ„) 

βίί «Λί forme définie négative, 

/ Φ(ξ|«π «2, .· 0«) δίηαξί/ξ > ο, 

quelles que soient les constantes an a
%

, ..a,„ a, pouivu que cette 
dernière constante soit positive. 

Remarque. — Si, outre les conditions que nous avons posées précé-
demment, on suppose que 

|F„(E)|<^, |F„(E)|<^, 

m étant une constante positive déterminée et ε ̂  o, on pourra prendre 
dans les inégalités précédentes T

0
 = oc, c'est-à-dire 

I F(c) $ίηαξ</ξ > ο, / Φ(ξ | α,, a,, ..alt) δίηαξί/ξ>ο. 

2. THÉORÈME II. — Si, quelle que soit la constante cl, on a 

(i3) jfj Γ(ξ)δίη<χξί/ξ— ο 

ou 

04) f F-(|)cosa£^=:o, 

F($) étant une fonction finie et continue, i7 s'ensuivra F(£) = o. 
On pourrait déduire cette proposition de la théorie des systèmes 

orthogonaux fermés, mais nous en donnerons une démonstration 
directe. 

Prenons 

_ πζ „/TorA _ λ Τ0α 
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on aura, si l'équation (i3) est satisfaite, 

j Ft(rj) βΐηβη df\ — ο, 

quelle que soit la constante (3. 
Soit /(η) une fonction continue périodique impaire avec la période 2 π 

ayant dans une période un nombre fini d'oscillations. Elle pourra se 
développer en série de Fourier uniformément convergente et l'on 
aura 

/(*0= Σ A/tsin «η, 

d'où l'on tire 

(i3') f VL(YI)f(rl)dn = O. 

Si F, (η) n'est pas nul en un point de l'intervalle (o, TC) on pourra 
trouver un intervalle (η,, η, + ε) intérieur à (ο, π) et dans lequel F, (η) 
conserve le même signe. Or on pourra choisir : 

f (y) ) = ο pour v) compris entre ο et τη,, 
/(·/))> ο » τηι et η, + ε, 
/( γ)) = ο » Yh-heetTC-, 

c'est pourquoi 

f Fi (·η) f {m) dm 

ne serait pas nul, ce qui est en contradiction avec l'équation (i3'). 
Donc F, (η) doit être nul en tous les points de l'intervalle (ο, π), ce 
qui démontre la première partie du théorème. 

On démontre la seconde partie du théorème II directement par un 
procédé analogue à celui par lequel nous en avons démontré la première 
partie, mais il est inutile de le rapporter, parce que l'on peut remar-
quer que par dérivation par rapport à α on tire de l'équation (i4) 
l'égalité 

<i4) f EF(£)sinαξ<τ/| = ο 
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et en vertu de la première partie du théorème II on a F(ç) = o. 

5. THÉORÈME III. — Si f{%) est une fonction périodique ayant la 
période ι ω 

F F(< — Τ)/(Τ)Λ 

sera périodique avec la môme période. 

En effet, 

f ${t — z)f{z)€h=f F(r)/(f — τ) dx 

= F F(T)/(< H- 2Ω — Τ) dz 

I F(t -h 2u— τ)/(τ) dr. 

CHAPITRE II. 

PHÉNOMÈNES HÉRÉDITAIRES LINÉAIRES. CAS D'UN SEUL DEGRÉ DE LIIIEATÉ. 

I. — Principes énergétiques. 

1. Prenons l'équation (a") (*·),' 

(a") q" (/) -4- bq(t)= f F(t)^ ( t — τ) dz -h i2. 

En multipliant les deux membres par q\t), on a 

q\t)q"(t) + bq(t)q'{t) = q\t) f F{z)q{t — x) dz + 2q'> 

(1) Il est utile de comparer les calculs suivants, ainsi que ceux du paragraphe II, 
Chap. Ill, avec les calculs qui sont effectués dans le dernier paragraphe du dernier 
chapitre du Mémoire précédemment cité : Variazioni e fiuttuazioni nel numéro 
d'individui etc. ( Voir Introduction.) 
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c'est-à-dire 

3ΐ(^9'
9
(0+ \bq*(l)—q(t)J V{r)</(t — T)elvJ 

= --ir(^)/* — *)dx+Qq' 

= --ir(^)/* — *)dx+Qq' qt dt + 2q 

En effectuant une intégration par parties dans la deuxième intégrale 
et en tenant compte que F(T

ft
) = 0, on a 

(l5) ^(^"(O+^y'CO-tffOjT F(T)?(/— x)dxj 

= -q(t) f F
,

(t)[7(/-t)-v(0]^+î5v
/

· 

Considérons maintenant l'identité 

\ltf F(*)sr*(< —*)<& = — l-f —τ)-¥*(*))&· 

Par une intégration par parties, elle peut s'écrire 

(
l6

) V{*)qtit — r)<h=±J F\x)[(
f

*-{t — x) — (j\t)]dz. 

En ajoutant membre à membre les équations (i5) et (id), on a 

(17)
 +

 \ zf
0

 ν
^)

(
ΐ'
ι
^ —

 τ
)

άτ 

Τ 

~J
0

 VWq(t~~x}qWdx\ 

= -q(t) f V'(x)[q{t-
r
)-q(t)}dx 

+ V/</c)[gHt-*)-gi(t))dz-+-2q' 

= - / ^'(x)[q1{t — r)^rq'i{t) — 2q{t)q{t—x)}dx^r^q' 

= Sjf F,(T)[9(/-r)-^(0]2rfT + 2^'. 
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Or 

ί + ς bq*(t)+- l~ f F(t)<72(' — τ)Α — Γ F(0?(i — r)gr(£) A 

= ^/'2(0 + + 7 / F(T)[r/(f —T)-Q(*)]2A-^ f F (τ)?» (OA· 

— ί/*(ι) + I |^_ jf F(T)flfrJtf
2

(/) + £jf F(.r)[?(i — τ) — 0(O?A 

= ^',(0 + ^'»ί,(0 + F(T)[y(i — τ) — 7(0]2A, 

ou l'on a posé 

m = b -' F(t)A>O. 

[ Voir la formule (4), Chapitre I, § I.] 
L'équation (17) pourra donc s'écrire 

(l8> 3j{;i"<O + i<"7'(0 

+ F(r)[?(i—t>—7(Ο]Ά| 

~lf
o

 F'(r)[9(t~r) — q {t)Y dx — &qr. 

En multipliant par dt et en intégrant entre les temps t0 et /, on aura 

(
D

i) + ^'*?*(* )+'5 jf F(T)[7(I — τ) — ?(0]Ά| 

— m?'M -+- ^jf F(T)[gf(/
0

 — τ) — ?(î„)]2aJ 

-
 F

'(
T
)f^(< —0 — 7(0? A| =J^ &q\t)dt. 

On peut regarder l'équation précédente comme l'équation fonda-
mentale énergétique de la mécanique héréditaire linéaire pour les sys-
tèmes ayant un seul degré de liberté (1 ). 

(') Si au lieu de partir de l'équation (a") nous partons de l'cquation équiva-
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2. Nous allons maintenant analyser l'équation précédente. Le 
second membre est le travail effectué par les forces. Nous pouvons le 
désigner par £. 

(19) 1^(0 = !£'«* 

est V énergie cinétique toujours positive, c'est pourquoi 

1 q'² (t) - 1 q'² (lo) = E c - Eco 

est la variation de Vénergie cinétique. 
Considérons la quantité toujours positive 

(CL) 2

IWIRÏ

O"

4

"5JF

 F

(
T
)F^(0 —<7(^ —7)]

2
^Τ = Θ(0, 

— Θ est le potentiel des forces internes [Chap. I, § I, formule (C, )] et 
ne dépend que de l'état du système pendant la période de temps égale 
à la durée de l'hérédité qui précède l'instant actuel t. 

Puisque F'(T) est négative 

(C',) -ijf 4jT r(■:)[<,(%-τ)a)]*Λ=Ε« 

est une quantité toujours positive. 

lente (Û'Î ) en multipliant les deux membres par </', ori t rouve 

q'Ht)f' F (-)(?(' ) -1 « - · 

= — f F(O[?(0 — q(t — x)]q'(t — ?)rk-i-3q' 

= — f F(O[?(0 — q(t — x)]q'(t — ?)rk-i-3q' 

= -jf F (τ) iL[q(t) — cj(t — -z)Y-ch — Qq' 

~ \ f F'('=)Cir(i)— q(t~-:)\îclz-^2(t', 

c'est-à-dire on trouve l'équation (18). C'est donc une manière plus simple de l'ob-
tenir, mais qui ne diffère pas essentiellement de celle qu'on a suivie dans le texte 
(voir la Note au n° 2 du paragraphe II, Chap. III). 
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L'équation (D,) s'écrira donc 

(D; ) [ Eîc| — rçn + [0(0 - θ(ίο)] + E<* = J?. 

Si nous posons 

(20) E 0(0 = Ε""1.. 

nous aurons 

(D'i) E1""- E('J, + E(,/l = e 

et par suite 
E1"" — E

0
m; < e. 

Donc le travail (positif ou négatif ) que les forces externes doivent 
effectuer pour amener le système d'un état à un autre est toujours supérieur 
ii la variation que la fonclionnclle E1"'1 subit dans le même passage. 

Remarquons que cette proposition est une conséquence des hypo-
thèses formulées dans le n" 4, § I, Chapitre I. 

Si nous appelons par définition Θ l'énergie potentielle interne, E""' 
Yénergie mécanique, la formule (D',) peut s'interpréter de la manière 
suivante : 

THÉORÈME I. — Le travail des jorces externes dépasse toujours la varia-
tion de l'énergie cinétique et de l'énergie potentielle interne d'une quan-
tité positive, ou encore [formule (Dj)| : 

Le travail des Jorces externes dépasse toujours la variation de l'énergie 
mécanique d'une quantité positive. 

On peut aussi énoncer ce théorème de la manière suivante en suppo-
sant £ positif : « 

Le travail des forces externes ne se transforme jamais complètement en 
énergie mécanique, mais il reste toujours une partie résiduelle de ce tra-
vail qui ne se transforme pas en énergie mécanique. 

Et si nous supposons les forces externes nulles et par consé-
quent £=. o, on a : 

THÉORÈME II. — S* il η y a pas de forces externes, l'énergie mécanique 
diminue continuellement. 

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. III, 1928. 35 
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Supposons £ négatif, alors le système effectue un travail externe — £ 
et l'on a : 

THÉORÈME III. — La diminution d'énergie mécanique dépasse toujours 
le travail externe effectué, ou même : 

L'énergie mécanique ne se transforme qu'en partie en travail mécanique 
externe. 

5. Si q(t) = q(t
0
) et q'(i) — q'(t

0
f on peut dire que le système au 

temps t a le même déplacement et les mêmes vitesses qu'au temps to, 
mais, au point de vue de l'hérédité, on ne peut pas conclure que le 
système est revenu aux conditions initiales. Nous dirons que le système 
est revenu aux conditions initiales si 

q{t — τ) = q (t0— τ) pouro^T^T, 

(voir Chap. I, § I, n° 7). 
On pourra alors énoncer les théorèmes suivants : 

THÉORÈME IV. — Si le système revient aux conditions initiales, 
l'énergie potentielle reprend la même valeur qu'elle avait initialement. 

THÉORÈME V. — Pendant une période de temps au bout de laquelle le 
système revient aux conditions initiales, les forces effectuent un travail 
positif. 

Si le système revient aux conditions initiales, rien n'est changé au 
point de vue mécanique et, puisque les forces ont produit un travail 
positif, il s'ensuit qu'il y a un travail mécanique dissipé. La mesure 
du travail dissipé s'obtient de la formule (D^ ) en prenant Ε'"" = E1^. 
Par suite on a 

E(É" = £. 

Donc E(<Z) est le travail dissipé lorsqu'on revient aux conditions 
initiales. 

D'après le principe de la conservation de l'énergie, ce travail doit 
se transformer en d'autres formes d'énergie. 

Si l'on ne revient pas aux conditions initiales, on ne sait pas si E(i/) 

est une quantité de travail mécanique qui s'est tranformé dans une 
autre forme d'énergie. 
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4. 11 faut bien s'entendre sur la signification des mots dont nous 
avons fait usage. Ce n'est que par définition, que nous avons appelé Θ 
énergie potentielle, E""' énergie mécanique ; mais les résultats précédents 
montrent que ces définitions sont compatibles avec les principes de 
l'énergétique. 

II. -< Mouvement spontané. 

1. Un mouvement est spontané s'il a lieu sans que des forces externes 
agissent. Si des forces externes agissent, le mouvement est forcé. 
Considérons maintenant le mouvement d'un système ayant un seul 
degré de liberté dans le cas héréditaire. 

S'il n'y a pas deforces externes, c'est-à-dire si & = o, l'équation (a") 
deviendra 

(21) q"{t) + bq(t)= f V(z) q (t — τ) cfr, 
0 

où F(T) est positif et F/
(T) <Ζ Ο. 

Alors l'équation (18) s'écrira 

(22) ^ |^<7'
2

(0+ +
 l
-j^ F(T)[<7(/—τ) —7(0]'<frj 

= ■; f F'(T)[r/(i —T)-r/(0]V/r<o, 

et, en tenant compte des égalités (19), (C, ), (20), 

î/E""» 
HT <0' 

Donc, comme premier théorème sur le mouvement spontané, on a 
le théorème II du paragraphe précédent, c'est-à-dire : sHl n'y a pas 
de forces externes, Γ énergie mécanique diminue toujours. 

On tire de là comme conséquence : 

THÉORÈME II. — S' il ri y a pas de forces externes, tout mouvement 
périodique est impossible. 

En effet, s'il existait un mouvement périodique, q(t) etq'(t) seraient 



276 VITO VOLTERRA. 

des fonctions périodiques du temps. Par suite, l'énergie mécanique 

(23) lq\t)-+.Lmcin-{t)+l~ F(T)[<y(i—τ ) — q{i)]idx 

serait une fonction périodique de t. Donc cette quantité ne pourrait 
pas diminuer constamment, comme le prouve l'inégalité (22). 

2. THÉORÈME III. — S'il n'y a pas de forces externes, q(l) et q'(t) 
doivent se conserver toujours comprises entre des limites finies à partir 
d'un certain instant initial où ils ont des valeurs déterminées. 

En effet, si la valeur absolue d'une des deux quantités q ou q' 
pouvait devenir aussi grande que l'on veut, la quantité (23) aussi 
pourrait croître indéfiniment, ce qui est en contradiction avec la for-
mule (22). Ce théorème peut être aussi énoncé de la manière suivante : 

S'il n'y a pas de forces externes, le mouvement est toujours borné à 
partir d'un certain temps initial. 

En prenant 
\q'W\ et |?(τ)|, (*o —T

0
gTg/

0
) 

suffisamment petits, 
μ/'(01 et |7(0I 

se conserveront pour t
0
<^t<^cc plus petits qu'une quantité σ quel-

conque donnée. Donc : 

THÉORÈME IV. — Il y a stabilité de l'équilibre lorsque les déplacements 
sont nuls. 

Ce théorème est le fondement de la théorie des petits mouvements spon-
tanés dans le cas de l'hérédité, car il prouve l'existence de déplace-
ments qui se conservent aussi petits que l'on veut, pourvu que l'on 
choisisse d'une manière convenable les conditions initiales. 

3. L'équation (21) peut s'écrire aussi [voir formule («')] 

q" -f- bq — / Y{t — t)q{t)dz-=o. 
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Par une intégration entre les limites tQ et É, on trouve 

(a4) — + <ΐ{τ)άτ—1 <1ζ / F(£ — τ) η{τ) dt =o. 

Envisageons la dernière intégrale 

I =ί'άξ Γ Ρ(ξ-τ)?(τ)Λ. 

Si nous prenons F = F,·,, elle est l'intégrale (ι i,) du Chapitre I, § II, 

n° 5. Supposons que t soil si grand que dans le calcul de cette inté-
grale on puisse se rapporter à la figure 3. On aura 

1 = / — T)r/(T)cl<r, 

οίι rs est l'aire du parallélogramme ABCD. Considérons maintenant 
le parallélogramme n' = ABFIF qu'on obtient de n en retranchant l'aire 
du triangle isoscèle et rectangle σ, = AFD et en ajoutant l'aire du 
triangle a

;
, = HBG égale à AFD. C'est pourquoi 

1= fv{i — τ)7(τ)ί/σ'— f Ρ(ξ~τ)7(τ)ίίσ1+ Γ Ρ(ξ —τ )q(r)da3. 

Mais \q\ ne peut pas dépasser une certaine limite M (n° 2, théo-
rème III) et F(£ — τ) est positive et inférieure à une certaine limite N. 

D'autre part l'aire des triangles σ, et <7
:
, est ~ TJ, par conséquent 

I f τ)ΐ(τ)α'ι CjMNTJ, 

|jTF(?-r)î(r)<*7, <ÎMNT». 

On pourra donc écrire 

1= f Ρ(ξ-τ)?(Γ)β?σ,Η-0ΜΝΤ2. 
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où θ est un nombre compris entre +1 et — 1. Or 

Γ=| Ρ(ξ-ϊ)^(:)ί/α'=| <7(τ)chJ Ι7(ξ — τ)</ξ 

= ί\(τ)άτ f °F(n)dn. 

Par suite l'équation (24) pourra s'écrire 

(24') ?'(/) —7'(i
0
)-+-»

7
(η)ί/η^ jf η{τ)(1τ — 6Mi\Tj; = o. 

Et en rappelant [formule (4), Chap. I, § I, n° 4] que 

b - fto F (yj) CIY] — m, 

il viendra 

7'[t) — l'i1 o) + m f 7{τ)άτ~ΓΐMNTj—o, 

c est-à-dire 

I rT/TWr= gMNTg q'W-q'jt,) 

En faisant croître indéfiniment t, on trouvera 

lim t =oo [t-to ft q(t) dt] = 0 

car |^'| est inférieure à une limite finie (théorème III, nH 2). 
On aura donc : 

THÉORÈME V. — La moyenne asymptotique du déplacement est nulle. 

Évidemment 

TZTf
9
 f

t

 ?'(*)<** = r=7
0
t
Ί(Ο —7('o)] 

et par suite 

lim 7——7- f q'{r)dx = o, 

qui amène au théorème suivant : 

THÉORÈME VI. — La moyenne asymptotique de la vitesse est nulle. 
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4. Si les moyennes asymptotiques du déplacement et de la vitesse 
sont nulles, ces quantités tendent vers zéro asymptotiquement ou 
doivent osciller autour de la valeur zéro. 

Montrons par un exemple que Ton peut toujours prendre les condi-
tions initiales de manière que le déplacement et la vitesse tendent 
asymptotiquement vers zéro. Λ cet cliet prouvons que l'on peut tou-
jours satisfaire l'équation (21) en prenant 

(25) f/(t)=:ersl, 

ζ étant positif. 
En remplaçant q(t) dans (21) par l'expression (25), on a 

e²ebe~zt— a~z' I F(r)esx drz-z o, 

c est-à-dire 

z² + b -' F(T)esr^r = o. 

Posons 

f(z)=z*-+b — f \:(τ)βζτ(/τ. 

J\z) est une fonction entière de z. Pour ζ — ο, nous avons 

f(o) = m 
et, pour ζ — ce, 

/(00)=—oc; 

donc il y a une racine réelle positive de l'équation 

/(*) = <>» 

ce qui prouve que l'expression (25) satisfait l'équation (21) si l'on 
remplace ζ par cette racine. On en tire 

t (t)— ze~zl 

et, par suite, le déplacement et la vitesse q{t) et q'(t) tendent asymp-
totiquement vers zéro. 
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III. — Cycle périodique forcé. 

1. Nous allons examiner le cas où les mouvements sont périodiques 
et de type harmonique, c'est-à-dire que l'on a 

(26) q{t) = a. sin Κ. / -f- β cosK/, 

α, β, Κ étant des quantités constantes. 
Si nous remplaçons q par l'expression (26) dans l'équation («"), 

nous trouvons 

— aK2 sinKJ — βΚ.2 cosKi -+- b α sin Κ / + b β cos Κ / 

— Ι F^CsinK^acosKT-^sinK^ + cosK^—«sinKr-F-PCOSKT)]C/T=: 2, 

c'est-à-dire 

sinKi|Α(— K
!

-F- b) — j* F(T)( acosKr-H β SÎIIKT)Î/T | 

-4- cos Κ t.1 β(— K
2

-f- b) — J* F (τ) (— α sin Κ r -+· β COSKT) άτ j — 2. 

Posons 

(27') f F(t) sinKri/rrr J11 

(27') f F(t) sinKri/rrr J11 

et l'on aura 
sin K/ «(— K2-(- b) — (α CZ 4- β^ΙΙ) 

-4- cos Κ t j β(— Κ2 H- b) — (β® — λΟΠ) = 2. 
Posons 

j a (— K2-+- b) — (a -f- β 311) = A, 
V ;

 / β(-Κ2-|-ύ)-(β3-α311) = Β. 

Il viendra 

(29) 2 = AsinK* + BcosKi, 

d'où le théorème suivant : 

THÉORÈME I. — Si le déplacement est harmonique, la jorce sera aussi 
harmonique avec la même période. La phase sera en général changée. 
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2. Si le déplacement est périodique, supposons de pouvoir le déve-
lopper en une série de Fourier uniformément convergente, ayant 
aussi les séries des dérivées du premier et du second ordre des termes, 
uniformément convergentes. 

Soit ̂  la période 

(26') </(/)= V («/; sitiplw + β,, cos/K-0 

et l'on trouvera 

(29') .Q(/)=V (A,, slnpKt 4- Β,,ΟΟΒ^Κ/), 

OÙ 
Λ μ — a.,, ( ρ1 Κ'- 4- h ) — ( cf.,, 4- β,, Mp) 

(««') 
Β,,= β^-^Κ'-Η h) - (β/f,,- OK,,) 

étant 

ί F (τ) cos/; Κτ c/τ, 
(3ο) 

ί F (τ)sins/; Κτ c/τ, 

&(t) est donc périodique avec la même période que q(t). 
Les équations (28), (28') peuvent s'écrire 

( 6 — Κ.5 — t? ) α — .m β = A, 
(«8") ΟΚχ + {ύ — Κ.8 —ί5)β = Β; 

( fj Ρ' Κ."— tip') dp ΟΠγ,β/,: A/;, 
(28') 

511,, α,, 4- ( b — />2 Κ2 — ) β/,= Β,,. 

Le déterminant des coefficients de α et fi dans le système d'équa^ 
tions (28") est 

Az=(b~ K2 — tf)s + oir-. 

A cause du théorème I du paragraphe III du Chapitre I, OXi ne peut 
pas s'annuler, donc λ aussi ne peut pas s'annuler et il est toujours 
positif. En résolvant les équations (28") par rapport à α et fl, on trouve 

Α = ^ [( b - K
2
 — ) A 4- .9U B], 

β = ^[—Ι?]ΙΑ4-(6— k2—P) B] 

Journ. de Math., tome VIL — Fasc. Ill, 192S. 36 
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De même en posant 
ΔΛ;=(/>-/^Κ2-Ην)2+;>11*, 

on aura 
Δ,,> ο 

et, en résolvant les équations (28'") par rapport à α
/;

, β
Λ

, 

«/; = 4- f ( h — ρ- κ2 — 'î/( ) a/; + cm/( ηΛ ], 

«/; = 4- f ( h — ρ- κ2 — 'î/( ) a/; + cm/( ηΛ ], 

Supposons que les forces externes soient nulles. Cela correspond 
à prendre 

Α,,= B/(= ο (ρ = ο. ι, 2, . .., oc) ; 

c'est pourquoi l'on aura 

«//=β
7
ι= ο (p=o, I, a, .... oo) 

et, par suite, 
η — Υ. 

On en déduit <77/ï/ n'y a pas de mouvement spontané périodique. 
On a ainsi une nouvelle démonstration du théorème II donné dans 

le paragraphe 11 du Chapitre II. 

5. Lorsque le déplacement est périodique, le système revient aux 
conditions initiales après chaque période. Un point d'un plan ayant 
pour abscisse et pour ordonnée q et & décrit pendant chaque période 
le même cycle fermé (1). Le travail effectué par les forces externes 
pendant une période doit être positif d'après le théorème Y du para-
graphe I. On pourrait le calculer en évaluant par la formule (C,) 
l'énergie mécanique dissipée. Mais c'est plus simple de le calculer 
directement. 11 suffit en effet de déterminer 

J? = f 2(l)q'(t)dt 

= 1 ^ ( A/; sin/jKj By,cosy;Κ (qy, cos/?K/ — sin/>K<)jpK. cit. 

(*) Voir Leçons sur les fondions de lignes professées à la Sorbonne par M. Vilo 

Volterra (citées ci-dessus), Chapitre VII. 
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Et par des théorèmes bien connus sur les intégrales des fonctions 
trigonométriques, on trouve 

IS — / ^ (—Λν, β./( si ii Κ / -+- y./, cos2/> Κ t)p Kelt. 

Or 

ι *ιι\2ρΚί.ρΚ(Ιί= Ι cos*/? Κ ί. ρ Κ clt = /»π ; 

donc 

^ = πΥ ρ(α/(ΒΛ— β,Λ,,) 

et, en vertu des équations (28"'), 

■^ = πΤ p(«2+ 

Puisque Jlt,, est positif [voir formule (3o) et théorème I du para-
graphe III du Chapitre I] £ sera positif, ce qui confirme le théorème V 
du paragraphe I de ce Chapitre. 

4. Dans le cas où le déplacement est harmonique, la série (26') se 
réduit à un seul terme [formule (26)] et le travail devient 

.£ = «(«*+ β2) M. 

L'expression (26) peut s'écrire 

(3i) rj(t) = G sin 21: + ε^, 

où G est Y amplitude, Τ la période, ε la phase, 

Gs=a!-f-(3!, α = Gcos27Tt, (3 = Gsin2 πε, 

K=~ (ο^ε < ι), 
on aura donc 

(32) JS~nG-0XL = K& f V(r)sin^pi/7. 
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Posons 
b — Κ2— '? — H cos a ne', 

ni 11 sin 2 7rfi\ 
OU 

11 = | y/( b — K.! — <? ρ + .m21. 

Il et ε' ne dépendront que de la période et du coefficient d'hérédité, 
outre que du coefficient b. Puisque DM est positif, on aura 

o<V< -

et les équations (28") deviendront 

A — Gl I cos·>.π( ε + e'). 
Β = G11 si η ·?. τ. ( ε -t- ε ') ; 

par suite, à cause des équations (29) et (32), 

(33) i2 = Gll »ίιΐ'.>,π 7j, + (ε + ε') j> 

(34) J? — τι G2 i I sin 2TTe" 

La formule (32) amène au théorème suivant : 

Le travail positif effectué pendant une période parles forces externes 
est proportionnel au cairé de l'amplitude, dépend de la période, est une 
fonctionnelle du coefficient d'hérédité et est indépendant de la phase. 

5. Changer ε en ~ —ε équivaut à changer dans la formule (3i) 
t en — t. 

En vertu de la formule (34) le travail effectué pendant un cycle ne 
changera pas. 

On peut représenter les valeurs du déplacement q par les ordon-
nées d'une sinusoïde de hauteur G et de base AB = T, les valeurs du 
temps étant les abscisses. Plaçons-nous au point M entre A et B, 
AM étant égal à 2πε. Si, à partir de l'instant O, la sinusoïde marche 
parallèlement à la base dans le sens BA (flèche supérieure) avec la 
vitesse 1, les ordonnées qui se présentent devant M seront les valeurs 
de q à chaque instant. Changer t en — t équivaut à changer le sens du 
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mouvement de la sinusoïde (flèche inférieure). Nous dirons dans ce 
cas que les oscillations du déplacement q sont inverties. 

Fig. 4. 

On pourra donc énoncer la proposition : 

Le travail effectué par les forces externes pendant une période ne 
change pas en invertissant les oscillations du déplacement {voir le para-
graphe suivant, n° 4). 

CHAPITRE III. 
PHÉNOMÈNES HÉRÉDITAIRES LINÉAIRES. 

CAS D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE DEGRÉS DE LIBERTÉ. 

I. — Cycles périodiques forcés. 

1. Considérons le cas où le système a η degrés de liberté et suppo-
sons que tous les mouvements soient harmoniques avec la même 
période, c'est-à-dire que les déplacements étant q

t
, q

2
, .. ., q,

n on ait 

(35) (ji— sin Κ / H- j3" cos Κ t. 

En remplaçant ces expressions dans les équations (A"), on aura 

— Κ2 au<x!51— Κ2 cos Κ 

-f- siiiKi'V - cosK/'V β1·-'1 

—^ jf F/J(<r)[a,A''! sinK(i — τ) + β1'·*1 cosK(< — τ)] ch =r 2,·. 
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En posant 

(36) f F/,(T) COSKtî/T= ??<>·, 

(36') f F/.N.(T) SINKRI/R= 

il viendra 

sinKiV [(— Κ2 au -H bu — lis)*- — 311/, β'·" ] 

H- cos Κ [(— K! au -f- bu— '?,·,) β1,1 + 311/, α"'1 ] = 2/, 

c'est-à-dire 
ûf=z Asin K/ + B(i| cosK /, 

OÙ 

A " =2 [(- Κ2«,·,+ bu-311/,α'-]. 

Β " =2 [(- Κ2«,·,+ bu-311/,α'-]. 

2. Calculons maintenant le travail £ effectué parles forces externes 
pendant une période, et tout d'abord ne tenons pas compte de la con-
dition F,-,= F,,· (voir Chapitre I, § I, n° S). On trouvera 

£ = f Y 2/ ^ dt = πΥ (α"1 Β""' — β'"A« ) 

=2 +b,s ~~ (aiii pîî! ~ a'Yi p,1> ) 

=2 +b,s ~~ (aiii pîî! ~ a'Yi p,1> ) 

= 2 K-*e/e-+- bts— %is) — (— Κ!λ,/Η- bd— ΐ,/)]«<')β<5' 

+2 οιι,^α'" + βι,-) β(ί) )' 
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et puisque 
(II#—· Cl$l) W/,ί —- Vjly 

on aura 

^ = π2(Σ.<*"-^)β"1β" 

H-( <κ,ίΊ ot's*· -1- β(/) β'Λΐ ) 

H-( <κ,ίΊ ot's*· -1- β(/) β'Λΐ ) 

H-( <κ,ίΊ ot's*· -1- β(/) β'Λΐ ) 

Posons 

(3-) Κ — -Tjr» ν.'1' — G"'1 οοδ^πε1'1, (5'''= G""1 sins-rce'" (o<e(''< ι, G" >ο) ; 

il viendra 

(38) qt— G"1 sin2π 4- ε(/)^ (e= ι, a, ..., n), 

( 3y ) £ — ^ ^ ^ ^ ^ s'n 2 π ( ε'*] — £"] ) 

+ ^ ^11/.ν(>'Όί; cos a π (s'·*'1 — ε''), 

OÙ 

(Ιο) Ο?,, — '?,·,· = / [Ι;,/(τ) — F/,(t)J cos -τρ1 Ί/τ, 

(4ο') ΟΜι, = / F,,(γ) sin -ψ-r/r. 

5. Si le déplacement est périodique avec la période et si l'on 

suppose qu'il soit développable en série de Fourier uniformément 
convergente, les séries des dérivées du premier et du second ordre des 
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termes étant aussi uniformément convergentes, on trouvera 

{a/} sinpK/ + cospK t), 

i2/ = \ si η ρ Kl -I- M' cos pKl), 

avec 

i2/ = \ si η ρ Kl -I- M' cos pKl), 

Bj»=2 [(—/'- '<■' + l>u- <0ί" ) + .w <]. 

et, puisque le travail C effectué par les forces externes pendant une 
période est 

/ Σ*>· 

on aura 

(4ο *=f2/ Σ,Σ·< -,f" > ' < ?" - «?· ?/■ > 

η- Σ,,m" ( 7·ϊ>+ί3/'1 ρ? ) ! 

= fΣ/ Σ,»·»»*<«?·-«■;·> 

+ '^2. cos.3rc(e;;·— ε/1') (» 

ou l'on a supposé 

a/; = G'jj cos2πε</;, pj; = Ci/; sin 2 τζΐ/; ; 

îfS?;= Γ F,,(t) cos^/—r/r. .Till/P= f l\-y(r) sill 

4. Si dans la formule (3g) on change toutes les phases d'une même 
quantité constante, /e travail £ ne changera pas. Changeons mainte-
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riant toutes les ε(/) en ^ — ε(,), le travail (3q) deviendra 

C"= ~ ^ 'L/~ ·?/.<) 0,/- G'*'· sin ρ,π(ε:" — ε1·"') 

-h 2·1' 3]lh **' ( ' (>os *77 ^ε " ε ' ^ ' 

d'où 

if —- 2 (*L;~ '?/.<) G •/·0·'*· Νΐηΐ?7τ(ε'·,) —s(,)). 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ait £ — 
quels que soient les G"1 et les ε"1, sont 

( 12 ) fi — fi/.« =0 /« ) » 

c'est-à-dire, à cause de la formule (à0)? 

' [ MO — 1L/(T)1 COS ιΐτ — Ο (/ , .V = Ι, , η). 

Si cette égalité doit être vérifiée quelle que soit la période T, il faut, 
en vertu du théorème II du paragraphe III du Chapitre I, que l'on 
ait 
( 13 ) F/,(τ) = F.,,·(τ) (/, .ν = ι, 2, .. ., // ) 

et par suite seront satisfaites les conditions pour l'existence du poten-
tieL héréditaire élémentaire, d'après ce que nous avons vu dans le n° 5 
du paragraphe I du Chapitre I. 

Réciproquement, si le potentiel héréditaire élémentaire existe, les 
équations (43) seront vérifiées et par suite les équations (42') aussi, 
d'où l'on tire la relation C — .(?'= ο et par conséquent on aura £ = £'. 

Or, si dans les équations (33) on change les ε'" en l- — ε(,) elles 
deviennent 

(fi = G"· sin 9. T. ■+"
 £ 5 

c'est-à-dire cela correspond à changer t en — t ou bien à invertir les 
oscillations de tous les déplacements qL (voir paragraphe précé-
dent, ηϋ 5). On peut donc énoncer le théorème : 

Journ. de Mathtome VII. — Fasc. III. 1938. 3^ 
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Il est nécessaire et suffisant que le potentiel héréditaire existe pour que 
le travail effectué par les forces externes pendant une période ne change 
pas, en invertissant les oscillations de tous les déplacements, quelles que 
soient leurs amplitudes, leurs phases et leur période. 

5. Supposons maintenant que le potentiel héréditaire élémentaire 
existe et reprenons la formule (4*)· Puisque 

P (p) = P rp 
elle deviendra 

*=*Σ/Σ,Σ ,·*ΙΊΊ" < +W Ν > 

et, en vertu de la formule (4o'), 

(40 = 7r y ^ 2,2,F"<T> ( Λρ β/-β;Γ) 

> ( Λρ β/-β;Γ) 

en posant 

p 2, Σ, ( τ ) (· α/'; 1+ί3/'' w )=//'( ■7 )· 

On aura en outre 

'Σ, Σ,Ρ*<Τ) <«?<+<*>· 

Or les conditions que nous avons posées dans le n° 5 du paragraphe I 
du Chapitre I pour les formes (5) et (5') nous montrent que 

//>(r)>°> //>(Ό< ο (o^T^TO); 

donc les/^(Tjsont des fonctions positives et décroissantes et par suite, 
à cause du théorème 1 du paragraphe III du Chapitre I, la formule (41') 
nous prouve que S- est positif. Par conséquent, on a le théorème : 

Si tous les déplacements sont périodiques avec la même période, le tra-
vail effectué par les forces externes pendant une période est positif (voir, 
dans ce Chapitre, §11, n° 5). 
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(>. Si les forces externes sont nulles, leur travail sera nul pendant 
une période. Or il suffit qu'une seule au moins des quantités aJJ;, ne 
soit pas nulle pour rendre fn(") positif et négatif (voir numéro 
précédent) et par suite C [formule (4 Γ)] positif. 

On en tire que tous les coefficients et β^' doivent être nuls et par 
suite les déplacements devront être nuls. D'où le théorème : 

Il n'y a aucun mouvement périodique compatible avec des forces 
externes nulles (voir § III, n° 1). 

II. — Énergétique héréditaire dans le cas général 
de l'hérédité linéaire. 

1. Revenons aux formules et aux hypothèses des nos «S, 6 du para-
graphe I du Chapitre I. 

Multiplions les deux membres de chacune des équations (A") par 
q'i(t). En les sommant par rapport à l'indice i, on trouvera 

(il) «Λ·'/." (il) «Λ·'/." 

= ί |j Σ,Σλ·^'* +ί Σ,ΣΛ'/'Ο Ί·1'>1 

=Σ,^Σ fo V"(r)</At — r)d~-h^ %<{). 

Or 

'/i(')2 J MOτ) Λ 

^Σ,jfF/·^r) ^1 ~τ)dx ~qi{- ^Σ< fo q'^1 ~~τ)ik 

^'^Σ, X F/<(^~ dx + ^'^Σ,Χ — T) — dx 

^^Σ, ( Y'Mqs(t — z)dx Ι— ?.(!) ^ji Vtt(v)[cjs{l~z) — qg{t))dx. 
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2. D'autre part, 

j
t
 ̂  7/( / - τ) y,(* — τ) r/r 

— — l'V7 ) |. qi( l—r) f/,{ 1 — 7) — </,{ t ) (/,{t )] <h 

= f rK(z)[,i,it - Z --)-Ί,(!) η,(t )}<!-■■ 

par suite, 

'/ί(θ2 ,fo viÀ')(jAJ —7) dz= ^ r/'(o2.jT l'Vvir) v,(/ - r)c/r 

— ^ 2 / F/î(t) "//(^—7) ^-7 ) '/r 

—Jf 2 s,17''·1' (7 ψ/' < ' ) [ Ά ( < — 7 ) — '/ *(1 λ 

— J 7/('· — τ) '/*(' — 7> + ^ '/>(0 7*( ' ) J d7 

/* -λ(Ιί{ι -~]<l<{f-xî\(h 

— f 2f'mîτ)!ι'/'(/)[^·<(/~τ)—'/.<('>] 

— \ Ί*( ' — 7 ) [ 7/(/ — - ) - <//< t )] J άτ 

et enfin 

y ΆΟΤ, f 'ΐ„(τ)</Λ>~τ)<Ι-

~itf 2ίΣ,Γ;·,(τ){^(/)<7ί(/-τ)~ τ)'/<(*—7)^7 

+ \ f Σ Σ —τ)—^τ· 
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Le premier terme du second membre de l'équation (4) n'est que le 
premier membre de l'équation précédente. En le remplaçant par le 
second membre on trouve 

X~ Σ, ) 'l·<0 + Σ/'" fJi( 1} 

~J Σ( Σ/"^ ['MO '/d' — V - \ 'M' - -)'/*(' — ")]dT/ 

Σ,Σ,,;'v(7)'·'M')11^-(z-τ)-z>}fh =Σ,~V/'· 

Mais 

1Σ. 2.'li,s'ML)<J* ■ ') ~'f Σ, Σ. {τ^["'7'('')Ί*{·1 ~ ~]~\Ί'('1 ~7)'M/-τ, | (1-

= \Σ Σ ,>'"Ίι('''/'Ο-ΪΣΣ ί (■7)'Μ0'/·«(Ο<'· 

+ ; Γ 2· Σ F,>(t ' ~ r; _ 'MO\ tΊ^1 ~ 7) ~~ '/λ'·0 I <1τ' 

Donc, à cause des équations (6), 

(|,:) τι β Σ, Σ,α,<'ΐι^ι)ί'α11+\ Σt Σ,■mhm ' ) ι*('* 

(|,:) τι β Σ, Σ,α,<'ΐι^ι)ί'α11+\ Σt Σ,■mhm ' ) ι*('* 

-1 τι β Σ, Σ,α,<'ΐι^ι)ί'α11+\ Σt Σ,■mhm ' ) ι*(f 

( ') Multiplions les deux membres des équations (A'j) par q\. En les ajoutant 
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5. Or, nous savons que [ voir équation (I)] 

( ir ) \ 2,Σ Λ1r/'( ') 1Ί*( ') " K ""( 1} 

est l'énergie cinétique, toujours positive. 

(0,ϊΣ(Σ. 

+ 7.J- Σ,Σ/"^ ~ V/(0J [//>·(/ — τ) — 7,i/)|ifr = θ(/) 

est uric expression définie et positive, — 0(i) étant le potentiel des 
forces internes [voir la formule (C)]. 

(r'') — r, f(/( ί 2 2 γ'Λγ) m* ~τ)~ rji(f}\ —ν—</λο\ ι·>" 

on trouve 

έ ί ϊ Σ, Σ/"'/"/·+ ; Σ, Σ, 

+ ι jf 2, Σ ,(·7 * [ ( / ) ~ Ί '( ' ~ τ ■> J [ [Ι)~ Ί·^' - τ ') I(lv j 

= —J 2, 2, l?i< (τ) t Ί*{ Ο — Ά ( '■ — · ) J '/ί(1 ~ 7 ) & + 2, 

=-~y 2,2,f,a'(τ)t( 1 ■ ~^('■ ~~τ;17Rt<fi(L)~ίι(1 ~7)ι(h+Σ/5*f/'1 

— - ι- j 2.2,Γ/Λ'(Τ)7k! ^Λ(^ "" 'Μ*"-ΓΑΙ//*(0 - '//( '—T'J! 

= 2,2,F''v(τ*^v/(/j~*~~τ^t,js( 1}~y-v( 1 ~~r)i<h +2;t2if/i' 

On trouve ainsi d'une manière très rapide l'équation (E). Cependant ce pro-
cédé ne diffère pas d'une manière essentielle de celui qu'on a employé dans le 
texte (voir la note au n° 1 du paragraphe I du Chapitre II.) 
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est une expression définie et positive égale au potentiel dérivé changé 
de signe (voir n° 8, § I, Chap. I). 

K q1 Q1 (l) dt 

est le travail des forces externes pendant l'intervalle de temps (t, t-ydt). 
En intégrant les deux membres de l'équation (E) dans l'intervalle de 
temps (/„, t) après les avoir multipliés par dt, on trouvera 
(D) [E(t - E (lo)] + O (t) - O (lg) + Eub =l 

où 

L = F K Qiqidl 

est le travail eU'eelué par les forces externes pendant l'intervalle de 
temps (/„, t). 

En posant 

(II) lv'-f-Θ — lv"", 

l'équation (D) s'écrira 

(ι )' ) ι·:m (i) — ι·;·'" ( κ·'Λ = >r, 

et en appelant 10 par définition, l'énergie mécanique (voir Chap. II, 
§ I, n° 2) on aura la proposition : Le travail des forces externes dépasse 
toujours la variation de l'énergie mécanique d'une quantité positive. Si 

'/Î(/ — r; =#/<(/„ — τ) (i — 15 2, (ο<τ£Τ
0
), 

on pourra dire que le système revient au temps t aux conditions exis-
tantes au temps initial t0. On aura alors 

£ — E"'· 

el par suite : Le travail des forces externes, pendant une période de 
temps qui ramène le système aux conditions initiales, est positif. 

Il est égal à Y énergie mécanique dissipée et par suite transformée en 
d'autres formes d'énergie. 

Les théorèmes que nous venons d'énoncer ne sont que l'extension 
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de ceux que nous avons trouvés au Chapitre II, § 1, et étendent aussi 
ceux que nous avons démontrés pour le cas des cycles périodiques 
dans le paragraphe I de ce Chapitre, n° δ. 

On peut répéter ici les mêmes remarques que nous avons faites dans 
le n° 4 du paragraphe Γ, Chapitre II, au sujet des dénominations dont 
nous avons fait usage, et rappeler que les résultats obtenus sont les 
conséquences des hypothèses formulées dans le η" δ du Chapitre I. 

III. — Mouvements spontanés. 

1. Si les forces externes manquent et si nous supposons vérifiées les 
suppositions du paragraphe précédent, on aura, à cause des équa-
lions (E), (F), (G), (H), 

dEm < 0 

donc E'"" diminue toujours, d'où l'on lire les mêmes conséquences 
que nous avons énoncées dans le paragraphe II du Chapitre II, c'est-
à-dire que tout mouvement périodique est impossible et que les déplace-
ments doivent rester compris entre des limites finies. 

En outre, si les déplacements sont nuls, Γ équilibre est stable. 

2. En prenant dans les équations (A'), = ο, &
2
= ο, . . .,â

rt
 = o, 

et en intégrant entre et /, on trouvera 

^[7s(0 — ?λ('ο)]+2 Ùi< f (l^] Γ7) q,(7)^/7=02 

A ce point nous pouvons suivre la même analyse que nous avons 
employée dans le n° 5 du paragraphe II du Chapitre II en supposant t 
suffisamment grand et | '/,·(/) | < Μ, |1\·,(~) | N. Elle nous amène 
aux formules 

(15) ^ cii,[(j's (t) — q's (Λ )] muf. ^(r '<1τ ~rji'1 ^1 « = ° 

(1=1, 2. . . n), 

0
t
 étant des nombres compris entre + ι et — ι. 
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Posons 

rjxn M.vrr; -V «,< | y.;</ » ~ y;< /„ > j. .τ λ,·. 

Les équations (45) s'écrivent 

V «,< | y.;</ » ~ y;< /„ > j. .τ λ,·. 

mais la forme (7) (Chap. I, S 1, η" o) est définie et positive, donc le 
déterminant · 

mu, m... tniri 
mu, m... tniri Γ> = 

· · * 1 · · · 
'M/#!· · ' · 1 ffl/i/t 

n'est pas nul. Dans ce determinant, soit D„ l'élément réciproque de 
l'élément m,,. On aura 

Ct qs (t) dt = K Dik Ai 

d ou 1 on tire 

Σ""λ' 

JÎ.-.r=ûX '/-,T,'/T=!i=,ir^; -ττ-="' 

c'est-à-dire /cî moyennes asymptotiqu.es des déplacements sont nulles. 
Donc les déplacements oscillent autour de la valeur zéro ou tendent 

vers la valeur zéro asymptotiquement. 
On voit immédiatement que les moyennes asymptotiques des vitesses 

sont nulles. 
En elîet 

c '0 J/o ί — ίο 

c'est pourquoi 

lim 1 / q}(v)dr = o. 

Journ. de Math., tome Vit. — Fasr. III, 1928. 38 
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NOTK. 

INous n'avons pas considéré le frottement ( frottement proportionnel 
aux vitesses), mais on pourrait en tenir compte en ajoutant dans les 
premiers membres des équations (A/) ou (A") les termes 

Ks cinq's -là 

où les cjt sont des constantes et c„ = c,n en supposant en outre que la 
forme 

1 Ki Kk cis Qi (tà q's rto 

soit définie et positive. 
Alors il faudrait ajbuter le terme 

2 C t Ki Ks cis Q'i q's t dt 

à l'expression de E,rf) donnée par la formule (c') du Chapitre III, 
§ II, η" 5. 

Il est évident que E"/! resterait toujours positif, ainsi tous les 
théorèmes suivants du même paragraphe et du paragraphe III ne 
changeraient pas. 

On peut dire la même chose pour le cas particulier d'un seul degré 
de liberté (Chap. Il, § I et II). 


