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Sur la théorie mathématique des phénoménes héréditaires ;
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INTRODUCTION.

J'ai traité plusieurs fois la question des phénoménes héréditaires
comme application des théories sur les équations intégrales, intégro-
différentielles et fonctionnelles. Plusieurs chapitres de mes Lecons sur
les équations intégrales et les équations intégm-dlﬁ‘érentielles (') et de
celles sur les fonctions de lignes (* ), sont consacrés a I'étude mathé-
matique de I'hérédité. C'est pourquoi je me rapporterai & ces ouvrages
pour les principes qu'il me faudra rappeler (*).

Dans le présent Mémoire, j'étudie la question énergétique que
j'avais laissée de cOté dans mes précédents travaux. En partant de
certains postulats je montre I'accord existant entre la théorie de
I'hérédité linéaire et les principes de l'énergétique. Je démontre que
le travail des forces externes nécessaire pour amener d’un état &4 un

(1) Paris, Gaathier-Villars, 1913 (Collection de monographies sur la théorie
des fonctions, publiées sous la direction de M. Borel).

(2) Paris, Gauthier-Villars, 1913 (de la méme Collection).

(3) La démonstration de la formation des cycles, les relations entre les cycles pério-
diques et linvariabilité de I'hérédité, résultent de la théorie développée dans ces
Lecons. Certaines particularités des cycles d’hystérésis, par exemple leurs points de
rebroussement (qui d’autre part n'existent pas toujours), ne s’expliquent pas par la
seule hérédité, au moins par celle linéaire. Il est possible qu’elles doivent étre attri-
buées a des causes qui s’ajoutent a I'hérédité telle qu'on la considére ordinairement.

Journ. de Math., tome VII. — Fasc, III, 1928. 32
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autre un systéme, sujet 4 des phénoménes héréditaires linéaires,
dépasse toujours la variation d’unc certaine fonctionmelle qui ne
dépend que de I'état du systéme. Lorsque le systéme revient a I’état
initial on peut calculer le travail des forces externes dissipé.

J'ai obtenu peu & peu ces résultals. (Zest ainsi que dans une
Note publiée en 1912 (') jai démontré I'impossibilité d'un mou-
vement spontané périodique en supposant cue Phérédité soil linéaire.
Ce résultat découle du fait qu'unc certaine intégrale est toujours
positive. On peut le considérer comme un premier pas dans la voie
que j'ai suivie apreés. _

Dans les Cours professés & Rome en 1912-1913 ¢t en 1924-1925,
j'avais montré, en appliquant la propriété analylique qu'on vient de
rappeler, qu’il existe une dissipation de I'énergie mécanique dans les
cycles fermés périodiques. Mais je n’avais pas encore réussi a aborder
la question générale énergétique. Ce n’est que dans mes recherches
récentes de biologie mathématique, ol j’ai envisagé des phénoménes
d’un caraclére héréditaire, que je suis arrivé a trouver un procédé de
calcul pouvant s’employer avec succés pour traiter cetie (queslion génc-
rale (?).

J’ai ainsi oblenu les résultals exposés dans les paragraphes I, IL du
Chapitre IT et dans les paragraphes 1I, 11 du Chapitee I du présent
Mémoire.

Celui-ci est divisé en trois Chapitres. Dans le premier je donne les
équations fondamentales et quelques théorémes de calcul intégral
et de la théoric des équations intégrales el intégro-différentielles dont
je fais usage dans les Chapitres suivants.

J'ai cru nécessaire de traiter a part le cas d’un seul degré de liberté
en y consacrant le Chapitre 11, et de ne pas le déduire du cas général
envisagé dans le Chapitre 111, car loutes les hypothéses qu'il faut

(') Vibrazsioni elustiche nel caso della eredita (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, »¢ série, vol. XXI. 1912). Dans cette Note, Jes intégrales qui paraissent
dans les formules (12) et (12') sont précédées du signe ~-. Les conséquences sont fes
mémes si elles sont précédées du signe —. C'est justement ce second cas qu’il faut
envisager. -

() Variazioni e flutiuazioni nel numero d'individut in specie animali convi-
venti (Memorie del R. Comitato Talassografice Italiano, 1. CXXXI, Venezia,
1927).
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introduire lorsque le systéme qu’on étudie a plusieurs degrés de
liberlé ne sont pas nécessaires s'ils se réduisent & un seul.

Les paragraphes des Chapitres II et III, qui ne sont pas cités ci-
dessus, renferment les méthodes que j'avais exposées dans mes Cours
de 1912-1913 et 1924-1925 et que je n'avais pas publiées jusqu’ici.

Enfin la Note qui termine le Mémoire étend les résultats obtenus au
cas o 'on tient comple du frottement proportionnel 4 la vitesse.

[’élude de 1'énergétique des sysiémes continus présentant des
phénoménes héréditaires, ainsi que celle des systémes pour lesquels
Uhérédité n'est pas linéaire, méritent de faire 'objet de Mémoires
spécianx.

CHAPITRE I

EQUATIONS GENERALES DES PHENOMENES HEREDITAIRES LINEAIRES
ET FORMULES AUXILIAIRES.

1. — Equations des phénoménes héréditaires lindaires.

L. Soient ¢y, ¢, ..., ¢, les coordonnées indépendantes d’un sys-
(eme,

" n
g ‘ !
(1) = Z E @isqiqe
A i 5
1 1

la force vive, — Qlc potentiel des forces internes et 2,, 2., ..., 2,
les forces externes.
Les éqnations du mouvement seront

d Jr AT —Q)

M AT

o= ({=1.2.....n).

Si les cocffictents «;, sont constants et si ’on a

n n
1
Qo= Dicetief .
DIPIZLE
T

les coeflicients b;, ¢lant aussi constants, les équations (I) prendront la
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forme linéaire
" n

(r) a 2’6‘1443 +23bm(/;= 2,
1

1

ol I'on suppose que les forces externes soient des fonctions connues
du temps.

Ia forme (1) est une forme définie et positive. Nous supposerons
que  aussi soit une forme définie et positive. Dans ce cas les déplace-
ments (coordonnées) se conscrveront aussi petits que 'on veut si les
vitesses initiales ainsi que les déplacements initiaux sont suffisam-
ment petits, les forces externes étant nulles ou si elles satisfont a
certaines conditions. La théorie des petits mouvements est fondée sur
les équations (1) que I'on peut simplificr et mettre sous la forme

-

(1) (it biggi— 2

en effectuant une substitution linéaire sur les coordonnées.

2. Les actions héréditaires sont des actions actuelles dues a des
causes qui ont existé dans le passé ('). Nous supposerons que dans
chaque instant elles soient des fonctionnelles dépendant des déplace-
ments (coordonnées) qui ont eu lieu précédemment, ces déplacements
élant considérés comme des fonctions du temps.

Si ces fonctionnelles sont linéaires, puisque les déplacements sont
continus, les actions dues a I'hérédité pourront s’exprimer par les

formules
n "
Z j Fi(t, 2) g (t)dr.
1 1o

Elles s’appelleront des actions héréditaires linéaires; les fonctions F;
seront les coefficients d’hérédité. Supposons (ue dans un systéme du
type considéré dans le numéro précédent, outre les forces qu'on a
envisagées, s'exercent des actions héréditaires linéaires. Alorsil faudra

(') Voir Lecons sur les fonctions de lignes, professées par M. Vito Volierra a la
Sorbonne en 1912 (citées ci-dessus), Chap. VI, VII, VI, XIV.
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remplacer les équations (1') par les équations

n X n n .”
(\) Z istf _:,-2 /’z."/.c(’)zz ,[ Vil z)qd =)z + 2
1 v Y

Le cas ou les F';, sont des fonctions de la différence ¢t — =, s’appelle le
cas du cycle fermé (*). Nous supposerons que celte condition sott
toujours satisfuaile.

Nous supposcrons aussi que les actions héréditaires soient négli-
geables au dela d'une certaine limite de temps, c'est-a-dire que l'on
ait

Fi(l)y==0 pour 27, (Fos==1.9, ....n).
T, s’appellera la durée de U hérédite.
Les équations (A) s'écriront

n n n I
, B O A .
(\") z'u,‘,l/,‘-(l)—i—zll;,’,-r/,(l):z‘ Fielt — ) qo(7) dz 4- 2,
- y o y V=T
ou bien
n i

! -I n ..'n
N7y S istf (L)~ 2‘ //,-,//,AI)::Z / FielT) gl — 7y 4~ 2,.
Ei | . . oy

La méme substitution linéaire sur les déplacements qui améne
Féeuation (17) conduil les équations précédentes aux formes

A 1 higi= Y, j Fill =) g =, oz 4 2.
A A
1
n »‘.o
A qi + /;,-//,-:‘S1 Fiitjqdt —zjde + 2,
-, )

On dira qu'il y a équilibre lorsque les quantités ¢ ct 4" sont négli-
geables; c’est pourquoi les équations de I'éjuilibre seront

N

(”l) 2 bi.vqs:z / Fott —7) ’/.«('7)f/T 4- 22
1 ‘ 1

€7,

(1) Voir Legons sur les fonctions de lignes, professées par M. Vito Volterra a la
Sorbonne en 1952 ( citées ci-dessus), Chap. VII,
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que I'on peut aussi écrire

(B") 2 ///«(/c——z‘ / Fie(7) Yl — 2yl + 2

Dans le cas o0 le systéme a un seul degré de liberté, chacan des sys-
témes d’équations (A”), (A”), (B"), (B") se réduit & une seule équation
et I'on a

!
(a') RAEs /”/=f F(t —t)yglzyd=+ 2,
oy
, €
(a") q"4- by :f Fioyg(t - z)d= - 12,
“..[
(&) /”/“'-/ Vit syq(z)ydz + 2.
o,
T
(0" by == Fiz)glt  zyds 4 2.

0

L’action héréditaire Lolalcf F(—=yg(=)d= est la somme

des actions héréditaires élémentaires F(t—=)g(=)d=. la qumnlil(»
F(t—<)q(=)d= penl éire regardée comme Paction hévéditaive qui
s’exerce au temps ¢ due au déplacement ¢(=) quia eu licu dans Pinter-
valle de temps (=, 7+ dr). Nous verrons dans le n° 6 que l'on peut
donner aux formules une autre forme équivalente et interpréter d’une
autre maniére les actions héréditaires élémentaives,

4. S'il n’y a pas d’hérédité ni de force externe, on a

== //// .

Cette équation peut s’interpréter en disant que bg mesure en valenr
ahsolue l'accélération avec laquelle le déplacement g tend a se dissiper.
Lorsqu’il y a ’hérédité et qu'il n’y a pas de forces externes, on a

t
(1) -tz by - Vit —=)ygiz)ds.
I,
Supposons que dans tont 'intervalle de temps T, qui précéede Uins-
tant ¢, q conserve le néme signe.
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Or, on sait que les actions héréditaires retardent I'action dissipatrice
du déplacement, donc il faut supposer que F(7) soit posilive.

D’autre part, Uaction héréditaire produite i Uinstant t par un dépla-
cement g(=) qui a lieu. au temps =, doit diminuer si la distance de
lemps 1 — = augmente, (Vest pourquoi F(7) doit étre une fonclion
décroissante. On a donc les propriétés suivantes de cette fonction :

F (=) est une fonction finie continue; positice décroissante qut s’an-
nule pour < 2T ,.

On en tire que

(3) Fizr>oy
(3 Fliz)<<ol

pour o < 72T,

Prenons ¢ constante pendant lintervalle de temps (¢~ T, 0).
[Léquation (2) s'éerira

1,
— ' ()-=q (/1——[ F(‘.')r/‘:).

\ 4T

VT
b :f Fiz)d,
0

on aurait ¢"(1)=o el puisque ¢'(¢)=o0, ¢ se conserverail constant

apres Uinstant ¢.
o Ty
b <f I'(7)dz,
A

Si-l’on avail
¢ augmenterait toujours & parti de Uinstant ¢. Ces deux résultats
seraient absurdes, car nous supposerons que le déplacement par soi-
méme, c’est-a-dire sans causes externes, ne peut passe conserver constant
ni augmenter. 11 faut donc qu’on ait

o
(%) 1z / Fooydz zm> 0.

]

8. Passons au cas général de n degréds de liberté.
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Dans ce cas, on peut envisager
n
N 17
. Fult—7) qul(e)dr,
i s

comme la mesure de I’action héréditaire qui s’exerce au temps ! et
est due aux déplacements ¢,(%), ¢:(%), ..., ¢.(%) ayant eu lieu dans
lintervalle de temps (=, = + d7). Nous verrons aprés (n° 7) comment
on peut aussi interpréter les formules.

Supposons que, quel que soit <, on ait

" . Jo
le i(T)q= 7(/-“"

& sera le potentiel héréditaire élémentaire.
Les conditions nécessaires el suffisantes pour l'existence de la fone
tion & seront
I e=F,.
Dans I’hypothése qu’elles soient satisfaites, nous ferons aussi les
hypothéses que

() VG gy e q) =0 X X Full) i
1 e

soit une forme définie ct positive, el

n

IR TGP SRS E AL ARERS A 3 2, 2 Vet
1 1

ot

soit une forme définte et négative. On a posé

dF ()

Fiu(t)=—

et 'on a considéré, dans la dérivation de la formule (3'), les quan-
tités ¢,, ¢,, . . ., 7, comme des constantes.
Nous regarderons ces hypothéses comme 1'extension des condi-
tions (3) et (3').
Ecrivons
. To
(6) bic— Fie(7) dv = iy

0
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Comme extension de la condition (4), nous supposerons que

(7) f/\ = %212"’11;(]1’/.:
] ]

soit une forme définie et posttive.
On donnera ensuite les conséquences énergétiques de ces diverses
hypothéses (Chap. II, § 1), qui pourront les justifier.

6. L’équation (a') peut s’écrire indifféremment

U.l.a
(au) ,/"_4-////=/ l"(:),/([h‘;)([-r_‘, Q
[
ol
- l’rh
() AR / F(o) gty —q(1 —=)|dr =2,

v

oit m est posilif [ voer formule (4)].

Cette seconde forme correspond a l'interprétation suivante : On
peut regarder I'action interne qui s’exerce a l'instant ¢ comme résul-
tante d'une force — mq proportionnelle au déplacement actuel et des

forces héréditaires
—F(o)q(t) — gyt —)]de

proportionnelles aux excés des déplacements actuels sur les déplace-
ments qui ont eu lieu pendant la durée de I’hérédité (voir n° 3).

Le potentiel de — mq esl — ~mq?: en effet
P / LA )

Jd (v
ﬂl(/ = ‘(—)7/ (; ”l’/')
et le potentiel des forces
T,
—f Fiz)lq(t) —qe —1)|dt
0
est
i To . .
- 3.[ F(o)lq(t)y —q(t—=)]ds.
“Jy

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. I, 1428, 33
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En effet

dJ

v T To ‘ _
TOENA F(r)l'f/(t)—q(t~r)]=f/r=fn F)[q(t) —q (L —1)]dr ().

L.e potentiel de loutes les forces internes est done — ©, étant

(€ @=2mps [ EEg) =gt e

)

Ta 21
== l‘ I”/:""f F(e)qg(t)yqg(t —1yelz + 1) / eyt —)*dr,

Tandis que la premiére expression correspond 4 la formule ("), la
scconde correspond  la formule («)). On pourrait méme supprimerle
dernier terme dans la derniére expression, ce qui ne changerail pas la
dérivée par vapporl i ¢ (2), mais nous verrons aprées (Chap. 11, § 1)
(il convient de le conserver. :

7. De méme les équations (A’) peuvent s'écrive sous la forme ( \")
ou sous la forme équivalente

n

n n .I.o
(A7) E a,~,q;u)+2 m,:\.,,s(/)+2 f Fiol2) ol 1) —= (1 — 7] bz = 2,
S & £ 0
1 1

1

el 'on peut regarder l'action interne (ui s'exerce a Pinstant ¢ comme

T,
{*) Si I'on prend la fonctionnelle —l f IF(z)lgit)—qgit—=)|2d= et l'on calcule
’ Ly
sa varialion premiére, on trouve
1, T,
Er/(/)f Fio)qgt)y—gut—=]d=— f Flz)lqg)y—qt—=y|dgir—=d=
[0 -

La fonctionnelle ncst donc pas normale au sens de M. Livy ( Lecons d'analyse
fonctionnelle, p. G7. Paris 1922). Le premier terme montre que la fonctionnelle
dépend d'une maniére spéciale de ¢ (¢) d’aprés les définitions que j'ai données dans
mon premicr Mémoire sur les fonctionnelles [Sopra le funsioni che dipendono da
altre funzioni (Rendic. Lincei, 2 série, 1889, p. 141 et suiv,)]. (Vest le coefficient
de ag () dans I'expression de fa variation premic¢re que nous avons indiqué ici par

I) [ Ta X o N
"(I(t)z,/; F(z)[q(t)—g(t—=)prd~.
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résultante des forces
n
—Z nyse(t),
K3
H

exprimables linéairement par les déplacements actuels et des forces
héréditaires

=X, Ful) 40— sl 2]z
e :

exprimables linéairemment par les excés des déplacements actuels sur
les déplacements qui ont eu lieu pendant la durée de 'hérédité.
A ce point de vue, le potentiel des forces internes est exprimé
par — 0, élant
v

Gy Oz ) 5 m,r/,’l,//(/)

0 Al

”"

N
I Y\ . ) ,
- ’.,[ Li zsl‘;s(’.‘,‘[ gty il — ) g (1) — st~ 7)) elx
')3 2‘/,,//,(/ PRUSES ,/,(/)/ ) ) gt —2)dd=
' V 21 / Fiolrj gl wiqdt--T)dz.

Ausujet de ces deux expressions équivalentes, on peut répéter ce que
nous avons dit dans le n° 6 sur les deux expressions (C,). (Voir

Chap. 111, §2.)

8. Remarquons que le potentiel des forces internes [formules (C)
et (C,)] au temps ¢ dépend des valeurs des déplacements dans cet ins-
tant et des valeurs des déplacements qui ont eu licu pendant la durée
précédente de 'hérédité. D'aprés les hypotheéses précédentes, ce poten-
tiel est une quantité négative, qui ne s'annule que si tous les déplace-
ments pendant la durée de 'hérédité sont nuls. Nous exprimerons
cetle propriété en disant que le poienticl des forces internes est défini et
négatif.
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9. Nous nommerons potentiel dérivé I'expression

n

T. n
%fo 2,:‘ Zsl«‘;,(r)[f,,u) = el — et — )] el

il sera défini et négatif, car il est négatif et ne s’annule que lorsque

=g —7) (o<z<T).

II. — Digression sur les équations intégrales
et intégro-différentielles.

1. Tukoreme 1. — SV l'on a U'équation intégrale
t
(%) iy =ar)+ ¥t —7)a(z)dr,

1—1,

oi F(ty=o0 pour 12T, et si l'on suppose que y(t) soit connue depuis
t=t, jusqu’a t=1t,(¢,>1t,), et x(t) soit connue depuis t=1,—'T,
Jusqu’'a t=ty, x(t) sera déterminée depuis t =1, jusqu’a t=1,.

n effet, soit d’abord t, <1 <1,+T,.
I.’équation ( 8) pourra s'écrire

4 .
Mt)y=wx(t) -+-f F(t—zyu(z)ds 1f
1, !

lo

(1 —-=z)r(7)d=.
.
Orz(~) est connusi ¢t — T, <= <«,. Donc
, .
f Ft—)e(z)yde=23(1)
(=T,
est connu. Par suite, la résolution de I'équation intégrale

(87 J‘(’)’—s(‘):—"-l'(l)-l-/.vl“(l—:)x(':)d:

pourra donner z(¢) pour ¢ compris entre ¢, et £,+ T,.
Supposons maintenant que ¢soit compris entre 1, + T, et t, >t,+T,.
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Puisque F(7) = o pour = égale ou supérieur 4 T,, l'intégrale

T, v
f F(t —t)x(t)dr

sera nulle. Par suite, I'équation (8) pourra s’écrire

’ 1,
y(y=a(1) +f F(t —)r(t)dz + F(t-7)z(7)dr,
1, (- Ty
c’est-a-dire
14
() =w(t)+ [ Ft —z)x(r)d=.
J
Nous avons montré que l'on peut calculer x(£) pour / compris
entre ¢, et 4+ T, la derniére équation nous donnera .r(?) pour /

compris cntre ¢,+ T, el ¢,.

Q. Tutortme 1. — Si lon a le systéme d’équations intégrales
n f
(‘()} -)"'(,):'l'i(’)_kz f F/.\'(t'“f)-rx(f)llfe
\ AR A

ott Fi(1)y=0 pour12'T,. et si 'on suppose que les y;(L) soient connues
depuis t =1, jusqu'a t=1,(t,>1,), les x;(t) soient connues depuis
t=1,--"T, jusqu’a t =1,, les fonctions x;(1) seron! déterminées depuis
=t Jusqiat=1, ({=1,2,...,0)

l.a démonstration de ce théoréme se fait de la méme maniére que
celle du théoréme précédent.

3. Prenons dans I'équation (8) ¢ =1,, il viendra
o
(10) y)y=w(d,) + F(t,—z)xr(z)d-.
lo—T,

Donc y(t,) est connue étant données les valeurs de @ (<) pour =
compris entre ¢, — T, et ¢,.

Si I’on ne veut pas que y(t) soit discontinue pour ¢ =1,, il faut que
les valeurs de cette fonction, que 'on donne & partir de £=1,, com-
mencent par la valeur de y(¢,) déduite de I'équation (10).
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Cette condition n’étant pas satisfaite, on voil, 4 cause de I’équa-
tion (8"), que a(t) aussi est discontinue pour £ =¢,.

On peut faire la méme remarque dans le cas du systéme d’équations
intégrales (9).

4. Les théoromes précédents aménent au corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Dans le cas de Uéquilibre héréditaire, st I'on connait les
déplacements ¢, qs, ..., ¢, pendant un intervalle de temps égal @ lu
durée héréditaire et st [’on connait les forces externes dans tous les instants
sutvants, il sera possible de caleuler les déplacements  ces instants.

La continuité des déplacements scra assurée par les conditions qui
résultent de la remarque du n* 3.

'3

3. Soienl les équations intégro-différentielles

n

. \ y
(11) ’/5-—(-(-) Z : A,-_(({).L‘_“(l}-!—[ Fis (¢ — r)a‘,\.(r)(l‘:: + ()
s Jy !

1 —To

(F=1.9, oo, .

ot I'on suppose I°;,(1)=o pour 12T .
On peut passer aux équations intégrales

(") (1) = (1) *—f 2 Nis() s (7)ol
-+ / /// 2] =TT dr [ vi(7) .

Examinons maintenant I'intégrale

i 13 .
() t= [t [ Bz =)o) e
& i,

Prenons dans le plan =% les points suivants :

|
i

\ de coordonnées T =1, c=1,:

B » =, o=

C » r=t —T,, c=1;
[

D » T=t,— T,

BANY
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L’aire ABCD = 5 est un parallélogramme et 'on aura évidemment

| _:/ Fi: — 2y (7) do.
7

Conduisons la droite AE paralléle a axe 5. Ellc partagera I'aire o
en deux parties 7, et 5, situées respectivement a gauche et & droite de
cette droite. Or deux cas peuvent se présenter : ou z— TS/,
(SJig. 1, 2) out — T, >, (fig. 3). Dans le premier cas, l'aire 7, st

Frg. v, IFig. 2.
§
§

eL__6 £ B
tlew-__8 8 { !
€ : : Gz y
( )
(078 ' 6 i
| A t
‘ | H
G, J p } |

2.
. 0' | /IA E
1 ! I ’ i
1 ! oo !
D. 143 A ! : 1,0 : t
i // : ! A ] {
' ’ ' | 2| ' !
' ’ ' ) S 1 !
T 4 ! Loemm ] i !
to-To t=t-To T %-T £-T % ¢

constituée du triangle AEB 3 dans le second cas, elle est constituée du
quadrilatére AICDB, 1 étant le point ot la droite AE rencontre le
coté DC du parallélogramme. Soient £, < les coordonnées d’un point
du triangle CEF = 5, on aura -

KN

=22,
‘n effet 1a droite CD a pour équation
‘ fo-rz=T,

et les pdinls du triangle o, sont situés & la gauche de cette droite. Mais

Finy=o si 12T

f Fi (8 —)x(z) doy== 0,
G,

donc
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et par suite, dans le second cas,

fl‘,, £ — 1)L 1/6,-] Fie(5 — ), (1:)(10,4-/']',\ (¢ —7)es(t) oy

o Fi (8 — 1) (1) do.

ABE
Fig. 3
H

/1
7
/'/ i
: S
S 6
v !
E 6 4 B!
e _17,/ :
| '
1 '
F il @& :

|
| '
i '
1 1
g, : :
| |
]
| ]
] ]
D ' ! 5
i % A A | :
] ,/ 1 ] ]
i ’ 1 ] '
» A i
) ’ 1 | !
1 e f ! |
| R { 1 1

to'-'; to t—TS ¢ t

Dans le premier' cas, on a direclementl

f],\(‘~-)1(.)(l¢__ Fie(£ — 1)z (7) do.
ABE

Donc, dans les deux cas, on pourra écrire

fl,‘(c—"ili Yz, + Fictz —)riz)ds
A

BE

~—jll,(z~».)./v( da’,—{—f (/ff Fisl 2 — t)e(7) dt
:f[ris(;;~r)a~.‘.(¢)(la, +f J,.\,(...-)(/T/‘ Fio(2— 1) dt,
3, 1y e
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et les équations intégrales (11') pourront s’écrire

(11") z(t) —f 2 [Au(‘r)-i-f Fu(¢—r7) da] 24(t)dr
t ,_’ T

n ¢
":xl(to)"*‘z L\Fla(z"‘r)x:.(?) do, +f yl(r)dr.
P f

“n posant

¢
— [A[,(‘l’) +f F[_,(i-- ‘L') (l}::] =‘[’1,(1', l),
T

n ¢
@i(te) + 3, fl’z.'('a—rm(r)dal o [ numrar=ae),
. Vg, t

les équations (11”) deviendront
’; ¢

(12) x(t) +Z f (7, )z, (t)dr =135,(¢) (i=1,2,...,n).
1 Y

Si les A et les F;, sont des fonctions connues, ®;(z, ¢) seront aussi
connues. Si y;(¢) sont données pour ¢ compris cntre ¢, et ¢, > ¢,, on
z

pourra calculer f y:(z)d= pour ¢t compris entre les mémes limites,

fo ]
Supposons de connaitre les z,(7) pour T compris entre ¢, — T, et ¢,
alors les intégrales

f Fi(t — )2, (1) do,
oy

seront connues, car les points situés dans l'intérieur de l'aire g, ont
I’abscisse comprise entre ¢, — T et ¢,.

On en déduit que les fonctions z;(¢) seront connues depuis ¢=¢,
jusqu’'a t=t¢,, et par suite, en résolvant les équalions intégrales (12),
on pourra déterminer les () pour ¢ compris entre ¢, et ¢,.

6. La proposition qu'on tire dé la est un théoréme général sur les
équations intégro-différentielles qu'il est facile d’énoncer. Mais voyons
son application aux équations héréditaires du mouvement.

Sil’on pose dans les équations (A")

qi="Pi
Journ. de Math., tome VII, — Fasc. 1II, 1928. 34
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elles s’écriront

" {
p;+ bqu—f-z F,,(t—r) q,g(?)dT:f319
1 Vi,

9‘:"'Pt=°,

qui rentrent dans la forme générale des équations intégro-différen-
tielles (11) en supposant dans celles-ci quelques noyaux nuls.
Donc on aura le théoréme suivant :

8¢ l’on connait les déplacements pendant une période de temps égale a
la durée de U'hérédité et si I'on connait les forces duns un intervalle de

temps suivant, on pourra calculer les déplacements qui ont lieu pendant
cet intervalle de temps.

III. — Propriétés de quelques intégrales.

A. Tukoreme 1. — Si F () est une fonction positice décroissante
pouro<ELT,,

T,
[ F(&)sinazd:> o,
e ()

o étant une constante positive.

En effet, soit
2(1—1)1:< Tos 2hm
4 a

h étant un nombre entier. Posons

27

o

—w.

On aura

f F (£) sinaE dE >0, f F(§)sinaf dt > o, cens
0 w
To : .
f F(5) sina€ df > o,
d’ott l'on tire e
1,
F(E)sinagdt > o.

o
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('OROLLAIRE, — St
SEEF (D) aa=0E] e, @ ..., o)
est une forme définie positive, et st
;EZ,Z,Fj,(‘&)a;a,: Y(E|ay, any...., ap)

est une forme définie négative,
To

®(E|ay, ayy ..., an)sinaldt > o,

quelles que sowent les comtantes @y Qyy ...y O pourvu que cette
derniére constante soit positive.

Remarque. — Si, outre les conditions que nous avons posées précé-

demment, on suppose que
[ F is
|F (g )l<al+t l E)I<£l-+£

m étant une constante positive déterminée et ¢ > o, on pourra prendre
dans les inégalités précédentes T, = o, c’est-a-dire

f F(¢)sinaf dg > o, f O(lay, a, ..., a,)sinaEdi>o.
(] 0

2. TuioreMe 11. — Si, quelle que soit la constante a, on a

T
(13) f% F(E)sinatdf =o
ou "
To
(14 F(§) cosat df = o,

0

F(£) étant une fonction finie et continue, il s'ensuivra F (%) =o.

On pourrait déduire cette proposition de la théorie des systémes
orthogonaux fermés, mais nous en donnerons une démonstration
directe.

Prenons , N .

n=i F(E)=Rm, p=1

T 0
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on aura, si I'équation (13) est satisfaite,
’ u
f F,(n)sinBndn =o,
0

quelle que soit la constante {3.
Soit f(v) une fonction continue périodique impaire avecla période 2=
_ayant dans une période un nombre fini d’oscillations. Elle pourra se
développer en série de Fourier uniformément convergente et I'on
aura ‘

f(n) =2uA,,sin nun,
1

d’ou I'on tire
(13') [ Fun sy dn =

Si I, (7) n'est pas nul en un point de 'intervalle (o, =) on pourra
trouver un intervalle (v, 7, + ¢) intérieur & (o, =) et dans lequel IF, (7))
conserve le méme signe. Or on pourra choisir :

f(Gn)=o0 pour n compris entre oetn,
f('n)>0 » N etn;+ ¢,
fm)=o » n+ceetm;

¢’est pourquoi )
f Fi(n)f(n)dn

ne serait pas nul, ce qui est en contradiction avec I’équation (13").
Donc F,(n) doit étre nul en tous les points de l'intervalle (o, ), ce
qui démontre la premiére partie du théoréme.

-On démontre la seconde partie du théoréme 1I directement par un
procédé analogue a celui par lequel nous en avons démontré la premiére
partie, mais il est inutile de le rapporter, parce que l'on peut remar-
quer que par dérivation par rapport 4 o on tire de I'équation (1[;)

Pégalité
To
(14) EF(E)sinatdi=o

0
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et en vertu de la premiére partie du théoréme 1I on a F(§)=o.

3. Tueorime III. — Si f(x) est une fonction périodique ayant la
période 2w

f‘ F(t—z)f(r)dr .
=T,

sera périodique avec la méme période.

En effet,

0
T,
= Fr)f(t+ 20 —1)dr
ot+tw

= + Ft4+20—71)f(1)dr.

t+2w~—"T,

4 To
f Flt—7)f(r)dr = F(r)f(t—1)dr
—T,

CHAPITRE 1L

PHENOMENES HEREDITAIRES LINEAIRES. CAS D'UN SEUL DEGRE DE LIBERTE,

I. — Principes énergétiques.

4. Prenons I'équation (a”) (*),
; ,
(") q”(t)—+—bq(t)=/ F(t)g(t— ) dr + 2.
En multipliant les deux membres par ¢'(z), on a

. 1
g'()qg"(1)+bg(t)q'(t)y=4q'(2) F(r)g(t —r)dr + 24/,

(1) 1l est utile de comparer les calculs suivants, ainsi que ceux du paragraphe II,
Chap. III, avec les calculs qui sont effectués dans le dernier paragraphe du dernier
chapitre du Mémoire précédemment cité : Variazioni e fluttuazioni nel numero
dindividui etc. (Voir Introduclion.)
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c’est-a-dire
4 lq“‘(‘)"‘"ibq"(l‘—-‘(/(l) 1."F(*z')lj(t—1')&":'
dt\ 2 2 / A

T, '
=—g(t) F(z)qg'(t—r7)dr+ 24’
0

"
= f/(/)f 1?(1);;"7[4(‘_:)._(,(1)141:4- 2¢q'.
0

En effectuant une intégration par parties dansla deuxiéme intégrale
et en tenant compte que F(T,)=o0, on a

dy T
(15) m(-;-qﬁ(t)-i-i-br/’(t)—-q(t) A Mr)q(t——z)dr)

To
=— (/(t)f F(t)[q(t =7y — ¢ ()] dv+ 24,

Considérons maintenant l'identité

14 T”l.‘( Vg (1 Ydr = lfﬂoF( d[,z(t 2(t))de
2 dt), )¢l —7 =2, ) el (=) — ¢ ()] dz.

Par une intégration par parties, elle peut s'écrire

vd ™

To
(16) 5 @i I"(r)q’(t—‘r)d'::%f F'(z)[¢2(t — 1) — ¢2(2)]) dr.

En ajoutant membre 4 membre les équations (15) et (16), on a

d T )
(17) ;l—t%%t]"(t)-*—%bq“(t)-i—% F(r)qi(t—1)dr
N 0

lT.
-—/ F(1)g(t—1)q(t) de
Te

=—q(t) | F(r)[g(t—1)—gq(t)]dz
T,
+1 [ F@ge =1 — g (0] ds+ 2g
'
=; [ FOUPe—1)+g0—-29()g(t—D)]dr+2¢’

1 o / 2 ’
=;[ F(e)g(t—1) —g(1)]ide + 24",
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Or
Te T
%q’*(l)+—;-bq2(t)+% F(r)g*(t—r1)de— | F(r)gq(t—r)q(t)dr

0 0
Te

'TD
=110+ 300+ [ ROl —9 —g@ldi— 1 [ Togeds

0

To T“. . A
=§q”<‘)+§lb— F<f>dr]f/“<t>+§ F(o)[g(t =) —g(O]de
. 0 . 0

=g+ amg(t)+= [ F(o)lgt—r)—q()]dr,
']
ol I'on a posé
5
m=b-— F(r)dr>o.

0

[ Voir la formule (4), Chapitre I, § 1.]

’équation (17) pourra donc s’écrire

1) i@ ingo
T,
+ 2 [TF@Lae—n—gopd]
T, '

— = F@lgt—n—gOdi=2g"

En multipliant par dt et en intégrant entre les temps ¢, et ¢, on aura

T,
(D) {éq”(t)+émq’(t ) + % F(t)[g(t —1)—q(t)]*dr

i}

T
=139 W) +imgr(t) + [ F@lg=7) ,~q(to>]“dr{
Lt ‘ To / ot )
~ Ef':(lt? A F(o)fg(t—7)—q())? dr} ::./'o 2q'(t)dt.
On peut regarder I'équation précédente comme !’équation fonda-
mentale énergétique de la mécanique héréditaire linéaire pour les sys-
témes ayant un seul degré de liberté ().

(') Si au licu de partir de l'équation (@”) nous partons de l'équation équiva-
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2. Nous allons maintenant' analyser 1’équation précédente. Le
second membre est le travail effectué par les forces. Nous pouvons le
désigner par £.

(19) ‘;-qlz(t)zE'C)
est 'énergie cinétique toujours positive, c’est pourquoi
&' q jjours p , pourg
=q"*(t)— ; 9'*(4,) =Ll — E®

est la variation de ' énergie cinétique.
Considérons la quantité toujours positive

T,

(G) -”“] (8)+ F(n)[g()—q(t —1)]Pde=0(1),

0

— O est le potentiel des forces internes [ Chap. 1, § I, formule (C,)] et
ne dépend que de I'état du systéme pendant la période de temps égale
a la durée del’hérédité qui précéde l'instant acluel ¢.

Puisque /(<) est négative

To
() —%f d’gf F(2)[g(E— =) — g(§) P ds = E

est une quantité toujours positive.

lente (@} ) cn multipliant les deux membres par ¢’y on trouve
o dijr_, 2]
(/t(zq (t) + mq (t)-——f F(=)[g(t)—q(t—=) rls
To
=—f F(t)[¢(8)—g(t—1)]g'(t—=)d= - 2¢’
0
To

=— [P g0 —qt—)1 5 (00— qt=)]d + 24

]
T, d .
=— [P g0 —g (=) ds - 2’
’ [} M
1 To AV
=2f F()[g(6)—q(t—=)ltde+ 24,
0

c’est-d-dire on trouve 'équation (18). Cest donc une maniére plus simple de 1’ob-
tenir, mais qui ne différe pas essenticllement de celle qu'on a suivie dans le lexte
(voir la Note au n°® 2 du paragraphe II, Chap. IIT),
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L’équation (D, ) s’écrira donc
(D)) [EeI— B8] -+ [0(2) — (2] + B = £.
Si nous posons ‘
(20) Lo @) = Em,
nous aurons
) o — B 4 T =

et par suite
Fom — i < 2,

Donc le tracadl (positif ou négatif) que les forces externes doivent
¢ [fectuer pour amener le systéme d’un état & un autre est toujours supéricur
@ la vartation que la fonctionnelle E subit dans le méme passage.

Remarquons que cette proposition est une conséquence des /iy po-
théses formulées dans le n° 4, § 1, Chapitre [.

Si nous appelons par définition © I'énergie potentielle inicrne, E™
Iénergie mécanique, la formule (D)) peut s'interpréter de la maniére
suivante :

Tutorime I. — Le travail des jorces externes dépasse toujours la varia-
tion de ' énergie cinétique et de I’énergie potentielle interne d’unc quan-
tité positive, ou encore [formule (D})] :

Le tracail des forces externes dépasse toujours la varcation de Iénergue
mnécanique d’une quantité positice.

On peut aussi énoncer ce théoréme de la maniére suivante en suppo-
sant £ positif : .

Le travail des forces externesne se transforme jamai's complétement en
énergie mécanique, mais tl reste toujours une partie résiduelle de ce tru-
vail qui ne se transforme pas en énergiec mécanique.

Et si nous supposons les forces externes nulles et par consé-
quent £=o0,0na: -

Tukorine II. — S’ n’y a pas de forces externes, I'énergic mécanique
diminue continuellement.
Journ. de Math., tome V1I. — Fasc. III, 1928, 35
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Supposons £ négatif, alors le systéme effectue un travail externe — £
etl’ona:

Tukorime 1II. — La diminution d'énergie mécanique dépasse toujours
le travail externe efectuc, ou méme :

L'énergie mécanique ne se transforme qu'en partic en travazl mécanique
externe.

3. Si q(t)=q(t,) et ¢'(t) =¢q'(t,), on peut dire que le systéme au
temps ¢ a le méme déplacement et les mémes vitesses qu’au temps ¢,,
mais, au point de vue de I'hérédité, on ne peut pas conclure que le
systéme est revenu aux conditionsinitiales. Nous dirons que le systéme
est revenu aux conditions initiales si

g(t—7)=q(t,—7) pour 0<7<T,

(voir Chap. I, § I, n° 7).
On pourra alors énoncer les théorémes suivants :

Tutorime IV. — Si le systéme revient aux conditions initiales,
l’énergie potentielle reprend la méme valeur qu'elle avait initialement.

TukoriMe V. — Pendant une période de temps au bout de laquelle le
systéme revient aux conditions initiales, les forces effectuent un travail
posttif.

Si le systéme revient aux conditions initiales, rien n’est changé au
point de vue mécanique et, puisque les forces ont produit un travail
positif, il s’ensuit qu’il y a un travail mécanique dissipé. La mesure
du travail dissipé s’obtient de la formule (D)) en prenant E™ = E{™,

Par suite on a
Ed = g2,

Donc E est le travail dissipé lorsqu’on revient aux conditions
initiales. :

D’aprés le principe de la conservation de I'énergie, ce travail doit
se transformer en d’autres formes d’énergie.

Sil'on ne revient pas aux conditions initiales, on ne sait pas si E@
est une quantité de travail mécanique qui s’est tranformé dans une
autre forme d’énergie.
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4. 11 faut bien s’entendre sur la signification des mots dont nous
avons fait usage. Ce n’est que par définition, que nous avons appelé @
éncrgie potentielle, E™ énergie mécanique; mais les résultdts précédents
montrent que ces définitions sont compatibles avec les principes de
I'énergétique. ' :

II. — Mouvement spontané,

1. Un mouvement est spontané s'il a lieu sans que des forces externes
agissent. Si des forces externes agissent, le mouvement est forcé.
Considérons maintenant le mouvement d’un systéme ayant un seul
degré de liberté dans le cas héréditaire.

S’il n’y a pas de forces externes, c’est-i-dire si & = o, 'équation (a")
deviendra

. To
(21) 0+ ty(0=[ Tz ds,

ou F(=) est positif et I'(7) < o.
Alors I'équation (18) s’écrira

'To '
(22) %i-‘g—(/"‘(t)+;inqz(l)+£'/ F(r)[r/(t—r).—r/(t)]zdt}
T,

:-'5 F(n)[qt—1)—¢g()]*dr <o,

0

et, en tenant compte des égalités (19), (C,), (20),

dEm
—-d—t— << 0.

Donc, comme premier théoréme sur le mouvement spontané, on a
le théoréme II du paragraphe précédent, c'est-a-dire : s'il n'y a pas
de forces externes, I'énergie mécanique diminue toujours.

On tire de 14 comme conséquence :

Tueoreme II. — Sl n'y a pas de forces externes, tout mouvement
périodique est impossible.

En effet, s'il existait un mouvement périodique, ¢(?) et ¢'() seraient
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des fonctions périodiques du temps. Par suite, I'énergie mécanique
_ N

6 Wm0 [ @ —n)—g(0) e
. 0

serait une fonction périodique de z. Donc cette quanlité ne pourrait
pas diminuer constamment, comme le prouve l'inégalité (22).

2. Tueorime III. — S8 n’y a pas de forces externes, q(t) et q'(t)
doivent se conserver toujours comprises entre des limites finies a partir
d’un certain instant initial’oit ils ont des valeurs déterminées.

En effet, si la valeur absolue d'une des deux quantités ¢ ou ¢
pouvait devenir aussi grande que I'on veut, la quantité (23) aussi
pourrait croitre indéfiniment, ce qui est en contradiction avec la for-
mule (22). Ce théoréme peut étre aussi énoncé de la maniére suivante:

8 n’y a pas de forces externes, le mouvement est toujours borné d
partird’un certain temps initial.

En prenant
lg'(t)| et |g(n)l,  (h—TeST<ty)

suffisamment petits,
le' )] ev Jg(0)]

se conserveront pour ¢,< t <o plus pelils qu’une quantité 5 quel-
conque donnée. Donc :

Tueoreme IV, — Il y a stabilité de Uéquilibre lorsque les déplacements
sont nuls, ~

Ce théoréme est le fondement de la théorie des petits mouvements spon-
tanés dans le cas de Uhérédité, car il prouve l'existence de déplace-
ments qui se conservent aussi petits que I'on veut, pourvu que I'on
choisisse d'une maniére convenable les conditions initiales.

3. L’équation (21) peut s’écrire aussi [voir formule (a')]

t
qg'+ bg — F(t—7)g(z)dr=o.

t—T,y
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Par une intégration cntre les limites ¢, et ¢, on trouve

§
(26)  7'(t)—q'(t) + bfq<r>d1~fcta T () ds=o.

‘nvisageons la derniére intégrale

!-f dz j‘_ F(E—7)q(r)dr

Si nous prenons F = I;,, elle est l'intégrale (x1,) du Chapitre [, § II,
n° 3. Supposons que ¢ soil si grand que dans le calcul de cette inté-
grale on puisse se rapporter & la figure 3. On aura

lzflf(z—r)q(r)da,
s

ol 5 ¢st l'aire du parallélogramme ABCD. Considérons maintenant
le parallélogramme 5'= ABHF qu’on obtient de 5 en retranchant l'aire
du triangle isosctle et rectangle 5, = AFD et en ajoutant I'aire du
triangle 5,= HBG égale a AFD. (C’est pourquoi

I:fl"(g—r)r/(r)da’—fl*‘('g——r)q(r)do',-i—fF(E—--t)q(r)do's.

o LA A

Mais |¢| ne peul pas dépasser une certaine limite M (n° 2, théo-
réme III) et F(E — =) est positive et inférieure & une certaine limite N.

. . I ] ’
D’autre part 'aire des triangles 5, et 5, est - T}, par conséquent

< éMNTg,

f F(§E—1)q(7)ds,

< -;-MN'I‘ﬁ.

fF(g—r)(,mda,,

On pourra donc écrire

szp(g_r)q(r)da'+ 6MNT?,
A
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ou O est un nombre compris entre 41 et —1. Or

t T+T,
I’:[F(E-—r)q(r)do":f q(‘:)d‘:f F(f—r1)ds

t To
::f q(7)dr F(n)dn
{, 0

Par suite 'équation (24) pourra s'écrire

To ¢
(24') q’(t)-—f/’(to)+<b— F('n)d'n)f ¢(7) dr — EMNT; =o.

1y

_Et en rappelant [formule (4), Chap. I, §I, n° 4] que

To
bh— F(n)dn=m,
(1}
il viendra

!
r]’(t)—r/’(-to)—i-mf ¢(t)dr—GMNT;=o,
7

GMNTZ /(1) —q'(4y)
t—tfq(r)l—_ m(i—t)  m(l—tg)
En faisant croitre indéfiniment ¢, on trouvera

. e
i |7, ] =o.

(4

c'est-a-dire

car |q'| est inférieure a une limite finie (théoréme III, n° 2).
On aura donc :

Tutoreme V. — La moyenne asymplotique du déplacement est nulle.

¢
1 , _
Zzﬁq(f)d‘~¢_t

L

llmz-__L-t— q( )d‘!’:O,

Evidemment

o[f/(t)—fl(to)]

et par suite

qui améne au théoréme suivant :

Taeortme VI. — La moyenne asymptotique de la vitesse est nulle.
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A. Si les moyennes asymptotiques du déplacement et de la vitesse
sont nulles, ces quanlités tendent vers zéro asymptotiquement ou
doivent osciller autour de la valeur zéro.

Montrons par un exemple que l'on peut toujours prendre les condi-
tions initiales de maniére que le déplacement et la vitesse tendent
asymptotiquement vers zéro. A cet effet prouvons que I'on peut tou-
jours saltisfaire I'équation (21) en prenant '

(29) ' q(t)=e"%,
s étant positif, )
“nremplagant ¢(¢) dans (21) par I'expression (25), on a
N Py
e+ hemHt— e‘”f F(z)e* dr == o,

[}

c’est-a-dire
.
40 —-f F(z)es*dr =o.
0

Posons
T,

f(5)=3*4+b— F(r)e* ds.

L
/' (5) cst une fonction entiére de 5. Pour 5 = 0, nous avons

J@)=m
ct, pour 3 ===,
J(@)=—oc;

4

donc il y a une racine réelle positive de I'équation
f(z)=o0,

ce qui prouve que I'expression (25) satisfait 1'équation (21) si 'on
remplace = par cetle racine. On en tire

g ()y=—z¢*

et, par suile, le déplacement et la vitesse ¢(¢) et ¢'(¢) tendent asymp-
lotiquement vers zéro.
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III. — Cycle périodique forcé.

1. Nous allons examiner le cas ou les mouvements sont périodiques
et de type harmonique, c’est-a-dire que I'on a

(26) q(t)=asinKt+ B cosKi,

o, B, K étant des quantités constantes.

Si nous remplagons ¢ par l'expression (26) dans I'équation (a"),
nous trouvons

— akK? sinKt —BK2cosKt+ basinKt+ bf cosK¢

— o~y

~f 1') [sinK¢(ecos Kz +Bsin K1)+ cosKi(—asinKz + feosKr)]dr=2

c’est-a-dire
To
sinKt% a(— K'+ b)) — F(z)( acosKz+f sinK‘r)dfz
[] I,
+ cosKlgﬁ(— K24 6) — F(z)(—asinkKt 4+ BcosKr)dr} = 2.
. [}
Posons
To
(27) F(r)cosKrdr==,
0 .
(27") F(7) sinKrdr=om

[]
et I'on aura
sinK¢fa(— K+ b) — (a + Bo0) |
+cosKt|B(—Ki+b) — (B2 —adl) | =2

Posons
(28) | a(— K b)— (a2 + L) =A
| 3(—= K4+ b)— (2 — ad) B
Il viendra
(29) 2=AsinKt+ BcosK¢,

d’ott le théoréme suivant :

Tuioreme 1. — Si le déplacement est harmonique, la force sera aussi
harmonique avec la méme période. La phase sera en général changée.
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2. Si le déplacement est périodique, supposons de pouvoir le déve-
lopper en une série de Fourier uniformément convergente, ayant
aussi les séries des dérivées du premier et du second ordre des termes,
uniformément convergentcs.

Soit —OKE la période

(26") r/(l):z (et sinp Kt + 5, cospK¢)
4
[
et I'on trouvera
(29") :2(!):2 (A, sinpKi(+ B, cospKi),
¢ 4
oll
(28") % Ap= 0, (= p R b) — (2,0, + B, ON,),
' 13,,:‘3 (—p* K- 0) — (B, — o, L))
étant
T,
g @)= F(7)cospKrd,
(30) ¢

/ .,
/ JIZ,,:f F(7) sinpkrd-.
¢

2(¢) est donc périodique avec la méme période que ¢(t).
Les équations (28), (28") peuvent s’écrire

(28" (b—K'— 2y —MPB=A,

o Mo+ (b —K—2)B==B;

(28") § (b — prRe—:lp)a,— O, B, = A,
Myotp+(b— p*K*—2,)8,=B,.

Le déterminant des coefficients de « et 3 dans le systéme d’équa-
tions (28") est
' A=(b—K:—)24 o0,

A cause du théoréme I du paragraphe Ifl du Chapitre I, IT ne peut
pas s'annuler, donc A aussi ne peut pas s'annuler et il est toujours
positif. En résolvant les équations (28”) par rapport & « et 3, on trouve

— _I‘[(b — K*— 2)A + B,

B = %[—mzA-a-(b- K:— %) B].

Journ. de Math.,tome VII. - Fasc. III, 1928, 36
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De méme en posant
A= (b — prK2— 0,7+ 2,
on aura
A,>o0

et, en résolvant les équations (28”) par rapport a ,, 83,
oc,,_.——](b——~1) K:— 2, A, + 0, B,),
B)=+— A [(I/ — prR:— 2, B, — 0 ,A, ).

Supposons que les forces externes soient nulles. Cela corresponl
a prendre
A,=B,=o0 (p=o0.1,2, ..., %);

¢’est pourquoi I'on aura

) op=B,=0 (p=o0,1,2, ....%)
et, par suite,
q =0.
On en déduit gu’il n’y a pas de mouvement spontané périodique.
On a ainsi une nouvelle démonstration du théoréme 11 donné dans
le paragraphe 11 du Chapitre II. '

3. Lorsque le déplacement est périodique, le systéme revient aux
conditions iniliales aprés chaque période. Un point d’un plan ayant
pour abscisse et pour ordonnée ¢ et 2 décrit pendant chaque période
le méme cycle fermé (*). Le travail effectué par les forces externes
pendant une période doit étre positif d’apres le théoréme V du para-
graphe I. On pourrait le calculer en évaluant par la formule (C))
Pénergie mécanique dissipée. Mais c’est plus simple de le calculer
directement. 11 suffit en effet de déterminer

—f 2 q'(t)dt

o0

=f 2 (A,,sinpKt+B,,cospK1)2 (erpcospKit —B,sinpKe)pKdt.
Py ” n
o .

0

’la

(%) Voir Legons sur les fonctions de lfgnes professées a la Sorbonne par M. Yito
Volterra (citées ci-dessus), Chapitre VII.
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it par des théorémes bien connus sur les intégrales des fonctions
trigonométriques, on trouve

Im

'y »
” :.:f 2 (— N, Bysin*pKi 4+ By, cos’pKe)p K dt.
[r 4
0

2n 2T

k3 K
f sin’pKl.pKtll:f cos’pKe.pKdt=pmn;
0 0
donc

P=nm (e, B,—B,A,
2,,[ (2B, — B, Ay)
0
et, en vertu des équations (28"),
= (a2 + BN,
;/'1 g ﬁ” /

Puisque I, est positif |voir formule (30) et théoréme I du para-
graphe 1l du Chapitre 1] £ sera positif, ce qui confirme le théoréme V
du paragraphe I de ce Chapitre.

4. Dans le cas ou le déplacement est harmonique, la série (26) se
réduit & un seul terme [formule (26)] et le travail devient

£ =mn(a+ 32) O,
1.’expression (26) peut s’écrire

(31) q(t):Gsinzn(,—;,-i-e),

ot G est 'amplitude, T la période, ¢ la phase,

G*=o*+f3?, a=Geceosame, P =GCGsin2xe,

K= 2—11—! (oLe <),

on aura donc '

(32) p=nGom=rG [ ¥(z) sin 25 .
¢
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Posons
h—K—<P=Hcosamse,

N =1l sinamxe’,

H=|y(b=KT=a) + oz |.

H et ¢’ ne dépendront que de la période et du cocfficient d’hérédité,
outre que du coefficient b. Puisque 1t est posilif, on aura

’ 1
o< e ;
et les équations (28") deviendront

A=Gllcosam(e+¢),
B==GHsinan(e+¢');

par suile, a cause des équations (29) et (32),

(33) : Q :Gllsinzm[,{,—%(a—i—s’)J,

(34) £ =nG*Hsinanre’.
La formule (32) améne au théoréme suivant :

~ Le travcail positif cffectué pendant une période par les forces externes
est proportionnel au carré de I’amplitude, dépend de la période, est une
Jonctionnelle du coefficient d’hérédité et est indépendant de la plase.

5. Changer ¢ en é—e équivaut a changer dans la formule (31)

len —1,

En vertu de la formule (34) le travail effectué pendant un cycie ne
changera pas.

On peut représenter les valeurs du déplacement ¢ par les ordon-
nées d'une sinusoide de hauteur G et de base AB =T, les valeurs du
temps étant les abscisses. Plagons-nous au point M entre A et B,
~AM étant égal 4 27e, Si, & partir de l'instant O, la sinusoide marche

parallélement a la base dans le sens BA (fleche supérieure) avec la
vitesse 1, les ordonnées qui se présentent devant M seront les valeurs
de ¢ 4 chaque instant. Changer ¢ en — ¢ équivaut a changer le sens du
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mouvement de la sinusoide (fléche inférieure). Nous dirons dans ce
cas que les oscillations du déplacement q sont tnverties.

Fig. 4.

G

-———

On pourra donc énoncer la proposition :

Le travail effectué par les forces cxiernes pendant une période ne
change pas en invertissant les oscillations du déplacement (voir le para-
graphe suivant, n° 4). -

CHAPITRE I1I.

PHENOMENES HEREDITAIRES LINEAIRES.
(:AS D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE DEGRES DE LIBERTE.

I. — Cycles périodiques forcés.

1. Considérons le cas ol le systéme a n degrés de liberté et suppo-
sons que tous les mouvements soient harmoniques avec la méme
période, c’est-a-dire que les déplacements étant ¢,, ¢a, ..., ¢., on ait -

(33) qi=asinKz+ B4 cosKt.

En remplacant ces expressions dans les équations (A”), on aura
. n n
— KsinK tz a0 — K2eos K tz a3
s s ) ks
n

»
+ sinK t2 S b+ cosK tz ..- b

1 1
n

To
—2f Fis(t)[a sinK(t — ) + B¢ cos K (¢t — 7)] dr = 2,.
sy
1
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En posant
T
(36) Fi (1) cosKtdr =,
Yo
T .
(36") Fio() sin Kz de = Oy,

il viendra

n

sinK ¢ Y, [(— K*ay+ by— Ti) @ — 01,3 ]
1

n

F cosK e [(— Krau+ biy— 24) B + My ] = 2,

c’est-a-dire .
Q=A"sin K¢+ Bl cosKt,

ol ’

n

A”) :2 [("‘ ](!ais’*‘ bis'— -(Z.'Ls')awJ - 7111.\-@"""’_‘,
8

1

. .
B = W [(— K2ay+ byy— )+ M),
\ .

2. Calculons maintenant le travail £ effectué par les forces externes
‘pendant une période, et tout d’abord ne tenons pas compte de la con-
dition F,,=F,; (voir Chapitre [, § I, n° 8). On trouvera

S JOPRE e
~1:2 2 (— K-a“+ big— D5 ) (gllwﬁlﬂ__ o 511))
n
-+ 1:22 23911,5( al e - B0 B

= ﬂ'z 2 (— Kzats—l‘ bl.s— Qie) - ( Kzasl‘{‘ bs[— Q’.")]a(f)@(s)

n
_*_.n.z Z :)n_ (am ,5)_,‘_ @u)p(s\
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et puisque

Qe == Csiy [)“: b.vl,
Oon aura ) '
noon '
£ = T-E Z (Zy— f[’lx)o:l[\ﬁrx\
. . { p x
n n 4
-+ 71'2 Z 3]1/;( o' oS! - gfhﬁm)
! L
1 1 d
n n
et EZ 2 (6;:"__cf) (d'i'ﬁ[""—- a;,,-‘,ﬁm)
0 . . i ix
1 )
" n
Y, 3 a4 B3,
) I | s '
Posons

(37) K= %, ol == G cosame!, Blr=G"siname”  (oge’' <1, G">0);

il viendra

(38) q,_—:Gfl)sinzn(%,—ke”‘) (F=1,2,...,n),
n n
(3y) L= EZ 2 (Roi— T ) GG sinam(ed—e?)
i .\'
1 1

n n
Q) o~ X . y
—+ ﬂz Z N GoGYicosam(es —e?),
{ s
1 1 .

on
T, ) omr
(40) Dg— DTy :f [Fu(z) — Fi()] cos—,l:—'d‘:,
0
To 27T

(40") Niy= Fi.(7) sin == dr.

A T

. . RET (i oy AT .
3. Si le déplacement est périodique avec la période 4~ et si 'on

suppose qu'il soit développable ‘en série de Fourier uniformément
convergente, les séries des dérivées du premier et du. second ordre des
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termes étant aussi uniformément convergentes, on trouvera
//,:2 (o)) sinp K1 -0 cospKe),
14
1

2=, (A sinpRi B cospKe),
1 r
avec

A=, [(— p*Re @t by TP ) o) —~ M B3

1

B — _ )‘l\ztlh—{- (Jl\'“ ‘? /;, mn_'_ 7]L(” o,(\) 1
4 [(—=1

et, puisque le travail £ effectué par les forces externes pendant une
perlodc est

‘/ ‘f/// //,
on aura

(40 ""=—Z P 2 Z("’"’ ) (B
z Z MG (o4 Bii By
; n
=§ P 22 (2 — ) G Gy sinaz (e — )
1

1

4~ ')z Z it G‘/','G'/)“ cos2 (e — € l') o,

_'\‘/

ol 'on a supposé

e i y .
o= Gfi cosame])', Bl =Gy siname);
’l‘“ l‘.’
: . 2T pT ATPT
,‘)f'fﬁ’:f Fa(r)e 'I! > dr, MY = F.(r)sin -—,]-4—-//?.
0 : Jo

4. Sidans la formule (39) on change toutes les phases d’'une méme
(uantité constante, le travail 22 ne changera pas. Changeons mainte-
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nant toutes les ¢/ ¢en é,-— e, le travail (39) deviendra

= 2 z (R~ ) G sinam (& -— g)
- 7:2 2 M G Gos cos o (67 — &%),
|
i 1l

= 7-2 2 (B~ ) G Grs sinam (e — ey,
!

Les conditions nécessaires ct suffisantes pour qu'on ait £2 =",
quels que soient les G' et les ', sont

(42) Dgmm Die==0 (6, s==1, 2 .... 1),

c'esl-d-dire, & cause de la formule (40),
To 27T
(§2') Dy— R [Fi(r) — Fy(1)) cos = T =0 (Fy =1, 2 ..., n).
0

Si cette égalité doit étre vérifiée quelle que soit la période T, il faut,
en vertu du théoréme II du paragraphe IIl du Chapitre I, que 1'on
ait
(1%) Fi.\‘(f):in(f) (l.’ S 2 e, ”)
el par suite seront satisfaites les conditions pour I'existence du poten-
tiel héréditaire élémentaire, d’aprés ce que nous avons vu dans le n° §
du paragraphe I du Chapitre I.

Réciproquement, si le potentiel héréditaire élémenlaire existe, les
équations (43) seront vérifiées et par suite les équations (42") aussi,
d’ot1 'on tire larelation £ — £'= o et par conséquent on aura £ =

. , . ’ . I .

Or, si dans les équations (33) on change les ¢ en - —¢ elles

deviennent '
L —t
¢i= G¥sinax (T + e"‘),

c’est-a-dire cela correspond & changer ¢ en — ¢ ou bien & invertir les
oscillations de tous les déplacements ¢; (voir paragraphe précé-
dent, n° §). On peut donc énoncer le théoréme :

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. III, 1928. 37
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1l est nécessaire et suffisant que le potentiel héréditaire existe pour que
- le travail effectué par les forces externes pendant une période ne change
pas, en invertissant les oscillations de tous les déplacements, quelles que
sotent leurs amplitudes, leurs phases et leur période.

5. Supposons maintenant que le potentiel héréditaire élémentaire
existe et reprenons la formule (41). Puisque

DY = @

© n n
Cl— ‘ Yavz S'A i l
1 1 1
et, en vertu de la formule (40"),
/ I — ' 4\; i Trl}
(41 £ nf ZPI’;Z 2 Fio(7) (o oty -1 61,3,,") sin 0 dr

"7!2 FAGED ,11, dr,

en posant

elle deviendra

P X Fule) (o BB = (7).
1 1

On aura en outre
pZ 21 (9 (st 34 871 =)

Or les conditions que nous avons posées dans le n° 8 du paragraphe I
du Chapitre [ pour les formes (5) et (5") nous montrent que

f(5)>0,  fu(r)<o  (0STSTe);

donc les £, (7 ) sont des fonctions positives et décroissantes et par suite,
4 cause du théoréme 1 du paragraphe III du Chapitre I, la formule (41")
nous prouve que £ est positif. Par conséquent, on a le théoréme :

St tous les déplacements sont périodiques avec la méme période, lé tra-

vail effectué par les forces externes pendant une période est positif (voir,
dans ce Chapitre, §II, n° 3).
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6. Si les forces externes sont nulles, leur travail sera nul pendant
une période. Or il suffit qu'une seule au moins des quantités a;’, B’ ne
soit pas nulle pour rf:ndref/,(e) positif et f,,(':) négatif (voir numéro
précédent) et par suite | formule (41')] positif.

* On en tire que tous les coefficients o) et 3, doivent éire nuls et par

suite les déplacements ¢; devront étre nuls. Dot le théoréme :

Il 'y a aucun mouvement périodique compatible avec des forces
externes nulles (vour § 111, n° 1).

- Energéthue héréditaire dans le cas général
de I’'hérédité linéaire.

1. Revenons aux formules et aux hypothéses des n** 3, 6 du para-
graphe | du Chapitre I.

Multiplions les deux membres de chacune des équations (A”) par
¢:(1). En les sommant par rapport a I'indice 7, on trouvera

(1) 2 (/I(t)z ity (l)—l—-z r/,(z)z Diceya(t
a,‘r/,(l)r/ (4 -+ - 2 z buotfi (1) ) (f)]

__2 (/l(t Z f i -;)1/ (¢ —‘E’)(,’+z l’//

Or
oy f uph(r)(h(,—?)lh
:‘(11, ’/l(t)Zf Fi(rygs(t—1)dr

n

—~q,(t)2f Fi(t) qs(t — ) dr
T,

-
! .
:;‘E q,.(t)z. | Fu@ g —na +qz(t)2f Fi(7) ,._f/(t—?)—q«(t)]d‘

1

d 7] W Ty .
=3 q(tz [ Fiu(r)g(t—1)dr ——q;(t)zx/ Fi(t) [g:(t - 7) — ¢4(1)] dx.

sy
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2. D’autre part,

d

5
7 ) PRl =gt —s)ds

"
’ {

—_.——f lﬁ,ﬁq;%;[q,-(t —= ) t—=1)—=qill) g )] bz
A :

T,

= Fioo@) gt = gt —2) — i) ()] o=

par suite,

qi (1) Z f1°1:~( ) qs(t —75)dv= ;[,,, /)Zf STV gl =Tz
‘_‘2 { Fu(t)gi(l —= )//,\.(I—-f)‘(/‘:]

S,

To n
~ [ B el = g
0 s ~

— %r/,(l. — ) gl —7)+ I—I,'//i(l)’/.c(:l)§({?

NN ot — vty s
[// 21,.()(/,(/)(/(1 )= Sl =) gul t)j(/

n

T, -
- [ E l";s(r'):é(//('l)[(/,‘.(l—‘:)———r/,.(l)]-
Jy ~ RS
1

— ,l;f/.\»(l — ) [qit —7)— gi( )] ; dr
et enfin

n n Tn
"t Fi(v)g.(t —)d=
2 i )Zf ()t =)

n

d

-4 21 (D gt = 7 = St =) gule =) [

1

Ty
= EiZsF}xr)[q,-(z—ﬂ—q.~<t>][qsu~r)——q.«n]dr
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Le premier terme du second membre de 'équation (4) n’est que le
premier membre de P’équation précédente. En le remplagant par le
sccond membre on trouve

z',zl,"l’/(’)’/”)*- LZII(,I/,(I)II(/)
—/‘ TOZ~ z Fue(7) [’/"(’) 4ol —7)— ;;'/z(l — 1)l —r)]d-:;
0 1 ¢ 1 5 3 )

n n n

T,
~§[ 2, 2 Ol =) = gD [gl =)= ()]l = ¥, 201

1 1 1

Mais
H n To n "
] . ! - - -
2, 2 e Dy — f Z,:24\.""*“’)[”""”’-‘” — %)=t~ ,.),,,.(,_.,] o
1 1 i
2‘2/»,7,(1)1/11 ~~22‘ { “u(7) i) (1) dz
+ - f 2, Z Fil=i{qit — =) —qi(1) 145 (t—-')~f/ U)lf/'
Donc, & cause des équations (6),
) d )1
([[:22 S‘ a/f’/l(( ’/ b+ = z Z Mg (”f/ (1)
. Ty n 1 ] I "
+ - Fio(t) [qilt —7)— qilO) g (1 —7) — q. ()] d=
TP AL Ty
- —f Z 2 Fa (o) [gid—7) —qs()][gs(t — 7) — q4( t)]zl"*-Z 29:

(') Multiplions les deux membres des équations (A}) par ¢;. En les ajoutant
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3. Or, nous savons que | voir équation (1))

(F) | 2 2, arefi(1)e(1) = (¢

est I'énergie cinétique, toujours positive,

n n

(@) - Z Z Midis
+ 2 f lexl*z.‘.<r>l</z<e~r)—~r/,~</>J |4t —=7) — (1) | d = O (1)
1 1

est une expression définie et positive, — ©(t) étant le potentiel dcs
forces internes [ voir la formule (C)].

n n

(O —f r/rj 2 ZI,Q(T [t =) — i) [ (1 — %) — o(t)] bz == 1D

13 n

E Nestfitf s

on trouve
i ~

51129220“'/'/‘4"";
i
+£f oéilei,,‘-(r)[q;(l)—f/;(l—t)j[4/,(/)_.,/.\,‘((_7)],[,:}
—f 2 Z Fu(z) [qolt) —q:(t =)} qi(t = 7) ¢11'+IZI 20/
_——j Z.n 2 Vil ©) [l £) — qu(l — )] 7 lr/, (0)— gt —7) g/~+z‘~ !

f ZEII‘(H - //; L)— . l~—.)][r/(lb—«/,(t~.)|’d~'—+—zQ,r/,

"

! (1Y — it~ _ — Ve
f 21!.2131,,‘.(.)1,,,“) gt =D :(8) = g1 = 7)) i+ 3, 2
1
On trouve ainsi d'une maniére trés rapide P'équation (12). Cependant ce pro-
cédé ne différe pas d’'une maniére essentielle de celui qu'on a employé dans le
texte (voir la note au n° 1 du paragraphe I du Chapitre I11.)
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est unc expression définie et positive égale au potentiel dérivé changé
de signe (voirn° 8, § I, Chap. I).

2 Dyepi(t) it
l
1

est lc travail des forces externes pendaiit l'intervalle de temps (¢, ¢ - dt).
n intégrant les deux membres de I'équation (E) dans I'intervalle de
temps (1, t) apres les avoir multipliés par dt, on Lrouvera

(h) Bty =B ()] +[O01) = O(1y)] + B =,
ol

/ "
” :;f E iy dt
o 7 ¢

est le travail effectué par les forces externes pendant Uintervalle de
temps (f4, t).
En posant
() 4 @ == K,
'équation (D) s'écrira
() gty =Bty + Er=r,

<
oom

et en appelant 15", par définition, Uénergie mécanique (voir Chap. II,
§ I, n° 2) on aura la proposition : Le travail des forces externes dépasse
toujours la variation de [’ énergic mécanique d’une quantité positive. Si

gt —t)=qlly—"1) (i=1,2, ..., 1), (057&T,y),

on pourra dire que le systéme revient au temps ¢ aux conditions exis-
tantes au temps initial £,. On aura alors

£=E<

el par suile : Le travail des forces externes, pendant une période de
temps qui raméne le systéme awx conditions initiales, est positif.

Il est égal a V'énergie mécanique dissipée et par suite transformée en
d’autres formes d’¢nergie. )

Les théorémes que nous venons d'énoncer ne sont que l’extension
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de ceux que nous avons trouvés au Chapitre I1, § 1, et étendent aussi
ceux que nous avons démontrés pour le cas des cycles périodiques
dans le paragraphe I de ce Chapitre, n° 5.

On peut répéter ici les mémes remarques que nous avons faites dans
le n° 4 du paragraphe I, Chapitre 1I, au sujet des dénominations dont
nous avons fait usage, et rappeler que les résultats obtenus sont les
conséquences des hypothéses [ormulées dans le n° 5 du Chapitre 1.

I1I. — Mouvements spontanés,

1. Siles forces externes mangquent et si nous supposons vérifiées les
suppositions du paragraphe précédent, on aura, a cause des équa-

tions (E>7 (F)7 (G)’ (H)7 dlm

dt <03

donc E™ diminue toujours, d’oft I'on lire les mémes conséquences
ue nous avons énoncées dans le paragraphe Il du Chapitre 11, c’est-
a-dire que tout mousement périodique est impossible et que les déplace-
ments doivent rester compris enire des limites finies.

En outre, si les déplacements sont nuls, Iéquilibre est stable.

2. Enprenant dans les équations (A'), 2, =0, 2,=0,...,2,=0,
ct en intégrant entre ¢, ct ¢, on trouvera

3

\ il () =i +2 bis f f/J’)rl‘——Z f dz / f’z.‘»('é—f)f/.«(?)f/f:q's

A ce point nous pouvons suivre la méme analyse que nous avons
employée dans le n° 3 du paragraphe II du Chapitre II en supposant ¢
suffisamment grand et |¢;(1)| <M, |I(z)|<N. Elle nous améne
aux formules

n

_(";5) 2 icl g (L) — o’ (L)) + m,\f gs(t)de—0nMNT;=o

1
(z:x, 2, ..., N),

9, étant des nombres compris entre + 1 et — 1.
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Posons

n
N \lx\'l';-;-»-z AV A AW R Y. V3
-,
Les ¢quations (45) s’éerivent

o

n

-

2 M | g3ydz== A,
] ¢ Lo

mais la forme (7) (Chap. I, § [, n* 3) est définie et positive, donc le
déterminant '
Myyy IMyg, ey My,

Mgy, Myae ooy Mgy

D=

s ey ey

Mo Mysy  oouy My

n'est pas nul. Dans ce déterminant, soit D, I'éiément réciproque de
I’élément m;,. On aura
n
Z D,‘,.‘\j
{

4
[ f/,(:')flz: "1_‘5'“"’

YA,
llm _— r/,( )z =lim

1
I_.n to D

d’oit Von tire

:.(),

c’est-a-dire les moyennes asymptotiques des déplacements sont nulles.
Donc les déplacements oscillent autour de la valeur séro ou tendent
vers la valeur séro asymptotiquement. :
On voit immédiatement que les moyennes asymptotiques des vitesses
sont nulles.

“n effet
¥4

ooy e i) — qi( o)
tf’o,(°7‘(b)d._ t‘—'to 2
c’est pourquoi :
[
lim —— gi(t)dr =o.

[—'”t-‘lo '.

Journ. de Math., tome VIl. — Fasr, 1II, 1928, 38
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NOTE.

Nous n’avons pas considéré le frottement (frottement proportionnel
aux vitesses), mais on pourrait en tenir compte en ajoutant dans les
premiers membres des équations (A’) on (A”) les termes

n

2‘,/:,,7,"( ).

ol les ¢; sont des constantes et ¢, =c,;, en supposant en outre que la

forme
n n
1R N , '
- 2 Z, citfi(L) g (1)
2 i K]
1 1

soit définie et positive.
Alors il faudrait ajouter le terme

1f,t é,ﬁ:.“iﬂ/}oﬁ (¢)dt
oy

4 'expression de E” donnée par la formule (¢’) du Chapitre I,
Il est évident que E“' resterait toujours positif, ainsi tous les
théorémes suivants dy méme paragraphe et du paragraphe III ne
changeraient pas.
On peut dire la méme chose pour le cas particulier d'un seul degr¢
de liberté (Chap. H, § L et II).



