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Sur les équations linéaires aux dérivées partielles
d’un ordre quelconque ;

Par Tu. D DONDER

(Bruxelles).

La Relativité générale a montré qu’il est essentiel d’écrire les équa-
tions de la Physique mathématique sous forme invariante pour tout
changement des variables figurant 'espace et le temps. On sait que ce
résultat s’obtient en partant d’une forme différentielle quadratique;
celle-ci se trouve aussi & la base des recherches de IE. Cotton se rappor-
tant & la théorie invariantive des équations linéaires aux dérivées par-
tielles du second ordre. Dans ce Mémoire, nous montrerons qu'il en
est encore ainsi pour les équations d’un ordre quelcongue. En étudiant
I'équation adjointe, on est amené a faire une remarque importante :
tout I'algorithme se réduit a des dérivées variationnelles. Rappelons
que ces dérivées fournissent les principes extrémants de la mécanique,
de l'électromagnétisme, de la gravifique, de la quantification. Celte
opdration varialionnelle établit donc un lien entre les fondements de
la Physique et ses méthodes d’intégration.

1. Equation linéaire d’un ordre quelconque. -— Pour fixer les idées,
considérons I'équation générale aux dérivées partielles du troisiéme
ordre, el posons

(1) FU)y=0.U+0d,U+ 0,U+DU=E.
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Les symboles qui figurent dans (1) sont définis comme suit :

d o
(2) O,U= E(nu\ )

m

ou

()

Les fonctions contravariantes A** sont symétriques par rapport aux
indices a, 3, v; le symbole m représente un multiplicateur ou facteur
de densité. Dans (3), nous avons introduit la dérivée covariante

(5).= o ~ 2]
dxg ¥ deg dzy T ke Jz; By /}

Les indices z, 3, y,  prennent les valeurs 1, 2, ..., n. Les accolades
de Christoffel qui figurent dans (4) sont déduites du tenseur contra-
variant symétrique B*%. Ce tenseur sera utilisé, en outre, dans

(1)

- )
(%) . U.—7}_¢ J;—';(mB“),
o
RN U
(6) B“=%Bzﬁ.m

Enfin, dans (1), nous avons posé

U
(7) O, L_ZC“ o‘xa

Pour indiquer la variance par rapport & un changement quelconque
des variables indépendantes z,, ..., #,, nous avons utilisé ci-dessus les
notations classiques. Ainsi, les lettres majuscules imprimées U, D,
indiquent des invariants (au sens élargi de S. Lie); les symholes A%
B= et C* représentent des grandeurs contravariantes; etc. 11 en résulte
que les divers termes qui figurent dans (1) sont invariants. Pour n’in-
troduire dans (1) que le nombre strictement nécessaire des coefficients,
‘nous avons ulilisé les dérivées covariantes (4) attachées & la forme
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quadratique invariante

(8) ’ (ds)= 2 Z.B,pfo“ oxB.
o B

Si le discriminant de cette forme n’est pas nul, on prendra, en géné-
ral, pour m, la racine carrée de ce discriminant. Les m*B** sont les
mineurs des B,g pris dans ce discriminant.

On remarquera quc la forme invariante (1) s’étend immédiatement
aux équations d’un ordre quelconque. '

Nous pourrons écrire, aprés quelques calculs, I'équation (1) sous la
forme habituelle, non invariante,

U JU _
(o) F(U)= ZEEPMMMW bab Gy omg " o, ]*“IU ¢

ou les coefficients symétriques 48+, hap ainsi que ¢, seront donnés par

a8y = A=By,
o d(mAEYy  m ~§8) o 5
]i:xl’i:: ;; [T~;z<AaYg€7‘+.\BEY €7§>]+B1 )
(10) 1 :
(m Aéﬁ‘rg %)
d(m B“I“)
Tm Z 2 2 T dzy m 2 dx
Y 5 g

On aura, enoutre, d=D et e =E.

Sil'on se donnail, a priori, les coefficients a,g., bag, ... de 'équa-
tion (g), le calcul des B3 exigerait I'intégration des équations aux
dérivées partielles qui figurent dans la seconde ligne de (10). Mais on
pourrait éviter cetle intégration en introduisant une nouvelle forme
quadratique que I'on se donnerail a priori; celle-ci permettrait de cal-
culer les accolades qui se trouvent dans (10). Dans la suite de ce
Mémoire, nous ne ferons usage que de la forme (8).

2. Equation adjointe. — Retournons a 'équation (g) et, pour sim-
plifier 'écriture, adoptons les notations

(1) _9U _ QU ___ou
Pe=0x,  PE= 0rdey’ PR Uy dwg 0wy
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En introduisant une nouvelle fonction V, on aura

(12) VE(U)= 3 B D [Vaapypagy+ Vbaspas+ Veapa] +d UV =V,
« By

Par intégration par parties, on aura d'abord

P {m Y a8y pas) d(mY ayp.,
(13)  mVF(U)= 222[/ m (/fj:;ypaﬁ — Pas ( dw?a(ﬂ_)]

« By
d(mN bgspg) d(m\ byg)
-+ Z ; [ dzg P decg
a

+2"d(m\'caU) d(/nV(a)]

dxy dxy

kn répétant I'opération de I'intégration par parties, on aura enfin

) oty O[mVE(U)] d(a).
(13) mYF(U)=U ==+ ¥ T drg '
&
Explicitons ces notations condensées. La dérivée variationnelle

oll
indique une dérivée partelle par rapport a U généralisée comme suit :

. o __ 4 d J
(13) EUZDTJ—‘EE(\%) ZZ(IUL“(IJ;;(()[/GB)
-3

J
- Z % Z drg (I.rg dxy (1)[)&,‘1?/ o
-3 ke

r_* /4 (1 . A . N . .
La dérivée — doit étre prisc totalement par rapporl a x,; ainsi, on
dxy ’ )

aura
df 4)/' a9f
(16) ‘7.'2?—“ = d——- a+2 f)[)ﬂ g+ ; Z —()[}BY PaBrs

ol f représente une fonction quelconquc des x,, ..., x,, de U et des
dérinées P2y Piy - - (3, Y=1, ..., n). Dans la formule (14) cette
fonction / devient mVF(U).
Donnons maintenant la valeur de (@) qui figure dans (14). On aura
- _ 1 8[mVFe(U)] N d[mVF,s(U)]
(7) (""—L“__au_*J"ZP U

4 2 ZPS*{ o[m\’l*og(iy U)]
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ot I'on a posé

Fo(U)= 2 2 Zasy PRy + 2 baypy+caU,

R

~
H

Falﬁ',?(U ) = aap~'/U;

Effectuons les calculs indiqués au second membre de (14). On trou-
vera successivement, en se reportant a (1),

3[mVDU] =+mVD
oU ' v
(mVOU]_  d(mVCY
oU - dz,
-2
.
(19) ¢l<2m gl- B“ﬁ)
o[mV [J,U ]__+2 8 8
oU = dxy ’
o«
[mVO,U] _  dar
\— U - dry’
-3

ot I'on a posé

d (m 2—— A“ﬁY)

(20) E%; ‘—*-—d‘;E—"———*—ZIn——-ApYE%E/}

On démontre aisément, grice au calcul absolu, que les fonctions @*
sont contravariantes tensorielles. De méme, on verra que toutes les
expressions qui figurent dans (19) sont des multiplicateurs; il suffira
de les diviser par m pour obtenir des invariants.

Posons
o= zm 2 g,
21
(=) = mVC“,
M= mYD.

Journ. de Math., tome VII. — Fasc, 11, 1928. 23
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On aura donc

o[m\ F(U)

(22) _-—2 d—‘ﬁ—[—aa-*-asa-e“]-a-o).
Ta
-3

Par définition, nous dirons que

1 8[mVF(U)]

(23) G(V)= — U

est la fonction adjointe de I'(U). On voit que c’est un rneariant.
‘n vertu de (22) et (23), on aura -

‘ I
24 )= — 2. — A% B — ]+ — D,
(24) d"cc + ] m

L équation adjointe de (1) sera, par définition,
(25) G(V)=

Les calculs qui nous ont fourni (19) ont été considérablement sim-
plifiés en utilisant systématiquement 1'identité

(26) | 30 (;;C>E°

ot1 la dérivée totale par rapport a a, n'est autre cue celle qui est expli-
citée dans (16). Pour vérifier cette identité (26), on n’aura qu’a uti-

liser (15) et (16).

3. Idenuité fondamentale. — Grice a la fonction adjointe (23), la
formule (14) s’écrira
1 d(oc).

m dxy
o

(27) VF(U)—UG(V) =

Rappelons que les («) sont donnés par'(17) et (18). Nous désigne-
rons la relation (27) sous le nom d'identité fondameniale.
Multiplions les deux membres de (27) par

(28) - 0S,=miz,... oz,
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st
o

et intégrons dans une variété n-uple; d’ott

(29) . f [C.V]dS = 2‘2;3 0z, ...0x,

ot ) -uple
n-uple re-uple 2

ou nons avons posé
(30) [U.V]= VF(U)— UG(V).
Reportons-nous & (17) qui fournit la définition de («), et effectuons

les calculs; en utilisant I'identité (26), on obtient, aprés réduction,

l)m A“Gﬁ; g A‘ﬁ‘(

(31) (a)-z—UVI:m( °‘+ >]
()LY

+ U '_)\_[‘,,,Buﬁ_;.i’f(,\aeyg5%_,_,\{357‘ @ ;)_*_ M]

drg [ ey dzy
+ Y -(Z—[—J-[ m Bk m(/\"Yg 2+Ap7} }\):l
ﬁ U oV ) U N 2V
— apy 1OV ! - af .
N g Moy AT ey A Gy

Dans (31), l'indice « est fixe, tandis que 3, v, ¢ prennent chacun les
valeurs 1, ..., n. Pour faire apparaitre la variance, groupons conve-
nablement les termes de (31); d'odt

(33) (a)= UVmCi4 mBaB V_(ZI.{ —U ()V) mASBY U
; dzg dxy

: 0*U ()6 o
f T —— e —— a— S—
+ Vm AsBy I: Jog e, O, % 5 }]

ov

OmA%BY ——

+U [———fgﬂ’ A mAﬁEY; * C]
().Z'Y dxg 7§

d e G A St 4))

+
()xy

Substituons (32) dans le sccond membre de (29); remarquons que
le dernier terme de (32) dérivé par rapport & , et somm¢ par rapport
a o disparait identiquement; d’olt

~ dm P
33 oz, ...0x,.
( ) ﬁuplez dz, ‘:v‘
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ou I'on a posé

Ju av JdU oV
/ Pa: a OLB —
(34) = UVCs4B ( Tza g U ()%> Ay =— dxﬁ P

U
T H)

U(dmA by "‘; N l>
-+ - oz, 4+ mAPey — d ey |

On voit immédiatement que P* est contravariant.
I’expression qui figure sous le signe d'intégration de (3) est une

différentielle exacte n-uple au sens de H. Poincaré et E. Picard (');
ici elle a la forme d’une divergence; on aura donc

. d(mPb®) |
(35) f E———.—ox...(?x,,
n-uple day ‘

:-_'_—.f 2(~ 1)*mP*dz, ... 02y, 0xyry ... 0%,
(n—1)-uple

Substituons dans (29); d'otl

J\n—l)-uple

(36) f [U.V]aS, EO[‘ Z(—l)ar;zl)“c‘)x,...axx_, O%yiy ... OXy.
. n-uple o

On s’assurera aisément (*) de ce que I’expression

(37) 2(-—1)“mP°‘6x,...6xa_, O gpy + « + Oy, (a=1...n)

o

qui figure sous le signe d’intégration du second membre de (36) est
ineariante.

Il sera souvent utile de faire intervenir les équations de la fron-
tiére (n — 1)-uple écrite dans (36). Pour simplifier, représentons cette
frontiére par

(38) flz, ..., z)=0.

(1) E. Prcann, Traité d’Analyse, t. {, Paris, Gauthier-Villars, 1891 (voir p. 14).
(?) On pourra consulter ma Théorie des Invariants intégraux, Paris, Gauthier-
Villars, 1927 [voir p. 88, formules (301), (303) et (304)].
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Posons
(39) S = (—1)% m ng'f 0z, ... 00y 0Ly ... O2n,
0,
ol :
- af of
(40) Aif.:z%Bapd—i';'d_iB.
o*

Cet invariant n'est autre cue le parametre de Lamé.
Introduisons aussi les composantes covariantes du vecteur normal

9

dzry

Va,f

Nous admettons donc que le paramétre de Lamé n’est pas nul sur
la frontiére considérée (*).
Substituons (39) et (41) dans la relation fondamentale (36); d'ot

(42) f [U.V]88,= O (EPaN,,)as,,_,.
. %

(40 No=

n-uple .. {n—11-uple

Posons

(43) | Py= ¥ P*N,;
o
d’ol, enfin, I'identité fondamentale, sous forme géométrique

f [U.V]6S,= Py 3Su_..
n-uple (n—1)-uple

Pour obtenir la valeur explicite de Py onn'aura qu’a substituer (34)
dans (43); on obtient

E=N
~

< . Y avV\ 9(UV) U 22V
A > = — e — — ——tn ———— ———n
(45) lN_U\(JN+(V IN UdN) IN +Vsz +U PRE

(1) Cette restriction devient inutile si, dans les définitions (39) et (41), on n'introduit

pas VA f.
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en posant
Cy= Y, CoN,,
31\3~2>_B“f‘—m,a =S I,
(46) | d/(()Li\]JV)‘ZEZA“Wﬂ;-&N
ZI‘P *ZZZA”Y(’)U)VN:.
: ‘
dl,ZE%ﬁZZZ dﬁ-ﬁf—:—(%-—i—z LABer ()\6;;; N,

Toutes ces dérivées normales sonl invariantes; chacune a donc une
signification intrinséque, indépendante du choix des variables z, ... ,.

4. Réciprocité. — La relation (23) définit la fonction adjointe G (V)
de la fonction F(U). En répétant cette opérationsur G(V) on obtient
la fonction adjointe

1 3[mUG(V)]
m oV

(47) - IU)=
On vérifie aisément, grace a l'identit¢ (26), (que
(48) I(U) = F(U).

C’est en cela que consisle la propriélé de la réciprocité. Elle peut
s'énoncer : I'adjointe de I'adjointe de F(U) n’est autre que F(U). Il
en résulte que mF (U) peut s’exprimer au moyen d’une dérivée varia-
tionnelle.

B. Fonction associée. — 1] sera ulile de considérer aussi une autre
fonction invariante

(49) G(V)=[0,V+V.V+ DV,
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ou
(50) V,V= “dea[ Emﬂﬁ% —-mC“V]

Nous dirons que G*(V) est la fonction associée de F(U).
En procédant comme au paragraphe précédent, on trouvera l'iden-
lité remarquable

(51) f [VF(U)— UG*(V)+ K (U, V)]3S,
Heuple

r »>U Y ()(UV)
et umo[\ P E i

+ chﬂ]as }

ol I'on a conservé les notations (46); on a posé, en oulre,

- ouU ou /avy\
(952) K(U, V)= ZJ'EEV‘AO‘BY[(’J«(W?) EE:(‘V@)(I

et
- J(UV)y . 0JV . JU

Si I’on remarque que K (U, V) est symétrique gauche I;ar rapporta
U et V, on déduit immdédiatement de (51) que - 4

1

(54) :f [VE{U)+ UF(V)— UG"(V)— VG*(U)]
“puple

_ ;4 l’()(UV)

. lz\-'(:_\.] 38,
“in--1)-uple t. ()N 1

Remarquous enfin que la fonction associée jouit aussi de la pro-
priété de la réciprocité; donc, I'associée de I'associée de F(U) n’est
autre que F(U).

6. Equations de Buhl. — Dans tout ce qui précéde, le multiplica-
teur m n’était assujetli qu’a satisfaire & la condition de variance

()
iz’

(55) m=m'

n

LT est le déterminant fonctionnel des nouvelles variables z, . . .z
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par rapport aux anciennes z, . . .2, ; le symbole m’ représente la trans-
formée de m. Comme nous 'avons dit, il sera souvent utile de prendre,
comme multiplicateur m, la racine carrée du discriminant de la forme
quadratique (8). Cependant, dans certains problémes d’analyse, il
sera plus avantageux de prendre, pour m, un mulliplicateur de Jacob:
ou un multiplicateur de Jacobi géncralisé. Clest ce ui se présente dans

I mtegranon des equatwm de Buhl Nous dppelonsamSI toute equatlon
de la forme (')

(56) F(U)zz 20,/1‘(15{/[}4—21'1,\'1“+r:U:d (hLj=1, ..., v<n),

ot I'on a posé
U

iz,

(57) X U= X¢ (=1, ..., n).

Nous admettrons que le systéme
(78) X;U=o (Fr=1.....v)

est complet et que les v équalions qu'il comprend sont dislinctes. Les
coefficients ¢;;, c;, ¢ ainsi que ¢ qui-figurent dans (56) sont des fonc-
tions de &, . . .#,. On n'a pas nécessairement c;; identique  c;;.

“En général, I'équation (56) sera du second ordre. Si I'on prenait
plus de deux opérateurs, X;X;X, U par exemple, on obllcndlalt une
équation d’un ordre supérieur au second.

Proposons-nous d’écrirc I'équation (56) sous la forme incariante (1).
Iciles A** sont nuls, ct 'on aura

(59) F(U)=0.U+O0,U+DU=EL,

ot les symboles (0, U et 0, U sont définis par (3) et (7). Tous calculs
faits, on aura :

1 -
(60) BNBE—Z-ZZCU(X;?‘X?-F X2X8)

(1) Ad. Bunt, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles et la théorie
des groupes continus (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5°¢ série, t. X,
1904, fasc. 1, p. 85-129); votr spécialement I'équation (3).
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et
. 0 (0X% s OXE L,
(61) = %22[ ;/1'(()‘”)\‘ ().Lg\f>
i

8 8
1! (31/<\ IX; + X¢ 24 9X; )
2 ()Lg ().Lg

‘ l()(l, p p I3
— 3 ong (XE X%+ XEXE)

lvl-

e (XFXelogme + XX logm) 4+ ;X ]

(6o /=1, .. ,9¢n;a, =1, ..., n).

Retournons an systéme complet (58) et supposons qu'on ait la
structure

. N (9XF B oxX? iNa Co g o
(62) %(-{WXL ‘)”3 \f‘) AZ:.,‘.\,‘ (6 [, h=1,.., ).

Nous avons montré () que le systéme complet (52) possédera tou-
jours un multiplicateur (de Jacobi) généralis¢ m, que nous avons
défini par le systéme d’équations

3
(63) ,\';log:;ln:—-[z(f)‘: +Z(,‘]
i

Quand on aura trouvé un tel multiplicateur généralisé m, il y aura
avantlage a l'introduire dans (61); il en résultera de grandes simplifi-
cations. On aura

(6%) %= 22[1,,2 ./_X%_“,.ka;;_*_‘,{‘kx?)

—~ (Xee) N&— (X N2 ]+2,;-,..\7.

i

On voit immédiatement que C* prendrait une forme encore plus
réduite si le systéme (58) était jacobien, alors tous les ¢}’ seraient nuls.

(1) Th. De Doxper, Sur le multiplicateur de Jacobi généralisé (Bull. Ac. Roy.
de Belgique, Cl. des Sc., 1908, p. 795-811).

Journ. de Math., tome VIL. — Fasc. 1I, 1928, 24
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Siv=n, l'inverse du déterminant des X?(«,i=1...n) sera un
multiplicateur généralisé m.

Remarquons enfin que si 'on a un multiplicatenr généralisé m du
systéme complet (58) ainsi que (7 — v — p) solulions distinctes, on en
déduira (') immédiatement [’invariant intégral p-uple

TH. DE DONDER.

0,2, 0,y

0T, 5, Tp
- y

X! X}

N m . v

( 6H ) —_— X., X., ’

A Ny "

Jdy, ' do,

dx, ax,

Ay TP
Jx, dz,

ol 'on a posé

(66)

Q... Qpoy—y)

()(.Ta‘ e "L'a,,..y_,p) -

() o Oy p==T...R).

LLa sommation X cst étendue & Loules les combinaisons (n—v —p)
a(n—v— p)des nombres 1, 2, ..., n. On pourra aussi écrire (65)
sous la forme intégrale

Xi X
Xy Xy
(67) /ﬁ E (— l)“"*ﬁf"""“ﬁ' ﬁ"l_’_’_ V. _{)_qo_l 5.2‘(5’ ves 5.1'5’,
A b, Jdz, Jz,
0u up !)q?,,_v-,,
ox, °r Jdz,

(By...Bp=1...n).

(1) Th. D Doxpes, Sur le multiplicateur généralisé (Bull. Ac. Roy. de Belg.,
Cl. des Sc., 1910 (voir spécialement § 16); Applications du multiplicateur génié-
ralisé (1bid., 1909; voir spécialement le paragraphe intitulé : « Application aux
invariants intégraux»).
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SiTon prend v =p =1 el n=23, on retrouvera le théoréme di a

M. P. Appell ("), qui permet d’éerire la propriété du dernier multi-

plicateur de Jacobi sous une forme symétrique par rapport aux
variables z, . . .z,. '

(") P, Avpert, Comples rendus de U'dcadémie des Sciences, Paris, séance du
4 novembre 1912, On trouvera une premiére extension du théoréme de I, Appell
danz ma Note parue dans les Comptes readus, séance du vo {évricr 1913,



