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FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 337

Sur les dérivées et sur les différences des fonctions

de wvariables réelles,

Par A. MARCHAUD. ' )

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour objet I'étude des relations cntre les pro-
priétés différentielles des fonctions de variables réelles et celles de
leurs différences, considérées comme fonction des accroissements. 11
s’agira non seulement des dérivées enticres, mais aussi des dérivées
généralisées de Riemann-Liouville. Les deux premiers Chapitres sont
consacrés aux fonctions d'une seule variable. Le dernier traite, pour
simplifier, des fonctions de deux variables; I'extensidbn & un noml)re
quelconque de variables se ferait aisément.

Dans le Chapitre premicr, je donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence de dérivées continues jusqu’a un ordre
entier ou non, et leur expression par une intégrale définie, qui expli-
cite la variation continue de la dérivée avec l'indice. Ces résultats
sont nouveaux. Ils s’obtiennent en considérant la dérivée comme une
intégrale d’ordre négatif, aprés avoir transformé P'expression de 'in-
tégrale d'ordre « de maniére qu’elle puisse conserver un sens quand
on y remplace « par un nombre non positif. Par exemple, pour que
la fonction f(x), continue dans (o, 1), admette dans cet intervalle,
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ouvert 4 gauche, des dérivées continues jusqu'a 'ordre o inclus, il
faut et il suffit que I'intégrale

ft—OH [f(x—t)— ll.‘f(x_gt)+ Mﬁ:_')f(w--?,t) —-] dt (a<<n)

soit uniformément convergente dans tout intervalle (82, 1). Et 'on a

[”t‘“"’ [f(.z'—t) —2f(e—at+ ...]dz

(a'Set).

[ (z)= —
f t—%—te~t(1 — e=t)r dt
0

Dans I'intégrale du numérateur, f est prolongée par zéro 4 gauche
de l'origine.

De plus, en substituant 4 &’ un nombre négatif — 3 ou zéro, on
obtient au second membre I'intégrale d’ordre (3 de f(x) ou f ().

Enfin, on peut remplacer les différences par des combinaisons
linéaires beaucoup plus générales.

Au Chapitre II, je commence par étudier les différences envisagées
au point de vue de leur ordre infinitésimal par rapport a I'accroisse-
ment, plus précisément les fonctions w,(2) définies de la maniére
suivante :

Soit f(x) une fonction bornée dans (o, 1), w,[8, f(z)], et plus,
briévement ,(¢), désigne la limite supérieure de la différence
| A} f() | pour tous les couples (x, £) tels que les points z et x + nh
appartenant a lintervalle, on ait |£|S¢. Pour une fonction continue,
w,(2) est ce que M. de la Vallée Poussin (') appelle son module de
continuité.

Utilisant alors le théoréme fondamental du Chapitre 1, je retrouve,
en la complétant, une proposition déduite par M. P. Montel (*) des
propriétés de I'approximation d’une fonction bornée par des poly-
nomes :

(") De LA VaLree Poussiy, Legons sur l'approximation des fonctions d’une
variable réelle, p. 7 (Gauthier-Villars).

(*) P. MontEL, Sur les polynomes d'approximation (Bull. de la Soc. Math.
de France, t. 46, 1918, p. 163).
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La fonction f(z) admet, dans (o, 1), toute dérivée continue dont
Pordre « fait converger l'intégrale [ 7' w,(t)dt. Lorsque n est la

1]
partie entiére de a« +1, w,[d, f1*/(2)] est au moins de 'ordre de
5

f £=at g, () L.

Dans le cas contraire, la limitation est un peu moins simple. Si
I'intégrale diverge, avec « <=, la fonction ne peut admettre de
dérivée bornée d’ordre supérieur & «.

Pour terminer, je donne, sous une forme un peu différente, un
théoréme de M. L..-E.-J. Brouwer ('), et une application & la dérivée
seconde généralisée, comprenant comme cas particulier le théoréme
de Schwartz sur les fonctions linéaires.

Dans-le Chapitre III, on trouvera I'extension des résultats obtenus
au Chapitre précédent, quand on fait des hypothéses sur une scule
différence mélée {;\){' (z})’a’ f(z, y) dans le carré (A) = : zij’é: :, la fonce-
tion f (&, y) étant supposée uniforme et bornée dans ce domaine.

Il est nécessaire, au préalable, d’étudicr certaines fonctions particu-
liéres, qui jouent ici un réle analogue & celui des polynomes dans le
cas d’une seule variable : celles pour lesquelles la différence précédente
est identiquement nulle et que j'appelle pseudo-polynomes. De méme
(u"un polynome satisfaisant & I'identit¢ A f(x)=o est défini quand
on connait sa valeur pour un ensemble de n points, un pseudo-poly-
nome est complétement déterminé par ses valeurs sur un réseau.
J’appelle ainsi la figurc représentée par les relations
jogzsn|

R,(2)Sp(ry)=o, lo<y<r |’

ou R, et S, désignent des polynomes de degré égal a I'indice, ayant

toutes leurs racines réelles et appartenant a I'intervalle (o, 1).
Comme dans le cas d’une seule variable, on définit, & partir de la

diftérence A” A" f, une fonction ®, (3, ). On démontre alors que, si

(') L.-E.-J. Brouwer, Over differentie quotienten en differential quotienten
(k. Ak.v. Wetensch. te Amsterdam, juin 1908, p. 38-45).
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Pintégrale f f t*'u='w, (¢, u)dtdu converge, la condition néces-
8 2,

saire et suffisante pour que la fonction admette toutes les dérivées
continues

D =pn. (2555
est qu’on puisse Lrouver un réseau (n, p) tel que la fonction donnée
posside sur les droites du réseau paralleles & Ox des dérivées con-
tinues D) et sur les paralléles 4 Oy des dérivées continues D.(,,%') (la
conlinuilé est entendue par rapport & la variable de dérivation).
Enfin, je termine par une application au cas ot I'on fait des hypo-

théses sur deux différences A™ et A”, ce qui permet d’étendre une pro-
(x) ” '

position due & M. P. Montel (*), et la généralisation du théoréme de
M. 1..-E.-J. Brouwer.

La plupart des résultats contenus dans les deux derniers Chapilres
ont été communiqués a ’Académie des Sciences () (24 mars 1924,
28 avril 1924). 1ls avaient été obtenus par une méthode différente de
celle du texte.

Je suis heureux d’exprimer ici ma vive gratitude & MM. Henri
Lebesgue et Paul Montel dont les conseils ct les encouragements m’ont
¢Lé trés précicux.

CHAPITRE .

DERIVEES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE REELLE.

I. — Intégrale et dérivée généralisées de Riemann-Liouville.

1. Pour commencer, rappelons les définitions et les principales
propriétés de I'intégrale et de la dérivée généralisées. Ces notions,

(') P. MoxteL, Mémoire cité, p. 191.
(?) A. Marcaauvp, Différences et Dérivées (Comptes rendus des séances de

I’Académie des Sciences, t. 118, 1924, p. 1057); Différences et dérivées d’une
fonction de deux variables (1bid., p. 1467).
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dont la premiére idée semble due a Lelbmtz ont été précisées par Liou-
ville (*) et surtout par Riemann (?).

On sait que ce dernier appelle intégrale d’ordre « (> 0), d'une
fonction f (), l’expression'

s =iy [ o s @d= g [ e,

ot @ désigne une constante et I'(2) la fonction eulérienne de seconde
espéce. Lorsque o est entier [ est, comme on le voit facilement, le
résultat obtenu en intégrant /() « fois de suile a partir de a.

La dérivée d’ordre a, (o > 0), se définit par la relation

D& f(x) =D Ip-% f(z)= % liz=a) f(z) n>a.

Ille est indépendaute de entier n et se réduit & la dérivée ordinaire
pour = enlier [n° 3].

Ces fonctions dépendent, en général, de la constante a, qu’il sera
commode de rappeler en indice. Lorsque, dans une question, elle sera
fixée une fois pour Lloutes, nous utiliserons les notalions plus
simples f, (x) et f'*(x) respectivement -pour 1Y f(x) et D¥ f(x).
Celles-ci permettent de représenter sans ambiguité, la valeur prise
par l'intégrale ou la dérivée, quand on donne & x une valeur parti-
culiére. On remarque, en effet, que f.(x~+ /) n'est pas égale &
19 f(x+ h), mais a [, f(x+ h)

Enfin, on posera :

O f(z)=fo(z) = f(z), DOf(x)=\"z)=[f(2)

Me bornant au réel, je supposerai x 2 a.
Dans certains cas on peut prendre a =— . Par exemple si

Sf(z)=¢e** | (k>o).

(*) Mémoire sur le Calcul des différentielles & indices quelconques (Jour=~
nal de I’Ecole Polytechnique, t. 13, 1832, p. 71).
(*) Euyres complétes, E. Weser et Droegino, p. 331-344.
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On a, pour cette fonction,
l L]
1(®) b — e (o1 gk (2—2) ¢t — f—% gk
—® T(a) £ . ¢

et
. D(-fo)ekz= D(n) jpoa—n ekx= k* e"’.

C’est d'ailleurs cette derniére relation, extension de 1'égalité
D(n)ek:c__. fen e/‘x’ .

qui sert de point de départ a Liouville.

2. Suppoéons /S sommable et bornée. On démontre aisément I'iden-
tité fondamentale
(n I f(2)] = 1g+ f(2).

Le premier membre s'écrit, en effet,

— o =1 T %—1
I‘(oz).l‘(a').[ y "‘f“ (2 —t—u)*= f(u)du

1 x xr—u - ot
_W[ ffu)da[ (2 — u— )% dt.

Ce qui donne, en posant ¢ =¢ (z — u),

r(“——)—'l——r(a,)‘/”‘ (x—u)“*‘“"“f(u)du‘/o‘ v“'—‘(|—v)“—'dv:p.l;f“‘“"f(w);

ou i désigne une constanteindépendantede fetdea. En prenant f=e¢~,
a=—w, on voit qu’elle est égale a 1.
S(x) étant bornée, I f(x) est continue. On déduit alors de (1)

que I f(z) admet toutes les dérivées d’ordre entier inférieur a B,
avec ‘

(2) DIIP f(2)=1{" f(2)  (P<P)
Ces dérivées sont continues. Lorsque J3 est entier la dérivée d’ordre {3

existe « presque partout » ; partout, si /(&) est continue.

3. Placons-nous dans cette derniére hypothése, et considérons
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maintenant la dérivée d’ordre a. La relation précédente montre que
D@ f(x) ne dépend pas de l'entier n, et se réduit a la dérivée ordinaire
lorsque « est entier. Elle se généralise aisément. Soit <3, on a

D@ 1P f(2)=Dm K91 7 (z) =Dm l‘,,"*“‘“’ J(z),
c'est-a-dire
(a") DRI f(2) =1 f(@)  («<P).

Ces dérivées sont continues.
Si la dérivée D¥ existe en un point x,, 11 en est de méme de DY,
quel que soit @’ < x,. On a, en effet,

1= £(z) = 1~ f () + 1—,(—nl_:—a-5f (z— )= f()de:
d’ou '
D f(z)= (“)f(x)“" T a)f (x—1t) * f(¢t)de.

Un calcul immédiat donne

—a)f

18 = @ 3 B20).

On en déduit

(z— a)ﬁ n) [~ 73 [ — D(» (z —aymb-a
D(a“’r(p =X ,'la Ia'l——D I‘(n+f3——“+l)

et, par suite,

w(z—a)P (z—a)b-=
(3) D(“)I‘((3+|) TB-—-a+1)

Faisons B =o. Il vient

xr—a)®

D)= E=8 ",

S(1) Ti—a)

On voit que la dérivée d’ordre non entier DY est en général infinie
pour = a. :

A. Si f(a) admet dans (@, a,) une dérivée bornée d’ordre entier r,
toutes les dérivées DY, («’<r) existent et sont continues dans I'inter-
valle ouvert & gauche.
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En effet, /" (x) est sommable, et I'on peut écrire
Sr=(z) =13 fol(z) + fr1) (a),

ce qui donne, de proche en proche,
r—t
—_ ]
r@ =1 @)+ 3 E72 o),
[
D’outt 'on déduit, en utilisant les relations (2') et (3),
(& D‘“’f(x)—l"‘“”f"’(x)+2 r————(w, ,)f"(a)

La propriété subsiste quand on remplace r par un nombre non entier .
Considérons D f(x). Comme cette dérivée est en général infinie

pour x = «, je me placerai dans I'hypothése ou elle est bornée dans un
intervalle (a', a,) intérieur a (a, ;).
Désignons par r la partie entiére de «, et posons

I+ f(2) = F(=).
Ona
DP f(z) =Fr+i(z).
D’autre part, on peut écrire
r i
F(z) =15 Fo+) (z) + F(a') +2 £fTa)"F“’(a')
et
— [(r+1—a) ! ‘ -
Fa) =14+ “f(w)+r(r+,_a)£ (@— 0= f(0)d.
Ce qui donne
r Ny »
I‘a’-*“""f(x)=I‘JZ“’F‘“”(“’)'*‘Zgi'i!_alm"(a’)+g(x),
1

en posant

§(2)=F(&) ~ g | (e = 0re S0
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Prenons maintenant les dérivées D!**~* des deux membres. Il vient

(, —_—a )H-a—l'—

f(z)=1%Fv+ (z) +Z TG+ oa— r)1 F)(a') + DU+—% g(x),
1

Pour calculer cette derniére dérivée, remarquons que g () admet, quel
que soit a' < < a,, une dérivée continue

r—2a

g [ o,

dont le module satisfait aux inégalités

g(z)=

. ! M r—o. 1’ M Iy r—o
lé’($)|§r—(r—_.—'_7:“—)[(‘”—‘) ]a<m($—a) ,

M désignant le module maximum de f. On voit alors ue la relation (1)
s'applique encore 4 g'(x). Il en résulte
L7108 (2) =T 1F" g'{x),

et comme g (a') =o,

: I g(z) = 1P 1E" g'(z).
D’oti I'on déduit
D g(2) =15 g' ().
Ce qui donne, en remplacant g’(x) par sa valeur,

r—«uao

— 1‘(‘1_’.).1‘(,._*_.!__“)‘/’; (x—u)a—r—ldul (“—'f)"‘“"'f(l)dt

(r—oa)

l‘(a—r).I‘(r+x~0¢)£ f(t)dtL (x-u)“-"f—‘(u——t)’"“-*du,

La premiére quadrature s’effectue

R (%

@
Ce qui donne pour la dérivée

(xz—a'yxr

I‘(«-r»r(rﬂ_a)fa (#— o) (a'— oy=* f(¢) de.
.

Journ. de Math., tome VI, — Fasc. 1V, 1927. 45
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En définitive, on a, quel que soit a’'< x < a,, la relation

z — (l' )t-o-a.—-r-

) S@)=19Dp f(z)+ D R (a)

Fi+eae—r)

’

(@t~ (@' =) f(t)dt.

a

(w —_ al)a-r
+ Te—r).Tr+1—a) J,

La différence f () — 13 D /() admet, pour ces valeurs, des déri-
vées entiéres de tous les ordres. Par suite, toutes les dérivées D f (),
et par conséquent DY f (), (o' < &), existent et sont continues dans
Dintercalle (a'y a)) ouvert ¢ gauche, pourve que DY [(x) soit bornée
dans (d'ya), a<d <ay.

M. Montel (') a établi ce résultat dans le cas ott D) est bornée
dans (a, a,). On peut alors prendre a'=a, et la relation (5) devient

x__a)t-ka—r—i o
T(i+a—r) F%(a).

() F(@) =10 f () + 3!
On en déduit l

D f (2) = 1= D f(2) + 3,
1

(x — a)t’+a—a’—-r—~l
F+a—a—r)

F) (a) (a' < ).

Pour que toutes ces dérivées soient continues en a, il faut et il suffit
que les F'(«) soient tous nuls, c’est-a-dire que (@ — @)™+ f(x) Ltende
vers zéro avec  — a. Ce qui a lieu nécessairement lorsque r = o.
Dans ces conditions, on a
D f(z) = Ig=*1DP f(x)
~Dig f (#) =D D f ()

Les dérivées d’ordre inférieur a « sont alors nulles en «.

3. La relation (5) ne permet pas de remonter de la dérivée a la
fonction, puisque le second membre contient f. Cela tient & ce que
nous avons pu intégrer seulement a partir de «'. Supposons mainte-
nant que D f(z) soit bornée dans tout intervalle (@', a,), ' < a; et
placons-nous d’abord dans I’hypothése ol »=o.

(") Sur les polynomes d’approzimation (Bull, de la Soc. math. de France,
L 46, 1918, p. 163).
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[.a relation (5) s’écrit alors

(.’L‘ _ a,)a . a’

S(z)=12DP f(x)+ o) Ti—a)J,

(x—t)y Y (a' —t)y> f(2)dt.

En posant
- t=ad — u(x—a'),

la derniére intégrale devient

"n—a

——l o - - ! . !
r(a).r(,_“)j; (14 u)tusfla—u(r—a')]du.

Sous cette forme, on voit qu’elle tend vers zéro quand @’ tend vers «
(z>a). De plus la convergence est uniforme dans tout intervalle
intérieur & («, a,). '
On peut donc écrire
f(@)=lim IZ DS f(z),
c’est-a-dire
S (z) =15 DY f(=).

Revenons au cas ol « est supérieur 4 1 et non entier. On a

D f(z) = DI DE=" f ().

Il n’est pas possible d’intégrer DI f(z) & partir de a. Mais r étant
entier, on peut écrire
r—1

Die= f () = 1 DR f(2) + 3, A2 2L,
[

i!

en intégrant r fois & partir de «,. Les A; désignent des conslantes.
D#=" f(x) étant nécessairement borné dans (a', a,), quel que soit ',
on oblient en définitive

r—1

(5" S(2)=1gn 10 DE f(2) + DA

. (x J— a)i-ﬁ-d-l'

Ti+a—r—+1)

relation valable dans (a, a,), sauf peut-étre au point a.
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II. — Transformation de Iexpression de Vintégrale d’ordre a.

6. Si 'on cherchait & définir directement la dérivée d’ordre o
comme une intégrale d’ordre — a, on serait conduit a poser

(3

D fo) =g [ =ty

ce qui donne une intégrale divergente (').

On peut transformer I'expression de I'Y f(z) dé facon qu’elle puisse
conserver un sens quand on y remplace « par un nombre négalif.

Je supposerai la fonction donnée f(x) définic dans Uintervallc (a, a,)
et prolongée par zéro & gauche de a. De plus, a étanl fixée, on utiliscra
les notations f,(x) et f1* ().

Ceci posé, on peut écrire

fa(x)f L% e~tdte :f e f(x—t)de,
o : 0
ou encore, apreés la substitution ¢| 4z (k> o),

fa(x)fwt“"’e"'"dt :f”t“_—‘f(m—-kt)dt.

Soient alors
’ k(, C[ (I::O, l,...,p)

2(p + 1) constantes, les %; étant positives et croissantes.
Par combinaison linéaire, on obtient

w P B )
x -1y Gretitdt :f ey Cif(x — kit)de,
Fal) f 2 , 0 2 o

ou encore

(8) . fa(x)fwt“f’qa(t)dt-_-fwt“"q)(w,t)dt,

. . . . 1 .
(') Si « est entier le coefficient de cetle intégrale —a et d’ailleurs nul,

(—a)



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 349

ou 'on a posé

r 4
(7) YO =N Ciet  g(2,0) =2 Cif (& —kut).

La convention f(z) nulle & gauche de a, a simplement pour but de
s1mphﬁer I’écriture. Autrement, le second membre de (7) devrait
s'écrire

T—1 xr—a

ki

e 4 -
f t“"@(x,t)dt—(—-ZC;f e f(@— kit)de;
0 . 0 r—a

k 14

o(a, t) n’est en effet vraiment défini, pour t>> o, que si

alz—~kpt.

7. L’expression de f,(x), transformée sous la forme (6), va nous
p ’ ’
permettre de considérer la dérivée f1®(x) comme une inlégrale
d'ordre — «, ct d’écrire
b

(8) f‘“’.(z)fw t-“-iup(t)dt:/”z—“*‘o(x, by de,

sous des conditions trés gériérales gui seront précisécs plus loin.
Tout d’abord, il faut évidemment que (#) soit choisic de¢ maniére
que l'intégrale du premier membre ait un sens ct soit différente
de zéro.
Posons

(9) y(u)r—f 1Y/ 3

Si cette fonction est définie pour d, elle est continue pour a<ea,. En
effet, les intégrales f ct f tendent vers zéro avec ¢ ct [~', uniformé-

ment, dans tout intervalle («,, «,).
Considérons la premiére. L'intégrale f t~%~'{(t)dt ayant un sens,
0

on a une inégalité de la forme

lfoe t‘“"’kl/(t)dtlén(e),
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ol 1(e) désigne un infiniment petit que I'on peut supposer non décrois-
sant (*). Le second théoréme de la moyenne donne alors

f:et—“—‘ np(g)dzl:e“«-“

e
f t‘“»“\p(t)dtl (o< e<e'<e)
e
et

fet"“—’ ¢(t)dt'§ an(e)e*—*<2n(e).
0

Quant a la seconde on a, pour [ >1,

I[wt—“—‘¢(‘)d‘| <[w|q,(t)|d,,

Et cette derniére intégrale est ¢videmment convergente.

Calculons maintenant y(«) en fonction des constantes k; et C;.
Désignons,comme nous le ferons toujours dans la suite, par » la partic
entiére de a.

Si y(a) a un sens, I'ordre infinitésimal de {(z), pour ¢ infiniment
petit, qui est entier, est au moins égal 4 r+ 1. Ce qui exige,

.
(10) 21{{10,:0 (j=o0,1,..., 7).
)

Supposons d’abord az<r. En intégrant r fois par parties, on obtient

V)= E T (e r)fo e e 1)

. (—I)"’H
T a(a—1)...(a—T) ),

« 4
t-a—o—rz K+ Cpe ki dt.
0
On peut maintenant séparer les intégrales. En faisant dans le coef-
ficient de C; le changement de variable (#;¢|¢), il vient

(— 1)r+r

p
r(e)= oo — x)...(a—-r)r(r_'_l-a)z ki G
0

(*) S'il en était autrement, on remplacerait n(¢) par la limite supérieure
de n(u) pour u<e.
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et enfin

»

<
(11) Y@ =T(—a) Y KC  (amr),

[

Pour calculer y(7), nous écrirons

(=1 T(r+1—a) k — k7
7(“)—05 a—1)...{a—r-+ri) a—r

LG,

In faisant tendre « vers 7, on obtient
(__ l)/'-H P .
(12) */(I‘):—;-!—-Z/({C;logki.
[

8. On voit qu’il est possible de choisir ¢(¢) de maniére que I'inté-
grale y(a) ait un sens et soit différente de zéro. Je supposerai qu'il en
est Loujours ainsi.

L’ordre maximum de ¢(¢), pour ¢ infiniment petit, est p. Dans ce
cas, les C; sont déterminés, & un facteur constant preés, par les k. On
peul prendre :
et v ky ... kBt

—4C kL R
(13) wo=|° " 1" '
et 1k ... Kk

Cette fonction ne s’annule que pour t=o. Iin effet, si I'on avait
d (¢£)=o0 pour ¢t 3£ o, il existerait p + 1 constantes, non toutes nulles :
B,A, A, ..., A,_,, telles que

Be =+ A+ Az +.. +A,_jar!

s'annule pour x =k, k,, ..., k,. Ce qui est impossible, comme on le
voit en prenant la dérivée p"™ de I'expression précédente.

L’intégrale correspondante y(a) est alors différente de zéro dans
tout son domaine d’existence (— oo, p) ouvert & droite.

La plus simple des fonctions § d’ordre p est évidemment

_ eti—ety=et—Cle* + Cle ™t —
Dans ce cas, . .

p(z, t)=f(x—¢t)—C) f(x—2t)+C2 fx—3¢t) —..
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Les fonctions ¢(x, t) sont donc une généralisation des différences.
Elles en ont d’ailleurs certaines propriétés (*).

III. — Conditions nécessaires et suffisantes
pour Vexistence d’une dérivée continue d’ordre « entier ou non.

-
9. S'il est possible de mettre la dérivée sous la forme (8), on doit
évidemment avoir '

(14) y(a)f(w)zf't—w vala, t)dt,

ol
»
cpa(x, l) :2 C[fa(w —_ kgl),
0
/« étant prise nulle a gauche de a.
Je vais établir cette relation dans ’hypothése ot f cst continue.
/ étant prolongée par zéro a gauche de @, on a
=1 [T(z— )y
fo(@) = gy [ (@= wpf da
et le second membre est nul pour 2 <a. On peut donc écrire

R r o xr—h;t
=/ z—a-'cpa(w,t)de=l-,—(‘;“—)2af eetde [ (@ — kit — ) f) du
13 0 € —0

ki
f(“)duf =1z — kit—u)*1 dt.
ve 4
La premiére quadrature s’effectue ct donne

x—ki€

»

M[t*“(m—kit—u)ﬂ%: (2 —u)™

—& — — k.e\*
— . = e (x g k,e)v.

(1) Par exemple : Si {(¢) est d'ordre n, ¢(z,¢) est nul pour tout polynome
de degré n—r au plus. Réciproquement, si o(z,¢) est identiquement nulle,
f, supposée contlinue, est un polynome de degré n —1 au plus. La premiére
partie est immédiate. La seconde sera démontrée en note au n¢ 410.
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11 vient alors

r .r—-k;e .
le= I'(ac|+ 1)20’5"“/‘: (2 —uy ! (z—u— ki) f(u)du;

et enfin, en posanl x — u =zl

aFr—a
[

»
[e:F(«'-;-.)ZC‘ . T (E— k) f(x —et)dt.

Remarcquons que cetie relation vaut encore pour o = o. En cffel,

A=t

o / 7
oz, t)dt= Cf ! f(x— kit) de,

ce qui donne, en faisant dans le coefficient de C; le changement de
variable £;¢|z¢,

-1

4 2
ZC,/ﬁ ' fx—et)dt.

i

Il ’agit d'établir la convergence de .. Prenons d’abord f(z)=1, el
soit J, I'intégrale obtenue. Si [ est un nombre compris entre £,

r—a
el

s on peul éerire

e—u P

Y / b €
_ 1 . * _ _ 1 ! C/ (l—A‘)a di.
Js_.l‘(a-q-n)z(”/‘_; e k’)“dl+l‘(a+l)[ Z

Il résulte des relations (10) que J; a une limite J poir e =o. En cffet,
sl o=r,

r
=Y Ci(t— k)

est nul; dans le cas contraire, le développement en ' donne,

pourt >k,

» j=o . p
t"zct(l—ki)“:‘—' it 2 (— l)ja(a—l)...(a—1+x)t_jz KC,
[

J!

j=r+1 0

Journ. de Math., tome VI. — Fasc, 1V, 1g27. . 46
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De plus, on voit qu'il est possible de choisir [ assez grand de manitre
que, pour £21, celle fonction conserve un signe constant — si elle
n’est pas constamment nulle.

En résumé 'intégrale

® P
1 — ~

est nulle ou infiniment pelite avee I-'.
Ceci posé, revenons a I.. La différence I.— /() J. s’Gerit

H,)Z(:f (L= k) e —et) — f(@)] dt

—-Il

a+l)f - ZCI (—k)*[f(@—et)— f(2) dt

Pour / assez grand le module du sccond terme est, dans Lous les cas,
au plus égal a

2M B _ 2M
ern¥) ! Ec,t—/r, ‘dtir(a NCEIRG

.

. .. Z —
4 condition ¢ue

dans (a, a,). ]
Soit alors q un nombre positif aussi peut qu’on veut. On fixera { de

a - , . .
surpasse [. [ M des1gnclc module maximum de f

maniére (ue ——-—- /\(1) soil inférieur & a =- Si f est continue a gauche

(

au point x, on pourra prendre ¢ assez petlt pour que le module du
. e p, e T
premier Lerme soit inférieur & -

Ainsi I, a pour limite J. f(x). Le raisonnement suppose 2 > a. Si
f (@) est continue dans (a, a,), la convergence est évidemment untforme
dans tout intervalle (a'y a,), a < a'.

Reste a calculer J. Pour cela il suffit de marquer que cette limite est
indépendante de /et de . En prenant f=¢", a = — o, il vient

,)
J.er— f =51 ¥ CexH d.
]
0
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Clest-a-dire
J=y(a).

La relation (14) est donc vérifiée quels que soient
a2o, a zxia.

Quand f(a)=o0 on peuat supposer u<x < ay, le second membre se
réduisant & zéro pour & = .

10. En remplacant /() par /.., (&), on a évidemment dans tout
Uintervalle

'/(“)fm—]--a(-l'):/ ‘tv:‘ Top g (a, A)d/-

Toutes les fois qu'on pourra légitimer »+ 1 dérivations sous le
signef(lu second membre, on ¢n déduira Pexistence de la dérivée

* d'ordre =, et son expression par (8). Clest ce qui anra lieu si I'inté-
grale

oz, 8)= / (=%Yoo (z, t)dt
esl unt formément convergente.

Comme o (:z, ¢) fait intervenir les valeurs de /& ganche du point ar,
el que, en fait, f(x) est définie seulement dans (a, a,), je supposcrai
la convergence uniforme dans un intercalle (o', a)) intéricur é (a, a,).
De plus je me placerai d’abord dans I'hypothése ot f(a)=o.

Posons

%

G(z. s):/' g, (o, ) dt,

La fonction f(x), prolongée par zéro 4 gauche de «, est continue
dans (—oc, a,). Par suite

,)
Ore1(2, L) :Z Cifr'+1(x —kit)
0

admel, par rapport & @, des dérivées entiéres jusqu'a 'ovdre r—-1
inclus, continues par rapport-a I'ensemble des deux variables, dans le
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: cavEsan|, : 1ioalid
domaine {150 (3CESONLIQ, ..y 0. 11 en résulte 1'¢galité
= )

8z )= 2 G(a,0).

Car les intégrales peuvent étre réduites & l'intervalle (s, a';(—a),
0

en dehors duquel tous les f;(x— £;t) sont nuls. On a donc
G(z, e)=15"g(, €) + P, (z; a', ¢),

ol P, désigne un polynome de degré » au plus. Mais il résulte de I'hy-
pothése faite sur g(x, ¢) que 17" g (2, ¢) converge, dans (@', a,), vers
15" ¢(x), en désignant par g(x) la limite de g(a, ¢). On peut donc

écrire ,
imG(z,¢)=G(z) =1y g(z)+ limP,.(z; &, ¢).
gd=0 e=0

Or cctte derniére limite ne peut étre qu’an polynome, comme le
montre la formule de Lagrange, soit : P(x, ).

Enfin / étant continue, g(x) P'est aussi, a cause de 'uniformité de

.la convergence. De la relation précédente, on déduit alors que :

f(x) admet dans (a', a,) une dérivée continue ['* (x)=D® f(x)
donnée par (8) — et par conséquent, pour «' < xLa, des dérivées con-
tinues jusqu’a lordre o [n° A]. '

Si §(2) a été choisic de maniére que y(a'), «'< 2 ne puisse s’an-
nuler, par exemple si (¢) est de la forme (13 ) les dérivées sont con-
tinues dans tout I'intervalle (@', a,). Le second théoréme de la moyenne
permet, en effet, d’affirmer la convergence uniforme, dans (a', a,), de

lmtegralef o (@, t)dt[n° 9](").

0 -

(") Voici la démonstration annoncée en note au n° 8.

Supposons §(¢) d’ordre n. Ona
d(o)=...=d"=Y(0) =0, ¢ (0)Zo0.

Posons
Gi(8) =224 (¢) — Y(2¢), P1{x, t) =2"¢(x, t)—o(x, 2¢),

¢y (¢) est au moins d'ordre 2 + 1. D’autre part si ¢(x, ¢) est identiquement nul,
il enest de méme de ¢,(z, ¢). f(2) admet donc des dérivées continues jusqu’a
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11. Les conclusions précédentes subsistent en partie quand on ne
suppose pas la convergence uniforme, i condition que g(x, ¢) reste
horné, quels que soient z et /S <. Dans ce cas, d’aprés un théo-
réme de M. Lebesgue, 15" g(, ¢) a encore pour limite I7*" ¢(z), Le
raisonnement se poursuii comme plus haut. Mais de la relation

(15) G(z)=1y*""g(z) + Pz, &), -

on peut sculement conclure que [ admet unc dérivée d'ordre a,
« presque partout » dans (a', a,). Cette dérisée est d’atlleurs bornée.

les dérivées d’ordre inféricur & « sont continues dans P'intervalle
ouvert & gauche. Les conclusions du n* 4 subsistent cn effet silFv+1 (),
bornée, est la dérivée d’ordre r+ 1 de F(x), sauf peut-étre aux points
d'un ensemble de mesure nulle.

Enfin, comme précédemment, si y(«"), &' < «, ne pent s’annuler,

les dérivées D /(&) sont continues dans tout (@', a,). Car d’une
relation

‘/ Ul (ay L) de | <A,
“
on déduit par le second théoréme de la mdyenne

e
| [ g (xy ) dt < 2A%,

*

12. Si Pon veu} assurer la continuité jusqu’en a, il faudra faire
une hypothése supplémentaire, car DI cst en général infinic pour
T =1,

l'ordre n inclus. Mais

I

P P ' .
o, t):Z Ciflx —kit)= (—:—!)—t"z KECfU (2~ kiBt) (o<BH<1).

n
D’ou ’
Itim oz, t)y =" (o) f1M(x).
=0

it, par suite, f (x) =o. Ce qui achéve la démonstration.
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Lintégrale g(z, ) s'écril
Nt X—ua

R & -
&z, e):f Lo (x, t)dt +2 (J,f % fle—kt)dt,

v r—a

k
avec

a+lyelalia,

Je vais montrer que i, quels que sotent x et ¢ satisfaisant a ces iné-
galités, la premiére intégrale est uniformément convergente, et si, de
plus, (x — a)™* f(.x) tend vers séro avee x — a, toutes les dérivées, jusqu’a
Uordre o nclus, sont continues dans (a, u,), et nulles en a.

Les conclusions du n° 40 subsistent quel que soit «'< «. Comme
g(a)=o, il suffit d’établir que g(x) tend vers zéro avee & — a, car
on pourra ensuite faive lendre @' vers a dans la relation (15), et utiliser
les résultats de la fin du n° 4.

Ona

Lt J—=1t
ki

_—n - .
g(z)= / I V(e t)dt +2 C,-/ £ flw— k t)dt.

=t
T
€
>, yoLhé -2 -1 ‘ e <. Lo < Z0p
Par hypolhcse,ft *“o(x, t)dt, pour a+ k,e<x, lend vers zéro
)

|
avee . Il en vésulte que le premier terme de g () a pour limite zéro,
pour & =a. Evaluons le second. Puisque (2 — «)™ f(x) Lend vers
zéro, on a une inégalité de la forme

| f(2) (@ —a)rn(z—a),

9

7, désignant un infiniment petil gqu'on peut supposer non décrois-
sant (').
On en déduit

(f(@— kit) S (& — kit —a)da(x— kit —a)S(z—a)n(z—a)
et

xr—a ) -t
r i P Tk
(x —a)* n(x——a)E]Cil " dt.
[l

Ec,f % fx — kyt)dt

XT—a
l'[l k/;

174N

(') Voir n° 7, note (').
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Ce qui achéve la démonstration.

13. Revenant aux hypothéses des n” 40 et 41, nous allons nous
débarrasser de la restriction f(a)=o.
Posons '

Jix)=/(z)— f(a),
et soit g(x, ¢) le résultal obtenu en substiluant, dans g(z, 2), / 4 f;

/ étant de plus supposé prolongée par zéro 4 gauche de @, dans g.
Ona

a—a

Ep 7 _
gz, )= t—“—’zCl[f(x——/f,t)—i—f(a)]dt
+3.C =2 [J (@ — kit) + f(a)] d.

14
Clest-a-dire, puisqucz Ci=o,
0

J—_a

P Ty
glr, 3):;,—’(1,8)+f(a)2 C;[ ’ (% (L,

L —al
ki

Le deenier terme est égal a

4 P
x-—a)® ) ) 2 —a)-®
S(a) (x_—a) Z (k¥ — &%) Ci= f(a) (—'T'a_)—' Z k% Cp.

[
[ [

Quand « est entier, cctte expression est nulle (10); dans le cas
contraire elle est égale a

N (z — a)-*
7(“)]’(“)‘[7(71—“7'
On a donc, quel que soit «,

g(x, &)= g(z, ¢) +y(a) D f(a).

Si g(a; ¢) est uniformément convergente, ou bien seulement con-
vergente et bornée, dans (o', a,), il en est de méme de g(z, c).
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Comme f(a)=o0, on a
g(z)=y(a){DP f(z) + DY f(a)} = y(«) D¥f ().

14. Les résultats précédents conduisent naturellement au théoréme
suivant :

La condition nécessaire et suffisante pourque la fonction f(x), con-

tinuedans(a, a, ), admette, dans cet intervalle ouvert & gauche, des dérivées
@

continues D, jusqu’a l'ordre a inclus, est que U'intégrale f t"o(x, t)dt

€
soit uniformément convergente dans tout intervalle (a', a,) intéricur a

(aya)).

La condition est suffisante, d’aprés les n 10 et 13. Reste & mon-
trer qu’elle est nécessaire.

Donnons-nous ¢’ et prenons un nombre a” compris entre « et «'.
Si DY f(x)= f*¥(x) est continue sauf peut-étre pour .z =wa, on
a(n° 4)

Sf(2) =17 f® (2) + p(z),

ol ¢ () désigne une fonction ayant des dérivées enticres de tous les
ordres pour «"< x<a,. ll résulte du n* 9 que I'intégrale

- r
f t-a—lzcl[f(a;—klt)—P(.Z'—/{lt)]dt

est uniformément convergente dans («', «,), si I'on suppose /'—¢
nulle i gauche de «”. Il en est évidemment de méme lorsqu’on ne fait
pas cette restriction.

D’autre part, en tenant compte des relations (10), le développe-
ment de Taylor donne

V4
2019(4”—"")_2;1) ):"*'Z"’”C p"*"(w—/ﬂét) (o< <),
(]

valable si ¢ < x — k;t.

[N | ., ’
En prenant ¢'<x<a, k,t<T=2, les quantités 2 — ;01 resteront
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a'+a’

dans T'intervalle ( ) a.), ol p"") reste borné. L'intégrale

. P
(a1 C x —kit)dt
/e Zo P it)

est donc uniformément convergente dans («', «,) et, par suite,
aussi f o o(, tyde. W Q. F. D,
[ 1

18. Ainsi, toutes les fois que lu dérivée est continue, on peut la consi-
dérer effectivement comme une intégrale d’ordre négatif, ct écrire

D‘,f“f(.z‘):lf;“’f(m):ﬁf 1=a=to(z. t)dl.

Ceci explicite la variation de la dérivée avec I'indice. On voit faci-
lement que cette variation est continue.

Supposons D f(x) continue dans un intervalle (", ), a < d"
¢t choisissons §(¢) de la forme (13), de telle maniére que y(2,) ait un
sens. Dans ces conditions la relation précédente a licu lorsque « et
appartiennent respectivement aux intervalles (— =, «,) et (¢/, a,), ce
dernier intéricur & (o”, a,). .

[intégrale f =%~ o(x, t)dt est uniformément convergente dans™

€
(«'y a,). On peut donc écrire

z

/ % o(x, £) dt

n

<n(e),

ol v(e) désigne un infiniment petit non décroissant, indépendant de .
On en déduit, comme au n° 7,

e
f ¢ to(x, t)de
0

Soient maintenant « et «’ deux valeurs appartenant a (— =, «,). La

différence
a:f (- (pdt—/‘ t*lgadt
“ L3

<2n(e)  (ago).

Journ, de Math., tome VI, — Fasc. 1V, 1927. 47
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Z 2 »
3= f ¥~ gt — f 1-e=1 g dt + / [15-% 1] =91 g dl.
[ [] e

ag—a
i Sl

s'écrit

+ ko .
Cette derniére intégrale se réduit & f .
[4

Supposons ¢’>> « et, ce qui ne diminue évidemment pas la géné-

. a—a /4 1
ralité, — 7— <1. Le second théoréme de la moyenne donne alors
- )
el '
ke

'
j [% 1| t=% gdt = [*~% — l]j rrledt (e<<i<),
4 2

On a donc, en définitive,

|3f<bn(e) + jn(1)[e2*—1].

D’on Pon déduit que f =+ o(, t)dt, el parsuite D £(x) [ puisque
la fonction continue Yo(a.) ne sannule pas|, est, pour x constant, une
Sonction continue de o. dans (— =, ,). On voit de plus, que la famille
des fonctions de =« ainsi obtenue lorsque @ reste dans un inter-
valle (@, a,), intérieur a celui dans lequel D /() est continue,
posséde I'égale continuité de Arzela (*).

Ce résultat est encore valable pour 2,=o0, si f est continue [ n* 9].
On en déduit que I f(x) a pour limite f(x) quand « tend vers zéro
par valeurs posil}ves, ce qui n’est pas immédiat comme la continuilé
- par rapport & «, pour « positif.

Remarquons enfin que si on suppose D seulement bornée, la
continuité peut n’avoir lien que pour x < a,. Elle est encore égale.
En effet D, «, < 2, est une fonction continue de z [ n® 4].

16. L’étude précédente montre qu’il y a un lien trés étroit entre la
dérivation et 'opération :

O f(x)= :/—(‘;sfxt“““zp(x, t)de;

mais il n'y a pas identité.

(') On peut méme démontrer que D® f(x) est une fonction analytique de o.
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@Y f(x) fait intervenir seulement les valeurs de f & gauche de x;
ce ne pourrait donc étre qu’une dérivation & gauche. Or, il est facile
de montrer, par un exemple, que M peut avoir un sens en un point,
sans que la dérivée a gauche cxiste en ce point.

Prenons « =—1. Soit f(x) une fonction continue représentéc
dans (— I, -—% » par un arc de courbe (C) dont les extrémités sont
alignées avecl’origine, et dansles intervalles successifs (—2~', — 2“9),
(—27? —27*), ..., par les arcs (C,), (C,), ey obtenus, a partir
de (C ), par des homothéties de centre commun & l’ongmc et de rap-
ports 27', 2%, ... Enfin on posera

J(o)=o.

On a évidemment
f=20)=af(—t), fl—ht)=4S(—0).
Prenons - ,
o(x, t)y=2f(x—t)—3f(x—2t)+ f(x—4t).

Les relations (10) sont vérifices par r=1. On a
¢(o, t)=o.
[intégrale ft""’ ¢(0, t)dt est donc convergente. Or, f n’a pas de
€ .

dérivée a gauchc a 'origine.

Néanmoins, on peul affirmer que st la dérivée @ gauche d’ordre
entier r existe en un point x, &, f(x) est définic en ce point et égale
a f;”(x). Pourle démountrer, remarquons que, parhypothésc, J admet,
dans un certain intervalle (z — %, ), A >0, des dérivées continues’
jusqu'a Pordre r— 2 inclus, et une dérivée [0 satisfaisant a la

relation

(r—1) — — f (r—1)
2= ey >

I, :f t-r=to(z, t)dt.

Cette intégrale s’écrit

14 » 14 *
IE=ZC,f t-’—'/(x-—k,t)dt:—_e-fz /:;‘Cif N f(e—et) de,
° € e &

Vi

Posons
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ou encore
14 ky P »
=" D AICy f 1 fla — et)de+ e Yk C‘f et f(z —ed) dt.
0 ki 0 kl’

Le dernier terme est nul, ¢n vertu de (10). Il reste
: . .
L=y k;'c,[ 1rV f(m—et)de (1)
3 Vi

Transformons le cocfficient de C;. Si ¢ est assez petit, on peut inté-
grer r — 2 fois par parties, ce qui donne
.

f A fe—et)dt =

ki

r—2 )kl,

" s/t"*
2(-—:)1 -,(r )fm(a:—ez)‘

(-l)’“ 7 e e
-+ ——I.I—Er = f(r ’(x—-et)dt.
! ks

in portant dans I, il vient

r—z

E (-—1)1 R YT fU (@ — k, s)ZA C

+Z (le ) 2’-‘z"Cf(/fie)"-"ﬂ‘f‘”(.v-/-ue)

(—l) — r r —2 £(p— .
+ ———;!———e 12/(‘0"[ N (x—et)de.
0 1]

Le premier terme est nul. Je vais montrer que le second tend vers
zéro. Pour cela écrivons-le

5—2 L e,

P
i (€) :-_—zlffC,f‘/)(x-—-/qe).
0

(') Observons, en passant, que I dépend uniquement des valeurs voisines du
point z, et 4 gauche, ce qui n'a pas lieu pour un indice non entier.
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i(t) admet, dans (o, ¢) des dérivées, jusqu'a lordre r—j—i1,
continues, sauf peut-étre pour la derniére. Ce sont

?
) =(—l)"ZH“‘C,f‘/*'"’(x—k,t) (n=o0, ..o, r—j—1).
0

Ces dérivées sont nulles pour ¢ = o, en vertu des relations (10). On
a donc, d’aprés la formule de Taylor,

gr—-i—t

P
Ekl"le"‘”(x—-k,Gje) (o<, <)

e = (=

Ce qui peut encore s’écrire

gr—j—l

P
s (8) = (— 1)~/ 3K G- (@ hi8ye) — f- ()],

, ,
car 2 k"' C;=o. Il vient alors

y—

(—1)r . (r+l)(z.../‘-‘aje)_f(r—i)(z)
l)|29/2k Cl /f,@,e

Le coefficient de 8; a pour limite
P
—zk;c,fg>(x) =o.
[}
J. tend donc bien vers zéro. Remarquons enfin que si r=1, ce terme

1’existe pas.
En définitive, il reste a chercher la limite du troisiéme terme

L

r— hp
o= & Vkrc e"f (2 f0-0) (z — gd) dt.

Pour I'évaluer, observons que si /"' est constante, H, est nul. En

effet,
Zk’C,f :—zd:—ZA'-'c,—k ‘2/:'0,:0 [(xo)]
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On peut donc écrire

g rd k — —_— —_— -
I E s
1

—ct

(r=1) (2 —et) — fUr—(2)

Lorsque ¢ reste dans (k;, £,), le quotient Al —< ;

tend uniformément vers f%‘(x). D’ot

r ? kp
lim Hy == (:,_;l ZA-;'C,-f ().t ae
ap: A

9 p .
=£(@) S5 3 ki Cillog k, — log k]

Ce qui achéve la démonstration.

On obtiendrait la méme proposition pour la dérivée a droite, en
considérant-

(=0

mrf-* , — t)ydt.
7y o(z )

A ce propos remarquons qu'il n’est pas possible de définir une opé-
ration analogue & ™, pour « non entier, qui soit une dérivalion a
droite, sans faire inlervenir les variables imaginaires. Cela tient a ce
que I n’est réel, pour « non entier, que siz est au moins égala «.

CHAPITRE TI.

DIFFERENCES ET DERIVEES D'UNE FONCTION D'UNE YARIABLE REELLE.

IV. — Propriétés des différences.

17. Pratiquement le théoréme du n° 14 servira surtout 4 établir
I'existence des dérivées. Il sera d’une application immédiate toutes les
fois qu’on aura pour ¢ (z, t) une inégalité de la forme

|o(x, £)|Se(e),
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e(t) désignant un infiniment petit d’ordre connu. Jusqu'ici nous
avons laissé aux fonclions associées ¢(¢) et o(z, t) toute leur
généralité, les démonstrations ne s’en trouvant pas compliquées. Nous
allons maintenant prendre pour ¢(, t) une différence, ce qui per-
mettra, dans I’hypothése précédente, de supposer la fonction seule-
ment bornée, et de mesurer aisément la continuilé des dérivées. Nous
retrouverons, en la généralisant, une proposition obtenue par M. P.
Montel ('), comme conséquence des propriélés de I'approximation.
Enfin pour terminer 'étude des relations entre les différences et les
dérivées, nous donnerons, sous une forme un peu dxﬂu‘ente, un théo-
réme do a M. L.-E.-J. Brouwcr( ).

18. L’ordre infinitésimal de la différence
MA =f @+ nh) = 2@ em =)+ P f(o e m ) —

considérée comme fonction de /1 dépend de . Pour avoir une quantité
indépendante de cetle vamdhle, il sera utile de généraliser la notion
dénommeée par M. de la Vallée Poussin (") module de continuiié,

Je considérerai uniqquement des fonctions définies et bornées dans I'in-
tervalle (o, 1). Soit f() une telle fonction. Désignohs par w,|2, f(2)],
et plus briévement par w,(2), la limite supérienre de |A} f(.&)| pour
I’ensemble des valeurs de x et de /i satisfaisant aux conditions

. (
o<z, oSz +nhsr, [h]85 —-

C’est une fonction de ¢, positive, non décroissante et bornée, définie

. 1 [0 1
dans V'intervalle (o, ;)- Pour les valeurs supérieures & — on posera

1
,(3) = o, (;) ’

(') Mémoire cité, p. 163.
(%) Over differentie quotienten en differential quotienten (K. Ak. v.
Wetensch. te Amsterdam, juin 1908, p. 38-45).

(*) Legons sur Uapproximation des fonctions d’une variable réelle,
p. 7 (Gauthier-Villars),
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w,[8, f(«)] ne change évidemment pas, par la substitution (z|1 — z);

par suite, pour calculer w,, on pourra se borner aux valeurs positives
de A. :
" 8i f(«) est continue, w,[¢, f(x)] est son module de continuité.

19. étude des propriétés des fonctlons w, demande quelques
calculs préliminaires.

A. Soit £ un entier posilif. On a

I=k—1
(@)=Y, Aif(z+ik),
(=0
E=k—, j=k—1 i=k—
Atpf (@) =8}, D, Apf(@ +ih) = ¥ AL AL (x + il i),
=0 jo=0 =0
c'est-a-dire
i=k-—y j=h-—1
A S ()= 2 2« A f(x + ih + jh).
i=o0 j=0

De proche en proche, on obtient

fy=k—1 iy=hk—1 in=hk—1

Al S ()= 2 2 Z A f(x 4 b 4. ..+ i,h),

L =0 =0
ou encore
i=Kk—1)n i
Apf(z)= ), AluBif(x -+ ih),
© E=0
en posant
ket ki1 ke =ik —1)n
2 2-"ZZ‘1+"+ —H,.-—[,_*_ﬂ_{,_ -{-Z/‘ 1]11_. 2 An/r“
[ {=0

Les coefficients A , sont tous positifs, et leur somme est égale a k.
Donc, si pour i=o, 1, ..., (k—1)n, |&; f(x+ ih)| reste inférieur ou
égald p, ona

[AGS(2) S A" .
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B. Calculons maintenant la différence A}, — £" A7 Elle peut s’écrire

I=(k—1)an J=l-1

2 AL [ B4 f (e + ih) — B} f(2)] -}_‘,A,,k 2 A S (@ 4 ).

Ce qui donne
I=(tk—1}n—)

wf (@) — A f(my= ¥, B AL f(z +ik),
=0 . .

en posant
—~hn l__(k Hn—1

Z An/-(l'*' +. +zt~‘)— 2 B/x.kz'

i=0

Les coefficients B, sont tous positifs. Leur somme est la dérivée,
pour 3=o0, de [14+5+...+ 3*"']", elle est égale & n KE=D) poe
Donc, st pouri=o, 1, ..., (k— )n —1, |A"" f(x~+ih)| rt’.sle infe-
rieur ou égal ay, ona

| Afnf (=) — k" Ajf(x) | -

L]

n(A —1) /;Iu

C. Soient enfin w() une fonction positive, non décroissante et
bornée dans (0, + ), et r, a, k des constantes positives, la derniére
supérieure a 'unité. Nous allons évaluer une limite supérieure de la
somme

Zk"w(ak“) (n et p entiers quelconques, n > p).

p+1.

On peut écrire
/f“w(a/r—’)—-f /.r:m(a/.—t)du<Arj ko6 (ak=") du.

|l vient alors

3 < [ ko (ak=") du.

Le changement de variable, ak~“=1t, donne enfin
. kr ak=p
(16) ZA”m(aI\"‘ <a’l Y t""m(t)d(
P+t
Journ. de Math., tome VI. — Fasc. lV, 1927. 48
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De la méme maniére, on aurait
n—1

k-r
i ‘
(17) Ek’m a/r-)>a"I )

ak-p
rtw(t)de.

On voit que la série Zk"’w(alr") et I'intégrale f ' w(t) dt sont
convergentes ou divergentes en méme temps. 0

De .1a convergence de lintégrale precedente, il résulte que le
quotient ¢—"w(2) est infiniment petit avec ¢. En effet, soit ¢ I'entier
défini par les inégalités :
k1< 0 < ko,
Ona

«©

d"w(3)S ke (k1) < krz kriw (k=1

k=g+1 PPl
< — f t-'~’w(t)dt< f .
] logk logk J,

Ce qui donne, en prenant £?= 2,

2

(18) 3rw(8) < o ng" rso(t)de ().

20. Nous pouvons maintenant étudier les propriétés des fone-

tions w,[2, f(2)].

(') il faut remarquer gue si 'on ne suppose pas w(¢) non décroissante, I'inté-
grale peul converger, sans que 0" ®»(d) tende vers zéro ou méme reste horné.
Pour le voir, prenons, par exemple,

w ()= +14(¢)

ot y(¢) est définie de la maniére suivante : dans (2—"~', 2="), n=o, 1, ...,
¢(¢)=1 sauf sur un intervalle partiel, placé au milieu, de longueur 2=, ol
la fonction est représentée par les ctés d’un triangle isoscéle, dont le sommet

est sur la courbe 1+ £-2,
2—n
ty(¢) n’est pas borné. D'autre part $()ydt =~ 2—” ce qui prouve la
z-ll~1

convergence de 'intégrale.
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Soit k un nombre naturel. Si £8< i, on a, quel que soit | ] <38,

[AZ f(2) | S k. max | AR f(@ + ih)| S k" w,(8)  [n° 19, A].
D’ou I'on déduit
W (k) S k. w(8).
Si k3> -, on a

! n _1_ "
wn(k6):wn(;>§k w,,(kn)gk W+ (9).

La relation précedente est donc générale. :
Soient ' un nombre positif non entier, k£ — 1 sa partie entiére. On
peut écrire
Wa(k'0) S, (hO)S A" 00, (d) < (k' +1)"w,(3),
wa(K'0) < (K 4+ 1)"w,(3).

Cette inégalité est vérifiée a fortiorisi k' est entier. Faisons-y ¥'¢ =1,
il viendra
w, (1) < (1+9)".0""w,(d).

D’ol il résulte que w,(3) ne peut étre d’ordre supérieur a n sans étre
identiquement nul. Nous verrons plus loin (n° 29), que f(x) se réduit
alors a un polynome de degré n — 1 au plus.

On voit que si 6w, (¢) est borné, w,(3) est exactement d’ordre n.
I1 est d’ailleurs facile de montrer que, dans ce cas, 6" w,(¢) tend infé-
rieurement vers une limite bien déterminée.

t

21. On a évidemment w,,,(¢)S20,(3). Je vais montrer que,
inversement, on peut borner w,(¢) au moyen de w,.,(¢) et du module
maximum M de f(x), et plus généralement de w,(3), n >r.

Soit 0 < h<8. Ona[n° 19, B]

| a=t+0r AL f (&) — 2~ Ay f( ) [< % 27w,y (244).

D’ot, en faisant i =o, 1, ..., p—1, et en ajoutant,

P—1 0
|27 A (@) — B5f(2) |5 Fa T ur(3) =2 N, 2w (2719),
0

—p+1
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Ce qui donne, d’aprés (16),

| Aff(2) | €207 | ALy

2P0
f t=r—t m,._,.,(t)dt.
]

Cette inégalité est valable pour p2o, & condition que x + r2”3 ne
surpasse pas 1. Déterminons I'entier p par les inégalités -

2 rdS1—a < 2ard,

2~Pl'<<12"6 >yc’ pa<

On a alors

T<ls

1
r

D’autre part | Ay, f ()| est an |),lus égal & 2"M. 1l vient donc

—1 1
|3 <(FA ) o 52 (o

— . ’ .
» car p est au moins égal a o.
il est facile d'obtenir une relation indépendante de . Sup-

1 [}
posons o Sz < s on aura pour 6< o~

rope x a. P27 !
IA/x./(m)l<(8r)'M.o'+Warfa.

En posant f,(x)=_f(1— &), on aurait dans les mémes conditions
la méme inégalité pour f,, Mais

| A5 fi(x) | =| Ay fli—a —rh)|.

\

ol . T o 1
Or, si. @1, 1—a—rhestinférieur a _.

La relauon précédente a donc lieu pour o <x< 1. Il en résulte 1'iné-
galité:

wr(6)<6'[(8r)’M+ '2; ‘fs‘t "—'(.)H.,(t)dt],

valable si 8< .
=92r

On se débarrasse facilement de cette derniére restriction. Sup-
posons 3 S1. On a

a

wr(a)é(ér')'w,(f_).

2r
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Ce qui donne en appliquant 4 w, ( >la limitation précédente,

vyl 1
w,(6)<6"[(8r)rM,+” ‘f t-"—'w,.+,(t)dt].
v .

log2

2

: . ¢
Faisons le changement de variable tl;- En remarquant que

‘Alr

» R 2 X
[ ereawdecan [t
! ] .
nous obtiendrons, en définitive,

(oj,-(3)<f\(")-5'[M+[" "—‘ow(t)dl] (3<1)
(19) e
’ ' avec A(r)<(l—l—

\

i .
foga ) (87"

Il est aisé maintenant d’avoir, de proche en proche, unc llmltanon
en fonction de w,(%). On a

1 1 2 1 1
f1~’—'m,+|(t)dt<A(r+x)[Mf dz+j dt[ u“""w,-.u(tt)dtf]-
3 3 3 s

Si, dans la derniére intégrale, on intervertit 'ordre des intégrations,

il vient
1 N o)
f u""—’ro,-+z(u)du/ de </ ", (u)du.
3 8 8

En portant dans (1g) on obtient
w,(8) <A(r).o" { M-+A(r+1) [M +/.1t"“' wrea(t) dt] %
3 .

<[t+AMP)][t+A(r+1)].0" [M +I1t""w,.+,(t)dt].

On apercoit la relation générale

n—l

w,(6)<H[l+A(t)] o" [M +f = 'w,,(t)dt:l
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dont la vérification est immédiate. En définitive, on peut écrire

(20) w,..(6)<B(n).6"[M+£ t"""m,,(t)dt],
P==1,2, eo0yR—1} 0<1;

ot I'on a posé

n—1

B(n):II[l—i-A(i)].
Un calcul facile donne

ns

B(n) < (2, 5)"1.(8n)%.
22. Sidans (20) on fait 7 =1, il vient
w1(3)<B(n).6[M +flt*’w,,(t)dzJ.

D’ou il résulte que sz ,(¢) tend vers séro avec o, f(x) est continue
dans (0,1). On a, en eflet,

.

.fo 20, (£) e w0 (3 )f :—=d4<6-'.m,,(65),
[

! _t
f 2w, (L) dt S wa(1) f t2dt<d *.w,(1);
1 )

8? 8?

et, par suite,
! L i
af <m,,(6")+3"’m,,(l).
8

De la relation (20) on peut encore tirer un résullat intéressant
relativement & la maniére dont varie I'ordre de w,(¢) avec n.

81l existe un nombre positif <, tel que le quotient "(( ;), (r<n),
soit borné, w, (8) est nécessairement d’ordre r.

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que d’unc égalité de la

forme w,(8) < £.6%, ot a est un nombre positif non entier la rela-
tion (20) permet de déduire

wr(8)<<k.0* ou wr(0) < k.07,
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suivant que o est inférieur ou supérieur & r. (La lettre £ désigne
indifféremment toute quantité indépendantede ¢.)

Il résulte de hypothése que w,(¢) est au moins d’ordre ¢, par suite
aussi ©,(8). Alors ©,(0) est au moins d'ordre 2¢, par suite
aussi ,(8), .... On finira par trouver pour w,(¢) un ordre supérieur
a r, sans jamais 1'égaler, si I'on suppose, comme c’est évidemment
possible, que € n’est pas une partie aliquote de r. On arrivera donc &

wr(0) < k.o,

23. Dans les applications on n'aura pas toujours w,(2) mais une
inégalilé de la forme ‘ :
185 f(2)|$e(9).

Si e(2) est non décroissante, on a nécessairement
wn(8)Le(d).

En effet, soit v un nombre positif, aussi pelit qu'on veut. Etant
donné ¢, on peut trouver des valeurs de x et de £, avec o < k<3,
telles que | A} /()| surpasse w,(¢) —7. Oron a

| A% f(2) |Se(h) <e(9),
d’ou
w,(8) <e(d)+n. c. Q. F. D.

24. Pour terminer 1’étude des fonctions w,[ 3, /(x)], je vais donner
une proposition qui nous sera indispensable pour l'extension des
résultat de ce Chapitre aux fonctions de plusieurs variables.

11 s’agit d’évaluer le module mazximum de f(x) uniquement en fonc-
tion de w,,[‘o“, S(x)], sachant que la fonction s’annule, dans (o,1), sur
un ensemble de n points. 11 suffira d’ailleurs de considérer des points
équidistants, comprenant o et 1.

1 _ e
—— 27"=24,, et désignons par Q.(<,), la plus grande des
valeurs de |43, f(j8,) [, oj est un entier positif ou nul tel que

JOp+ ndy<i.

Posons

On a, évidemment,
sZr(ap) Lwr(dp)

9,(60) =o
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Par un calcul analogue 4 celui du n* 21, je vais évaluer Q, en fonc-
tion de £2,. :

Etablissons d’abord une formule de récurrence. Comme dans le
calcul cité, on pourra se borner 4 la premiére moitié de 'intervalle ;
c'est-a-dire supposer

174N
D=

J %

ce qui donne
JE(n—1)2prt,

On voit alors que j peut se mettre sous la forme
J=a 2t - agari4 o pg2 + Oy,

ol les a sont des entiers inférieurs  n. (Si I’on distingue par v le nombre

pair égal 4 n—1 ou a n, «, est le reste de la division de j par v, o,_,

celui de la division de”-

-3 o . . .
£ par v, et ainsi de sultc.) Dans ces condi-

-

2
tions, on a
ja,,: ay 61+ a263+.- A 0!,,5,,.

Posons enfin
Zy= o0, 2, = &y 0y, ceey Xp=Zp.y+ &y Bp,
ct évaluons la différence

®= 87, As,_, f1_y) — 7" A, f())
2-r 07" [Am, f(&iy) — 27 AL, f(@isa) |+ 077 [ A, fziy) — Ag, f(0)];

&;_, est un multiple entier de ¢;. L.e module du premier terme est done
- . 3 P ~N_,ovp. N ’, .
[n° 19, B] au plus égal a - 57" Q"' (). D’autre part, comme

Ty= 2y -+ a; O,

le module du second est au plus égal a

s 07" iy (8)) S (R —1) 877 @,y (80).
On a donc '
1®,] < (g =) 87 Re (30,



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES.
Mais
n
S—r ALY AL %
37 &G, f(,) — 8" A, (@) =X, Bi
1

el _
A5, f(20) =2 Qu(8y) = 0.
11 vient done

9/'(ap)<2n+l—,\'zol H—l(o)

On en déduit successivement

/l
N 210 —1 - a
Qu(3,) € =3, 87 24(30),

............................

Ce qqui donne

on—1i 2n .
2,(3,)< —8,,26, 20/"-‘-33(0/);

1
c’est-ii-dire, en intervertissaut 'ordre des sommations :
/l

N 2n—1 2n \
9,(0,,)§ 2 - 'Tapz "/)Zaio

1

Or
P P .
S iy Bra =
) = 24;
n—i n—1 4
j j

On obtient done
'I
Q(3,) < z(an—1)(2n) 3, X8 x(3)).
1
On apercoit la relation générale

Q,(3,) < —;—(zn—l)('zn)...(mz +r—3)5, 38 2,(8),
1

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 1V, 1927. /IQ
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dont la vérification est immédiate. En définitive, il vient

P
Q,(3,) < ';(zn —1)(2n)...(3n —3) 8, 307" (8-
1
Un calcul facile donne

(2n—1)(2n)...(3n —=3)<1,3[2,5 X (n—1)]"".

Soit maintenant z une valeur quelconque de (o,1). KEcrivons la
partie fractionnaire de (n — 1) dans le systéme de base 2. On aura

h
n—1

xr =

+ By 0+ BaGp+.. .,

ot /i est entier, ct les 3 sont égaux a o ou 1. Si f est continue on peut
écrire

<Y Q,(3,),

1

=7 (2) - @)

oun cncore

. =
)] < 22 (a5 (n— =t B3, Vor 2, (8.
i 1

D’ou, en remplacant Q,(2,) par ©,(s,), qui lul est supérieur, ct en
inlervertissant ’ordre des sommations :

|/(@)1 <1,3[2,5% (n— 1] Y 0a(3).

Si cnfin on suppose convergente l'intégrale f t'o,(t)dt, f est
0
continue [n* 19, C, et 22], et, d’apres (16), on a
1

n—1
[ flz)1<1,3[2,5% (n —1)]""‘1—(%; - _l_ 1] e, (t)de.
0

Les calculs supposent »>1. Sin=10na
[f(z) [0 (1),

pourvu que f s’annule en un point. Ce qui donne, d’aprés (18),

f(x’)l<—i*f-t"m,-(t)dt=-—2—- - 0y (22) dt < 2 ft"’w(t)dt.
0 0

log2 log2 J, log2
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Dans tous les cas on peul écrire

1
| £(@) [ <Cm) [ e wn(e) e
(21) avec ! (r21),

C(n) < 3(2,5)" nr—2

sous la seule condition que f(x) s’annule sur Pensemble &, des n points
équidistants ayant pour extrémes les pointsoet 1. Sin=1, &, comprend
un seul point, d’ailleurs quelconque.

Grice a l'identité de Lagrange, on étend facilement la proposition
a un ensemble quelconque. On obtient alors le théoréme suivant, dont
nous n'aurons pas a faire usage :

St f(x) s'annule sur un ensemble de n points distincts ou non, lordre
de chacun d’eux étant au plus égal & p, on a

1
1f(a:);<Ef P wu (L) dt,

ot E désigne unce constante qui dépend seulement de Uensemble ().

V. — Existence et continuité des dérivées.

28. Nous allons cherclier 4 déduire de la connaissance de
' wr[8) f(2)] B
le plus de renscignements possible sur les dérivées de /().
Supposons convergente I'intégrale f 7w, (t)de, a < n.
JS(&) est continue [n>* 19, C, et 220] D’autre part, en prenant :
() =e(1—e )"
(n

o(2, )= flz—t)— 2 flo—any+ 2270 o 30—,

(') Lorsque I'ensemble contient des points multiples, .la démonstration fait
intervenir les résultats du n° 28.
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on peul appliquer le théoréme du n* 14. [La convergence est non
seulement uniforme, mais absolue.| Par suite, /(&) admet des déri-
vées continues, jusqu'a lordre a.inclus, pour o < x<1. La substitu-
tion z |1 —x permet d’aller jusqu’a lorigine, en ce qui concerne les
dérivées entiéres. Nous verrons | n° 28] comment on .peut prolonger f
de maniére a assurer aussi la continuité des antres en ce point.

26. La condition précédente n’est pas, nous le savons | n" 14], une
condilion nccessaire. Néanmoins si elle n'est pas vérifiée, c’est-i-dire
si 6%, (0) est un infiniment petit d’ordre insuffisant pour assurer la
convergence de I'intégrale f t-*'w,(t)dt, la dérivée d'ordre z peut

0
ne pas cxisler. Je vais le montrer par un exemple, qui nous fera voir
également, que I'ordre fourni pour w,(2), par la relation (20), peut
étre atleind.

Soit £(¢) une fonction positive non décroissante. Considérons la
foniction continue

S(z) :2 2~'e(2~7)sin2ix
1

el évaluons w, | ¢, f(x)] et wa[2, f(2)].
On a, quel que soit 0 < A<z,
’ n “
, el
|A), f(z)]< 8 max 3;2. +20 3 .

1 n+1

d’ol

n

m,(&)é&Zé(z-’) + 2 s(z‘”"")z 2—i,

1 n+1

Ce qui donne, en atilisant I'inégalité (16),

2 1
o __o_ — ~n—1 —n—1
m,(o)glong tte()dt+ 4.2 e(2 )e

-
Si maintenant on détermine n par les inégalités

- N —
o- t§0<2 n’
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1l vient

o),(r))<—f tre(t) tlt+[r)e(o)

On voil immédiatement que le premier terme da second membre est
infiniment grand par rapport au second. Je vais montrer que w,(2)
est effectivernent de 'ordre de ce premier terme. Formons :

f(3)— flo)= f(o)—azs 2—')(2’0)"‘smzio+2

n+1

Si n est détermingé comme précédemment, on a dans la premiére
somme

~ . ~ ’ 1
(2f9)"tsin(2fd) 2sin1> 5

i1 vient done

62> SZe(tz“’)
1 1

el, d’aprés (17)

1

-

n N 2 3 ‘
A 0 . ] 1.
()2‘>2|082£, Cre(e)de> — g2£t () dt.

1 . -

»
Comme | Y| est comparable & 3¢(2), on voil (ue w,(4) est bien de
n+1

Pordre annoncé.
Pour w,(2), on écrira

s @) atmax | E P | T (o<hzi,
1 na41

d’otli I'on dédnira, comme précédemment :
1
M2(0)<'@02f ‘_2€(t)dt+86€(6).
o

Ceci posé, prenons pour () un infiniment petit faisant diverger

Iintégrale ft" e(t)de. Alors o' f(2)— f(0)] est infiniment grand ;
]



382 \ A. MARCHAUD.

/() admet donc une dérivée infinie, a I'origine, et par suite aussi
en tout point j2~'%, i el j désignant des entiers. D'autre part, on voit
comme au n° 22 que ¢~' w,(¢) tend vers zéro.

Prenons maintenant ¢(¢) =1.

®,(%) est de I'ordre de 8log?, ce qui-est hien Pordre fourni par (20),
en prenant w,< A.d, inégalité a4 laquelle se réduit la précédente

ste=1.

27. Revenons 4 I'hypothése du n°23. La dérivé /' (x) = D f(x)
est donnée par la relation

‘f(‘!)(m)jwt—-a——l e~i(1—et)r dt
°

= °°t—°‘—‘[‘f(x-—-t) —C, fle—2t)+...dt (}).

0

On aurait pu prendre aussi bien
(&)= (1—e)"—(1— e~*)",

ce qui aurait conduit &

f‘“’(x)fnt“"“[(l- ety — (1— e~2)n] dt
= f tot A2, f(z) — ALy f(x)] dt.

On peut séparer les deux intégrales. Mais

/‘ %1 (' — e—-!l)n dt — 2&[ a1 (l — e—t )n dl,
[ 0

j et AR, f(x)dt =2 f t=%1 A2, f(z)dt.
0 0
Il vient alors, en divisant les deux membres par (1 — 2%) :

(22) f(“)(w)fmt—“"’(l—e")" dt =fwt—¢—‘ A%, f(x)dt.

(*) f est prolongée par zéro a gauche de Porigine.
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Par exemple, si n = 2, « =1, la formule devient

Fier= s [ @) =2 /@ =0+ fla— 2014

2 log2
etsin=1, 01"

(3) e =t [ @) — e - olde

28. Occupons-nous maintenant de la conlinuité a Porigine des
dérivées non entiéres. 1l va falloir, pour cela, évaluer le module de
continuité des dérivés ordinaires.

Observons d’abord qu'on peut supposer n—1Sa < n. Soit, en
clfet, r 1a partie enti¢re de «. Il s’agit de montrer la convergence de

Pintégrale f T 0, (t) dt.
On a, d'aprés (20) :
= 1
% @y (£) << B(n) e [M +f w2 w, (@) du] .
11 suffit d’établir que

1 1
f (-2 dtf wrw,(u) du
[ t

reste borné. Or, en intervertissant 'ordre des intégrations, il vient :

1 ] ® 1 o 1
/?: wr? oo,,(u)du/a< r—de < m./a ot m,,.(t)dl.'
Supposons donc n=r—1. f"'(x) étant continue, on a

SO (@) = lim 6= Az f( ).
B=0 .

D’autre part le n° 19, B, permet d’écrire

|(28) Az f(2) — 3 85 f(2) | < S5 i (8).

Dans cette inégalité remplagons successivement 3 par 28, 27?5, ...,
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et ajoutons. |l viendra

»

|07 & f(@) = F (@)] £ 2877 Y27 (271 B),
1
On obhtient de méme :

-z

|6-"'Aé’f(:r+ 9) — [Nz + n) ,é ;6’2 2 6y (2 70 B),

1
On en déduit :
[F17 (2 4 8) = [0 (2) ]| $37 tr(3) + 78" F 2l 0,y (2718) 737 35
1 [
c’cst-é—dire, en utilisant (16),

™

26

|f"’(x+6)—f(”(x)|<%;—2f T 0y (£) dl.

Celle relation est valable st 1+ Bg La substitution 2|1 —.r
)

montre (u'il en cst de méme si olx—r r4-12. Mais lorsque 2 est an

I’une ou 'autre de ces conditions est satisfaite. On

plus égal i ——8 y

a donc

26

oy [8, fN(z2)] < l’ozz'f LT,y (8) dt,

puisque le s(-cond membre croit avec 7.
1 )
On sc débarrasse de la restriction 2 (—(——_'_—-) en opérant comme an
n’ 21. Un calcul facile donne

-~

o

(24) [0, /()] <6r’2”f ) o, (L) dL

Considérons maintenant /. La différence
r
. x
J(@) = f(2) =X, 5 [ (o)
0
admet des dérivées entiéres continues jusqu’a 'ordre r, nulles a I'ori-

gine. Je dis que x~*/(x) est infiniment petit avec x. Il suffit de
montrer que =% £ (x) Uest.
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Ona N
e |0 (@) | = &= | f0(2) — F1)(0)]
<6rtar w"“f ‘t*""‘ wrer (1) dty

[

&=+ | Fr (@) | < 6rtar f et g, (8,
0
Et cette derniére intégrale tend vers zéro.
D’autre part, w,,,[2, f(r)] est évidemment égal 4 w,.,[2, /(x)]
Par suite [n® 42], la dériece D® f(ix) est continue dans tout (0,1).
- Si mamten.mt on prolonge f(z), 4 gauche de I'origine par le poly-

nome z T ;3, on aura :

/)
= ' NEZY
D2 f () =D F(2) + DY = f
0
[car7 =0, pour.zZo|. Ce qui montre que la dérivée d'ordre a, prise
avec « =— 1, estcontinue dans tout (o, 1), lorsque f est convcnablement
prolongée.

29. En résumé, on a le théoréme suivant :

Soit f(x) une fonction bornée dans (v, 1). 8¢ U'intégrale

N ft—“—'w,,(t)d;,
0

converge, la fonction admet, dans tout Uintervalle, des déricées continues
Jusqu'a Uordre % tnelus. St t*w, () est supposé seulement infiniment
petit, la dérivée d’ordre o peut ne pas exister.

Nous n’avons pas, dans cet énoncé, reproduit la restriction o < n.
Elle est, en effet, inutile. Sil’on avait a2 », il résulterait de 'hypothése
que w,(3)=o0 [n* 19, C, et 20]. En prenant r=n — 1, on déduirait
alors de (24) que f(x)seréduit a un polynome de degré n — 1 au plus.

M. P. Montel (') a démontré que si le quotient 2-*®,(2) reste

(') Mémcire cité, p. 183.
Journ. de Math., tome VI. — Fasc, IV, 1927. 20
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borné, les dérivées d’ordre inférieur & o existent et sont continues a
I'intérieur de 'intervalle. D’autre part, M. H. Weyl (') a établi la
méme proposition pour » = 1. La méthode de M. I’. Montel utilise
les propriétés des polynomes d’approximation : c’est pourquoi elle
ne permet pas de conclure pour les bornes de l'intervalle; celle de
M. H. Weyl est directe, et revient au fond 4 mettre la dérivée sous la
forme (23); elle vaut pour tout I'intervalle.
Du théoréme précédent et du n° 20, on déduit le corollaire :

Si le quotwnt "( or ;) [r<n, e> 0] reste borné, [(x) admet toutes

les dérivées continues d’ordre inféricur a r ~+ .
Enfin, une conséquence immédiate de la relation (24) est la suivante :

Si " w,(2) reste borné, la déricée fo=")(x) satisfait @ une con-
dition de Lipschitz d’ordre 1, alors, d’aprés un théoréme de M. Lebesgte,
la déricée f () eaiste presque partout.

30. Jevais compléter le théoréme, en évaluant le module maximum
et le module de continuité de la dérivée D /(). Il sera commode de
passer par l'intermédiaire du cas ot 'ona 2 < 1.

Supposons convergente I'intégrale / t*'w,(t)dt. On a

D870 = g 17t Tl

¢~*w, (%) est infiniment petit [n® 19, C], par suite
@ f(@)=a=*[f() = [(0)]

tend vers zéro avec x. La relation précédente est donc valable dans
tout (o0, 1) [n= 12 et 27].

Remarquons que, dans lintervalle (— «, 1—2), |A{ /(z)] est au
plus égal & w,(2). Clest évident lorsque x et x + 2 sont d’un méme
coté de 'origine. Dans le cas contraire, on a

|82 F(2)| = F(z + 8) | Sy (2 + 8) S ().

(') Bemerkungen sum Begriff des Differentialquotienten gebrockener
Ordnung (Vierteljahrsschrift in Zirich, 1917, p. 297-302).
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On déduit alors de ’expression de la dérivée

] w
[ Ad D‘“)f(w)|< l‘(n ) [ f t"“"w,(t)dt-hzl :—a--’w.(m(a],
et, a fortiori,

(23) Al f (2)| <2 [a f t—u-'w.(t)dwa-“w,(a)] :

0

Cette relation peut se simplifier. On a [(18)]

log2

3
<A (e ey ae
=log2J, ! ’

-~

90-+1 18 2 4
B—%w,; () < l_o_g_zf e () dt = — g (28)dt
. 0 0

D’ou

IAéD‘“‘f(x)|<2<1 + ——é——)fot““—'mt(t)dt,

log2

et, le second membre étant croissant avec 2,

-

(26) o[ 8 D‘“)/(r)]<|4f (%1, (t) dt (x<<1).

0

Passons maintenant au cas général.
On a, puisque z~* f'(x) tend vers zéro,

DPF(z)=Dg-"F)(x) [n°4]).

-

Appliquons a cette derniére dérivée 'inégalité (25). 11 vient
A4 DEF ()| <) (a—’)j ety 1, 7o @)] de s, [8, 70 ()] ‘

Comme 7 (z) = /() — /*)(0), on a (24)

w,[t,f") (x)] < 6/"2’f "V w, (1) du,

(1]
-

4]
6"’“&),[3,7"" ()] < 6r 2'f U= o, (u) du. .
0
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D’ot '
8 8 t
(a—r)f' <6r’2'(o:—r)f Lr—ot dtf o (@) du
0 [0

[
8 ¢
= 6r’2"(cc——r)f u"‘“w,.+,(a)dltf tr—e— de
[ v
<6r’2"f U W, () du,
[ .

ce qui donne, en définitive,
2
(27) ("1[69 D‘,“’?(a:)]<z[,r=2'f l—a—"“)r&-l(t)d“

0

Comme DY /(@) s’annule & I'origine, on a aussi

1
(28) |D@F (2)| < 2grt2” f £=5=100,.0y (£) dL.
0

31. En résumé, on voit que si I'on pose

(o) =14 + 24a%2%,
on a, dans tous les cas,

3
(29) or[3, DS ()] < (@) [ ot (8)
1
(30) D £ ()| < utr) [ 1 o (B,
oi1 r désigne la partie enti¢re de =z, & condition que [ et ses dérivées

entiéres d’ordre au plus égal a o s’annulent & Uorigine.

De plus
[(2) =1PDP f(=).

Dans le cas ot I'on connaitrait seulement w, (n>r+ 1), ces rela-
tions et (20) fourniraient les limites. On obtiendrait

w[ 8, D'{,“)fzx)] < p(n, a)[M 6"’“"“+fbt-°-“’w,,(t) dt] R
IDPf(x)] < pa(n, @) [M +f’t*“—lw”(t)dt]’

u.,(n, o) désignant une fonction de et « seuls.
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32. Je vais compléter cette étude par une proposition réciproque :
chercher 'ordre minimum de ‘w,., dans I’hypothése ol la fonction
donnée admet une dérivée d’ordre « soit bornée, soit continue. Pour
simplifier, je supposerai les dérivées D f(x) (oSa/Sa), nulles &
Vorigine. Ceci revient a retrancher de /() une expression indéfini-
ment dérivable pour & > o [n° 4]. On aura alors

S@) =19DP f(2),
S (2) =D\ f (@) = D=1 ().

Supposons d’abord f*/(x) bornée, et soit M, son module maximum.
Dans le cas oli & = r, on déduit de l'identité

r4+0 tr+0 ta+8
A5 f(z)= f dt, f dir_,... f Ot dty,
x [ 1
wl‘-l—i[&’ f(x)] §2Mr5’~

Lorsque o n'est pas entier, il est commode de passer par le cas
intermédiaire r = 0. On a alors

! ¥ *—1 a—1 &
30 S+ = i [ 1ers— i —@— i1 de
x40
+f (48— 1)~ [0 (1) .
Le module de la premiére intégrale est au plus égal 3

Mo [ (e — 0ot — (2 4+ 3= 05Tt
=Y fa sty (e — el < Mo

celui de la seconde a

xr+0
Maf (r40— )% dt= %”-‘[(x-i—a—t)“ §+a=%°—‘6°‘.

11 vient donc

ZMa N

w,[6,f(.’r)]< “P(a)da<4Ma8“.
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Supposons maintenant 7> 0. On a

x+8 t+8 t3+0
(33) A5 f(a)= f dt, f & ... f L) (s 8) — () dty.
x t Je,

Mais
SO (x) = D¢ f) ().

On obtient alors, d’aprés ce qui précéde,
[ (8 8) — f ()| < My 0%,

wr+l[61 f(x)] < [l M, 0%,

d’ou enfin
Relation vérifiée a fortiori si o = r,

33. 11 nous reste a traiter le cas ou f* () est continue. Soit ¢(2)
son module de continuité.
Sia=r, on tire de (32)

Wr[8, f(2)] < 0" ().
Passons au cas r = o, qui servira, comme plus haut, 4 traiter le cas

général.
Le changement de variable ¢| 2z — ¢ donne, & partir de (31),

I(x) AL f(x) :f‘r[(t + )2 — 1] f @ (e~ f) dt 4 | (t+ 02 (W (z—1) dL.
0 ]
Remplagons @ par « +- 2. Il viendra
T(a) AL f(z +9) '

x+0 0
—_:f [(t+0d)yr—1— > 1) f &) (z+d—10)de +f (L+9)y*1 flo(z 43 —t) dt.
0 —0
En retranchant, on obtient
T(d)A‘?f(x):f’[(t-*-5)"‘"-—‘“"] [f*(z+ 3v—t)—f‘°"(-?—-t)]dt

xr+8
-Ff [(¢4 8yt — ] f¥ (2 + 0 — ) dt

- Nt O [fO (@t 8 — 1) — S (@ — )] .
-8
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Dans la seconde intégrale,  + ¢ — ¢ reste compris entre o et &,

Comme/* (o) est nul | f* (& + 3 — t)| est au plus égal 4 ¢(2). Ona
donc

244 5 e ot 1 ; ’ a1 gy |
IT(a)Aof(x)l<8(3),~fu' (54— (£ +3) ]dt+f_6(t+6) |

—8(6) ( A% Ayox __- & ‘e 25(6) x

D’oti I’on tire e
@[3 £(2)| < Fp <40 (d).

Iin raisonnant comme plus haut, on arrive, dans le cas général, a
(34) weasl 8, J(2)] < 46%€(8).

Lorsque « est différent de r, on ne peut espérer avoir une inégalité

de la forme
01 (9) < k% (9).

Car f*(r) peut salisfaire 4 une condition de Lipschitz d'ordre
supéricur & »~+ 1— 2, ce qui conduirait a4 un ordre plus grand que

r-1 pour ®, .
On peut montrer cependant que 3=*w,,,(2) est infiniment petit
avec ¢. La relation (20) donne

1
oy (3) < B e | M =2 fre(1) At | -
L(3)<B(r+2)3 [ +fsz here(r) t]
Il s’agit d’établir que

!
6r+'-°‘f (*=r-te () dt
s

tend vers zéro avec <. Posons
r+i1—oa=_;

B est positif. Comme ¢(¢) est non décroissante, on peut écrire

f’t-p_.s(,)dt:.[azg—ﬂ-:s(t)dt+f£ t*f’—!e(t)dt<e(5%)?—*—e(l)i;‘

4]
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aﬁf < = 6’ +e(l)6‘] C. Q. F. D,

34. En résumé, posons
w16, f(2)] = 3% n(3).
1" Si f(x) admet une dérivée d’ordre a, discontinue et bornée, v(3) est
borné |on ne peut affirmer que ce n’est pas un infiniment petit, en

tout cas I'intégrale f =" 7 (2)dt diverge nécessairement] ;

2 St f(x) admet une dérivée continue d’ordre o, mais aucune d'ordre

supérieur, (%) est un infiniment pmtd ordre in fcrwura celui de c* ausst
petit que soit e.

On peut remplacer r -+ 1 par un entier supérieur quelconque.

Cette proposition découle immédiatement des n” 33 et 29. Elle
permet, connaissant w,(¢) d'ordre inférieur & celui de ¢, de déter-
miner la limite supérieure de 1'ordre des dérivées bornées : c'est la
limite supérieure a, des nombres «' qui font converger l'intégrale

’ q
f t=*='w,(t)dt. Si « fait partie des o', D} f(x) est continue; dans le
0

cas contraire on ne peut pas conclure, il faut étudier directement Dy,

VI. — Le théorédme de M. L.-E.-J. Brouwer.

33. On sait que si f () admet, dans (o, 1), des dérivées cntiéres
continues, jusqu’a I’ordre r inclus, £~"4; f (&) tend uniformément vers
S (x). La réciproque est vraie : -

8t le quotient k=" A}, f(ix), ot [ désigne une fonction bornée, converge
uniformément dans (o, 1), vers une limite bien déterminée g(x), celle-ci
est continue et nest autre que f ().

En effet :

‘n donnant a % une valeur fixe, on voit que g(x) est bornée; par
sulte h~"A}, f(x) reste borné, f(a:) est donc continue, et aussi g(x) a



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 393

cause de I'uniforme de la convergence.
Posons :
f(z) =17 g(a).

Le quotient f',—"A,',"7(ac) converge uniforménent vers /' (z) = g(z).
On a donc une inégalité de la forme

| = 85 [ f(x) = F (@) ]| <n(| k),

ol ; désigne un infiniment petit, qu’on peut supposer non décrmssant
On en déduit [n° 20] :
w8 f—F]=o.

Ce qui achéve la démonstration, car la différence f— / se réduit
dans (o, 1) 4 un polynome (') [n° 29].

36. Faisons maintenant intervenir le module de continuité de
S "), soit ¢(2). Une identité analogue & (32) montre que l'on a,
dans tout I'intervalle, c’est-a-dire quels que soient :

o<, z +ré+d<i, 00, 0<d,
(35) | AL AL f(2)|S0me(d

M. L.-E.-J. Brouwer (*) a établi, en supposant la fonction continue,
que cette inégalité, ol ¢ désigne un infiniment petit, est une condition
suffisante. Pour le démontrer, il suffira de faire voir que 2~"A, /() Lend
uniformément vers une limite hien déterminée.

11 résulte de I'hypothése que w,.,(2) est infiniment petit. On peut
donc supposer f seulement bornée. Ceci posé, imitant le procédé
employé, pour r=1, par M. L.-E.-J. Brouwer, formons la diff¢é-
rence

@ = h=r A} f(x) — (%’ h)MAZI f(z),

W P

oti - désigne une fraction comprise entre o et 1.

() Remarquons que 'uniformité de la convergence est une condition indis-
pensable. Si, par exemple, on prend pour f(x) une fonction représentée par
une ligne polygonale, A—2A} f(x) tend vers zéro partout, sans que f admette
méme une dérivée premiére continue.

(?) Mémoire cité.

Journ, de Math., tome V1, — Fasc. 1V, 1927, 51
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Posons \
h=nl,

il viendra
o=F A S(z) — n" AJy f(2)
(nphy

Mais on a [n° 49, A ]

Ap f(2) =28 fle+id)  [o<ig(n—1)r],
Apf()=28,f(z+j2)  [ogj<(p—1)r],

la premiére somme comprenant n” termes, la seconde p’. Le numé-
rateur de @ est donc égal a la somme de (np)” différences :

A} f(x +i2) — A f(x +/]),
avec .
| id—jh|<nr|d|=r|hk|

Comme toujours on peut suppposer ¢ non décroissant. Chacune
de ces différences a, par suite, en vertu de (35), un module inférieur
a|h.e(rlh]). Etl'on a

[ <e(r|h]).

Soit maintenant « un nombre irrationnel compris entre o et 1. 11
résulte de la continuité de f que, 4 étant donné, on peut trouver une
P

fraction - assez voisine de 2, pour que la dilérence

K%")ﬂﬁé,,fw)—(ah)—" k()

soit aussi petite qu'on veut. D’autre part, on a
(—ah)y=" Al f(z)= (ah)y Ay fle—rak),
et, par conséquent,
[ (—ak)y " ALy f(x) — (ah)= " Au f(x) |[Se(ral b)) <e(r|h]).
On obtient done, en définitive,
(36) [ =" A% f () — (ah=") Agu f(2) | < 2e(r | A),

quel que soit
|af <1.
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Il en résulte que 44} f(:x) converge uniformément vers une limite
quand / tend vers zéro d’une maniére quelconque.

57. Sidans (32) on fait tendre § vers zéro, il vient
|/ (@ +8') — [ (2) | <e(8).

Cette derniére inégalité ne suppose pas ¢ non décroissant. On
obtient alors 'énoncé suivant, qui compléte celui de M. L.-E.-J.
Brouwer :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x),
bornée dans (o, 1), y admette des déricées entiéres continues jusqu’a
LCordre v, la dernicre satis faisant ¢ la condition

|83 () [e3),
otr £(2) désigne un infiniment petit, est que l'on ait dans Uintercalle
|AY Az f(x) [ <ore(d).
38. Voici une application des résultats précédents :

M. Lebesgue (') a démontré que si une fonction contlinue /f(x)
admet, en tout point, une dérivée seconde généralisée :

v ’
=0 0?

la quantité ¢=*A}/(a, — ¢) reste comprise entre les limites inféricure
, . N Y
et supcérieure de ¢ dans (z, — ¢, x, + ¢).
On en déduit, si ¢ est bornée, une égalité de la forme w,(2) < K. 22,

I1 résulte alors du n° 28, que /" (x) = %c J'(x) exisle presque partout.

Supposons maintenant ¢ continue, et soit ¢(¢) son module de

continuité. La fonction f(x+ ¢')— f(x) a pour dérivée seconde
généralisée
¢(x+0")—g(a).

(') Legons sur les séries trigonométriques, p. 6.



396 : A. MARCHAUD.

On a, cette fois,
|83 /(2 +8') — f(2)]] £ 8¢(3).

Par suite, f/”(x) est continue.
On obtient ainsi la proposition suivante, dont le théoréme de
Schwartz est un cas particulier :

Si une fonction continue admet, en tout point d'un intervalle, une
* dérivée seconde généraliséé bornée | continue), la dérivée seconde ordi-
naire existe « presque partout » [ partout], et coincide avec la dérivée
généralisée aux points oi elle existe.

39. Nous avons obtenu au n° 14 des conditions nécessaires et
suffisantes pour I'existence de dérivées continues jusqu’'a un-ordre
donné quelconque «. Le théoréme de M. L.-E.-J. Brouwer en fournit
de nouvelles, dans le cas ol « est entier. Celles-ci sont, dans le cas
particulier « = r, plus générales, puisqu’elles supposent la fonclion
seulement bornée. A un autre point de vue clles sont plus restric-
tives, car elles demandent que 1'on connaisse une propriétéde la diffé-
rence d’ordre 7 el non pas d’un ordre supérieur quelconque. On peut
se demander s'il ne serait pas possible d’en faire 'extension au cas ol o
est quelconque. 1l faudrait nécessairement considérer les différences
d’ordres non entiers. Ces derniéres sont d’un emploi beaucoup
moins simple que les différences ordinaires, et leur é¢tude nous entrai-
nerait ¢n dehors du cadre que nous nous sommes tracé. Voici cepen-
dant quelques résultats qui me paraissent intéressanis a signaler.

Posons, avee Liouville ('), '

f(-’”)—-/(w+ao)-—f(x+a 16)+ I)f(x.;.a_za)—.. (6>0).

Cette définition implique la convergence de la séric du second
membre. Mais si l’on convient, comme plus haut (n° 6), de prolonger
la fonction par zéro a gauche d'un certain point, 'origine par exemple,
A% f(x) ne contiendra jamais qu'un nombre fini de termes.

oot +1) ... (¢ +p)
pl(a+p)*

a pour limite F—'— ,

Ceci posé, en remarquant que @

(') Mémoire cité,
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quand p augmente indéfiniment, on démontre facilement que le pro-
duit 3*A5*f(x), (« >0), tend uniformément vers I f(x) pourvu
que /() soit bornée et intégrable au sens de Riemann.

Inversement, si 6=*A§/(x), (« > 0) converge uniformément vers
une limite bornée g(x), et si de plus &—* f() est bornée, on a

S(z)=1P g ().

Ainsi on peut, sous certaines conditions trés générales, définir les
dérivées et les intégrales par la méme opération :

I1m = A f(x

==l

Clest le point de vue opposé & celui adopté dans ce travail, lequel a
’avantage de ne faire intervenir que les différences entiéres.

CHAPITRE IIL

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES REELLEX,

VII. — Pseudo-polynomes et réseaux.

) . R
40. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, des dérivées des
fonctions de deux variables réelles, uniformes et bornées dans le carré

,

(A):j0 ‘

H/\ H/\
ll/\ II/\

Précisons d'abord quelques notations. Je désrgnerai par 19 S (2, y)
et D@, f(z, y) l'intégrale et la dérivée d'ordre a par rapport a x, et
de méme par 18, f(z, y) et D‘ﬁ;{,, (@, y) lintégrale et la dérivée
d’ordre (3 par rapport a y. Enfin on posera

B = e 20
S I N

Comme dans le cas d’unc scule variable, les indices @ et b rappellent
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les constantes & partir desquelles sont prises les intégrales. Nous les
supprimerons lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguité. Dans ce cas, on
utilisera, pour les dérivées, la notation plus simple :

fR@ oy, @y P @), fEY @, y).

Si f est continue, on peut intervertir Vordre des intégrations succes-
sives 1% et T3,

Au contraire, les dérivées D&% et D% ne sont pas nécessaire- -
ment égales; de plus, 'une peut exister, I'autre pas. On le voit en
prenant, par exemple,

f=(z—a)Pgly) (a>),
ou g désigne une fonclion sans dérivée d’aucun ordre. On a'
D.(z:%;; l’jt)t, b=0
tandis que D%, n’existe pas.

Cet exemple montre aussi que, a la différence de ce qui se passe
dans le cas d'une seule variable [n° 3], on ne peut moditicr les cons-
tantes « et b sans metire en cause Pexistence de la dérivée : La fone-
tion considérée n’admet pas de dérivée DL, (o' a).

Nous indicuerons au n° 47 & quelles conditions on pourra inter-
verlir Pordre des dérivations,.ou changer la valcur des constantes.

Remarquons enfin que ces questions ne se¢ posent pas pour les
fonctions ZXY, ot X et Y désignent roqpcclivoment des fonctions
de x seul et de y seul, lorsque les dérivées D2, X et D, Y existent.

41. Avant d’aller plus loin, il est essenticl d’étudier cerlaines fonc-
tions particulieres, qui joueront ici un réle analogue a celui des
polynomes, dans le cas d’une seule variable. Ce sont les solutions de
'identité

: ) j0<d, ola, x+ndéln) (¢
G MAF@n=o 05 0 J:—plél;( '

(*) La notation A" A"f(x ‘y) s'explique d’elle-méme. Lorsqu’il n’y aura pas

d’ambiguité nous suppnmerons les indices (z) et (y). Alors § et A désigneront
toujours des accroissements données respeclivement & x et a y.
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que j'appellerai pseudo-polynomes [d’ordre](n, p). Les propriétés de
ces.fonctions sont liées & la notion fondamentale de réseau.

Considérons un systéme de n paralléles & £ =o et de p paralléles
a y=o, dont respectivement les abscisses et les ordonnées appar-
tiennent a l'intervalle (o, 1), et supprimons les parties de ces droites
extérieures au carré (A). La figure oblenue est un réseau [d’ordre](n, p).

Un réscau peut avoir des droites multiples. D’une manicre générale,
un réseau (n, p) sera déterminé par une équation de la forme

R, (x) S,,(y):o avec E

ot R, et S, désignent des polynomes respectivement de degrés n et p,
de racines toutes réelles el appartenant a (o, 1). -

L’ordre d’une droite est celui de la racine correspondante. Un
réseau dont toutes les droiles sont simples est un réseau sumple.

A2. St un pseudo-polynome s'annule sur un réseau simple de méme
ordre, il est identiquement nul.

Ceci est prescue évident. Soient I'(x, y) unc telle fonction, (n, p)
son ordre. A;I'(x, y), considérée comme fonction de y, s¢ réduit & un
polynome de degré¢ p—1 au plus [n° 29]. Mais celui-ci étant nul
pour p valeurs distincles de y esl idenliquement nul; et ceci quels que

soient A
o<y<i; 0<4d, o, z+nd<r.

Il en résulte que F(x, y), considéréc comme fonction de x, est,
pour oSx <1, un polynome de degré n— 1 au plus, lequel est identi-
quement nul puisque sc réduisant a zéro pour n valeurs distinctes de .
Cette propriété peut encore s’énoncey :

Un pseudo-polynome est entiérement déterminé par les valeurs qu’il
prend sur un réseau simple de méme ordre.

On va en déduire la forme générale de ces fonctions. Soit F(z, y)
I'ung d’elles, d’ordre (n, p). Donnons-nous un réseau simple

R(z) =(z—2,)...(x — 2,), S)=(—21)e-. (y—05p)
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Je dis que I'on a, dans (4),

F(ay y) F(z. y,)
&) F‘”’”—“"“Z(x—m—&m““ (”Zmrﬁ’m

. r
- F(z y,)
— R(.r)S()’)z; (% — 1) (y_‘)[/j) ;\I(xl)S’()_’j).

En effet, le second membre, donné par la formule de Lagrange,
coincide avec F'(x, y) sur le réseau; d’autre part, on vérifie immé-
diatement qu'il satisfait a (37).

Les pseudo-polynomes (n, p) sont donc de la forme

n—i

ZAl(y) x‘+2 B,(@)./,

ot les A et les B sont des fonctions bornées, et réciproquement ().

Remarquons enfin que si, dans le second membre de (38), on rem-
place F par une fonction donnée /, on obticnt le pseudo-polynome
(n, p) qui coincide avec elle sur le réseau considéré.

43. L'identité (38) peut s’écrire
n 14 .
(38)  F(z,3) =2 Pua)F(z 7) + X, Q) F(@, y) + (2, y),

ou P;et Q; désignent des polynomes respectlvement enzety,etIlun
polynome a deux variables.

On en déduit immédiatement que : la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un pseudo-polynome (n, p) admette, dans

alzy
. {b;ygl§ (o<a, o<b),

toutes les dérivées continues

(@) (B +a) fosasa
Doy 5 00 = D%““a 0,0 ‘l0§(3'§5}’

(*) 11 faut observer que F(x, y) étant donnée, les A et les B ne sont pas
complétement déterminés. On peut ajouter 2 chacun des A un polynome de
degré p — 1, 4 condition de modifier convenablement les B.
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est qu'on puisse trouver un réscau simple (n, p), tel que les p fonctions
de x

F(z,y;) (J=1,2y .00y p)

et les n fonctions de y
F(x, y) ({=1,2, ..., 1)

alent respecticement dans (a, 1) des dérivées continues DY, W o(0Sa'Sa),
dans (b, 1) des dérivées continues D (oS B'SB).

Pour les dérivées entiéres, on peut supposer a=/0h=o0, de plus
Pordre des dérivations peut étre interverti d’une maniére quelconque.

A4. Les résultats des deux numéros précédents peavent étre
élendus aux réscaux quelconques. 11 faat alors supposer Uexistence de
dérivées sur les droites multiples.

“n considérant un réscau multiple comme la limite d’un réscau

simple dont certaines droiles viennent se confondre, on est conduit a
la définilion suivante : Soient

RS —o,

sR x)—l—[(x—tl)“"’ Z(Ei—i-l)"_—/l.
) 1
l.

(39)

,)

.
s =[[o—=rv+, X +n=p

un réscau donné, et f et g deux fonctions admettant :

1° Sur chaque droite z = «;, les dérivées entiéres

D(”) <EL<
(O:Qi :&i)’

p
sur chaque droite y =y, les dérivées entiéres

(n}) ,
D. ,‘,'I,_ (osn;<ny).

2° Aux points de croisement (x;, y,), les dérivées entiéres
D(”'+ 11, _plw+i o Jes&E,

yiay Logni<n,
Journ. de Math., tome VI. — Fasc, IV, 1g27. 22
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On dira que f et g coincident sur le réseau, si ces dérivées sont
pour les deux ionctlons respectivement égales. 11 suffit évidemment
que les premicres le soient.

Pour un pseudo-polynome, il est inutile de supposer I'existence des
dérivées D¥+™ aux points de croisement. Ceci résulte de (38).

Les énoncés du n° 42 s’étendent sans difficulté. 11 suffit de répéter
le raisonnement, en le modifiant d’'une maniére évidente.

Geénéralisons I'identité (38). Soit

’ n—1 p=t

F(z,7) =3, Au(y).2'+ Y By() y!
0 . 0

un pseudo-polynome (z, p) ayant les dérivées indiquées au 1°. Posons
re—1 14

Az, y) =X Ay @, Bz, y)=YB,(2)y/.

@, considérée comme fonction de z, est un polynome de degré n —1.
En lui appliquant la formule de Lagrange, on obtient

: _ o '[9 L)
(40) ‘1(3”,])—1‘(‘”),2,57 UG m](t=:,)

ot 'on a posé
- R(z) = (z — ;)% R;(«).

~ De méme on peul écrire

i 03(.%', u)
(41) Bz, y)= S(J’)E [duﬁ' m]m—r,
avee
. , S(y)=(y =y S,(r).
On en déduit '

: . 1 [ 0% F(Ly)
(h2) F(z,9)= “‘x)zz‘x[m&—_‘(x—omm ] .

1 oni F(z,u)
+ S(J.')Z.,Tjj [m m](uzyﬂ—e -
_' v ! [ 9 B(u)
C_l‘(w)z Qi! [ ott: (z— )R, (¢) ](z:n)

B [ a%i Ct(x u)
o=s(N¥ 4 [ w——ﬂm](r:—yz

ot
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Nous allons calculer ces deux sommes. Remplacons, dans la pre-

miére, 3 par sa valeur tirée de (41). Il s’agit de caluler des termes
de la forme

i B(tyu)
< b S(y)z [()u"l (y —u)S;(@) Ju=yn %
'052. ’ (x—¢)Ri(0) (=2,

; : [0"' __‘1<_f_£¢>__1 |
. < s | duti (y—-u)S (u) 1=y
—s"’)zn_,! FT2 (x_c)l{f(t) )s

J ==y

Mais d’aprés les hypothéses faites sur I'; 3 admet, sur z =a;, des
dérivées par rapport a , jusqu'a I'ordre &;, car @ admet évidemment
ces dérivées. D’autre part @ a des dérivées, par rapport & y, de tous
les ordres. On peut donc éerire, d’aprés une remarque faite il y a un-

instant,
oni a (¢, u)
g % Quni [(y — ) S,'(u)](,,;‘,., g
{0 (z — ) Ry(2) =y
| @ (L. u)
| 9 oui (2 — ) (y —u)R;(¢)S;(w) %(u W
D’ol enfin

. 1 Q%+ @B(L, u)
C—R(“’”)S(V)E zg,zmz [dc< duti (. — 1) (¥ — @) R (0) S, (u)J(,,'_,")'
[

Dec la méme manicre, on aurait pour @ une 1dent1te analogue, ou
03 serait remplacé par L.

Si 'on porte dans (42), en groupant dans la somme €+ @, les
termes deux par deux de mani¢re & remplacer &L+ @ par I, on
obtient I'identité définitive

_ ()E' F(’, )
(43) F(z,p) = R(w)Egy[,m. (=R, m]u—,n

Jni F(x, u)
+S(}’)? [()uﬂt m]w ¥

. [ 9% F(tu)
_B(‘”)S(J); Zzil 0! | 0 duti (z —t) (y —u) K i(¢)S; (u)](,, i
J

qui généralise (38), et & laquelle elle se réduit lorsque tous les ; et ;
sont nuls. - '
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48. De cette derniére relation, on déduit I'extension de la proposi-
tion donnée au n°® 43. Pour obtenir un énoncé simple, faisons la con-
vention suivante :

Lorsque les p fonctions de
Sy K@y ooy ;f.ﬁ.;)(“‘»)’;)) (j=1,2,...,p")

auront des dérivées [continues par rapport 4 2] D¥,, et les n fonc-
tions de y

f(xi: J’), f-‘ll-‘(xi,y), "~av fgé:(wi,y)» (i:'a 2, "”n’)v

des dérivées [continues par rapport & y] .I)‘ﬁ,jo, on dira que f(x, y)
admet des dérivées [continues] D%, ct D, sur le réseau.

On obtient alors le théoréme général :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un pseudo-polynome
admette dans

(o< a, 0<<d),

alz<i
bsysi

toutes les deérivées continues

ola'fa

0<B'<B

est qu’on puisse trouver un réscai de méme ordre, n’ayant pas de paral-
lele @ x = o d’ordre supéricur a a + 1, ni de paralléle @ y = o d’ordre
supéricur & B 41, tel que le pseudo-polynome ait sur ce réseau des déri-
vées D), (o So/Sa) continues dans (a, 1) et des déricées D(;é’n( 0SHB)

p -+ 2 (¥ +2)

'y 00— Pyl a? 0,0 ’

continues dans (b, 1).

Lorsqu'on suppose les «, 3,a/, 8 entiers on peut prendre s = b =o;
de plus l'ordre des dérivations peut étre interverli d’une maniére
quelconque.
~ Silon ne fait pas la restriction £, «, 75 <f3, les conditions sont seu-
lement suffisantes.

46. Pour terminer, je vais étendre les propriétés des pseudo-poly-
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nomes aux expressions de la forme

=1 p—1

(46) Tz, p)=2" 3 Ay).at+y 3, By(2).y/

0

osv
0s®

qui interviendront dans les dérivées mélées d’ordres non entiers.
Supposons & bornée dans (4). x"’y"”ﬂ' (.L y) est un pseudo-poly-

nome (n, p) borné dans Lout carré j t= ( 0 < a). On peut, dans
un tel carré, lui appliquer I'identité (38), en supposant que le réseau
n’ait pas de coté commun avec zy = o. Aprés avoir multiplié par z’y”,
on obtient

5 — F(z, 7) oS iT % (=, y))
(@) 7 )= “’"(‘”)z(r—xT)‘RTx")’” DXL

n

—a"'.}’mR(w)S(y)EZ(x_, 7 yi” Fxu y;)
1

z)(y — ) R (2)S (7))

Relation valable dans (A), sauf peut-itre sur £y = o. En faisant
successivement y =0, £ 05 x =0, y 7 0; et enfin £ =y =o0, on
voit que celte restriction peut étre levée.

D’une maniére analogue, on ferail I'extension de l'identité (43).
On en conclut immédiatement que les expressions de la forme (44)
poss¢dent les pmpmctes énoncées aux n™ A3 et 48, avec la restriction

indiquée plus haut, & savoir que le réseau ne dmt pas avoir de droite
sur zy = o.

VIII. — Dérivées mélées d’une fonction de deux variables réelles.

47. Occupons-nous, pour commencer, de I'interversion de I'ordre
des dérivations.

Soit f(x, y) unc fonction continue dans (A), ayant, dans ce
domaine, une dérivée hornée D_‘zﬁ)", et cette derniére une dérivée D}%’O

continue des deux variables. Pour simplifier, on supprimera les
indices zéro.

Désignons par r et s, respectivement, les parties entiéres de o et 3.
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La relation (5) permet d’écrire saccessivement

$—1
DS f(2, y) =15 DEAP f(z, 3) + .rﬂ-'z B(2).5/,

r—1 s—1
f@y)= 1‘;}’»3’ Dﬁé‘nyf)f(w »)+ w“*’E Aly).at+ ybs Z B,(2) ¥/,
en posant
B)(z)= 1) B, ().
On a évidemment
D(a +£ l( f) D(°‘+ )f_.. D.(’E"f,";m‘,") lsf,,;g") D(“"‘r)f — I(O“—_"'efy? —fp )D(“«;’"ﬁl‘)f

h)

ol
falal
ozpzpl
Ces dérivées sont continues.
Si I'on rapproche ce résultat de I'énoncé du n° 48, appliqué a la
différence f— 1**# DB [ 1° 461, on obtient le théoréme suivant :

Si une fonction continue f(x, y) admet dans (A) une dérivée

bornée Dg‘),o, ayant elle-méme une dérivée D;fi)o continue des deux

variables, la condition nécessaire et suffisante pour qu’elle posséde toutes
les dérivées

D o, |osus

’ osf<p

continues sauf peut-étre pour xy =0, est qu'on puisse trouver un

réseau (r,s) [n’ayant pas de paralléle & £ =0 d’ordre supérieur

a a + 1, de paralléles 4 y = o d’ordre supérieur & 3+ 1, ni de droite

commune avec xy =o|, sur lequel la fonction admette des dérivées

D_,,q o continue sauf peut-étre pour x = o, et D;,%Zo continue sauf peut-étre
poury =o.

Si’on suppose «, 3, «/, ¥’ entiers, la continuité a lieu dans tout (4),
pourvu que D& soit, sur le réseau continue pour x=o, et D;,"éz,,
continue, sur le réseau, pour y = o. De plus, 'ordre des dérivations
peut étre interverti d’'une mani¢re quelconque. Enlfin, le réseau peut

avoir des droites sur zy = o.
Remarquons que si I'on voulait assurer seulement I’existence de
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Jf";f) f(z, y), il suffirait de supposer que la fonction admet sur le

réseau une dérivée bornée D(p)
! . , Srrcrd (a+B) (B+a
Plus particuliérement : S les deux dérivées Doy, ¢ Dypxu ,), 0
existent dans (A) elles sont égales pourcu que Uune d’elles soit continue.
[D®+ est définic comme la dérivée DY de D(g(, supposée bornée. |

Passons enfin a 'existence de la dérivee DA, Ona
.a;y HA)

D‘(;t),of(xa}') = D.(:J, a’f(x» }’) + F(—i—&'j[ (z— )% f(t; ‘r)dt.

La dérivée précédente cxistera donc si f admet une dérivée conti-
nue D}")‘, on pourra alors dériver sous le signe f ; et pour cela il

suffit qu’elle la posséde sur le réseau. Dans ces conditions la déri-
vée Dg‘.,.;gﬂ?t.,, existera quels que soient @' et &', 0Sa'< iz, oS0/ y.

Pour simplifier, nous avons supposé, au début de ce numéro, que
les hypothéses initiales étaient satisfaites dans tout (A). Quand « et 3
ne sont pas enliers, Df,fi)’(, et D;,%?b sont en général infinies respective-
ment pour =0 et y =o. Il y aurait donc lieu de se placer dans le
cas ot les hypothdses en question sont vérifiées sauf peut-étre zy =o.
Les résullats subsistent; mais les démonstrations sont plus compli-
quées. Il faut utiliser la relation (5)".

48. Si nous cherchons a généraliser le théoréme du n° 14, nous
sommes conduits & considérer I'intégrale

foo= [ gte, 54wy dida,
y(a)y.(mf g “re(m g3t wydid

ou l'on a posé
t=pj=p

o(xz,y;¢, u):_—z ZC,C} Sf@—kit, y —kju),

i=0j=0

- »
(a) ::f =%ty Cie kit de,
v = | ;

© r’
ne)y=[ wtr ¥ Cet v du,
. 0 0
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J étant de plus supposé continue dans un certain rcctanglc fa ;':é‘;: },
et prolongée par zéro en dehors de ce domaine.

Comme dans le cas d’une seule variable, cette dernicre convention
a pour but de simplifier I'écriture. On mettra cn évidence les domaines

d’intégration dans lesquels I'élément différentiel est différent de zéro,
en écrivant

r— y—b

k ki
7@ B = f ' f Pt‘“"u-f’"qu(x, yit, u)dtdu

£—-a .
1=y’ i=p

7
+ZC/f ’ '/‘, = a-lu,‘?HZCU‘(Q],“_/‘-J, _y—:/:;u)dtdu

j=0 i=n
T

r—a y~h

f (=% VB '3 C/j ity y - Wu)dtdu

i=p
+2C [

t=p j—=p

'A
+ 3 ZCC[ f t‘“"‘u*’f“'/(.t—/.‘jl,y—/."'Ju)dtdu,

=0 j=0
ﬁ' M

Cecei montre que la convergence de I, ne dépend pas sealement de

la maniére dont ¢(z, y; ¢, «) tend vers zéro avee ¢ et «. Supposons
les intégrales

x—n y—1b

kp o K
o= [ [T cartutotg @y 6 wydeda,

x—a

- % .
J.= f 23N Cof (@ — ket y) dt
= ; :
=
7 f”” B+ 310 ¢ Kou)d
= u—B- Yz, y — Kiu) du,
€ e - J 4 J

uniformément convergentes dans le rectangle

g aiz<a,
( b'Sy<h,

(a<<d; b<<b).

Dans ces conditions [, a une limite [ continue dans ce domaine.
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Faisons d’abord tendre & vers zéro, en écrivant

®» j=w » P
I , e ]
e = B —b-1d C f et Cifle—=kit,y— K, u)dtdu.
o 7(“)}’1(@)£ w ‘_ u}zo / e ; f(’v ity c/u) "

On obtient
\ 1=

L= })'(IW ’ w B-1du 2 C'jj‘(:,?(x, y— Kuydu  [n* 10 et 13],

j=0

ol f4) désigne la dérivée DS, /. Mais I, est uniformément conver-
gente. Donc
[ ( ]
= Dﬁ:ész;"),af(w, ‘Y):D.(Zoi‘}_!:)a,bf(xv )’)-

En faisant d’abord tendre ¢/, on aurait

1=DEEY, Sz, 7).

. . aszx<a _ .
Par suite f(z, y) admet, dans i e y; bi f, les déricées continues
) ’ Y20
0 . o e .
(46) S R 1 e

vz b,u
On en déduirait (') 'existence et la continuité des dérivées

@+p)  _ pR+=)
Da:""yl";a,b - D_y%'x“';b,a

sauf peut-étre sur les droites (z — a')(y —6')=0. On peut rem-
placer « et b par des constantes respeclivement intéricures aux inter-
valles (a, a') et (b, I').

Réciproquement, si les dérivées (46) sont continues dans le rec-
tangle précédent, les intégrales J,, J_ et J. sont uniformément conver-
gentes dans tout rectangle intérieur, ayant deux cotés communs
avec £ —a,=o0, y — b,=o0. La démonsiration e¢st analogue a celle
que nous avons donnée dans le cas d’une seule variable (n™ 9 et 14).
I n’y a d’ailleurs a consider que J, ..

(1) En appliquant deux fois la relation (5).

Journ. de Math., tome V1. — Fasc. IV, 1927. 53
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La nécessité de supposer la convergence des intégrales J, ct J,
enléve beaucoup d'intérét i la proposition divccte précédente. Au
contraire, U'extension des vésultats du Chapitre 1 va se faire sans
autre h ypol;hcsc supplémentaire que celle, d’ailleurs indispensable, de
I'existence de dérivées sur un certain réscaus; et ceci, grace 4 la propo-
sition du n® 24.

IX. — Différences mélées et dérivées.

49. 11 faut d’abord étendre la définition des fonctions w,(¢).
Soit f unc fonction uniforme et bornée dans le carré

L
)

La différence mélée |A,{’ S (x, y)l est définie pour toutes les valeurs
() (=)

de x, y; k, h telles que les points (x, y) et (x -+ nh, y + pk) appar-
tiennent a (A). Si de plus on suppose

(A)=

osx
o<y

|l/\ \I/\

TIESE:

2

|41

A
A

§|—

]

-

P

elle admet une limile supérieure, que je désignerai par
wnp[ 8 25/ (2, 7)),

et plus briévement par w, (2, 1).
Cest unc fontion positive, bornée, non décroissante par rapport 4

0<3< -~
chacune des variables, définic dans le rectangle "l Onl
(o) _,<_A\ S —l'
N N Y 4
prolongera dans I’angle (220, A 20), en posant
Wnp(6, 1) = w I pour o> <, A<k,
n,pL9 mP\ 72 n =P

puis
mn,p a, 7\) — wn,p (6’ "l) pOlll‘ A > —l .
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En procédant dans Vordre inverse, c’est-a-dire en prolongeant

d’abord dans la hande 7~>)-;-', s< ,—'2, on obtiendrait évidemment la
méme fonction. :

w8 13 f(x, y)] ne changv pas par 'une ou 'autre des substitu-

tions x|1 ——.r,y] 1—y. Par suite, pour calculer w,,, on peut se
borner aux accroissements positifs.

La définition s’étend au cas ol I'un des nombres n ou p est nul gréce
ala convention A° f= [ w,,, ne dépend que de 4, w, , que de .

On a
| A7 A3 (@, ¥)| S 0np(8) ).

Le second membre de cette inégalité étant non décroissant par rapport
a chacune des variables, on en déduit (n® 23)

‘ &),,‘(.[a, A{f(.’l‘, }’)]§wn,p(3, 1),v
‘ ‘*’u,,:[)‘s Agf(a’, y)]gf”n,p(av k).

(47)

80. Soient £ et /o deux nombres naturels. Si

jo<d'<s

) E
lo< V<M’ v

[I7AN

A

A

I 1
-9 -9
n P
_ona

|8k AL f (2, ) | < ko max | AL AL f (2 + i, y)| S k7 om (3, 7).
D’ot 'on tire

Wap( k8, N) S k" 03y ,(8, R).

.

Comme dans le cas d’une scule variable, on vérifie que cette inéga-
lit¢ a licu quels que soient ¢ et .
De la méme maniére on obtient

Wa,p 8, hA) S AP 'C"n,p(ay A);
et, par suite, .

(48) @iy (K0y AN)YS A" hP @, (3, B).

Soient maintenant 4’ et /' deux nombres positifs queleconques, £ —1
et i — 1 leurs parties enti¢res. On a

Oup( k' 0y ' A) S 03,5 (K3, RN) S k" hPoyP (4, 1),
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et enfin
wa,p (A8, WY < (K" +1)" (A + ')”-"’N,p(a, ).

Dans cette inégalité faisons #'c = /' =1. Il viendra
Wup(1, 1) < (14 0)" (1 + AP.d= AP, (0, ).

De la on déduit que : s pour desvaleurs de s et). appartenant i (o, 1),
le quotient ¢=")""w, ,(2, W) peut lire rendu aussi pelit qu'on veut,
w, (1, 1) est nécessatrement nul, et par suite aussi v, (2, 1) quels que
sotent ¢ et .

Dans la pralique on n'aura pas Loujours w,,,, mais une inégalité de

la forme
|Af AF f(, ¥)|<e(3, 1),

Sie(2, 1) est non décroissante par rapport i chacune des variables,
on démontre, comme au n°® 23, la relation

!.),,,,,(6, 7.) g 5(6, 7\).

EXISTENCE ET CONTINUITE DES DERIVEES.

81. Passons & l'extension du théoréme du n° 29. Comme nous
Pavons déja remarqué, on ne pourra se contenter de considérer w,, .
D’ailleurs cette fonction ne change pas si 'on ajoute & f(x,y) un
pseudo-polynome (7, p), qui peut n’admetire aucune dérivée.

Supposons l'intégrale

1 1
(49) f f e=tu-B-te, (1, u) dtdu,
¢ v

congergente, el plagons-nous d’abord dans ’hypothése ot la fonction
donnée s’annule sur le réscau (n, p) R,, dont les droites de méme direc-
tion sont équidistantes et comprenant les cotés de (A). (Sin=1la paral-
lele & O.r sera supposée quelconque; de méme si p=1.)

Pour commencer, il nous faut donner quelques conséquences de la
convergence de 'intégrale précédente. Posons

8
n(9, M) :f f o=t yB-tw, , (¢, w)dtdu.
0 0
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Cette fonction est croissante par rapport & chacune des variables.
(2, 1) et (1, X) sont des infiniment petits.
De plus, les intégrales

8 »
(50) n, (3, }) :f %oy, (8, A) dt, Nny(3, 1) :f uB-1w,, (8, u)du
0 0
sont uniformément convergentes. 1l en résultera les relations
.8 )
(51) (9, 1):/ %=V, (¢, 1) de =f w1 0(3, u)du
0 v .

Démontrons, par exemple, la convergence de v,. On a

& At & At
[ [ it wdde <[ [ eiumsto, (4 0 dide
Py & Yy

Comme w, ,(t, «) est une fonction non décroissante de «, la premiére
intégrale est supéricurc &

8 11 1 ¢ 1 D
¢ Orp ¢, Ndedue=1* =% tw, | ¢, - )dt.
5 2 2 Js i 2

On a alors

) .
fa' r«—m,,,,,(:, %)dt<2[n(6, ) —n(d, 1)]

et, d’aprés (48),
f t—a_’(am.ﬂ(l, |)dt<2P""[‘n(6, |)—11(6’, ‘)]'

Ce qui donne enfin

3

[ At L (t A de < 2P+ 0(0, 1). €. Q. F. D.

v

82. Il est facile maintenant d’établir I'existence et la continuité
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des dérivées

g g ofa'fa |
(52) - D-(Za&;’-ﬁ;%,o: D.’(I}&";/‘."?;Z),O 2 OS Blgﬁ s‘

La fonction de z A? f(, ) s’annule sur un ensemble de n points
équidistants comprenant o et 1 (en un point si n=1). On a, par
suite, d’aprés (21) et (50),

|82 (2, 7)< Ctn) [ 14 onole, & f(a, )]
1
'<C(n)f =016, ,(¢, A)dt=C(n). (1, A).
Nous venons de voir que cette dernicre intégrale a un scns. Clest

d’autre part une fonction croissante de . On peut donc ¢crire

"’o»/'[lwf(xv NI< G(n).ny(1, A)
et ' .

r

1 .
uBrw,,[u, f(z, ¥)] du<C(n)f u=btn, (1, u)due =C(n).n(r, }),
X 0
[ wtron L, A, 2)1du < Cln)n(a, 1.
On aurait de méme

fr_lt"““w,,,o[t,f(x, ) 1dt < G(p).n(3d,1).

0

Ces deux derni¢res relations prouvent la continuité de f(z, y)
dans (A). En effet, w, ,(¢) et w,,(%) sont des infiniment petits (ui
dépendent uniquement de ¢ et X (n° 22).

Si alors on prend [n® 48]

9(z, y; ¢, u)=(3-’-,u(é)£tf(x— Ly —u)

a=—o, a=I )
)
b=o, by=1

on voit immédiatement.que les intégrales J., J, et J. . sont unifor-

B Y AY2S!
mément convergentes dans tout carré { ~ =

/ g . .
@<y s ' > 0. Par suite:

les déricées (52) eaistent et sont continues dans (A), sauf peut-étre



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 415

sur 2y = 0. Les substitutions x|1— x et y |1 — y permettent d’affirmer
la continuité des dérivées entiéres dans tout le carré,

Iintégrale (49) reste convergente quand on y remplace et 3
par o et 8. Cette remarque permel d’éviter I'utilisation d’un résultat
(ue nous n’avons fait qu’énoncer au n* 48.

Le raisonnement suppose a < n et $ < p, car y(«) et y,(3) doivent
avoir un sens. Mais on constate facilement que si I'une de ces condi-
tions n’est pas remplie, f(z, y) se réduit a zéro dans (A). Supposons
par exemple, a2 n.

8 .
De la convergence de f ' w, (¢ 1)de [n° 1], il résulte
0
que 57*w,,,(8, 1) est infiniment petit [n° 48, C]. Orsic<1, on a
07" @i,y (05 1) 0% @, p(0, 1).

On en déduit [n° 80] que f(x, y) est un pseudo-polynome (n, p).
Celui-ci s’annulant sur un réseau simple de méme ordre est nul dans
tout (A).

* 83. Placons-nous maintenant dans 'hypothése ot £ n’est plus sup-
posée nulle sur R,. Désignons par F, le pseudo-polynome d’ordre( 7, p)
qui coincide avec f sur ce réseau. La différence f— I, satisfait aux
conditions precedentes carona -

Wup[8, Ay f—Fo]= wnp[d, X5 f]

n se rapportant au n° 45 on oblient alors la proposition suivante :

St Uintégrale f f o, (2, w)dtdu converge, la condition

nécessaire et su f, jlmnt(' pour que la fonction donnée admette toutes les
dérigées

+B) B+ foga'fa
D.;""yﬁgt))o D%’x:g, 0§ﬁ'§ﬁ)’

continues dans (A), sawf peut-étre sur xy = o, est qu’on puisse trouver
un réseau (n, p) (n’ayant pas de paralléle 4 z = o d’ordre supérieur
& o+ 1, ni de paralléle & y = o d’ordre supérieur a $+1), tel que la

fonctzon ait sur ce réseay des dérivées Df;;?o (oS'S) continues sauf
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peut-étre a Uorigine, et des dérivées D;,p,)o continues sauf peut-éire a Iort-

. . ’
gine. .

- Pour les dérivées entiéres on peut supprimer la restriction « sauf peut-
étre sur xy = o », en supposant les dérivées D), et D} continues sur tout
le réseau (r et s désignent respectivement les parties entiéres dea et 3).
De plus Uordre des dérivations peut étre interverti d'une maniére quel-
congue.

En effet, FF, admet sur le réseau les mémes dérivées que /.

84. Comme dans le cas d’une seule variable, il est possible de pro-
longer f de maniére a faire disparaitre la discontinuité des dérivées
non entiéres sur y = o.

Je vais le démontrer pour f—F,, ou, ce qui revient au méme, dans
’hypothése ou f s’annule sur R,.

Remarquons d’abord qu’on peut supposer n=r-+1, p=s-+1.
Il suffira d’établir qu'on peut ramener, par exemple, # ala valeur »+-1.

La fonction de x,

ALf(z, ) (o<W,

s'annule sur un ensemble de » points équidistants ayant pour
extrémes o et 1. On a donc, en combinant les relations (20) et (21),

wret] 8, A{ff(x,}-')]<B1(n).6”+‘{ f vt oo, A0S (2, 7)) dv
+f V_rr-zwn[va A{"f(‘z" .;)]dv %’

ou B, (n) désigne une fonction de n seul, et encore (47),

ol 1
Wras 8, Aff(.z',;)] < By(n).or+! [/ v w,p (0, M) de -4—/ V'""w,,,,,(v.)u’)dv]
0 [

1 1
< B‘(n).érﬂ [f Vﬂ“‘)u,p("; A)dv +£ v“"—’m,,,,,(v,l)dv] :
0

On en déduit que, quels que soient o<(c¢'Ss, o<l WA,
| A AL f(z, )| est infériecur au second membre de cette derniére
inégalité. D’ou

1 ol
wr'+l,p(6$ 7‘) < Bl(n).ar—H [f g1 wn.P((” )\)dV +f v—_r-zw”vp(v’ ;‘) dv:l .
o 8
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s'agit d'établir la convergence des intégrales

1 1 1
f f % y=-B-1dt du[ v, (¢, u)dy,
s Y Jo
1 1 t
j f =y —B-1 gt duf =0, p( v, u) do.
& Y ’ ¢

Elle devient évidente, en les écrivant

f f vlu=Pta,, (1, u)dvduf tr-ode,
[u ﬁ"duf o2, (0, u)dv( tr—edt,
) ve

Nous supposerons donc n=r-1, p=s-41. De plus nous pose-
rons, pour simplifier I'écriture,

I(“) = l(“) I}fﬁzo: Iﬁ,),
pD® — D(a) _-f(a) D:(yﬁpzo.___]);f’):f;g).

x“ 0o
Formons la différence

I

fl, ) =Ff(2,0)— 2, !f <(0, y)+2‘y, 'Y}’(x,O)

N 2ly/
-3 Sassh0]

Je vais montrer que, pour cette fonction, les dérivées (53) sont
continues dans tout (A). On a évidemment

-“)I'—f—l,ﬁ-l[ay )‘;.?l = Wprie,61 [6, )‘;f]-

Les dérivées entiéres de f(«, y), par rapport a y, jusqu’a l'ordre s
inclus, s’annulent pour y = o. En apphquant les relations (29) et (30)

a la fonction de y, AL+ J(x, ), on obtient

g,y [7~, A§+' (8)] <[J-(x3)f u-s- '1)0,54-1 -Hf]d“,

[A'+lf(3)'<p.(ﬁ/ u—-"’o)“.,_,[ §+‘7]du:
v

Jour. de Math., tome VI. — Fasc, 1V, 1923, 54
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La premiére de ces inégalités donne [(47)]
|A,_H A’\f}’)l <V’(ﬁ)f U Wy 50 (0, ) du ﬁ) ny(0, 1),

et, le dernier membre étant une fonction non décroissanle de 9,

wrino[ 8 AT ] < p(B)n(3, 1) [no 5O et (47)].

La seconde donne E |
m"+‘s0[6’7_§f')j| < P‘(ﬁ) "’2(69 1.

Mais 719 s’annule ainsi que ses dérivées entiéres, par rapport a =,
jusqu'al’ordre r inclus, pour & = o. On peut alors appliquer aux fonc-
tions de .z, ].(}f) et A}];f{, respectivement les inégalités (29) et (30). En
utilisant les relations précédentes, on obtient alors

a (WIS ] <plp@) [ e mie nde = pla) p(B)n(d, 1),
qu fy'x’ ]<H(a)1¢(@)fAu‘ﬁ“m(nu)du:#(am(ﬁ)n(',1):

car les seconds membres sont des fonctions croissantes de ¢ et A. La
dérivée 7+ est donc continue dans (4).
r ,
'D’autre part,
witi
7z, 0)=c,

Il en résulte

/;i;f)(x, o)=o.

Si maintenant on remarque que I'on a [ n° 31]
TO-ETE, =197
on écrit
f I(¢+3)f(8+a)

Zmy* % )

car ]J(,{;“) étant continu, on peut intervertir 'ordre des intégrations.

On en déduit
7O =10 F ot

ylxﬁ .
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D’ou il résulte que 7 s’annule ponr y =o, ainsi que ses dérivées
entiéres jusqu’a I'ordre s inclus.
Il est facile maintenant d’établir et de mesurer la continuité
Tla+f > (- 1 1
de ffv«ya{)’ car et £ sont respectivement, comme fonction de z et

et comme fonction de y, dns les conditions du n° 31. Les relations (29)
et (30), appliquées & la fonction de #, A+ /, donnent

o] & AT TS ] < p(@yni(, 1),
|45 FO < oy m (1, D).

D’ou ’on déduit comme plus haut :

w0 [N 4175 ] < p@) m(3 1),
(t)o,s+1[)\a f‘(;o)] < (@) (r, M.

Appliquons aux fonctions de y, 7@ et Aj 7(%), respectivement les
relations (29) et (30). 1l viendra

o0a[1, T8 B ] < (@) p(Byn(1,2),
o108 TP ] < p(a) () (3, ).

Inégalités qui prouvent et mesurent la continuité de 7‘%;3).

On voit immédiatement que cette dérivée s’annule sur xy =o.
Enfin, en se rappelant que

F= (a)f(a) f(a) I(ﬁ)f(a+{3) [n°31],

x4
on obtient
Fa, y) =150 7.
D’ou I'on déduit
(Baa) (et b) = ) (0SS
f&i:‘-ﬁf’a )"f;,%'zg): lg‘a_ffﬁf ﬂ)ff&yf) . %ogﬁ'gﬁ}
Toutes ces dériées sont conunum dans (A) et, de plus, s’annulent
sur gy =o.

Revenons 4 la fonction f(, y) et prolongeons-la dans la partie du
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—1<z< " ,
carré g _:2;’:2: ( cxtérieure a (), par le pseudo-polynome

Fz, )= 200, ) +2J, S (@, 0)— 2 Z T 210, 0)
0
ol les dérivées /1 (o, y) et /;,J,f)(x, 0) ont été elles-mémes prolongées
dans I'intervalle (— 1, 0), respectivement par les polynomes

j=» i=r

YR
SLrG 00 o B FAE o 0.

j==0 t=0
On a, dans ces conditions,
g ) S g
DErE) S (@, )= DEAE) F(a, y)+DGEf)  _ F(z,y).

Pour démontrer la continuité de cette dérivée dans (4), il suffit
d’établir que les fonctions f@(o, y) et f }(,{ )(x, 0), prolongées comme
il vient d’étre dit, admettent respectivement des dérivées D®_
et D@ _ ‘continues dans (o, 1). Considérons la seconde. La démons-
tration serait pareille pour I'autre.

La fonction de y, AL f(x, y) admet dans (o, 1) une dérivée
d’ordre s dont le module de continuité satisfait a I'inégalité

’ A
1(24)] W, ||:l\ A1+lf($):| < 63’2'£ n—s—t 0,541 [u, A§+:j]du
I3
< 6s22~‘f B 0yt 51 (6, w) du.

Mais A5 /(, y ) s’annule pour 541 valeurs distinctes de y. Par
suite, toutes ses dérivées jusqu'al'ordre s inclus s’annulent a I'intérieur
de (o, 1). On a donc

|AI-+1 (8)|<68 2% 1y (9, 1)
et
mo,,[_l A' 4“f (s ')] < 65225 1,(3, 1)),

IAr—Hf(s‘—'l) |<682 2% 71,5(3, 1).
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De proche en proche on voit que cette derniére quantité borne
toutes les dérivées :

I lAg+lf§!l), (/=0,1,...,9).

‘ - ,
11 en résulte que l'intégrale f £ 0, p10(t, /1] de converge. Ce qui
0

achéve la démonstration, car /) (x, 0) est prolongée comme il a été
. yl
indiqué au n° 28.

APPLICATION AU CAS OU L’ON FAIT DES HYPOTHESES SUR o, , ET ©, .

58. Connaissant w, (&) et w, ,(1), on peut obtenir une limitation
pour w, (2, 2). On a, en effet,

| AL A7 (@, y) | S 2Pon,e(3),

| A5 AL 7 (2, y) | S 2% w0,p(R).
D’oui 'on déduit

| A% B3 f (2, y)| <297 22" [wn 0(8) J* [0, (R) I,
et
Wn,p(0, ) < 27 P[wp,0(0)]% [wo,, (M) ],

en désignant par « et b deux nombres positifs quelconques de somme
égale a I'unité.

1l
I’intégrale [ / ¥, (1, u)dt du sera convergente si
Jg

il 1
H :f ¥, 0(t)]2de et Hr:f u B, ()] du
¢ I3

le sont.
Supposons, par exemple,

0no(8)SA %, wy,(2)<BB,

Il vient, dans ce cas,

1 '
H §A"f (ee-%=1 dt, H,< B"f ubB-f—1 du.
3 IS
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Ces intégrales seront convergentes si I’on a

o<an, B<HB;
c’est-a-dire si
al !
; -+ -—6-<l.

Réciproquement, si cette inégalité est vérifiée, on peut choisir a et b
proquement, si celie inég ,on p
satisfaisant aux inégalités précédentes. D’autre part, il résulte du n* 29
que les dérivées D) et D) existent et sont continues par rapport i la
x¢ yl‘ -

variable de dérivation. On a donc la proposition suivante, obtenue
par M. P. Montel ('), lorsque le point (z, y) est intérieur a (4) :

St les rapports |87 ALf| et |APAL S| restent bornés, la fonction
admet, dans (A), toutes les dérivées continues

D) _ ()

xv’ p'xu.v
pour lesquelles

—+%,<l

Pour les dérivations non entiéres, f doit &tre prolongee d'une
maniére convenable.

Plus généralement :

4 L
'St les intégrales f 0 [w,,,(2) ] dt et f w B, ()P du sont
. g ) A

convergentes quel que sott o < 0<1, on peut supposer
8 quet q =I,onp .pp

ﬁl

=<1,

p =

&
-+
74

Pour le voir, il suffit de prendre «’ <aa, 3’ < b.

GENERALISATION DU THEOREME DE M. L.-E.-J. BROUWER.

56. On pourrait, comme dans'le cas d’une seule variable [ n° 34
P ’ : ’

(1) Mémoire cité, p. 191.
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donner des propositions réciproques faciles & énoncer, mais sans intérét
nouveau.
Je terminerai par I'extension du théoréme du n° 37.

Si une fonction continue f(:v, y) posséde dans (A) toutes les dérivées
( olr'sr

continues /" +9) 1 o< g,<

5, la dérivée [0+ satisfaisant & la con-
dition
|5t (@ + 8,y + 1) = fLEN @, )| <28, M),

on a évidemment
‘ [A5 85 [f (= + 8,y + 1) —f (2, y)]| S8 hs (&', V).

Réciproquement, supposons cette derniére ~ condition remplie
dans (A) ("), f(x, y) désignant une fonction bornée, et c(2, \) un
infiniment petit des deux variables ¢ et 2.

Considérons la fonction de x,

k= Ay f(, 7).

C’est, pour chaque valeur de 4, une fonction bhornée dans (o, 1),
satisfaisant & la condition

| A5 A3 |<d7e(d, o).

On peul donc lui appliquer I'inégalité (36), en supposant, ce qui
est toujours possible, (2, 0) non décroissant. Il vient alors '

| A k=s AL A% f (2, y) — (ahy " (B k) A} A4, f (2, ¥)| < 2¢[r}Al 0],

quel que soit |a| < 1.
De la méme maniére, on obtiendrait

|7 ks AL AL (2, y) — k"= A} ALy f (2, Yy <2¢fo, s|k|],

quel que soit | 3| <1. |
Remplacons, dans cetle inégalité, h par a/h et ajoutons a la précé-

(*) Cest-a~dire quels que soient z,y, 3,d", 4, )’ posilifs et tels que les points
(# y) et (z+ rd+9d, y +sh+1') appartiennent & (A).
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dente. Il viendra

| " k=5 &G A f (0, ¥) — (ah)=" (BK)~* Dandfe [ (2, )]
‘ < 28(r|hk|,0)+2¢e(o,s| k),

quels quesoient |a|<1,|8|< 1. D’ottil résulte que A"k~ AL AL f(2,y )
tend vers une limite bien déterminée g,.,(x,y), quand & et k tendent
vers zéro d'une maniére quelconque. Si'on divise les deux membres
de (53) par 2", on obtient, en faisant tendre ¢ et A vers zéro,

|g".$(x -+ 3',}’ +)‘,) —gr,s(x’ J’)|§€(3', 7")°

Ce qui prouve la continuité de g, ,. Remarquons qu’il n’est pas néces-
saire ici de faire des hypothéses supplémentaires sur (3, ).
Considérons maintenant l'intégrale

) — I(r+3)

g(.’t,}’ 'y ,ooor,s(xay)

Celte fonction admet dans (A) toutes les dérivées continues

Jr+s)  fogSr'sr
oz 'y (0§3'§S
avec
(rs
8oy = grs

Par suite, la différence
0" A BG4 g (x, ¥) — grs(x, ¥)

converge uniformément vers zéro quand ¢ et A tendent vers zéro
d’une maniére quelconque. Il en est donc de méme de

A DA [ f (2 ¥) — g(x, 3))

Il résulte alors du n° 50 que la différence /' — g se réduit dans (A) aun
pseudo-polynome (7, ).
En définitive, on aboutit au théoréme :

Pour qu’une fonction f(z, y), uniforme et bornée dans (A ), y admetle

’
toutes les dérivées enticres continues S (r +‘? pour lesquelles t Zy <s ( s la
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dérivée [(r+9 satisfaisant & la condition
7 wryl

[£570 (@ + 8,y + 1) =[5 (@, )| <e(8, ),
ot e(2, \) désigne un infiniment petit acec % et 35 il faut et il suffit:
1" Que lon ait dans (A) )
| 8585 [J (2 + ', y +3) — f (2, 7) ] | £ 2 e(8, 1)
2° Qu'on puisse troucer un réseau (ry s) sur lequel la fonction donnée

posséde des dérivées continues D) et D),
z Y

87. On voit facilernent comment les notions de pseudo-polynome
el de réseau, ct par suite, les résullats de ce dernier Chapitre, se géné-
ralisent pour un espace 4 plus de deux dimensions.

o AL e -
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