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JOURNAL 
DE 

MAMÉMATIQUES 
>P$Kis ET APPLIQUÉES. 

La Géométrie des groupes de transformations ; 

PAR ÉLIE CARTAN. 

INTRODUCTION. 

Dans une Note récente présentée à l'Académie royale des Sciences 
d'Amsterdam ('), nous avons, M. J.-Λ. Schouten et moi, indiqué 
comment on pouvait attribuer à la variété d'un groupe fini et continu 
de transformations (chaque transformation du groupe étant représentée 
par un point de la variété) trois connexions affines remarquables, 
deux connexions sans courbure (désignées dans la Note par les signes 
— et ·+■), et une connexion sans torsion (désignée par le signe o). 
Ces trois connexions comportent les mêmes géodésiques, liées aux 

(') Ιλ CARTAN en J. A. SCHOUTEN, Over de meetkunde der groepuitgebreid-
heid van halfeenvoudige en eenvoudige groepen ( Versl. Kon. Akad. van 
Welensch. Amsterdam, 1.35, 1926, p.387-399). Voir aussi: Over Riemannsche 
meetkunden, die een absoluut parallélisme toelaten ( Versl. Kon. Akad. v. 
Wetensch. Amsterdam, t. 35, 1926, p. 5o5-5i8). Ces deux Notes paraîtront 
prochainement en anglais dans les Proceedings de l'Académie. 

Joum. de Mailt., tome VI. — Frfsc. I, 1927. I 
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sous-groupes à un paramètre du groupe donné. Les torsions des deux 
premières, égales et opposées, font intervenir les constantes de struc-
ture du groupe ; la courbure de la troisième fait intervenir certaines 
combinaisons de ces constantes. Les deux premières connexions sont 
du reste liées d'une manière très intime avec la théorie que j'ai pro-
posée de la structure des groupes, fondée sur la considération de leurs 
équations de définition et non, comme celle de S. Lie, sur celle de leurs 
transformations infinitésimales. 

Le présent Mémoire a pour but de développer et de compléter ce 
qui, dans la Note en question, n'est que brièvement esquissé. Pour 
plus de clarté j'ai repris toute la question. J'ai fait précéder l'étude 
infinitésimale des trois connexions affines d'un Chapitre consacré 
à l'étude des deux espèces d'équipollence qu'on peut définir dans 
un espace de groupe. Parmi les questions qui ne sont pas abordées 
dans la Note citée plus haut, ou qui n'y font l'objet que d'indications 
très vagues, je citerai la détermination des variétés totalement géo-
désiques d'un espace de groupe, celle du groupe d'isomorphie de 
l'espace sans torsion d'un groupe, rattachée à une première étude des 
espaces à connexion affine dans lesquels la courbure d'une facette se 
conserve par le transport parallèle. J'ai enfin, dans un dernier Chapitre, 
introduit et étudié une quatrième connexion, la connexion projective 
normale que définissent les géodésiques de l'espace. 

Un des résultats les plus intéressants auxquels conduit l'étude d'en-
semble qui va suivre est l'existence, dans la théorie des groupes finis 
et continus, à côté de l'isomorphisme classique, de deux autres isomor-
phismes, qu'on pourrait appeler l'isomorphisme affine et Yisomor-
phisme projeclif, et qui résultent de la considération des propriétés 
de l'espace à connexion affine sans torsion et de l'espace à connexion 
projective normale attachés à un groupe. En particulier deux groupes 
de même ordre r sont affinement isomorphes si l'on peut choisir leurs 
transformations infinitésimales de base de manière que les constantes 
c;fk qui entrent dans les relations 

(X,(X/X») =)£ «ïXJ 

soient les mêmes pour les deux groupes : on pourrait dire, en un 
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certain sens, que les cïjl définissent la structure affine d'un groupe. 
La structure projective est définie également par certaines fonctions, 
du reste plus compliquées, des constantes de structure de Lie. J'ai 
déterminé tous les groupes dont les constantes de structure affine, ou 
les constantes de structure projective, sont nulles. 

Certains des résultats généraux obtenus deviennent particulièrement 
remarquables pour les groupes simples ou semi-simples, mais les 
théories sont développées pour les groupes généraux. 

CHAPITRE 1. 

I.'ESPACE I>'I:N GROUPE CONTINU ET SES DEUX PARALLFILISMBS. 

I. — L'espace d'un groupe et ses deux systèmes d'équipollence. 

i. Considérons un groupe de transformations fini et continu G à 
r paramètres a

K
, ..., a

r
. Les variables transformées par le groupe 

joueront dans la suite un rôle tout à fait accessoire. Nous désignerons 
par T

rt
 la transformation du groupe correspondant aux paramètres 

a,, ..., a
n
 par TjT

a
 la transformation obtenue en effectuant successi-

vement les transformations Ύ
α
 et Tj, enfin par T"1 la transformation 

inverse de Τ
Λ

. On sait que la transformation inverse de TéT
rt 

est T~' Tj'. 
Nous pouvons regarder les paramètres a

it
 ..., a

r
 comme les coor-

données d'un point (a) dans un espace &k r dimensions, que nous 
appellerons espace du groupe. Pour le moment cet espace est un 
simple continuum ; les propriétés du groupe vont nous permettre d'y 
introduire des notions géométriques. 

Nous conviendrons de dire que le point qui correspond à la transfor-
mation identique du groupe est le point origine de l'espace. Comme 
on le verra dans la suite, ce point origine ne jouit d'aucune pro-
priété géométrique spéciale. 

Appelons vecteur de l'espace et désignons par la notation ab 
l'ensemble de deux points (a) (point origine) et (h) (point extré-
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mité)(1). Un vecteur est nul quand son extrémité coïncide avec son 
origine. 

2. DÉFINITION. — Nous dirons que deux vecteurs ab et a' b' sont 
équipollenls de première espèce si, Von a 

(1) T,/iy = T//iy ; 

nous dirons qu'ils sont équipollenls de seconde espèce si Von a 

(2) ΊΥ T/,= T",1 T//. 

On peut remarquer, en calculant les inverses des deux membres 
de chacune des égalités (i) et (2), que ces égalités peuvent encore 
s'écrire 

(■') τ
β
ττ = τ,τ*», 

(2') VT
a
=TVT

ft
, 

De la définition précédente résultent immédiatement, pour chaque 
espèce d'équipollence, les propriétés suivantes : 

i° Tout vecteur équipollenl à un vecteur nul est nul; 
20 Tout vecteur est équipollent à lui-même; 
3° Si un vecteur est équipollenl à un second vecteur, le second est 

équipollent au premier; 
4° Si deux vecteurs sont équipollenls, les vecteurs opposés le sont 

aussi; 

t1) En Géométrie différentielle, spécialement dans la théorie des espaces à 
connexion affine (espaces de Riemann, de Weyl, etc.), le mot vecteur est pris 
dans un sen& différent de celui du texte, un vecteur étant une grandeur géomé-
trique attachée à un point (point origine) et définie analytiquement par /· 
composantes (/' étant le nombre de dimensions de l'espace). Mais il ne résultera 
dans la suite, de cette double acception du mot vecteur, aucune confusion 
possible, car quand nous doterons l'espace £ d'une connexion affine, tout vecteur 

ab (au sens du texte) pourra, si le point ( b) est dans un voisinage suffisamment 
petit du point (#), êLre identifié au vecteur (au second sens) qui a pour origine 
(«), qui est tangent en (a) à la ligne géodésique passant par (a) et (ό), et dont 
la grandeur est définie par la longueur de l'arc ab de cette géodésique. 11 y a du 
reste identité entre les deux sens quand les points (a) et (b) sont infiniment 
voisins. 
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f)° Tout point de Γespace est 'Vorigine d'un vecteur et dun seul 
équipollent à un vecteur donné; 

6° Deux vecteurs ëquipollents à un troisième sont èquipollenls 
entre eux; 

70 Si αϋ est équipollent à a'b' el bc à b' c', le vecteur ac est équi-

polie ni à a'c'. 

Cette dernière propriété résulte de ce que les égalités 
riyiy = Ίντ-\ τβτ·,;< = τ/ιν 

entraînent 
(T,TV ) ew ) = < τ,,τν ) (TVT-; ) 

ou 
Ύ Τ H — Τ -Τ ' 

Ces différentes propriétés rapprochent chacune des deux espèces 
d'équipollence de l'équipollence ordinaire de deux vecteurs. 

5. II existe une relation géométrique remarquable entre les deux 
espèces d'équipollence d'un espace de groupe. L'égalité (i) 

Τ/,Ύ;;1 = Τ,/Τ-; 

peut en effet s'écrire, en multipliant à gauche par et à droite 
par T

a
,, 

T~'Te.=:Ty'lV, 

qui est de la forme (2). On en déduit le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si ab est équipollent de première espèce à a'b\ le 
vecteur aa' est équipollent de seconde espèce à bb\ et réciproquement.. 

La seconde équipollence pourrait donc se déduire a priori de la 
première. 

Supposons plus généralement que dans un espace à r dimen-
sions on ait défini d'une manière quelconque une équipollence satis-
faisant aux propriétés i° à 6°. On peut en déduire une sçconde espèce 

d'équipollence en convenant que aa! est équipollent de seconde espèce 

à bb' si ab est équipollent de première espèce à a'b'. On s'assure faci-
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lement que pour cette seconde espèce d'équipollence, les propriétés 
i° à 5° sont vérifiées. Quant à la propriété 6°, elle ne l'est pas néces-

sairement. Supposons aa! et bb' équipollents de seconde espèce à cc' ; 

cela signifie que acest équipollent de première espèce à a'c' et be 

à 6'c'; pour que aa' et bb' soient équipollents de seconde espèce entre 

eux, il faut et il suffit que ab soit équipollent de première espèce à a' b' ; 
autrement dit, la seconde équipollence jouira de la propriété 6° si la 
première jouit de la propriété η", et réciproquement. 

L'existence des propriétés i" à 6° ponr chacune des deux équipol-
lences conjuguées d'un espace entraîne donc pour chacune la pro-
priété 7°. 

4. Revenons à l'espace du groupe G. Les deux espèces d'équipollence 
sont en liaison étroite avec les deux groupes des paramètres de G. 

Considérons en effet l'opération géométrique qui consiste à mener 

par un point variable (ξ) un vecteur ξξ' équipollent de première 
espèce à un vecteur fixe. Soit (a) l'extrémité du vecteur équipollent 
au vecteur fixe et mené par le point origine de l'espace. L'opération 
considérée se traduit analytiquement par 

Ύ Τ H — Τ -Τ ' 
ou 

(3) Τξ — Τ
α
Τξ; 

elle est donc analytiquement identique à l'une des transformations du 
premier groupe des paramètres (1 ). 

De même l'opération qui consiste à mener par un point variable (ξ) 

un vecteur ξξ' équipollent de seconde espèce à un vecteur fixe Ôa se 
traduit analytiquement par 

(4) Ύξ'= ΤξΤ
α

 ; 

(') S. LIE et G. SCHEFFBRS, Vortesungen uber continuierliche Gruppen, 
Leipzig, B. G. Teubner, 1893, p. 449· Cet ouvrage sera désigné dans la suite 
par LIE-SCH8FFBRS. 
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elle est donc analytiquement identique à l'une des transformations du 
second groupe des paramètres (1 ). 

La propriété exprimée par le théorème du ηυ 5 est une traduction 
géométrique du fait que les transformations des deux groupes des 
paramètres sont échangeables entre elles. 

Comme, les formules (3) et (4) le mettent en évidence, les deux 
systèmes d'équipollence d'un espace de groupe sont en général distincts ; 
ils ne seraient confondus que si toutes les transformations du groupe 
étaient échangeables entre elles. 

o. Les propriétés énoncées au n° 2 sont caractéristiques des équipol-
lences attachées aux groupes. Nous allons démontrer que si dans un 
espace & on a défini une équipollence de vecteurs jouissant des sept 
propriétés considérées, /'espace S peut être regardé comme un 
espace de groupe, Céquipollence définie dans & étant la première 
équipollence attachée au groupe. 

Prenons en effet dans l'espace & un point origine ( O), d'une manière 
tout à fait arbitraire. Soit(a) un point quelconque de (&); considérons 
l'opération S

rt
 par laquelle on passe d'un point variable (ξ) à l'extré-

mité (ξ') du vecteur ξξ' équipollent à Ο α (vecteur qui existe d'après 5"). 
Je dis d'abord que ces opérations engendrent un groupe. 

Elles contiennent évidemment l'opération identique (d'après i"). 
Soient maintenant deux opérations S

fl
 et ; soit (c) le transformé 

de (a) par S6. En effectuant successivement les opérations S
a
 et S*, 

nous passons du point (ξ) au point (ξ'), puis au point (ξ"), par 

(S
e

) ξί=ϋί 

(S*) T{' = Ôb. 

Or par hypothèse (ac) est équipollent à 0&; donc ξ'ξ" est équipol-

lent à ac (propriété 6°) ; les équipollences 

$=Oa, ac 

(!) LIE-SCHEFFERS, p. 633. 
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entraînent donc (propriété 7") : 

ξξ*=0c; 
par suite on a 

S/;S„ = S,.. ' c. g. F. I). 

Soit G le groupe engendré par les opérations S
rf

. Ce groupe est 
simplement transitif; cela veut dire qu'il contient une transformation 
et une seule amenant un point donné (ξ) en un autre point donné (ξ'), 
à savoir la transformation S

e
 correspondant à l'extrémité du vec-

teur Ο a equipollent à Ûjïj'. Considérons alors deux vecteurs équipol-

lents quelconques ab et a'h' ; le vecteur Oc equipollent à ah est aussi 

équipollent à a'b' (propriété 6°); la transformation Sc amène donc 
simultanément (a) en (b) et («') en (//). Or la transformation S^S"1 

amène aussi (a) en (b) [par l'intermédiaire.de l'origine (Ο)], et la 
transformation amène également (a') en (b')\ on a donc 

S
C
 = S/,S-, = S^SÂ,1, 

ce qui montre bien l'identité de l'équipollence définie dans & et de 
l'équipollence de première espèce attachée au groupe G. 

β. Il résulte du théorème précédent que l'équipollence de seconde 
espèce d'un espace de groupe peut être regardée comme une équipol-
lence de première espèce attachée à un autre groupe admettant le 
même espace représentatif. Il est facile de voir que le second groupe 
des paramètres admettrait pour première équipollence la seconde 
équipollence du groupe G. 

Voici une autre remarque importante. Considérons un ensemble de 
transformations T

rt
 dépendant de r paramètres, ne formant pas un 

groupe, mais jouissant delà propriété que/es transformations Τ^Τ,;1 

ne dépendent que de r paramètres (lorsque les a et les b prennent 
toutes les valeurs possibles). Nous pouvons définir, dans l'espace de 
cet ensemble de transformations, une équipollence de vecteurs par 
l'égalité 

(I) Τ,/Γ^Τ,/ΐν, 
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et cette équipollence, on le vérifie facilement, jouit des sept propriétés 
énoncées au n° 2. Choisissons une transformation origine arbi-
traire T

0
 ; la transformation S„ définie au numéro précédent se traduit 

analytiquement par 
I Tï/Tjr1 = Ta T,,1 

ou 

(S„) I Tï/Tjr1 = Ta T,,1 

Effectuons successivement les transformations S„ et S6, et soit 

S/,S„= s
c

. 

Nous aurons successivement, par S
rt
 et SA, 

Τ^Τ
Λ
Τ

0
-'Τξ, 

Τξ»= Τ/,Τ;,1 Τ?. = ΤΛΤ^ Τ
Λ
Τ-1 Τξ= Τ, Τ;1 Τ?. 

Il en résulte l'égalité 

('ΓλΤ~1 ) (T
e

TV ) = Τ'Τ,;1 ; 

par suite les transformations Τ
α
Τ~' forment un groupe. 

Ce théorème, de nature purement analytique, peut du reste se 
démontrer directement. Considérons l'ensemble à r paramètres des 
transformations ΤύΤ~' ; effectuons le produit de deux de ces transfor-
mations 

(T,,T^)(TAT-M. 

Il existe une transformation T
c
 telle que l'on ait 

(5) UT/^^T,.; 

en effet les transformations TjTç1, où l'on fait varier les paramètres ξ, 
doivent donner toutes les transformations de l'ensemble ΤζΤή1, par 
suite, en particulier, la transformation Τ

Λ
,Τ^! ; il existe donc un 

point (c) tel que l'on ait 
Tï/Tjr1 = Ta T,,1 

égalité équivalente à l'égalité (5). On déduit alors de (5) 

(T,/T-« ) (T,X;« ) = Ύ,/Υρ Τ,.Τ"1 — Ί\.Τ-', 

ce qui montre bien que les transformations TAT
rt

' engendrent un 
Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I. 1937. 2 
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groupe. Du reste toutes les transformations de ce groupe peuvent 
s'obtenir en laissant (a) fixe et en faisant varier (b)< 

7. On sait que deux groupes G et G' de même ordre sont dits 
isomorphes (') si l'on peut établir entre leurs transformations une 
correspondance telle qu'au produit de deux transformations quel-
conques du premier groupe corresponde le produit des deux transfor-
mations correspondantes du second groupe. Dans la correspondance 
qui réalise l'isomorphisme, les transformations identiques se corres-
pondent ; de plus, à l'inverse d'une transformation du premier groupe 
correspond l'inverse de la transformation correspondante du second 
groupe. 

Soient deux groupes isomorphes G et G' et leurs deux espaces de 
groupes & et &. Toute correspondance par isomorphisms des deux 
groupes se traduit par une correspondance ponctuelle des deux 
espaces & et S', telle quà deux vecteurs équipollerds de première 
(seconde) espèce de & correspondent deux vecteurs èquipollenls de 
première (seconde) espèce de &. 

En effet nous pouvons choisir les paramètres des deux groupes de 
manière que, dans la correspondance par isomorphisme considérée, 
les paramètres de deux transformations correspondantes soient les 
mêmes. Nous désignerons par les symboles Τ et Θ les transformations 
des deux groupes. 

Cela posé, l'égalité 
τΑτ-1 = Ίντ-; 

signifie qu'il existe une transformation T
c
 telle qu'on ait 

T„=T,
;
Ttf, Τ// — T,.T„'; 

il en résulte 
Θ,

;
=Θ

(
.Θ„, Θ&'= Θ

Γ
Θ„<; 

d'où 
Θ,;=Θ(.Θ„, Θ&'= ΘΓΘ„<; C. Q. F. D. 

La démonstration serait la même pour le parallélisme de seconde 
espèce. 

(J) Il s'agit ici, comme du reste dans tout ce qui suit, de l'isomorphisme 
holâédrique♦ 
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8. Réciproquement, supposons qu'on puisse établir entre les 
espaces & et & de deux groupes G et G' de même ordre r une corres-
pondance ponctuelle telle qu'à deux vecteurs èquipollents de pre-
mière espèce de correspondent deux vecteurs èquipollents de 
première espèce de alors les deux groupes G et G' sont isomor-
phes. 

Soit en effet (ω) le point de 6> correspondant au point origine (O) 
de <§. Soient (a), (6), (c) trois points quelconques de (6); (a), (β\ 
(γ) les points correspondants de (&'). L'égalité 

Τ//Γ"1 — T,..= T,.T"0' 
entraîne par hypothèse 

Θ
β

Θ«' = ΘγΘΓΛ, 
autrement dit, l'égalité 

T6=T
t:
T„ 

pri traînp 
ΘβΘ^^ΘγΘό,'ΜΘαΘό,1). 

Faisons alors correspondre à la transformation T„ de G la transfor-
mation 0a0^ de G'; cette correspondance, d'après l'égalité précédente, 
met en évidence l'isomorphisme des deux groupes. 

On peut remarquer qu'il est très facile d'établir à l'intérieur d'un 
groupe donné une correspondance échangeant entre elles les deux 
espèces d'équipollence attachées au groupe : il suffit de faire corres-
pondre à la transformation T

rt
 la transformation inverse Τ

α
 = ; 

l'égalité 

τ/ιν^τ,/ΓΛ 

qui définit l'équipollence de première espèce, se change alors dans 
l'égalité 

Τρ'Τα=Τρ>Τν, 

qui définit l'équipollence de seconde espèce. 
Il résulte de cette remarque que pour que deux groupes de même 

ordre soient isomorphes, il faut et il suffit qu'on puisse établir entre 
les espaces de ces deux groupes une correspondance ponctpelle 
transformant l'une des espèces d'équipollence du premier espace 
dans l'une quelconque des espèces d?équipollence du second. 
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9. Les considérations précédentes posent la question de la déter-
mination de toutes les transformations ponctuelles d'un espace de 
groupe en lui-même qui jouissent de la propriété de conserver les 
deux espèces d'équipollence de l'espace. 

Il est d'abord évident qu'une transformation ponctuelle qui conserve 
l'équipollence de première espèce conserve l'équipollence de seconde 
espèce et réciproquement. Désignons en effet par (α), (β), etc. les 
points transformés de (a), (ù), etc. L'équipollence de première espèce 

de ab et de a'i/ entraînant par hypothèse celle de αβ et de α'β', il en 

résulte (n° 5) que l'équipollence de seconde espèce de aa! et de bb' 

entraîne celle de αα' et de ββ'. 
Commençons par déterminer les transformations ponctuelles qui 

conservent l'équipollence de première espèce et qui laissent invariant 
le point origine. L'égalité 

Τ
(
.= ΤΛΤ« 

exprimant simplement l'équipollence de première espèce des vecteurs 

G b et ac
>
 il en résultera l'équipollence de Ο β et α γ, et par suite l'éga-

lité 
Τγ— ΤβΤ

α
; 

les transformations cherchées sont donc les auto-isomorphismes du , 
groupe G. Parmi ces auto-isomorphismes se trouvent en particulier 
les transformations du groupe adjoint 

(6) A 4 — 1 « 1 ς 1 α» 

où (a) est un point fixe. Si le groupe G est semi-simple, le groupe 
adjoint est le plus grand groupe continu des auto-isomorphismes 
deG('). 

Pour avoir toutes les transformations ponctuelles conservant l'équi-
pollence de première espèce, il suffira de combiner les transfor-
mations ponctuelles précédentes avec les transformations * 

Τ ξ ~ τ χT
rt
 ou Ί> ~ T,

t
 Tç, 

(l) E. C\RT\N, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et 
semi-simples {Bull. Sc. math., 2e série, t. 49, 1925, p. 363-364). 
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ou encore avec les transformations 

(7) l ξ' — fa -Γξ 1 ht 

(a) et (b) désignant deux points fixes. Les transformations ponc-
tuelles (7) transforment en eiîet l'égalité 

ι η ι ξ ι η * ξ , 
dans l'égalité 

TyTç.1 = Τη.'Γ^,1. 

Les transformations (7) forment évidemment un groupe Γ0, lequel 
est un sous-groupe du groupe total Γ des transformations qui conser-
vent l'équipollence de première espèce. Il est même facile de voir que 
Γ

0 est un sous-groupe invariant de Γ. Il suffit de démontrer que toute 
transformation de Γ0

 est changée en une autre transformation de Γ„ 
par 1111 auto-isomorphisme du groupe G. Si en effet les points (a'), 
(b'), (ξ'), fyj') correspondent à (a), (ΰ), (ξ), (vj)par cet aulo-isomor-
phisme, la relation 

τ
Τ|
=τ

β
τξτ„ 

est changée en 
Tyj»r= Τ,,-Τξ'Τ//; 

la transformation de Γ
0
 correspondant aux points («) et (b) est 

changée dans une autre transformation de Γ0, cellequi correspond aux 
points (a') et {b'). 

Nous donnerons au groupe Fie nom de groupe d'isomorphic de <S. 
Le groupe des transformations ponctuelles de & qui conservent 

l'ensemble des deux équipollences se déduit facilement de Γ en le 
combinant avec la transformation 

Τξ= T?1. 

Remarquons que le groupe Γ0
 défini par les équations (7) est à ir 

paramètres au plus; d'une manière précise, il est à ir —■ ρ paramètres, 
p désignant l'ordre du sous-groupe formé des transformations de G 
échangeables avec toutes les autres transformations de G. Le 
groupe Γ

0 contient évidemment le groupe adjoint (6), qui est lui-
même à r—ρ paramètres. 
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II. — Géodésiques; les deux parallélismes; translations. 

10. Dans l'équipollence ordinaire de deux vecteurs, les droites 
jouissent de la propriété caractéristique suivante : 

Si Von prend trois points quelconques («), ( b), ( c)sur une droite, 

le vecteur cd equipollent àab a encore son extrémité (d) sur la 
droite. 

Nous allons chercher à généraliser cette notion dans un espace de 
groupe. 

DÉFINITION. — Une ligne (G) tracée dans un espace de groupe est 
dite géodésique de première espèce si, étant donnés trois points 
quelconques (a), (b), (c) sur cette ligne, Γ extrémité (d) du vecteur 

cd équipollent de première espèce à ab est encore sur la, ligne. 

On définirait de même les géodésiques de seconde espèce mais il 
importe de remarquer immédiatement que toute géodésique de pre-
mière espèce est géodésique de seconde espèce et réciproquement. 

En effet si cd est équipollent de première espèce à ab, cela revient à 

dire que bd est équipollent de seconde espèce à ac, et réciproquement. 
11 n'y a donc en réalité qu'une seule espèce de géodésiques. 

il. La première question qui se pose est celle de l'existence des 
géodésiques. Or il est facile a, priori, dans un espace de groupe, d'en 
trouver une infinité. Soit en effet (a) un point fixe; considérons un 
sous-groupe à un paramètre g du groupe G; désignons par Θ

κ
 sa 

transformation générale. Le point (ξ) défini par 

(8) Τξ=Θ«Τ 
rt 

décrit une géodésique. Soient en effet u
n
 u

2
, u

3
 trois valeurs parti-

culières quelconques du paramètres, et soient (ξ,), (ξ2)> (ξ$) lr°is 

points correspondants. Soit enfin (ξ
4
) l'extrémité du vecteur ς

3
ς,

( 
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équipollent de première espèce à ξ, ξ
2
 ; on a 

Tç
4
1t' = T. Te,' 

ou 
T?4= ΤββΤζ: TSi, = Θ,,,Θ"' Θ„,T„ = e„

4
T

ff
. Γ., Q. F. ο. 

Réciproquement on obtient de celte manière toutes les gèodèsiques. 
Désignons en effet par (ξ), (η) deux points variables, par (a) un point 
fixe d'une géodésique. Il existe sur la géodésique un point (ζ) tel que 

ΤηΤξ1 — ΤζΤ"1 ; 

par suite les transformations Τ
η
Τξ' ne dépendent que d'un paramètre; 

il en résulte (n° 6) que ces transformations, et, d'une manière plus 
spéciale, les transformations ΤξΤ"1, engendrent un sous-groupe à un 
paramètre g de G eri appelant 0„ sa transformation générale, on a 

Τξ= β//Τ„. C.Q.F.D. 

On peut remarquer que toute géodésique peut encore être définie 
par 

(9) Τξ = Τ
Λ

Θ„, 

Θ« engendrant un groupe à un paramètre, ou plus généralement 
par 

(IO) Tç=T
e
0

e
T

fc
. 

Du reste l'égalité (io) peut s'écrire 

Tç=(T„0
w
'IV)(T,Tft)( 

et la transformation T
rt
0

7/
T

a
' engendre un groupe, à savoir le groupe 

transformé de g par T
a

; on retombe ainsi sur l'expression (8). 

12. Nous avons regardé jusqu'à présent un vecteur ab comme 
défini uniquement par son origine (a) et son extrémité (b). Si les 
coordonnées de b ne diffèrent pas trop de celles de (a), la transfor-
mation TéT~1, d'après la théorie des groupes continus de S. Lie, 
appartient à un sous-groupe à un paramètre g de G, et à un seul; par 
suite les deux points (a) et (b) appartiennent à une géodésique et à 
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une seule, lieu du point (ξ) défini par 

Τξ — (·)„Τ
Λ

, 

où.0
tt
 est la transformation générale de g. Rien n'empêche alors d'as-

similer le vecteur aii segment de géodésique limité par (a) et (b). 
Nous pouvons dire alors que tout vecteur porté sur une géodésique 

est équipollenl à la fois de première et de seconde espèce à un vec-
teur déterminé porté sur ta géodésique et ayant pour origine un 
point donné de cette géodésique. 

Si l'on définit sur une géodésique l'égalité de deux segments par 
l'équipollence des vecteurs correspondants, on peut mesurer les seg-
ments d'une même géodésique une fois qu'on a choisi sur cette géo-
désique un segment unité. En particulier, si l'on a pris pour para-
mètre u de la transformation générale de g le paramètre canonique 
de Lie, de telle sorte qu'on ait 

Θ,;=Θ(.Θ„, Θ&'= ΘΓΘ„<; 

la mesure du segment ς, ξ
2

, où 

Θ,;=Θ(.Θ„, Θ&'= ΘΓΘ„<; Θ,;=Θ(.Θ„, Θ&'= ΘΓΘ„<; 

sera | u
t
 — |. Le changement permis de u en ku revient au change-

ment de l'unité de longueur. Le rapport algébrique de deux vecteurs 

\\ £2» i» i/,? portés sur une même géodésique, a la valeur bien déter-
minée 

Θ,;=Θ(.Θ„, Θ&'= „<; 

13. Si, par un point (b) extérieur à une géodésique (C) passant par 
(a), on mène les vecteurs équipollents de première espèce aux 

différents vecteurs portés sur (G), on obtient les vecteurs br\ équipol-

lents de première espèce aux. vecteurs a\ dont l'extrémité (ξ) 
décrit (c). Le point (η) décrit donc une ligne (C'),,et cette ligne est 
une géodésique. Si l'on a 

Tç=T
ll
T

e
, 
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on en déduit 

Τη=Τ„ΤΑ. 

Nous dirons que (C') est parallèle de première espèce à (C) : tout 
vecteur porté sur (C) est equipollent de première espèce à un vecteur 
porté sur (C). 

Deux géodésiques parallèles de première, espèce à une troisième 
sont parallèles entre elles. 

On définirait de même les géodésiques parallèles de seconde 
espèce à une géodésique donnée. Si celle-ci est définie par 

Te = Ta Ou, 

on obtient les géodésiques définies par 

'Γη =Tn = Tb Ou, 

où (/;) est un point fixe arbitraire. 
Nous avons donc ainsi défini deux espèces de parallélisme pour les 

géodésiques et, pour chacune de ces espèces, on a les propriétés sui-
vantes : 

i° Toute géodésique est parallèle à elle-même ; 
i" Deux géodésiques parallèles à une troisième sont parallèles 

entre elles ; 
3° Par tout point pris hors (C une géodésique il passe une géodé-

sique parallèle et une seule. 

Remarquons que les deux parallélismes permettent facilement de 

construire le vecteur ξη équipollent de première (seconde) espèce à 

un vecteur donné ab et ayant une origine donnée (ξ) : il suffit de mener 
par (ξ) la geodésique parallèle de première (seconde) espèce kab, 
puis par (b) la géodésique parallèle de seconde (première) espèce 
à a \ ; ces deux géodésiques se coupent au point (η) cherché. 

14. Nous pouvons convenir de dire que deux géodésiques parallèles 
de première espèce ont la même direction de première espèce, et que 
deux géodésiques parallèles de seconde espèce ont la, même direction 
de seconde espèce. Si l'on mène par le point origine la parallèle de 

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 19:27. d 



ι8 ÉLlE ολ&ΐλΝ. 

première espèce à une géodésique donnée, les différents points de cette 
parallèle représentent les transformations d'un groupe un para-
mètre; nous pouvons donc dire que toute direction de première espèce 
est définie par un sous-groupe à un paramètre de G; il en est de 
même de toute direction de seconde espèce. Si l'on se donne un sous-
groupe à un paramètre g de G et un point (a) de l'espace, on peut 
à partir du point (a) se déplacer, soit dans la direction dè première 
espèce définie par g, soit dans la direction de seconde espèce définie 
par g, et l'on obtient ainsi en général deux géodésiques distinctes 
issues de {a). 

15. Les équipollences de première et de seconde espèce permettent, 
comme on l'a fait au n° 12, de définir l'égalité et par suite le rapport 
de deux segments portés sur deux géodésiques parallèles de première 
ou de seconde espèce. Si, sur une géodé.-ique donnée, on choisit une 
unité de longueur, on pourra donc mesurer les segments sur toutes les 
géodésiques parallèles de première espèce à celle-là, puis sur toute 
géodésique parallèle de seconde espèce à une de ces dernières, et ainsi 
de suite. Supposons que la géodésique donnée parte du point origine 
et soit définie par un sous-groupe g de transformations 0

W
, u étant 

le paramètre canonique. Les géodésiques qui s'en déduisent par le 
processus indiqué sont des lieux de points (ξ) donnés par 

Τξ=ΤΛΘ„Τ/„ 

(α) et (b) désignant deux points arbitraires fixes; en particulier, 
celles de ces géodésiques qui passent par le point origine sont données 
par 

T?r= T« Θ,/Γ-1; 

leurs directions sont définies par les-différents sous-groupes homo-
logues (g'eichberecbtigt) (') de g dans le groupe total G. C est 
seulement dans l'ensemble de ces directions que l'espace comporte une 
métrique intrinsèque. 

16. Toute transformation ponctuelle du groupe d'isomorphie de 

(*) LIE-SCHEFFEHS, p. 474» 
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l'espace (S change évidemment une géodésique en une géodésique, le 
rapport des segments étant conservé; elle change également deux 
géodésiques parallèles en deux géodésiques parallèles'. 

Considérons en particulier la transformation 

Τξ — T« Τξ ; 

par cette transformation,les différents points de l'espace décrivent des 
vecteurs équipollents (de première espèce) entre eux; de plus, tout 
vecteur est changé en un autre vecteur équipollent de seconde espèce 
au premier, et toute géodésique en une autre géodésique parallèle de 
seconde espèce. Nous pourrons donner à une telle transformation le 
nom de translation de première espèce. Ces translations sont les 
transformations du premier groupe des paramètres (n° 2). 

L'équation 
TV=T

Ç
T„ 

définit de même une translation de seconde espèce. 
La translation continue de première espèce 

Τξ=Θ
α

Τξ, 

où 0
tt
 désigne une transformation arbitraire d'un groupe à un para-

mètre g (u jouant le rôle du temps), jouit de la propriété que les diffé-
rents points de l'espace décrivent des géodésiques toutes parallèles 
entre elles de première espèce, pendant que les différentes géodésiques 
se déplacent en restant parallèles entre elles de seconde espèce. Nous 
donnerons à cette translation continue le nom de translation géodé-
sique de première espèce. Nous définirons de même les translations 
géodésiques de seconde espèce. 

III. — Les sous-groupes et les variétés totalement géodésiques. 

17. Dans l'espace ordinaire, on peut définir un plan : 
Soit comme une surface telle que tout vecteur ayant son origine 

sur la surface, et équipollent à un vecteur quelconque ayant son ori-
gine et son extrémité sur la surface, a également son extrémité sur la 
surface ; 
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Soit cornmo une surface telle que toute droite (géodésique) qui y a 
deux de ses points y est contenue tout entière. 

Dans un espace de groupe, nous pouvons partir de l'un ou l'autre 
des deux points de vue; mais ils ne sont plus, en général,équivalents 
comme dans Γespace ordinaire. 

Nous appellerons variété totalement géodésique une variété telle 
que toute géodésique qui y a, deux de ses points y est contenue tout 
entière. 

Soit maintenant Y/; une variété à ρ dimensions telle que tout vec-

teur αζ ayant son origine (a) surY;„ et équipollentde première espèce 

à un vecteur quelconque ξη ayant son origine et son ex trémité sur \
p

, 
ait également son extrémité (ζ) sur V^. Si on laisse fixe le point (a) et 
que l'on fasse varier les points (£) et (η), on voit que la transfor-
mation Τγ- Τξ1 peut toujours être ramenée à la forme ΤζΤ,;1, où (ζ) 
est un point de V;,. Par suite, l'ensemble à ρ paramètres des transfor-
mations Τξ, lorsque (ξ) décrit V^, jouit de la propriété que les trans-
formations Τν,Τξ1 ne dépendent que de ρ paramètres. Donc(n°6), les 
transformations ΤηΤξ", et, plus spécialement, les transformations 
TgT~', engendrent un groupe g à ρ paramètres. Soit (-)„ la transfor-
mation générale de ce groupe; on voit que l'on a 

(") Tç=0,T
e

. 

On retrouve donc, pour la variété Vp, une génération tout à fait 
analogue à celle des géodésiques. La réciproque est facile à démon-
trer. -

La variété Νp ainsi, obtenue est une variété totalement géodé-
sique. En effet, si nous prenons sur Yp deux points suffisamment voi-
sins (ξ) et (η), représentant deux transformations 

T? = 0„ T
a
 et Τη-— T,„ 

la transformation ΤηΤϊ1 = Θ,,Θ"1 est de la forme Θ„. : le sous-groupe 
à un paramètre auquel elle appartient fait donc partie de g; par suite, 
tous les points de la géodésique joignant (ξ) à (η) sont sur la 
variété Νp, ce qu'il fallait démontrer. 
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DÉFINITION. — Noirs dirons qu'une variété totalement géodésique 
est de première catégorie si la géodésique menée par un point quel-
conque de la, variété parallèlement (de première ou de seconde 
espèce) à toute autre géodésique delà variété appartient elle-même 
à ta, variété. 

Il est du reste indifférent que l'on considère le parallélisme de pre-
mière ou de seconde espèce; on arrive dans le premier cas à la 
formule 

T5=»„T„. 

dans le second à la formule 
TÇ =On ; 

mais le second cas se ramène au premier, car on a 

1 a 1 a 1 « ' ) I a — ' m 

(")„ engendrant un groupe à ρ paramètres. 
Plus généralement, le point (ξ) défini par 

15— fy. Γ/,, 

où (·)„ engendre un groupe d'ordre ρ, décrit une variété totalement 
géodésique de première catégorie à ρ dimensions. 

Nous verrons plus loin qu'il existe des variétés totalement géodé-
siques qui ne sont pas de première catégorie ; nous dirons qu'elles 
sont de seconde catégorie. 

18. Si, par un point (b) extérieur à une variété V7, totalement géo-
désique de première catégorie, nous menons les géodésiques parallèles 
de première espèce aux différentes géodésiques tracées sur Yp, nous 
obtenons une autre variété géodésique de première catégorie 
à ρ dimensions, que nous dirons parallèle de première espèce à Y/;. 
Si la première est le lieu du point (ξ) donné par 

Tï = Θκ
 rïu, 

la seconde est le lieu du point (η) donné par 

Τη=Θ.ΤΛ. 
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Peux variétés totalement géodésiques a ρ dimensions (de première 
catégorie) parallèles de première espèce à une troisième sont paral-
lèles entre elles. 

On définit de même les variétés totalement géodésiques de première 
catégorie parallèles de seconde espèce. 

On peut dire que le sous-groupe g définit la direction à ρ dimen-
sions de première espèce de la variété Yp définie par 

Τ ξ— Θ„ Ta, 

et qu'il définit la direction à ρ dimensions de seconde espèce de la 
variété V' définie par 

Τη=Τ
β
θ.. 

Les sous-groupes à un paramètre qui définissent les directions de 
première (seconde) espèce des géodésiques d'une variété totalement 
géodésique de première catégorie appartiennent au sous-groupe qui 
définit la direction à ρ dimensions de première (seconde) espèce de 
la variété. 

19. Les deux variétés totalement géodésiques de première catégorie 
menées par un point (b) parallèlement, de première et de seconde 
espèce, à la variété 

Tç =Ou Ta, 

sont définies respectivement par 

Tr.rre.TA, 
Τζ=Τ»(Τ

β
"«θ,Τ

β
); 

elles ne sont confondues que si, à chaque transformation 0K de g, 
on peut faire correspondre une transformation 0„ telle qu'on ait 

ΤαΤ£· β.Τα=β,ΤΑ 

ou 
(T

e
TV)-»e,(T

e
T^) = e,,. 

Cette équation exprime que le groupe g, qui définit la direction de 
première espèce de la variété donnée, est invariant par la transfor-
mation T

a
TY, ou encore par le groupe à un paramètre qui définit la 

direction de première espèce de 1$ géodésique ab. On montrerait de 
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même que le groupe d'ordre ρ qui définit la direction de seconde 
espèce de la variété donnée est invariant par le groupe à un para-
mètre qui définit la direction de seconde espèce de la même géodé-
sique. 

Si l'on veut que les deux Variétés parallèles menées par (b) soient 
confondues, quel que soit le point (6), il faut et il suffit que le 
groupe g soit invariant dans le groupe total G ; dans ce cas, du reste, 
les deux directions à ρ dimensions de la variété sont définies par le 
même sous-groupe invariant g. 

Dans le cas général, on peut encore remarquer que la variété tota-
lement géodésique de première catégorie \p définie par 

T. = T β Oa Tb, 

où 0
W
 engendre un groupe g d'ordre ρ, est uii espace du groupe g\ les 

deux équipollences qui y sont définies en partant du groupe g sont les 
mêmes que celles qui sont définies dans tout l'espace ambiant en par-
tant de G . 

20. On peut encore généraliser un peu les considérations précé-
dentes. Considérons deux variétés totalement géodésiques de la pre-
mière catégorie, l'une V^à p, l'autre \'

f/
 à q dimensions. Soient g le 

groupe qui définit la direction de première espèce de la première 
variété, g' celui qui définit la direction de seconde espèce de la 
seconde variété ; soient enfin 0M

 et &
v
 leurs transformations. La 

variété W définie par 
Τξ~Θ„Τ

Λ
Θ:, 

où (a) est un point fixe quelconque, jouit de la propriété que si, par 
un quelconque de ses points, on mène la variété totalement géodésique 
parallèle de première espèce à \p et la variété totalement géodésique 
parallèle de seconde espèce à V^, ces deux variétés sont toiit entières 
contenues dans W. Si, en effet, le point choisi est le point (ξ0) défini 
par 

h." ®«β ®<'o> 

la variété totalement géodésique parallèle de première espèce à Yp est 
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le lieu du point (η) défini par 

T
r

, = t")
lf
 Τ*,, - (■)„ θ„, T„ (·),,„ 

et ce point appartient manifestement àW. La démonstration est la 
même pour la seconde partie du théorème. 

Il résulte de là que la variété W admet une génération par des 
variétés totalement géodésiques à ρ dimensions de première caté-
gorie toutes parallèles entre elles de première espèce, ainsi qu'une 
génération par des variétés totalement géodésiques à cf dimensions 
de première catégorie toutes parallèles entre elles de seconde 
espèce. Elle est en général à ρ -H q dimensions, mais ce nombre peut 
n^pas être atteint. 

IV. — Interprétation cinématique. 

21. On peut présenter tout ce qui précède sous une forme plus 
concrète, en quelque sorte cinématique ('). Prenons pour exemple un 
groupe particulier, celui des déplacements euclidiens dans l'espace 
ordinaire à trois dimensions. 

Considérons les ocβ positions que peut occuper un corps solide 
déterminé Σ; chacune de ces positions peut être regardée comme défi-
nissant un point dans un espace & à six dimensions. Choisissons arbi-
trairement une des positions Σ„ du solide, que nous appellerons 
« position origine » ; nous faisons correspondre à chaque position Σ le 
déplacement Τ qui amène Σ„ en coïncidence avec Σ. L'espace & peut 
donc être regardé comme l'espace du groupe G des déplacements ; le 
point origine correspond à la fois à Σ

0
 et à la transformation identique 

de G. 
Soient Σ

α
 et Σ^ deux positions de Σ, (a) ol(0) leurs points repré-

sentatifs, T
a
 et TA les déplacements qui amènent Σ„ en Σ

α
 et en Σύ. Le 

déplacement T^T"1 est celui qui amène Σ
α
 en Σ*·. Par suite, deux vec-

(') Cf. E. CAKTAS, La structure des groupes de transformations et la 
théorie du trièdre mobile {Bull. Sa. math., 2e série, l. 34. 1910, p. 25o-283). 
Voir aussi E. CAIIÎAN, Les récentes généralisations de la notion d'espace 
{[bid., t. 4-8, 192/ί, p. 3o3-3o8). 
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leurs ab, a'h' de & sorti équipollents de première espèce si c'est le 
même déplacement qui permet d1 amener à la fois Σ

α
 sur ΣΑ et Σ„ 

sur Σ,,,. Ce déplacement est en général un déplacement hélicoïdal, 
défini par son axe Δ, son angle de rotation α et sa longueur de trans-
lation /. 

Soient maintenant deux vedours ab, a!b' équipollents de seconde 
espèce. Nous savons que aa', bb' sont équipollents de première 
espèce; par suite, c'est le même déplacement qui amène à la fois Σα 

sur Σ„. et Σ/, sur Σ,,.. On peut encore dire que la figure (Σ,η Σύ) est égale 
à la figure (Σ

Λ
., Σ,,.), ou, ce qui revient au même, que Σ„. est placé par 

rapporta Σ,,· de la même manière que Σ
α
 est placé par rapport à Σ,,. 

Cela signifie enfin que les deux déplacements hélicoïdaux qui 
amènent, le premier Σ

η
 sur Σ/η le second Σ

α
. sur Σ//? ont même angle 

de rotation, même longueur de translation, el que Vaxe A est placé 
par rapport à Σ0 comme A' par rapport à Σ,,,. Pour deux observateurs 
placés de la même manière l'un par rapport â Σύ(οΐΣ

Λ
), l'autre par 

rapport à Σ,,. (et Σ„), les deux déplacements qui amènent, l'un Σ
α 

sur Σ^, l'autre Σ„. sur Σ,,., sont les mêmes. 

22. En se basant sur la définition du parallélisme de première 
espèce, on voit immédiatement qu'une géodésique de l'espace & 
s'obtient en prenant toutes les positions de Σ qui se déduisent de 
l'une d'entre elles par un même mouvement hélicoïdal continu (ou 
par une même translation rectiligne continue, ou par une même 
rotation continue). 

Deux géodésiques sont parallèles de première espèce si les pas des 
deux mouvements hélicoïdaux correspondants sont les mêmes et si, de 
plus, les axes de ces deux mouvements occupent la même position 
dans l'espace; deux géodésiques sont parallèles de seconde espèce si 
les pas des deux mouvements hélicoïdaux sont les mêmes et si les 
axes de ces deux mouvements occupent la même position dans le 
corps solide. 

On aura une variété totalement géodésique de première catégorie 
en prenant par exemple toutes les positions du solide qui se déduisent 
de l'une d'entre elles par une rotation quelconque autour d'un point 

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. 4 
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fixe. Deux variétés de cette nature sont parallèles de première espèce 
si les deux centres de rotation correspondants occupent la même posi-
tion dans V.espace; elles sont parallèles de seconde espèce si les deux 
centres occupent la même position dans le corps. 

Un autre exemple est fourni par les positions du solide qui se 
déduisent de l'une d'entre elles par une translation quelconque; deux 
de ces variétés sont toujours parallèles à la fois de première et de 
seconde espèce; cela tient à ce que le sous-groupe des translations, qui 
définit leur direction à trois dimensions, est invariant. 

23. On peut montrer, sur l'exemple choisi, l'existence de variétés 
totalement géodésiques de seconde catégorie. Considérons en effet un 
plan fixe Π, et les différentes positions du solide qu'on peut obtenir en 
effectuant sur une position donnée Σ

0
 une rotation d'un angle quelcon-

que autour d'une droite quelconque du plan Π. On obtient ainsi dans 
l'espace £une variété V, à trois dimensions. Soient Σ, et Σ

2
 deux posi-

tions du solide correspondant à deux points quelconques de la variété; 
soit Δ, Γ axe de la rotation qui amène Σ

0
 en Z,,et soit a, l'angle de cette 

rotation ; désignons par Δ
2
 et oc

2
 les éléments correspondants pour Σ

2
. 

Soit H, le plan obtenu en faisant tourner Π autour de Δ, de l'angle ; 

soit Π
2
 le plan obtenu en faisant tourner Π autour de Δ2

 de l'angle —· 

On passe de Σ, à Σ
0
 par deux symétries successives par rapport à Π, 

et Π ; on passe de Σ
0
 à Σ

2
 par deux symétries successives par rapporl 

à Π et Π
2

; par suite, on passe de Σ, à Σ
2

ρθΓ deux symétries successives 
par rapport à Π, et Π

2
, c' esl-à-dire par une certaine rotation autour 

de la droite Δ d'intersection de Π, et II
2

. 
La géodésiquequijoinl le point représentatif de Σ, à celui de Σ

2
 s'ob-

tiendra en effectuant sur Σ, une rotation autour de Δ d'un angle varia-
ble ; une telle rotation pourra être regardée comme le résultat de deux 
symétries successives par Rapport à deux plans contenant Δ, et l'on 
sait qu'on peut toujours choisir arbitrairement le premier de ces plans. 
Nous pouvons donc prendre le plan Π, et un plan arbitraire Π

3
 conte-

nant Δ, plan qui coupe Π suivant une droite Δ
3

. Cela posé, la rotation 
considérée pourra se ramener aux quatre symétries par rapport aux 
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plans 

n„ 11, Π, ITJJ ; 

les deux premières feront passer de Σ, à Σ
0

, el les deux dernières 
effectueront sur Σ

0
 une rotation autour de Δ

8
 ; elles conduiront donc 

à une position de Σ dont le point représentatif appartient à'V
3

. La 
variété V

3
 jouissant de la propriété de contenir toute géodésique qui 

y a deux de ses points est totalement géodésique. 
Mais elle η est pas de première catégorie, car les déplacements 

qu'on a effectués à partir de Σ
0
 pour la définir ne forment pas un 

groupe. 

24. On aurait pu, pour définir les deux parallélismes dans l'espace £ 
à six dimensions des positions du solide, se dispenser de choisir une 
position origine, en convenant a priori de dire que deux vec-

leurs ab, a'b' sont équipollents de première espèce si les deux dépla. 
cements qui amènent respectivement Σ

α
 en lb et Σ

α
, en Σ^- sont iden-

tiques. Celle manière de procéder a l'avantage de bien montrer que 
tous les points de l'espace jouent le même rôle et qu'il n'y a aucun 
point privilégié. 

fnversemenl on aurait pu, eu supposant que Σ soil un trièdre tri-
rectangle, définir chaque position Σ

α
 de Σ par la transformation Ύ

α
 de 

coordonnées obtenue en passant d'un Irièdre fixe oblique au trièdre 
Irirectangle Σ ; ici les transformations T

a
 ne forment plus un groupe, 

mais cela n'a aucune importance : Vessentiel, c'est l'ensemble des 
trièdres trireclangles et des déplacements qui les amènent les uns 
sur les autres, c'est-à-dire c'est l'ensemble des transformations T^T"1 

{voir n° 6). 

CHAPITRE II. 

LES DEUX CONNEXIONS AFFINES SANS COURBURE D'UN ESPACE DE GROUPE. 

I. — Transformations infinitésimales;-variables canoniques. 

25. Étant donné un espace de groupe, tout point infiniment voisin 
du point origine est défini analytiquement par une transformation 
infiniment petite du groupe. 
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On sait que toutes les transformations infinitésimales d'un groupe G 
à r paramètres se déduisent linéairement de r d'entre elles, que nous 
désignerons, avec S. Lie, parles symboles X,/, ..., X

r
f. Toute trans-

formation infinitésimale a pour effet de donner à une fonction f des 
variables un accroissement infiniment petit dont la partie principale 
est 

(ι) δί^ e'X//= <3^ β'ξ/*(Λ„ ...., xn) dfdxk, 
i i,i-

les coefficients e' étant des constantes, l'indice k de sommation dans le 
second membre variant de ι à //, nombre des variables trans-
formées. 

Toute transformation infinitésimale engendre un groupe à un para-
mètre, obtenu en intégrant les équations différentielles 

(2) — £.»*(.*,, (/.·=! /<), — £.»*(.*,, (/.·=! /<), 

et en calculant la solution telle que, pour l =0, les x\ prennent les 
valeurs x-

r Dans les formules des transformations obtenues, 

(3) X f ^Αγ(^Ι) ···> ·* h ι 0) 

le paramètre est /; si l'on désigne par la transformation générale 
du sous-groupe, on a 

eeet = 9i+f. 

Le point représentatif de 0
f décrit une géodésique passant par le 

point origine (pour 1 = 0); de plus, le rapport de deux segments de 
cette géodésique, limités l'un par les points (/,) et (tl'autre par les 
points (/',) et (/',), est égal à 

^2— ^1 
/t'2 - t'1 

Dans les formules (3), les fonctions F* dépendent des coefficients e' 
de la transformation infinitésimale génératrice; mais elles ne font 
intervenir évidemment que les r produits e'/, e2l, ..., c't. Toute 
transformation finie du groupe (suffisamment voisine de la transfor-
mation identique) esldonc définie par les / quantités e'l\ comme les e' 
ne sont définis qu'à un facteur près, rien n'empêche, pour une trans-
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formation finie donnée, de supposer / = i. Les formules 

(4) x'k — F/i ( "Τ I < · · · , Λ?/1 ) β' 5 ® " » · · · , β' ) 

qui s'en déduisent sont les équations canoniques du groupe; e\er 

sont les paramètres canoniques de S. Lie ( ' ). 
Les variables canoniques jouent ici le même rôle que les variables 

normales de Riemann dans la théorie des espaces de Riemann (2). 
Toute géodésique issue du point origine est représentée analytique-
ment par des équations linéaires 

e' e² er 
///1 m* ' ' mr' 

les coefficients m' étant des constantes. Si l'on regarde les é comme les 
coordonnées cartésiennes d'un point dans un espace ordinaire, toute 
géodésique issue du point origine est représentée par une droite issue 
de l'origine des coordonnées, et deux vecteurs équipollenls portés sur 
cette géodésique sont représentés par deux vecteurs équipollenls. 

De même toute variété totalement géodésique passant par le point 
origine est représentée par une multiplicité plane. 

2β. Nous pouvons, à l'aide des paramètres canoniques de S. Lie, 
représenter une transformation finie du groupe par le même symbole 

que la transformation infinitésimale ̂  e'X,·/ qui l'a engendrée. Cela 

nous permet de dire que les points de /'espace du groupe peuvent 
être rapportés à un repère cartésien ayant pour origine le point 
origine; le vecteur joignant l'origine à un point quelconque n'est 

autre que le vecteur ^ el X,· /, où l'on regarde les symboles 
i 

X,/, ..., X
r
f comme représentant les vecteurs unitaires du repère 

cartésien considéré. 
Avec cette convention, le vecteur joignant l'origine à un point de 

(1 ) LIE-SCIIKFFERS, p. 4M· 
(2) Voir E. CARTAN, La Géométrie des espaces de Riemann (Mémorial de 

Math., fasc. IX, 1925, p. 26). 
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l'espace est représenté par une des transformations infinitésimales 
génératrices du sous-groupe à un paramètre associé à la géodésique 
sur laquelle est porté le vecteur. 

II. — La connexion affine sans courbure attachée 
à la première espèce d'èquipollence. 

27. Considérons la première espèce d'èquipollence de l'espace du 
groupe. Attachons à chaque point de l'espace un repère cartésien 
equipollent (de première espèce) au repère que nous avons attaché au 
point origine. Nous l'appellerons « repère cartésien de première 

espèce ». Le vecteur aa' joignant un point (a) à un point infiniment 
voisin (a') est parallèle de première espèce au vecteur joignant le 
point origine au point représentatif de 

X f ^Αγ(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, (/.·= 

Le vecteur aa', rapporté au repère attaché au point («), a donc la 
même expression analytique que la transformation infinitésimale 

Ta+dn T-1a ; 
soit 

στ1 Χ,/4- rc2 X2/-t- · · · -+-CT'· X
r
/ 

le symbole de cette transformation infinitésimale; les vnl sont mani-
festement des expressions linéaires en da

n
 ..., da

r
, avec des coef-

ficients fonctions des at. Les rformes de w' sont les coordonnées 
du point (a') rapporté au repère cartésien attaché au point (a). 

Le calcul des expressions irr1 se fait facilement si l'on connaît les 
équations finies du groupe G : 

Xi — Φ/ ( X\, . . . ) Xji ! &\) · . . 5 Ci/·) · 

Si l'on désigne par xrt- dxi ce que devient la variable x
t
 par la trans-

formation T
a
+daT~\ on obtient dx

t
tη éliminant x

t
, ..., x„ entre les 

deux systèmes d'équations 

(5) Λ^·=φ
t
(x

u
 . .., *

A
; a,, ..., a,), 

(6) -h dx
t

— Φ/(λ?!, ..., x
n

; at-hda
u
 .. ,a

r
-hda

r
); 
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la transformation TJ fait en effet passer des aux a?
M

_et la transfor-

mation Τ
α+(

/α fait ensuite passer des χ ι aux x
x
 4- dx

t
. On obtiendra des 

formules de la forme (') /■ = r 
(7) · · ·' *"») 

k- 1 

avec 
Λ=/· 

mkî= ΨΑΛ dah. 
A= ι 

Si l'on désigne par / une fonction arbitraire des x
n

 on aura 

(8) 
k=r 

mkî= ΨΑΛ dah. 
/! = I 

équation qui condense symboliquement les η équations (7). 

28. La connaissance des /· formes de Piaffer', err permet de 
définir dans l'espace une connexion affine. On sait qu'un espace, 
à chaque point duquel on a attaché un repère cartésien, est doué d'une 
connexion affine si l'on s'est donné la loi qui permet de rapporter l'un 
à l'autre deux repères infiniment voisins (2); analytiquement, cette loi 
est déterminée : 

i° Par la connaissance des coordonnées ω', par rapport au pre-
mier repère, de l'origine du repère infiniment voisin; 

20 Par la connaissance des paramètres directeurs, par rapport au 
premier repère, des vecteurs de coordonnées du second repère, ou 
encore par la connaissance des quantités uj qui permettent d'exprimer 
les variations géométriques de, des vecteurs unitaires de coordonnées, 
rapportées au premier repère : 

(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, (ω* θ/,. 

(1) Ces formules constituent le premier théorème fondamental de S. Lie ; voir 
par exemple LIE-SCHBFFERS, p. 371, équation (9). 

(2) Voir E. CARTAN, Sur les variétés à connexion affine et la relativité géné-
ralisée {Ann. Éc. Norm., 3e série, t, 40, 1923, p. 3îs5-4 12). 
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Ici les repères attachés aux différents points étant équipollents 
entre eux, les composantes ω/ de la connexion affine sont toutes 
nulles; il ne reste que les composantes cr'du vecteur joignant l'origine 
du premier repère à celle du repère infiniment voisin. 

La connaissance de la connexion affine permet de développer toute 
courbe AB de l'espace sur l'espace affine tangent au point Λ ; si la 
courbe est fermée (cycle), le repère attaché à A a subi un déplace-
ment affine; le déplacement complémentaire qui le ramènerait à sa 
position initiale définit la courbure et la torsion de l'espace ; la torsion 
se traduit par la translation qui ramènerait l'origine du repère à sa 
position initiale; la courbure se traduit par la rotation affine qui 
amènerait le repère, dans sa position finale, à être equipollent à sa 
position initiale. 

Dans le cas qui nous occupe, la courbure est nulle, puisque, l'équi-
pollence ayant une signification absolue, les repères attachés aux 
différents points de l'espace restent, dans le développement, équi-
pollents entre eux. Il y a donc simplement une torsion. 

29. Dans le cas général d'un espace dont la connexion affine a des 
composantes ω', ω/quelconques, la torsion associée à un cycle élémen-
taire est définie analytiquement par les expressions 

(9) (^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, ( 

la translation qui la représente est le vecteur 

( h ι 0)— £.»*(.*,, ( 

Quant à la courbure, elle est définie analytiquement par les formes 

(io) Ωί = (ω,')'-ΣΚ<"ί]· 

Dans le cas présent, les formes ω/ étant identiquement nulles, la 
courbure est évidemment nulle, et la torsion se traduit par la trans-
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lation représentée par le vecteur 

(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, 

50. Le calcul de la torsion de l'espace revient à celui des covariants 
bilinéaires (cr')'. Or on peut remarquer que les équations (5), où l'on 
regarde les χ t comme des constantes, fournissent la solution générale 
du système d'équations aux différentielles totales (7), où les xt

 sont 
regardées comme des fonctions inconnues de a,, ...,a,..Il résulte delà 
que le système (7) est complètement inlègrable. Par suite, d'après un 
théorème classique, les covariants bilinéaires des seconds membres 
sont nuls si l'on tient compte des équations (7) elles-mêmes. On peut 
faire le calcul sur la forme condensée (8). On obtient 

2 \
λ
·/(τπλ )' +2 lyV. /.w7'] = ο ; 

en remplaçant d\kf par sa valeur obtenue eu utilisant (8) : 

d\,J— V TzJXj{X,
c
f), 

ou obtient 

2 [\Y( W) —MX;/)] '©*] = O. 

Cette équation doit être 1111 eide/ilitc. Il en résulte, en posant avec 
Jacobi et S. Lie, 

f ^Αγ(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, (/.·=! /<), 

qu'on doit avoir des équations de la forme (' ) 

(11) (Χ,-Χ*) —Χ,/ 

et 

(12) ( ms Y — — ̂  erf [ GJ^BÏ*] . 

(!) Les équations (11) traduisent analytiquement le second théorème fonda-
mental de Lie ( voir LIE-SCHEFFERS, p. 38o). 

Journ. de Math., toine VI. — Fasc. I, 1927. * 3 
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Les coefficients c$, d'après (u), ne dépèndenl que de Λ·,, x„] 
d'après (12), ils ne dépendent que de an a

r
; ce sont des cons-

tantes, que S. Lie appelle les constantes de structure du groupe. 
Les formules (12) nous donnent donc la torsion de l'espace; la 

translation associée à un élément de surface orienté de l'espace est 

~~2 ^ c
'
ik

*Xsf. 

Si l'on prend, par exemple, un parallélogramme élémentaire dont le 
premier côté soit le vecteur 

u/=2«'X'/. 

et le second le vecteur 
v/=2>x</. 

la translation associée à ce parallélogramme est 

2 («1 «*pj)Cji'Xj'/= (2 α< Χ//, 2β'X«/) = (UV). 

Par suite, S/ /'ΟΛ considère un cycle élémentaire formé d'un 
parallélogramme dont les deux côtés soient respectivement équi-
pollents de première espèce aux vecteurs infiniment petits de sym-
boles \JfelVf, la translation associée à ce cycle se fait suivant un 
vecteur équipollent de première espèce au vecteur de symbole (UV). 

51. On peut démontrer directement ce résultat important, ce qui 
fournira une autre démonstration des formules (12). Considérons un 
point (a) correspondant à la transformation T

rt
 et le cycle formé des 

quatre segments de géodésiques suivants : 

T„ - Θ, T„, 

Θ, Τ
β
 — Θ, Θ

2
Τ„, 

Θ, Θ2Τ„-Θ2 Τ,,, 

θ, Τ,, - T„. 

On a désigné par 0
4
 et 0

2
 deux transformations infiniment petites de 
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symboles U/, V/. Pc cycle ainsi obtenu est un vrai parallélogramme, 
le premier et le troisième côté étant éqpipollents de première espèce, 
le second et le quatrième équipollents de seconde espèce. 

Fig. I. 

O1O2Ta 

O2Ta 

O1Ta 

Ta. 

Quand on développe ce cycle sur l'espace affine tangent en (a), le 
premier segment de géodésique se développe suivant un segment de 
droite formant le vecteur Vf, le second suivant un vecteur représenté 
par le symbole de la transformation infinitésimale 

( (■), Θ2 T„) ( Θ, T„)-' — Θ, Θ, ©y1 ; 

le troisième segment fournira le vecteur — Vf et le quatrième le vec-
teur— V/. Finalement, la somme géométrique des quatre vecteurs 
fournis par le développement du cycle sera la différence entre le sym-
bole de 0,020;' et V/; la torsion sera donc représentée par la trans-
lation inverse. 

Or, pour avoir le symbole de 0,02 0,1, désignons par la lettre x les 
variables primitives., par x' les variables transformées par 0;', par x" 
les variables transformées des x' par 02, et enfin par a/' les variables 
transformées des x" par 0,. Nous voulons calculer la fonction 
f(x"[, ...,<) au moyen de /( χ

 {
, ..., x„). Pour cela, remplaçons 

d'abord les a?"'en fonction des x"\ nous obtenons une nouvelle fonction 
des x" qui se déduit de /(a?", ..., x"

n
) par la transformation 0, : c'est 

donc 
/+-U/-+-...; 

pour exprimer celte fonction au moyen de /( x\, x'
n
), nous la 

transformons par 02, ce qui donne 

/+U/ + V/+V(U/)+...; 
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enfin, pour avoir son expression au moyen de /(x,, nous la 
transformons par Θ71, ce qui donne 

/+ U/+ V/+ V(U/) - U /_ U(V/).. .=/+ v/- (UV) +.... 

Il en résulte finalement que le symbole de la transformation Θ,Θ.,Θ,1 

est 
V/-(UV). 

Finalement, la translation qui représente la torsion, du cycle con-
sidéré est (UV). 

Si le cycle était supposé fini, cl. si U/et V/ représentaient les deux 
transformations finies Θ, et 0

a
, la translation, comme on pourrait le 

démontrer, sérail représentée exactement par le vecteur 

(UV)-j(U(liV)) + ^(l!(U(UV))) + +.... 

en convenant de poser 
(TJ»V) = (U(T]»-'V)). 

32. Il existe, dans tout espace à connexion affine, un théorème 
général de la conservation de la courbure et de la torsion, traduisant 
géométriquement les identités de Bianchi ('). Dans le cas présent, la 
courbure n'existe pas et le théorème prend la forme suivante : 

Si Von considère un domaine à trois dimensions infiniment petit 
de l'espace et la surface qui le limite, la, somme géométrique des 
vecteurs qui représentent les translations associées aux éléments de 
cette surface est nulle. 

Analytiquement, le théorème se traduit en annulant la dérivée exté-
rieure (2) des seconds membres des équations (12) et en y tenant 
compte de ces équations elles-mêmes (identité fondamentale). Le 
calcul donne tout simplement les relations algébriques auxquelles 
doivent satisfaire les constantes cf pour qu'elles soient les cons-

(') E. CÀRTAN, Ann. Ec. /Vo/vn., 3
E série, t. 40, 1923, p. 373-375. 

(2) Voir E. CA«TAN, Leçons sur les invariants intégraux, Paris, Hermann, 
1922, p. 66-73. 
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tantes de structure d'un groupe (1 ) : 

E ( Cij CsiJ' ~è" C/i C'hi C
s
j ) — o. 

Ces relations sont aussi fournies par Y identité de Jacobi 

((X/X/)X*) + ((X/XY) X/) + ((X/,X|) Xy) = o, 

dont on voit ainsi la signification géométrique. On pourrait du reste 
essayer de la retrouver directement en prenant un parallélépipède 
convenable et lui appliquant le théorème de la conservation de la 
torsion. 

Il est à remarquer ici que, l'espace admettant un parallélisme 
absolu, le théorème de la conservation de la torsion est vrai pour un 
domaine fini à trois dimensions quelconque. 

55. Dans un espace à connexion affine quelconque, il existe un 
groupe d^holonomie engendré par les déplacements affines associés 
aux différents cycles issus d'un point de l'espace (2). Si tous ces 
déplacements sont des translations, le groupe est engendré par les 
translations infinitésimales associées aux cycles élémentaires; or 
toutes ces translations sont représentées par des symboles de la 
forme (UV). On sait que les crochets des différentes transformations 
infinitésimales d'un groupe engendrent aussi un groupe, le groupe 
dérivé (3). Si le groupe dérivé est d'ordre ρ < /·, le groupe d'holo-
t to mie est un groupe de translations à ρ paramètres s e[)ectuanl dans 
la direction des transformations du groupe dérivé. 

(1 ) Ces relations constituent le troisième théorème fondamental de Lie (voir 
LIE-SCHEFFERS, p. 3G5). 

(2) K. CARTAN, Ann. Kc. Normale, 3'· série, t. 41, 192/4, p. I-A5; voir aussi 
K. CARTAN, Les groupes d'holonomie des espaces généralisés (Acta math., 
1. 48, 1926, p. 1-42). 

(3) S. LIE, Leipz. Ber., 1888, p. 19. 
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III. — La connexion affine sans courbure attachée 
à la seconde espèce d'équipollence. 

34. Nous allons maintenant attacher à chaque point de l'espace un 
. repère cartésien équipollent de seconde espèce au repère cartésien du 

point origine. Les coordonnées cartésiennes d'un point (*')> infini-
ment voisin d'un point (a), seront, par rapport au repère attaché 
au point («), les coefficients ω' du symbole 

ω1 Χι/H- . · . -h MrX
r
f 

de la transformation infinitésimale T"1 T
a+(la

. 
Nous aurons ainsi défini dans l'espace une seconde connexion affine, 

en convenant de regarder comme équipollents les vecteurs équipollents 
de seconde espèce. 

Pour calculer les expressions de Pfaff oy, nous pouvons remarquer 
que la transformation Ύ~

α

χΎ„^
(
,
η
 est égale à quant au symbole 

de celte transformation infinitésimale, il est égal et opposé à celui 
de T~{rfaTrt

, qui s'en déduit en changeant les signes des différen-
tielles da

L
. 

Le calcul de Τ~^
α
Τ

Λ
 se fait sans difficulté. Si nous connaissons les 

équations finies du groupe 

Λ?;· = Φ,(Λ?„ .x
n

 \ au ..., a
r
), 

et si nous appelons x{-b dx, les variables transformées des a?,· par la 
transformation T~|rfrtT„, nous aurons les dx, en éliminant les χ entre 
les deux systèmes d'équations 

(i3) 
xt — Φ,·(Λ:,, ar), 

χίζ=:Φι(χι-\- dx{> ..., x
n

->rdx
n

; α,-f- dax, ..a
r

-\- da
r
). 

Ici l'élimination est toute faite et donne tout simplement 

(«4) f ^Αγ(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, (/.·=! /<), 

Soit maintenant /une fonction arbitraire des χ,; les équations aux 
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différentielles totales (14) sont équivalentes à l'équation condensée 

( 15 ) df~— w'Xj/ —.. . ~ ωΓΧ
Γ
/, 

et cette équation est complètement intègrable, puisque l'intégrale 
des équations (i4) est donnée par les premières formules (i3), où les 
Xi sont des constantes d'intégration arbitraires. 

En exprimant que l'équation (i5) est complètement intègrable, on 
obtient, comme au n° 50, d'abord les relations (11), puis les relations 
suivantes, analogues à (12) : 

(16) γ(^Ι) ···> ·* h ι 0)— £.»*(.*,, (/.·=! /<), 
(/'*) 

55. Il ne sera peut-être pas mauvais de faire le calcul des formes GJ': 

et ω' dans un cas particulier. Soit le groupe à deux paramètres 

x' — ax 4- b. 

Choisissons pour transformations infinitésimales de base 

dx — — χ -+- db — b — = — λ {x -\- ( ab — b — ) \~x : 

avec 
(-^1^2)— Xîf· 

Pour avoir les formes ta* et gj-, il faut /éliminer χ entre les deux 
équations 

χ = αχ H- 0, 
χ + dx — (a 4- du)χ H- b -h db, 

ce qui donne 

dx — — χ -+- db — b — = — λ {x -\- ( ab — b — ) \~x : 

on a donc 
dx — — χ -+- db — b — = — λ {x -\- ( ab — b — ) \~x : 

Pour avoir les formes ω1 et ω2, il suffit d'annuler la différentielle 
de ax 4- b9 ce qui donne 

dx — — χ -+- db — b — = — λ {x -\- ( ab — b — ) 
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OU 

dx — — χ -+- db — b — = — λ {x -\- ( ab — b — ) \~x : 

On a donc 
·* h ι 0)— £.»*(. ·* h ι 0)— £.»*(. 

On peut vérifier facilement les relations 

(π1)'— ο, (ro2)'= [σ1®*], 

(ο)1 )'~ ο, (ω2)'——[ω1 &)!], 

56. La torsion de l'espace doué de la seconde connexion affine est, 
pour un cycle élémentaire, donnée par le vecteur — (ω,·)'. On en 
déduit immédiatement le théorème suivant : 

Si l'on considère un cycle élémentaire formé d'un parallélo-
gramme dont les deux côtés soient respectivement équipollents de 
seconde espèce aux vecteurs infiniment petits \jf et V/, la trans-
lation associée à ce cycle est équipollente de seconde espèce au 
vecteur — (|UV). 

On obtient donc une translation égale et opposée à celle que fournit 
la première connexion affine. Ce résultat, néanmoins, n'est pas si 
évident qu'il le paraît au premier abord, car il ne s'agit pas ici du 
même parallélogramme que dans le premier cas. Pour pouvoir com-
parer les résultats avec rigueur, il faut remarquer qu'un vecteur issu 
du point («), et équipollent de seconde espèce au vecteur U/issu du 
point origine, a pour extrémité le point Τ„Θ<, en désignant par Θ, la 
transformation infinitésimale de symbole U/; or on a 

T« 0t
 — ( Θ, 1 ) Τ,, ; 

par suite le vecteur considéré est équipollent de première espèce au 
vecteur U/, en désignant-par U/ la transformation transformée 
de U f par T

rt
. Or on sait que si l'on pose 

(U V) = W/, 

et si l'on transforme les transformations U/, V/, W/ en U/, V/, 
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W/, par une même transformation du groupe, on a encore 

(liV) = W/. 

Cela posé, la translation associée au cycle élémentaire dans la pre-
mière connexion affine est (n° 50) équipollente de première espèce 
au vecteur W f, donc équipollente de seconde espèce au vecteur W/; 
elle est donc bien égale et opposée à celle qui lui est associée dans la 
seconde connexion affine. 

Kn conclusion, les der/,/; connexions affines sans courbure de 
l'espace lui confèrent des torsions égales et opposées. 

57. On pourrait naturellement retrouver directement le résultat 
obtenu dans le numéro précédent en considérant les quatre points 

T,„ Τ„Θ,, Τ„Θ2Θ,, Τ„Θ, 

et les quatre segments de géodésiques qui les joignent les uns aux 
autres. Le développement du cycle de l'espace affine tangent en (a) 
donne : 

Pour le premier côté, le vecteur IJ f\ 
Pour le second coté, le vecteur V/H- (IJV) (transformation infi-

nitésimale Θ~'Θ
3
Θ,); 

Pour le troisième côté, le vecteur — U /'; 
Pour le quatrième côté, le vecteur — V/. 

La translation associée au cycle, étant égale et opposée à la somme 
géométrique des quatre vecteurs précédents, est donc bien égale 
à - (13V). · 

Le théorème de la conservation de la torsion donne ici le même 
résultat que précédemment, et le groupe d'bolonomie relatif à la 
seconde connexion est le même que celui qui est relatif à la première. 

58. La propriété démontrée au n° 10 que toute géodésique de 
première espèce est aussi géodésique de seconde espèce conduit à des 
résultats analytiques intéressants. On peut en effet définir une géodé-
sique de première espèce comme une courbe qui conserve sa direction 
dans la première connexion affine; comme les repères cartésiens 

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. Ο 
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choisis sont tous équipolleuts entre eux, on aura toutes les géodésiques 
en intégrant les équations différentielles du premier ordre 

(•7) m1 m- * /w'"'·* h ι 0)— £.»*(. 

les m' étant des constantes arbitraires. 
D'autre part, les géodésiques de seconde espèce sont données de 

même par l'intégration des équations 

( 18 ) m1 m- * /w'"'·* h ι 0)— £.»*(. 

les ré étant des constantes arbitraires. 
L'intégrale générale des équations (17) est donc la même que 

celle des équations (18). 
Dans l'exemple du n° 33, ces deux systèmes peuvent s'écrire 

respectivement 

m1 m- * /w'"'·* h ι 0)— £.»*(. 

m1 m- * /w'"'·* h ι 0) 

et l'on vérifie facilement que, pour chacune des équations, la solution 
générale est de la forme b = Ca -+· C\ Du reste on peut ici se servir 
de ce résultat connu apt^iori pour supprimer toute intégration, car 
la deuxième équation donne db = nda, et, en portant dans la pre-
mière, on obtient 

b — na— m. 

Des considérations analogues pourraient être développées dans le 
cas général. 

Ajoutons que Vêlement d^arc d'une géodésique est, à un facteur 
constant près, soit la valeur commune des rapports (17), soit la valeur 
commune des rapports (18). 

IV. — Passage d'une des connexions affines sans courbure à l'autre. 

39. Supposons que l'on connaisse les formes xn' qui définissent la 
première connexion affine sans courbure de l'espace, supposé rapporté 
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à des repères cartésiens de première espèce. Si Ton veut, en se servant 
de ces repères, définir la seconde connexion affine sans courbure, il faut 
déterminer les orientations mutuelles de ces repères dans cette seconde 
connexion. 

On peut y arriver en utilisant les translations de première espèce 
de l'espace (n° 16); considérons la translation infinitésimale par 
laquelle chaque point se déplace d'un vecteur infiniment petit équi-
pollent de première espèce à un vecteur fixe(V, e®, ..., er)\ dans cette 
translation, toute géodésique se déplace en restant parallèle de seconde 
espèce à elle-même. Désignons par le symbole ο le déplacement cor-
respondant à la translation et par le symbole d un déplacement arbi-
traire ; on a 

cr'(ô)=e/. 
L'équation 

0») = — 2 Cy^m1 m- * 
</fc) 

est une l'orme condensée de l'équation 

dvy"(d) — dm*(o) = — ̂  Cj}*mJ(o)mk(cl). . 
/',/.· 

Avec les conventions laites, et si nous posons 

m*(d) =. u', 

nous obtenons, en remarquant que les el sont des constantes, 

('9) ou* — — ̂  cjft*e-i h'*. 
i,k 

• (-elle équation donne la variation subie par les composantes dd un 
vecteur («') qui se déplace en restant équipollenl de seconde espèce 
à lui-même, son origine subissant le déplacement infiniment 
petit (er). 

Il résulte de là que les composantes de la seconde connexion affine 
sans courbure de l'espace, rapporté à des repères cartésiens équi-
pollents entre eux de première espèce, sont les formes cr'et 

(20) 
m1 m- * /w'"'·* h ι £.»*(. 
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la formule générale qui exprime qu'un vecteur se déplace parallèle-
ment à lui-même dans une connexion affine quelconque est en effet 

du* ukt,v)
: o. 

40. Il est facile d'après cela de calculer autrement qu'au n° 50 
la torsion conférée à l'espace par la seconde connexion affine ; elle est 
donnée par les formes 

— Η' = — ( m')' -+-2 Im'cI —
 Cjh

* f'
; 

elle est effectivement égale et opposée à la torsion de la première 
connexion affine, comme nous l'avions vu, mais d'une manière moins 
directe, au n° 56. 

Il est également facile de vérifier que la seconde connexion affine, 
définie par les composantes (20), est sans courbure. On a en effet 

II/ — (στ/)' — ̂  [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + ciïkciiï) [βτ*τ*?]. 

Or le coefficient de | c3α^] dans le troisième membre est nul d'après 
l'identité de Jacobi. 

41. On peut enfin chercher à calculer les formes ω', connaissant 
les formes xa'. Soit 

w' = ̂  r// 5Tx': 

le vecteur covariant dont les composantes sont w'
(
, u!,. ..., u'

n
 est fixe 

dans la seconde connexion affine; ses composantes c, satisfont donc 
aux équations différentielles 

II/ — (στ/)' — ^ [στ/'τ*,/] = 0 

ou 

(21) Ciu vkwh—o. 
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On cherchera r solutions indépendantes de ce système d'équations 
aux différentielles totales complètement intégrable, et à chacune d'elles 
on fera,correspondre une forme ω = Σν,

(
π'·. 

Prenons l'exemple du n" 55 : 

II/ — (στ/)' — ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + ciïkciiï) [βτ*τ*?]. 

Le système ( 21 ) devient 

di>\ — (db — ~ °' 

>xckïj + ciïkciiï) [βτ*τ*?]. 

il s'intègre immédiatement et donne 

II/ — (στ/)' — ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + ciïkciiï) [βτ*τ*?]. 

ce qui correspond à la forme générale 

II/ — (στ/)' — ^ [στ/'τ*,/ C' da/a 

On peut achever de particulariser les formes ω', qui jusqu'à 
présent ne sont définies qu'à une substitution linéaire près à coefficients 
constants, en ajoutant la condition que, au point origine, les coeffi-
cients de ω' aient les mêmes valeurs numériques que ceux de ra'. 
On obtient ainsi, dans l'exemple précédent, 

II/ — (στ/)' — ^ [στ/'τ*,/] = —db/a 

42. Les équations (21) vont nous conduire à une autre conclusion 
intéressante. A la première connexion affine sans courbure est attaché 
un élément de volume de l'espace, défini à un facteur constant près, et 
qui est par exemple 

dzx — στ1 στ-. . .στ''; 

de même à la seconde connexion affine sans courbure est attaché un 
élément de volume 

dzi= ω1 Û)-. . .0)''; 
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en choisissant comme nous l'avons fait les deux facteurs constants, 
l'élément de volume a la même valeur au point origine. 

On peut se demander si ces deux définitions intrinsèques du volume 
dans l'espace du groupe sont les mêmes. Or il est évident qu'avec les 
notations du numéro précédent, on a 

dti — | uj | —Adt1, 

Δ désignant le déterminant formé par r solutions indépendantes de 
l'équation (21). 

On sait que ce déterminant satisfait à l'équation 

ciïkciiï) [βτ*τ*?].χ c'ih 0 ou ~T~2àClVi 

Il en résulte d'abord que la formé du second meipbre est une diffé-
rentielle exacte, ce qui serait facile à vérifier par le calcul, ensuite 
que l'on a 

c'ih 0 ou ~T~2àClVi 

l'intégration étant effectuée à partir du point origine. 
En général donc les deux éléments de volume dn

t
 et άτ., sont 

différents. 
L'équation 

2 Ci> i ' e'
1
—

 0 

exprime que la transformation infinitésimale ̂  eh\
h
f engendre un 

certain sous-groupe invariant à r — 1 paramètres (*) (le premier 
membre de l'équation n'est autre que la somme des racines de l'équa-
tion caractéristique du groupe). A ce sous-groupe invariant sont 
associées oor variétés V,_„ totalement géodésiques de première catégorie; 
le déterminant Δ reste fixe quand on· se déplace dans chacune de ces 
variétés. 

Si chacune des sommes 2 c'ff est nulle, les deux éléments de 

(*) Voir E. CARTAN, Thèse, p. 27, note. 
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volume (h

{
 et dz,, sont identiques : c'est ce qui se produit en parti-

culier pour les groupes semi-simples. 

45. Considérons un domaine à r dimensions de l'espace et effectuons 
sur ses différents points (ξ) une translation de seconde espèce définie 
par 

{19.) Ts' = TE Ta, 

par cette translation tout vecteur est changé en un vecteur équipol-
lent de première espèce; par suite, on a 

(23) στ'(ξ; άξ) = π7'('ί'; d%) (« = ι, ...,r). 

Toula translation de seconde espèce conserve donc le volume de 

première espèce j dz
n
 et de même toute translation de première 

espèce conserve le volume de seconde espèce J dz... 

M. Hurvvitz a indiqué une méthode permettant de former les inva-
riants d'un groupe quand le volume total de l'espace du groupe est 
fini ('). Soit F(sr,, ..., rc„) une fonction arbitraire des variables; 
faisons correspondre à chaque point (ξ) de l'espace la fonctionFS 
obtenue en effectuant sur les variables χ la transformation Τξ; la 
fonction 

.|>=y'F
s

(rfr,')5, 

où l'intégrale est étendue à tout l'espace &, est un invariant du groupe, 
comme on peut s'en rendre compte facilement. 

44. Les équations (22) constituent l'intégrale générale des équa-
tions (23), où l'on regarde les ζ comme des fonctions inconnues 
des ξ,·. Ces équations (23) sont donc complètement intégrables. Il est 
facile de le démontrer directement : les covariants bilinéaires des deux 
membres de ces équations sont en effet identiquement nuls quand on 
tient compte des équations elles-mêmes, et cela en vertu des équa-
tions (12) et de la propriété des cyk* d'être des constantes. Les équa-
tions (23) peuvent être regardées comme les équations de définition 

(') Goût. JVachr1897, p. 71. 
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des transformations fînies du second groupe des paramètres (22). De 
même les équations 

ω'·(ξ: <£) = <»'(£'; d%) 

sont les équations de définition du premier groupe des paramètres. 
La définition de chacun de ces groupes comme l'ensemble des 

transformations qui conservent un certain nombre d'expressions 
de Ρ faff est susceptible, comme on le sait, de s'étendre à tous lès 
groupes continus, finis ou infinis. 

On peut remarquer que la connaissance des CT', c'est-à-dire des 
équations de définition du second groupe des paramètres, entraîne 
sans intégration la connaissance des transformations infinitésimales du 
premier %roupe des paramètres. En effet toute transformation infini-
tésimale de ce groupe est une translation infinitésimale de première 
espèce; par suite, les coordonnées (a,, ..., a

r
) d'un point quelconque 

y subissent des accroissements (δα,, ..., oa,.) tels que l'on ait 

τπί(α; da) = e'\ 

les & étant des constantes. Ces équations, résolues par rapport aux oa,, 
donnent les transformations infinitésimales cherchées sous la forme 

<?1A,/+ Î?2A2/+. .. + erk,.f. 

Il est facile de voir que l'on a symboliquement 

df ~ στ' A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά,./. 

Il résulte des considérations précédentes que l'intégration des équa-
tions (21) résout chacun des problèmes suivants : 

Connaissant les équations de définition du second groupe des 
paramètres, déterminer ses transformations infinitésimales ; 

Connaissant les transformations infinitésimales du premier 
groupe des paramètres, déterminer ses équations de définition; 

Connaissant les équations de définition du second groupe des 
paramètres, déterminer celles du premier; 

Connaissant les transformations infinitésimales du premier 
groupe des paramètres, déterminer celles du second. 

Tous ces problèmes sont équivalents. 
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V. — Propriétés caractéristiques d'une connexion affine 
sans courbure attachée à un groupe. 

45. Considérons un espace à connexion affine sans courbure, 
c'est-à-dire en somme doué d'un parallélisme absolu. Si l'on attache 
aux différents points de l'espace des repères cartésiens équipollents 
entre eux (au sens de la connexion affine de l'espace), la connexion 
affine sera complètement définie par les r expressions de Pfaff ©,: qui . 
donnent les coordonnées, par rapport au repère attaché à un point de 
l'espace, de tout point infiniment voisin. Ces r expressions ne sont 
a priori assujetties à aucune condition restrictive, de sorte que 
l'espace le plus général à connexion affine sans courbure est défini 
analyliquement par r expressions de Pfaff linéairement indépen-
dantes arbitraires. 

Les covariants bilinéaires (σ*)' peuvent toujours se mettre sous la 
forme 

(ws)' = - 2 cJh" t®7®7'] (·ν - · · · »r)' 

de sorte que les coefficients cy
k

* définissent analytiquement la torsion 
de l'espace. 

Il est facile de voir que, dans un espace à connexion affine sans 
courbure, on peut définir une équipollence de vecteurs satisfaisant aux 
conditions i°-6° du n° 2. Définissons d'abord les géodésiques comme 
des courbes qui ont partout la même direction, c'est-à-dire comme les 
solutions des équations différentielles 

('7) df ~ στ' A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά, 

les rté étant des constantes. Cela posé, si l'on donne aux ni1 des valeurs 
fixes, les équations (17) définissent une congruence de géodésiques 
telle qu'il en passe une et une seule par tout point de l'espace; nous 
pouvons convenir de dire que ces géodésiques sont toutes parallèles 
entre elles, puisque deux vecteurs infiniment petits pris, l'un sur l'une 
de ces géodésiques, l'autre sur une autre, sont parallèles au sens de la 
connexion affine de l'espace. Nous conviendrons enfin de dire que deux 

Journ. de Mathtome VI. — Fasc. I, 1927. 7 
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vecteurs pris sur deux géodésiques de la congruence sont êquipollents 
si, étendue aux deux segments de géodésiques qu'ils déterminent, 
l'intégrale 

J m1 ~ J in- J m7'df ~ στ' A,/4- στ2A9.f 

a la même valeur numérique. 
On démontre sans difliculté que l'équipollence de vecteurs ainsi 

définie satisfait aux six conditions i°-6° du n° 2. 
Remarquons en passant que loute équipollence satisfaisant à ces 

six conditions ne peut pas être obtenue par la méthode infinitésimale 
précédente, parce que l'existence de géodésiques, telles qu'elles ont 
été définies au n° 10, ne découle pas nécessairement de ces six condi-
tions, comme on en donnerait facilement des exemples. 

46. Nous allons nous proposer de caractériser de différentes 
manières les espaces à connexion affine sans courbure qui, peuvent 
être regardés comme des espaces de groupes. 

Une première propriété caractéristique est la constance des compo-
santes cy

k
s de la torsion. Géométriquement cela veut dire que les 

translations associées à deux cycles élémentaires èquipollenls sont 
elles-mêmes équipollentes. Démontrons que cette propriété caracté-
rise les connexions affines sans courbure des espaces de groupes. 

Si en effet les coefficients cyk* sont des constantes, les équations de 
Pfaff 

(24) τσ*(a'; da!) —njs(a; da), 

où les a! sont des fonctions inconnues des «, sont complètement inté-
grables, puisque les covariants bilinéaires des deux membres 

—^ cy
k

(a') [m-i(a/ ; da')mk(a'\ da')] 

et 

— Σ Cjk (Λ) da)tnk(a; da)~\ 

sont égaux en tenant compte des équations (24). La solution générale 

al —fi{&it · · · > Cj, . . ., C,) 
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des équations (24), avec r constantes d'intégration C
n
 ..., C,., délinit 

donc le groupe G simplement transitif à r paramètres des transfor-
mations qui laissent invariantes les formes gjs. Donnons-nous arbitrai-
rement dans l'espace un point (a

0
) et faisons correspondre à chaque 

point (a) la transformation Ta du groupe G qui amène le point (a„)en 
coïncidence avec le point (a). Cela posé, les équations (24). qui 

expriment l'équipollence de deux vecteurs infiniment petits a, a -h da 

et α',α'+ίία', signifient que la transformation de G qui amène (a) 
en (a!) amène aussi (a h- da) en (a' ~t- da'), autrement dit qu'on a 

n- J m7'df ~ στ' A,/4- στ2A9.f 
ou enlin 

J m1 ~ J in- J m7'df ~ στ' A,/4- στ2A9.f 

L'équipollence de l'espace est donc la seconde équipollence attachée 
au groupe G. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Pour qu'une connexion affine sans cour bure soil attachée à un 
groupe, il faut et il suffit que la torsion d'un cycle élémentaire se 
conserve quand on transporte ce cycle par parallélisme ('). 

47. Considérons, dans un espace à connexion aftine sans courbure, 
la transformation ponctuelle infinitésimale (translation) par laquelle 
les différents points se déplacent de vecteurs équipollents. Dans 
un espace de groupe, une telle transformation ponctuelle laisse inva-
riante la connexion affine de l'espace, c'est-à-dire change deux vecteurs 
équipollents en deux vecteurs équipollents. Nous allons démontrer la 
réciproque. 

Soieiitc',..., erdes composaiitesduvecteurinlinimeiitpetitquedécrit 
chaque point de l'espace ; le calcul fait au n° 59 nous montre que tout 
vecteur (w1, ..., ur) devient, par la translation, un nouveau vecteur de 

(') L'espace d'un groupe, considéré comme un espace à connexion affine sans 
courbure, appartient à la classe très importanle des espaces dans lesquels la 
courbure et la torsion d'un cycle se conservent quand on transporte ce cycle par 
parallélisme. 11 sera question plus loin de ceux de ces espaces dont la torsion est 
nulle. 
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composantes 
u*— 2 Cjif ei uk. 

Si alors deux vecteurs équipollents issus de deux points différents 
restent équipollents, c'est que, aux deux points considérés, les quan-

titésuk ont les mêmes valeurs numériques, et cela quels que 

soient les eJ et les u'1. Il en résulte que les coefficients c-j* sont des 
constantes. 

Convenons de dire qu'une transformation ponctuelle est isomor-
phique quand elle conserve la connexion affine de l'espace. Nous 
arrivons au théorème suivant : 

Pour qu'une connexion affine sans courbure soit attachée à un 
groupe, il faut et il suffit que les translations (dans lesquelles les 
différents points de l'espace décrivent des vecteurs équipollents) 
soient des transformations isomorphiques. 

48. Dans un espace à connexion affine sans courbure, les trans-
lations permettent de définir une seconde connexion affine de l'espace, 
en ce sens que deux vecteurs issus de deux points infiniment voisins 
seront regardés comme parallèles s'ils se déduisent l'un de l'autre par 
la translation qui amène le premier point sur le second. Dans un 
espace de groupe, cette seconde connexion affine est encore sans 
courbure. Nous allons démontrer la réciproque. 

En effet, si la seconde connexion' affine est sans courbure, nous 
avons dans l'espace deux systèmes d'équipollence jouissant l'un et 
l'autre des propriétés i° à 6° du n° 2. D'autre part, toute géodésique 
de la première connexion affine reste géodésique dans la seconde 

connexion, puisque si l'on imprime au vecteur αα!, qui joint deux 
points infiniment voisins d'une géodésique, la translation qui amène a 
en a', le vecteur reste équipollent à lui-même de seconde espèce, par 
définition de cette équipollence, et que d'autre part il reste aussi 
équipollent de première espèce, par définition des géodésiques. Cela 

posé, si nous prenons un segment infiniment petit de géodésique aa' 
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et que nous lui imprimions la translation qui amène (a) en (b), il 

deviendra un segment bb' équipollent de seconde espèce à aa' ; le 
· · I · 

segment a!a!' équipollent à aa! deviendra par la même translation un 
y ^ ^ ■ y ^ y 

segment b'b" équipollent de seconde espèce à a'a!' et par suite à aa' 

et à bb', etainside suite. Il en résulte que, par la translation considérée, 
la géodésique aa'a" se change en une autre géodésique bb' b"\ on voit 

de plus que si ab et α"ι)Ρη) sont équipollents de première espèce, aa{n) 

et bb{n) sont équipollents de seconde espèce. Les deux espèces d'équi-
pollence sont donc conjuguées au sens du Chapitre T. 

Il en résulte (n° 2) que la première équipollence jouit de la pro-
priété 7° et par suite (n° d) que c'est une équipollence attachée à un 
groupe. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Pour qu'une connexion affine sans courbure soit attachée à un 
groupe, il faut et il suffit que la seconde connexion affine à laquelle 
conduisent les translations de Ρ espace soit elle-même sans courbure. 

49. Il est intéressant d'avoir une démonstration analytique de ce 
théorème. D'après le calcul du n° 59, la seconde connexion affine de 
l'espace a pour composantes les formes 

(20) A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά,./ 

Calculons la courbure de celte connexion affine en posant 

A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά,./ A,/4- στ2A9.f H-

On a, en tenant compte du calcul fait au n° 40, . 

Π(5T/0'—^ |>/*W] =2 (^|« — Ci/ΐβ— gap{)[wa wB], 

en posant 

g'4i + cifi'fckf + Cifcitf ). 
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L'absence de courbure donne donc 

(25) c(3/ia — έ'αβ/7· 

D'autre part, les équations 

A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά,./ 

dérivées extérieurement, donnent 

(26) c
h<j/\t + α H"

 c
ïL\ β — ο «β/

7

 » 

il en résulte immédiatement 
ca[î7| i=f,ï 

autrement dit, les coefficients c-
%
y sont des constantes. 

CHAPITRE III. 

LA CONNEXION AFFINE SANS TORSION D'UN ESPACE DE GROUPE. 

I. — Définition de la connexion affine sans torsion. 

50. Dans tout ce qui précède, nous n'avons guère fait que présenter 
sous une forme géométrique des propriétés classiques des groupes 
finis et continus. L'introduction d'une troisième connexion affine, 
intrinsèquement liée au groupe, va nous fournir des points de vue 
nouveaux. 

Considérons deux segments de géodésiques ad et ab issus d'un 
— 

même point (a). Si l'on mène par le point (b) le vecteur bb
t
 équi-

pollent de première espèce à aa\ le vecteur a'b
K
 est équipollent de 

seconde espèce à ab\ au contraire, si l'on mène par (b) le vecteur bb., 

équipollent de seconde espèce à ad, le vecteur a'b
2
 est équipollent de 

première espèce à ab. 

Les deux vecteurs a'b{ et a b., résultent du même vecteur ab par 
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deux transports par parallélisme distincts correspondant aux deux 
connexions affines sans courbure de deuxième et de première espèce. 

£>fl. Il existe une troisième, manière de procéder intermédiaire entre 
les deux précédentes. Soit (c) le milieu du segment aa', c'est-à-dire le 

point de la géodésique aa! tel que les deux vecteurs ac et ca! soient 
équipollents. 

Construisons le vecteur bk équipollent de première espèce à ac 

et le vecteur hb' équipollent de seconde espèce à ca'\ nous obtenons 

ainsi un vecteur a'b'. On obtiendrait le même vecteur si l'on menait 

d'abord le vecteur bk équipollent de seconde espèce à ac puis le vec-

Fig. 2. 

β . 

teur kb' qui serait nécessairement (n° 5) équipollent de première 

espèce à ca', puisque l'équipollence de seconde espèce de bk et de hb' 

entraîne l'équipollence de première espèce de bh et de kb'. 
Nous avons donc une construction nous permettant de déduire d'un 

vecteur ab un vecteur bien déterminé a'b' quand on transporte Γ ori-
gine de («) en (#') le long de la géodésique qui joint ces deux 
points. 
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On peut dire encore que le vecteur a'b' s'obtient en construisant le 

vecteur en équipollent de seconde espèce à ab et en prenant le vecteur 

d'origine (a') équipollent de première espèce à ch. 

52. On peut présenter la construction sous une forme plus élégante. 
Prenons le symétrique ((3) du point (b) par rapport au point (a), 

c'est-à-dire le point (β) tel que pa soit équipollent à ab. Le point (b') 
n'est autre que le symétrique de (β) par rapport au milieu (c) 
de αα. 

Désignons en effet par le symbole = ou = l'équipollence de pre-
mière ou de seconde»espèce. De l'équipollence 

ch — ab — fia 
résulte 

$C — ah. 
De l'équipollence 

ac = ca! — hb' 
résulte 

ah — cb'. 
On a donc 

(3C= cb'. C. Q. F. D. 

On déduit en particulier de cette construction le théorème que si le 
point (b) décrit une géodésique issue de (a), le point (//) décrit 
également une géodésique issue de («'). De pliis, les points (b) 
et (b') décrivent sur leurs deux trajectoires des divisions égales 
(n° 15). 

53. Il est facile de calculer TV connaissant Τ
Λ

, Τ
Λ

, et T4. On a 

TATï» = T
e
T;\ d'où TA = T

e
T^TAl 

puis 
ΊνΊ2 = ΤΛ Τ"1, d'où Ύ

(/
 = T

C
T;< Ύ„ Τ;* Ί

α
, 

Or la transformation T
c
T

a
' est la racine carrée de Τ

Λ
 T,,1, et de même 
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la transformation T
(
,1 T,

{
, est la racine carrée de T

(t
' Τ

Λ
,. On a donc 

(i) T//= /IV TV T/, /IV TV. 

On arrive au même résultat en regardant (#') comme le symétrique 
de (β) par rapport à (c). On a 

ΤpTV = T/IV, d'où Τβ= τ„τν T
n

, 

puis 
TV TV apTt-Tp1, d'où Τ// = T

c
 TV Τ

Λ
 Τ „ 1 T

c
, 

ce qui conduit à la même expression (i) pour T,,,. 

54. La formule (i) permet de démontrer que, si l'on considère sur 
une même géodésique trois points (α), (a'), (a"), et qu'on transporte 

comme il vient d'être dit un vecteur ab de (a) en (a'), puis le vec-

teur a'b' obtenu de (a') en (a"), le vecteur final a"b" est le même que 

si l'on avait transporté directement ab de (a) en {a"). On a en effet 

τ,,.
:
=ν/τ7Γ?τ„ v'TFTv, 

T,,..= ̂ ÏVT?T,,.V^VÎV= /ÏVT?t/T/ÎV T»/ÏVTV/rTTV. 

Or, les deux transformations ' 

/iVTV et /IVTV 

appartiennent à un même sous-groupe à un paramètre (celui qui 
définit la direction de première espèce de la géodésique); elles sont 
donc échangeables entre elles, et le carré de leur produit s'obtient en 
multipliant le carré de la première par le carré de la seconde, ce qui 
donne 

τ »Τ~· Τ ,τ-1 — Τ Τ- 1· Λ α' χ a χ α χ α — χ α χ α > 
on a donc finalement 

T//'= /IVTÂ1 Ύ
(>
 Y/TVLV'· C. Q. F. D. 

55. Considérons un vecteur ab et un chemin quelconque (C) par-
tant de (a) et aboutissant à un point (a'). Il existe un transport par 

parallélisme déterminé du vecteur ab le long du chemin (C) : pour 
l'obtenir, on partagera le chemin (C) en un grand nombre d'arcs 

Journ. de Math., X.ome VI. — Fasc. I, 1927. ® 
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partiels par des points de subdivision (α,), (a2), («„)· On trans-

portera ab en a
t
 b

t
 le long de l'arc de géodésique aa

K
 comme il a été 

expliqué dans les numéros précédents, puis on transportera a
t
b, 

en a2b.
2
 le long de l'arc de géodésique a.,, et ainsi de suite. Lorsque 

le nombre des arcs partiels augmentera indéfiniment, de manière que 
chacun d'eux tende vers zéro, le vecteur final tendra vers un vecteur 

limite a'b'. Il résulte du n° «54 que, si la courbc\C) est une géodé-

sique, le vecteur final a' b' pourra s'obtenir par un seul transport 
direct. On voit de plus que, quelle que soit la courbe (C), le point (b') 
décrira une géodésique passant par (a') si le point (b) décrit une 
géodésique passant par (a), et que, sur ces deux géodésiques, 
les points (b) et (b') décriront des divisions égales. Ce qui 

n'est pas certain, c'est que le vecteur a'b' ne dépende pas du chemin (C) 
suivi pour aller de (a) en (α') : nous verrons, àu contraire, qu'il en 
dépend en général. 

Calculons les composantes du vecteur a'b', rapportées au repère 
cartésien de première espèce attaché à (a ), en supposant que le 
point (a') soit infiniment voisin du point (a). Soit 

A,/4- στ2A9.f H-... H- πτ'Ά,./ 

le symbole de la transformation Τ^Τ~', c'est-à-dire le symbole de 

première espèce du vecteur ab, et soit 

Σρ'Χ,/=ν/ 

celui de a'b'. Soient enfin Θ et Θ' les deux transformations de sym-
boles U/ et V/. 

On a, d'après (i), 

θ' = τ,/iy = s/TTU T/, v/IVlV = y/TTiV τ, ί- 1, 
0'=/w θ τ,,τ-1 = s/T7î7 θ y/W. 

Soit ̂  ta' Χ// le symbole de première espèce du vecteur aa'. La 

transformation a pour symbole ^
 en r®su^te 
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( n° 51 ) que le symbole de Θ' est 

W- \ 2 x<'u) =2 (~ à 2
 c

i>< "
/i
)

X//· 

On a donc finalement 

(a) {,i
-

ui
- ; 2 "/f· 

La formule (2) définit une troisième connexion affine de l'espaceE, 
le transport par parallélisme du vecteur (ul) étant donné par les 
équations 

( 3 ) du' -4- ^ 2
 c

j /e^
 a

'
c
 — °· 

Les composantes de la troisième connexion affine sont : 

i° Les formes tn'; 

2
0 Les formes ω/ = ^ 2 c hi j wk. 

Si l'on compare ces corn (posantes à celles de la seconde connexion 
affine sans torsion définie par la formule (20) du n°59, on arrive au 
résultat suivant : 

Si Von transporte le long <Tun chemin infiniment petit αά un 

vecteur ab issu de (a) suivant les deux connexions afiïnes sans 

courbure et la troisième connexion affine, le vecteur a'b' résultant 
de cette troisième connexion est la demi-somme géométrique des 

vecteurs a'b
t
 et a'b.

2
 résultant des deux premières connexions. 

Ce dernier résultat est du reste à peu près évident, d'après la cons-
truction donnée au n° 51. 

56. La connexion affine définie par les formules (3) admet les 
mêmes géodésiques que les deux connexions affines sans courbure. Il 
est en effet évident, par l'une quelconque des constructions géomé-
triques indiquées, que si le point (b) est sur la géodési^ue (aa')

9
 il en 
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sera de même du point (&'), et que par suite tout vecteur porté sur 
une géodésique reste sur cette géodésique quand on le transporte par 
le troisième parallélisme le long de cette géodésique. 

Les composantes de la troisième connexion affine, quand on utilise 
les repères cartésiens de première espèce, sont, d'après (3), les 
formes 

ω/=^ 2
c

*'
:yw

*
=

 W' 

où les tsj sont les formes (20) qui définissent la seconde connexion 
affine sans courbure; comme les formes qui définissent la première 
connexion sont identiquement nulles, on en déduit le théorème sui-
vant : 

Si Von rapporte Vespace à des repères cartésiens quelconques, les 
composantes de la troisième connexion affine sont les moyennes 
arithmétiques des composantes des deux connexions affines sans 
courbure. 

Ce théorème va nous permettre de démontrer une propriété impor-
tante de la troisième connexion affine, à savoir qu'elle est sans tor-
sion. En effet, dans un espace à connexion affine définie analytique-
ment par les formes ω' et ω/, la torsion est définie par les formes 

Ω<=(ω<)'-2ΐ>*ωΛ' 

dans lesquelles les ωΑ' interviennent linéairement. Il en résulte que la 
torsion de la troisième connexion affine est la moyenne arithmé-
tique des torsions des deux premières; comme ces deux torsions sont 
égales et opposées, le théorème est démontré. 

37. On peut chercher à se rendre compte directement de ce 
résultat. Reprenons la construction précédemment faite en supposant 

les points (ù) et (a') infiniment voisins de (a). Soit a'b' le vecteur qui 

se déduit de ab quand on le transporte par le troisième parallélisme 

de (a) en (a'); soit bb" le vecteur qui se déduit de aa! quand on le 
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transporte par parallélisme de (a) en (b). Nous allons d'abord nous 
faire une idée de l'écart entre le point (b') et le point (b"). 

Soient (c) le milieu de aa\ d le milieu de ab\ posons 

T
t
.= Θ,Τ„, T

<i=
0

2
T«; 

un calcul facile donne 
TV = 0,0* θ, T„, 
T/, ~ 02 0' 02 Trt

 ; 
d'où 

T^Tâ'1 = 0j 0f θι 071 ©I'2 ©71 · 

Si l'on appelle aU/ le symbole de la transformation Θ,, et β V/celui 
de 02, en désignant par « et β deux paramètres infiniment petits, un 
calcul un peu fastidieux montre que le second membre se réduit à la 
transformation identique, si l'on néglige les termes infinimen t petits par 
rapport au produit αβ, c'esl-à-dire par rapport à l'aire du quadrila-
tère cib b' a!.. 

Cela posé, développons le quadrilatère rectiligne b'a' ab sur l'espace 
affine tangent en b', le développement se faisant suivant la troisième 
connexion affine. Les côtés du quadrilatère se développeront suivant 
des segments de droites, le côté ab devenant équipollent au sens ordi-
naire du mot à a!b'\ à partir du point (a) on pourra remplacer le 
développement du quatrième côté bb' par celui de bb", en négligeant 
des infiniment petits par rapport à Vaire du cycle développé; mais 

alors on obtiendra un vecteur équipollent à aa!\ on obtiendra donc 
dans le développement un contour fermé : cela signifie que la torsion 
est nulle. 

II. — La connexion affine sans torsion et les géodésiques 
de l'espace C. 

58. On peut arriver à la connexion affine sans torsion définie dans 
le paragraphe précédent en partant d'un point de vue tout différent. 
Nous avons défini dans les deux premiers Chapitres les géodésiques de 
l'espace du groupe et sur chaque géodésique, à un facteur constant 
près, la longueur d'un segment variable. En choisissant sur chaque 
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géodésique une origine et une unité de longueur arbitraires, la posi-
tion d'un point est définie par son abscisse curviligne s. Les coor-
données ξ1, ξ2,£rsont alors définies en fonction de s par un système 
d'équations différentielles de la forme 

(4) ~7? _0 (l'·"-1 '· 

Pour se rendre compte de ce résultat, il suffit de remarquer (n° 58) 
qu'on a sur une géodésique 

Tïï1 TU2 70r ^ 

d'où 

£{z)=° («'=·.···.'·). 

ce qui donne, en remplaçant les xsl par leurs valeurs et développant, 
des formules de la forme (4)· 

Les équations (4) montrent que les géodésiques considérées sont 
celles qui résulteraient de la connexion affine sans torsion définie par 
les composantes Γ).

Λ
. Il existe donc une connexion affine sans torsion 

qui donne à l'espace du groupe les géodésiques définies dans les deux 
premiers Chapitres, avec la même métrique sur chaque géodésique. Il 
est facile de voir que cette connexion affine sans torsion est unique, 
car si, sur chaque géodésique, on multiplie s par un facteur constant, les 
équations (4) ne changent pas. 

59. On peut du reste, dans un espace quelconque à connexion affine 
sans torsion, donner du transport par parallélisme une construction 
qui généralise celle du n° 52. Prenons deux points infiniment voisins 
(a) et (a')» et (c) Ie milieu de l'arc de géodésique joignant ces 
deux points. Considérons la transformation ponctuelle (symétrie) qui 
fait correspondre à tout point (m) [suffisamment voisin de (a)] le 
point (m1) situé sur la même géodésique que les points (c) et (m) et 
tel que l'arc cm' soit égal à l'arc me. A toute direction issue de («) 
correspond par symétrie une direction issue de («'), et à tout vecteur 

infiniment petit ab issu de (a) correspond par symétrie un vecteur 
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inliniment petit issu de (a') : le symétrique de ce dernier par rapport 

à (a') n'est autre que le vecteur résultant de ab par parallélisme le 
long de aa!. 

Pour démontrer cette propriété, utilisons en (c) les coordonnées 
normales de Riemann. Si les coordonnées (ordinaires) d'un point 
sont χ1, χ·", les coordonnées normales y1, .··,/" sont données par 

/ = (#')« 5, 

en désignant par (χ')ό les valeurs initiales en (c) des dérivées dxi/ds 

sur la géodésique qui joint le point (c) au point considéré. Avec ce 
choix des coordonnées normales, les composantes Yl

hk
 de la connexion 

afline sont toutes nulles en (c). Supposons, ce qui ne restreint pas la 
généralité, que la géodésique aa' soit définie par 

y2 —y3 = . . . = un = 0. 

Les formules qui donnent le transport par parallélisme, le long de 
cette géodésique, d'un vecteur de composantes u' sont 

(3) £{z)=° («'=·.···.'·). 

Soienty
K
 — a l'abscisse de (a') ety

{
 = — a celle de (a); les équa-

tions (5) donnent 

£{z)=° («'=·.···.'·).£{z)=° («'=·.···.'·). 

11 en résulte qu''aux infiniment petits du troisième ordre près, les 
composantes du vecteur transporté sont les mêmes en (a) et («'); la 
direction du vecteur en (a) et la direction opposée à celle du vecteur 
en (a') sont donc symétriques l'une de l'autre par rapport à (c). Si, de 
plus, ces deux vecteurs sont inliniment petits, le vecteur opposé à l'un 
d'eux est symétrique de l'autre par rapport à (c), et cela à des inli-
niment petits du troisième ordre près. 

On remarquera que la construction due à F.Severi(') du transport 

(') Rend. Cire. mat. Palermo, t. 42, 1917, p. 254. 
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par parallélisme dans un espace de Riemann donne un résultat exact 
aux infiniment petits du second ordre près. 

On voit que, dans l'espace & du groupe G, la construction indiquée 
est rigoureusement exacte si le transport se fait le long d'un arc de 
géodésique fini. 

III. — La courbure de la connexion affine sans torsion. 

60. Si nous continuons à choisir les repères cartésiens de première 
espèce, les composantes de la connexion affine sans torsion sont 
(ηυ«$5): 

ιυ Les formes 

2° Les formes coy = - m ^ cj.\J mk. 

La courbure de l'espace est définie par les formes 

Qij = ( (ùj y — 2 [ ω/' ω*/] = X- ( Τΰ -J y— i_ 2 |.®i* · 

Or, la seconde connexion affine sans courbure ayant précisément 
les composantes on a 

£{z)=° («'=·.···.'·). 

on a, par suite, 

(6) Ω
^= | (^)' = — 5 2

 C
«?

A
 [

ra
°

CTft
]· 

Les symboles de Riemann-Christoffel généralisés sont donc ici 

(7) £{z)=° («'=·.···.'·). 

Ce résultat s'interprète géométriquement de la manière suivante. 
Considérons un parallélogramme élémentaire dont les deux côtés 

soient équipollents de première espèce aux vecteurs de symboles X
a
/ 

et Xp/; la rotation affine associée à ce cycle a pour effet de donner au 
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vecteur de symbole X
(
/l'accroissement géométrique 

2Κ/.ρΧ;/=ξ((Χ«Χί)Χ/)· 

Plus généralement, à un parallélogramme de côtés \]fet\f infi-
niment petits est associée la rotation af fine qui donne au vecteur X;f 
Vaccroissement géométrique infiniment petit 

VX,/=I(( UV)X/). 

61. Le résultat précédent a été démontré en caractérisant chaque 
vecteur issu du point origine (a) du cycle élémentaire par le symbole 
du vecteur équipollent de première espèce issu du point origine de 
l'espace. Mais le résultat serait le même si on le représentait par le 
symbole du vecteur équipollent de seconde espèce issu du point ori-
gine; cela reviendrait en effet à remplacer le symbole U/d'un vecteur 
quelconque issu de (a) par le symbole U/de la transformation infini-
tésimale transformée de U/par T

rt
. Si alors X,·/, U/, Y/ sont les 

transformées de X
f
·/, U/, V/; si, de plus, on appelle Y,/ la transfor-

mation η ((UV)X/) et Y if sa transformée, on aura toujours la for-

mule 
Y,./=i((ÛV)X,.) 

pour représenter l'accroissement Y,/ subi par le vecteur X,/ dans la 
rotation associée au cycle. 

Ce raisonnement est général et ne suppose pas que les vecteurs uni-
taires du repère cartésien attaché au point (a) soient équipollents de 
première ou de seconde espèce aux vecteurs unitaires X,·/ issus du 
point origine : il suffit qu'ils se déduisent par exemple des vecteurs 
unitaires du repère cartésien de première espèce par une transfor-
mation du groupe adjoint, c'est-à-dire que les vecteurs unitaires du 
nouveau repère cartésien aient pour symboles, rapportés au repère 
cartésien de première espèce, les transformées, par une transfor-
mation T

a
 quelconque du groupe G, des transformations inlînitési-

. Journ.. de Math,, tome VI. — Fasc, I, 1927. 9 
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males Χ,/, X2/, ..., X,·/. ce choix très général des repères, 
les composantes R/

a
p du tenseur de Riemann-Chrislojfel généralisé 

conserveront la forme 

(7) H/a;i=1/4 En cxbk ckl.je. 

Nous appellerons repère normal un repère satisfaisant aux condi-
tions précédentes. 

62. Le résultat précédent conduit, à une conséquence extrêmement 
importante. Partons d'un cycle élémentaire d'origine (a) et trans-
portons-le par parallélisme sans torsion suivant un chemin quelconque 
en un point quelconque ( a'). Transportons en même temps par paral-
lélisme le repère cartésien (par exemple le repère de première espèce) 
attaché au point (a); en un point (a') infiniment voisin de (a)

t
 le 

repère cartésien obtenu ne sera plus de première espèce; son ii('me vec-
teur unitaire sera, par rapport au repère de première espèce attaché 
à (a'), représenté par le symbole 

χ'ΐ-ΙΣ'ϊ' ro/x*/> 

comme cela résulte des équations (2). Or on a 

X,/- j2
c
n
i

®
/
Xi/=X'/-1/2 ( E wj Xj, X1) ; 

le repère cartésien obtenu en (a') se déduira donc du repère cartésien 
de première espèce attaché à (a') par une transformation du groupe 
adjoint, X// étant changée dans sa transformée par la transfor-

mation infinitésimale i Σ xrf Xy f. 

On voit donc que de proche en proche le repère cartésien attaché 
au point («), transporté par parallélisme sans torsion, restera cons-
tamment un repère normal, et que par suite la courbure du cycle élé-
mentaire sera transportée par parallélisme en même temps que le 
cycle, les composantes R/

a
«3 conservant constamment les mêmes 

valeurs numériques. 
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Vespace à connexion affine sans lorsion d'un groupe jouit donc 
de la propriété que la courbure d'un cycle élémentaire se conserve si 
le cycle est transporté par parallélisme (1 ). 

65. Analytiquement, cette propriété se traduirait par le fait que le 
tenseur dérivé du tenseur de Riemann-Ghristoffel est identiquement 
nul. Il est intéressant de le vériiier par le calcul. LesR/

a
p étant des 

constantes, il faut vériiier l'identité 

2 IVapw/' — K/'afiW// 4- RAjîWa* 4- = 0, 

ou, en prenant les termes en σγ, 

2 R/i'ap c.', f — R/αβ + ΙΙ/χτβ cy
x

'' "+" IVa/.· cy jj' — Ο-

Or le premier membre, multiplié par — 4, est le coefficient de Xy/dans 
le développement de l'expression 

((χ
γ

χ,ο (χ
α
χΡ)) - (χ

γ
 (χ, (χ

α
χ

ρ
») + (χ/(χ β ( Χα Χγ ))) + (Χί(χ«(ΧγΧβ)))ΐ 

en se servant de l'identité de Jacobi, on démontre sans peine que cette 
expression est nulle. 

Les espaces à connexion affine sans torsion dont la courbure se con-
serve par parallélisme forment une classe très remarquable d'espaces 
dont il sera parlé dans le Chapitre suivant. 

IV. — L'élément de volume de l'espace à connexion affine 
sans torsion. 

64. L'espace à connexion affine sans torsion attaché à un groupe 
admet une unité de volume absolue. En effet, par la transformation 
infinitésimale 

»X,/= (Χ/(Χ
α
Χβ)) = £ <X,/, 

( *) Cf. n° 46, note. 



68 ÉLIE CARTAN. 

associée à un cycle élémentaire, le volume construit sur les vecteurs 
unitaires X,/, ..., X

r
/, subit une variation logarithmique égale à 

£{z)=° («'=·.···.'·). 

Or cette quantité est nulle : cela résulte de l'identité de Jacobi 

((X«Xp)X/) -l- (<XpX,)X«) + ((X/X«)Xp) = o, 

qui donne en particulier 

2<c4* ++c;« ed)=°·· 

la seconde et la troisième somme s'annulent mutuellement, comme on 
le voit en échangeant dans Tune d'elles les indices de sommation i 
et h (1 ). 

L'existence d'une unité de volume absolue pouvait se prévoir 
a priori. En transportant par parallélisme, de (a) en un point infi-
niment voisin (a'), un volume élémentaire, les deux mesures άτ

κ 

et ί/τ2, de première et de seconde espèce, de ce volume, subissent des 
variations logarithmiques égales el opposées; par suite, le nombre 
Vdt1 dt2 reste lixe. Il existe donc bien dans l'espace une mesure 
absolue des volumes. 

Dans l'exemple du n" 55, on a 

2<c4* ++c;« ed)=°··£{z)=° («'=·.···.'·). 

2<c4* ++c;« ed)=°··£{z)=° («'=·.···.'·). 

(') On peut aussi invoquer la propriété de symétrie du tenseur contracté 

r,7=2 r<V 

pour affirmer l'existence d'une unité de volume absolue, comme cela résulte d'un 
théorème classique.{Voir par exemple J.-A. SCIIOUTEN, DerRicci-Kalkiil, Berlin, 
Springer, 1922, p. 90. ) 
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On peut démontrer que, avec les variables canoniques de S. Lie, 

le coefficient de da, da
2
...da

r
 dans dx est une fonction entière des 

variables. 

Si les r sommes ̂  c/'à* S0llt nulles, on a dx = dx
t
 = dx

2
. 

V. — Le tenseur de courbure contracté. 

6«. Dans un espace à connexion affine sans torsion, le tenseur de 
courbure contracté est 

2<c4* ++c;« ed)=°··£{z) 

On a ici 
R

zy
 = ^ ̂  cj). c,-/

t
 ' = -7· gij ; 

le tenseur R
zy

· est symétrique, à cause de l'existence d'une unité de 
volume absolue; cela résulte du reste immédiatement de son expression 
analytique. 

Comme la courbure de l'espace se conserve par le transport par 
parallélisme, le groupe adjoint laisse invariante la forme quadratique 
de coefficients g-,j. En se servant, avec S. Lie, des lettres e' pour repré-
senter les variables transformées par le groupe adjoint,, on obtient 
une forme qui joue un rôle extrêmement important dans la théorie 
desgroupes, à savoir 

9(
e

) =2 Sij=
 2
 cc

'
ih

''
eteJ; 

cette forme donne la somme des carrés des racines de Véquation 
caractéristique du groupe ('); on sait que c'est un invariant du 
groupe adjoint. La condition nécessaire et suffisante pour que le 

(') E. CARTAN, Thèse, p. 24-25; avec les notations de ma Thèse, on a 

9(e) =Ψ?(«) — 2ψ*(*)· 
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groupe Boit semi-simple est que le discriminant de cete forme soit 
différent de zéro (1 ). 

Le transport par parallélisme laisse invariante la courbure, et par 
suite la forme φ(<?). Si donc le groupe est semi-simple, Vespace à 
connexion affine sans torsion qui lui est attaché est à connexion 
métrique, avec unité de volume absolue; cesl donc un espace de 
Riemann. On peut ajouter que le tenseur II/,· étant proportionnel au 
tenseur fondamental gij, c'est un espace à courbure constante de 
seconde espèce (2). 

66. On pourrait plus généralement considérer une forme quadra-
tique ψ(<?) non dégénérée invariante par le groupe adjoint, et la 
prendre pour forme fondamentale (le repère attaché à chaque point 
étant un repère normal). On définirait ainsi un espace de Riemann 
admettant la connexion affine sans torsion de l'espace c. Dans cet 
espace de Riemann deux segments de géodésiques de même longueur, 
au sens défini au n° 15, seraient encore de même longueur. Si le 
groupe G est simple, il n'existe pas, à un facteur constant près, 
d'autre forme quadratique ψ(<?) que la forme φ(β) provenant du 
tenseur de courbure contracté. Si le groupe G se décompose en 
h sous-groupes simples, la forme quadratique ψ(β) la plus générale 
dépend de h coefficients constants arbitraires 

ψ(<?) — C, <pi(e) -+· C, <Pi(e) -h. -C/, O/^e), 

les fi(e) se rapportant respectivement aux h sous-groupes simples. Les 
espaces de Riemann correspondants ne sont pas en général à courbure 
constante de seconde espèce ; aussi est-il tout naturel de réserver à 
l'espace de Riemann de forme fondamentale <p(e) le nom d'espace de 
Riemann attaché au groupe. 

Si le groupe G n'est pas semi-simple, son groupe adjoint n'admet 
pas nécessairement d'invariant quadratique non dégénéré, et l'on ne 
peut pas alors lui attacher un espace de Riemann. 

(') E. CARTAN, Thèse, p. 5I-52; en réalité le théorème est démontré pour la 
forme ψ2(β), mais il s'applique aussi à la forme 9(e). 

(J) E. CARTAN, La Géométrie des espace» de Riemann, n°36, p. 37-38. 
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VI. — Les variétés totalement géodésiques d'un espace de groupe. 

07. Soit V,, une variété totalement géodésiquc à ρ dimensions de 
l'espace attaché à un groupe G. On sait qu'une telle variété est carac-
térisée par la propriété que tout vecteur qui lui est tangent lui reste 
tangent quand on le transporte par parallélisme (sans torsion), son 
origine restant dans la variété (').· Attachons à un point particulier (a) 
de la variété un repère cartésien normal (n° 61); on pourra toujours 
supposer choisies les transformations infinitésimales de base du 
groupe de manière que les ρ premiers vecteurs de coordonnées soient 
tangents à la variété. Quand on transportera ce repère par parallé-
lisme le long d'un chemin situé dans la variété, il restera normal et 
ses ρ premiers vecteurs resteront tangents à V,,. Nous choisirons, en 
un point variable (ξ) de la variété, le repère normal qui se déduit du 
repère normal attaché au point (a) quand on le transporte par paral-
lélismé le long d'un chemin déterminé tracé dans la variété, partant 
de (a) et aboutissant à (ξ). 

On aura alors, en se déplaçant d'une manière quelconque dans la 
variété, les équations 

(8) 0)/M-i — o)/'+î —.. . = ωΓ= o. 

La condition que les ρ premiers vecteurs de coordonnées restent 
tangents à Y(t donne en outre 

(9) <at*=o (« = !, α =/>4-1, r). 

La dérivation extérieure des équations (9) donne 

87=0, 
ou, en tenant compte de (8), 

(10) R i x jk = . (/,/, k=: I, f ;*==/>+ i, . . /·). 

(*) E. CARTAN, La Géométrie des espaces de Riemann, p. 3g. La démons-
tration est la même pour les espaces à connexion affine sans torsion que pour les 
espaces de Riemann. 
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Les équations (10) s'écrivent explicitement, d'après (7), 

(") 2 cy^Pcp/a = °; 

elles expriment que les transformations infinitésimales 

((XyXA)X,) (t,y, A- = i, a, ..., p) 

/ze dépendent linéairement que de\
i
f

)
 ..., X,,/. 

Comme, en un point quelconque de Vyi, les directions (de pre-
mière espèce) de la variété ont pour symboles des transformations infi-
nitésimales qui se déduisent, par une transformation du groupe G, 
de X1/, Xp/, on arrive au théorème suivant : 

En tout point d'une variété totalement géodésique V,,, les sym-
boles U,/, Up/ de ρ directions indépendantes de celle variété 
jouissent de la propriété que les transformations infinitésimales 

((U,U*)U,·) 

dépendent linéairement de U,/, ..U,,/. 

68. Réciproquement considérons /7 transformations infinitésimales 
linéairement indépendantes UUp/ telles que les transfor-
mations ((U

y
UA)U/) ne dépendent que des U//. Prenons un point 

quelconque de l'espace et en ce point les géodésiques dont les directions 
de première espèce ont pour symboles λ' U,/ + ...+ λ^ϋρ/. Je dis 
que ces géodésiques engendrent une variété totalement géodésique. 

En effet nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que 
les ρ transformations infinitésimales considérées sont 

Xt/, Xt/, Xp/. 

Attachons alors aux différents points de l'espace le repère normal 
le plus général possible'(i\ dépend d'autant de paramètres qu'il y en 
a dans les transformations du groupe adjoint). Les composantes ω/ 
de la connexion affine sont de la forme 

ω/'=2 c
'^

fjk
> 



GÉOMÉTRIE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 73 
les expressions Θ', 0a, ..., 0r étant des formes linéaires par rapport 
aux différentielles de ces paramètres. Considérons alors les équations 
de Pfaff 

(12) ωα— ο, ο (/= ι, ..., ρ', a =:ρ 1, ..., /·). 

Elles forment un système complètement inlëgrable, puisque, en 
tenant compte des équations (12), les covariants bilinéaires des pre-
miers membres sont nuls en vertu des équations (11), supposées 
vérifiées. Ce système n'entraîne du reste, entre les différentielles des 
variables ξ1, ..., ξΓ qui localisent un point dans l'espace, que les r — ρ 
relations indépendantes^" = o. 

Le système (12) définit donc une infinité de variétés totalement 
géodésiques à ρ dimensions; il admet de plus toujours une solution 
telle que cette variété passe par un point donné et qu'en ce point le 
repère normal soit un repère normal donné, par exemple le repère 
cartésien de première espèce. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

On voit que la variété totalement géodésique dont nous voulions 
démontrer l'existence fait partie d'une famille continue dépendant 
d'autant de paramètres que le système (12) contient d'équations 
linéairement indépendantes. 

Le nombre de ces paramètres est ir — p, diminué du nombre des 
transformations infinitésimales linéairement indépendantes du groupe 
donné qui laissent invariant le faisceau 

λ'Χ1/4-λ«Χι/+...+·λ"Χρ/. 

Les variétés totalement géodésiques obtenues sont de première 
catégorie (n • Ί7) si les transformations X,/, ..., X,

t
f engendrent un 

groupe; sinon elles sont de seconde catégorie. 

69. Prenons par exemple le groupe G à trois paramètres des 
rotations autour de l'origine, avec 

(XlXi) = X3f, (X2X3) = X,/, (X,Xt) = X^. 

L'espace du groupe n'est autre que l'espace elliptique à trois 
dimensions. Par tout point de cet espace il passe une surface totale-
ment géodésique tangente en ce point à un élément plan arbitrairement 

Journ. de Mathtome VI. — Fasc. I, i>p7. IO 
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donné. On peut vérifier en effet que si Ton prend deux transformations 
quelconques du groupe 

Uf = a1 X1f + «2X2/+ «3X3/» 
Vf- btX2f + ύ,Χ,/, 

les transformations 
((UV)U) et ((UV)V) 

dépendent linéairement de U/et de V/. On a 

((U V)U) =— (cty -t- Oibz) U/ -t- (af -(- ά*
Λ
 α-| ) V/, 

((UV)V) = -(6»+65+6i)U/+(e
1
6
l
-he

l
6, + e

a
fr
I
)V/. 

Toutes les surfaces totalement géodésiques réelles sont de seconde 
catégorie. 

Plus généralement, on peut démontrer qu'étant donné l'espace d'un 
groupe quelconque à trois paramètres, ou bien cet espace satisfait à 
l'axiome du plan (c'est-à-dire qu'il admet oo* surfaces totalement géo-
désiques), ou bien ses surfaces totalement géodésiques sont toutes de 
première catégorie. Ce dernier cas se présente pour les structures 
réductibles à la forme 

"(X
l
X
t

) = «X,/, (Χ,Χ.) = βΧ,/, <Χ,Χ,) = 0 (α H-Mo), 

ou 
(XtX2) — X/, (X,X,) = X,/+X./f (X2X?) = o. 

70. Prenons encore le groupe des déplacements euclidiens de 
l'espace à trois dimensions, engendré par les six transformations infi-
nitésimales 

x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« ed)=°··£{z)=° 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« ed)=°··£{z) 

Les variétés totalement géodésiques de seconde catégorie de 
l'espace c à six dimensions de ce groupe sont obtenues en prenant : 

pour/? =2, 
u ,/=x4/f

 u2/=xs/ 
ou 

U,/=X2/, U,/=X4/+wX1/ï 
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pour ρ = 3, 

υ ,/=xa/, ut/=x4/, υ3/=χ6/; 

pour ρ = 4, 

lJ,/ = X,/
f UI/=XI/, U,/=X4/, U4/=X,/; 

pour ρ = 5, 

U,/= X)/, U,/=XS/, tJ3/= X3/, U
 4/=X4/, II,/=X./. 

Les variétés totalement géodésiques à trois dimensions sont celles 
qui ont été considérées directement au n" 25. 

71. On peut dire d'une manière générale que si le groupe G n'est 
pas intégrable, l'espace £ admet une infinité de variétés totalement 
géodésiques à deux dimensions de seconde catégorie, obtenues en 
partant de deux transformations infinitésimales quelconques d'un 
sous-groupe simple à trois paramètres, sous-groupe dont M. Engel a 
démontré l'existence ('). 

Ajoutons enfin la remarque que toute variété totalement géodésique 
d'un espace à connexion affine sans torsion peut être regardée elle-
même comme un espace à connexion affine, le transport par parallé-
lisme d'un vecteur tangent à la variété se faisant suivant la connexion 
affine de l'espace ambiant. Si l'espace ambiant est un espace de groupe, 
le transport par parallélisme conserve la courbure et par suite les 
variétés tolcdemcnt géodésiques d'un espace sans torsion de groupe 
sont elles-mêmes des espaces à connexion affine sans torsion dont 
la courbure se conserve par le transport par parallélisme. 

Nous verrons plus loin (n° 82) la réciproque de ce théorème. 

(') Leipz. Ber., 1893, p. 36o; voir aussi E. CARTAN, Thèse, p. io3. 
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CHAPITRE IV. 

LE GROUPE D'HOLONOMIE, LE GROUPE D'ISOMORPHIB ET LE GROUPE U'ISOTROPIE 

DE L'ESPACE AFFINE SANS TORSION ATTACHÉ A UN GROUPE. 

I. — Le groupe d'holonomie. 

72. Nous ayons rappelé (n° 33) que les différents déplacements 
affines associés aux cycles issus d'un point donné d'un espace à 
connexion affine engendrent un groupe, le groupe d'holonomie g de 
l'espace. Le groupe γ, qui indique comment le groupe d'holonomie g 
transforme entre eux les vecteurs, est engendré par les rotations 
affines associées aux cycles issus du point; il peut alors être regardé 
comme le groupe des rotations que subit le corps des vecteurs issus 
d'un point (a) quand on le transporte par parallélisme le long d'un 
cycle arbitraire d'origine (a) ('). 

Dans le cas de l'espace à connexion affine sans torsion attaché à un 
groupe G, le groupe γ se détermine facilement. Attachons en effet à 
chaque point de l'espace un repère cartésien normal (n° 61); quand 
on décrit un cycle d'origine (a), le repère cartésien attaché à (a) ne 
vient pas coïncider avec les repères attachés aux points intermédiaires, 
mais se déduit, en chaque point (ξ) du cycle, du repère normal 
attaché à (ξ) par une transformation du groupe adjoint. Par consé-
quent, après description du cycle, la rotation afline subie par le 
repère sera encore une transformation du groupe adjoint. Par suite, 
le groupe γ est le groupe adjoint ou un de ses sous groupes.. 

Cela prouve, ce que nous savions déjà, que l'espace peut être 
regardé comme un espace non holonome dont le groupe fondamental 
est lê groupe adjoint (2) et, de ce point de vue, les repères naturel-
lement attachés à un point sont ce que nous avons appelé les repères 

f1) Voir E. CARTAN, Ann. Éc. Norm., 3e série, t. XL1, p. 18-29. 

(2) Voir, au sujet des notions introduites ici, le début de mon Mémoire : Les 
groupes d'holonomie des espaces généralisés (Acta math., t. XLYII1, p. 1-^2). 
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normaux. Or, en utilisant ces repères normaux, les rotations infinitési-
males associées à un cycle élémentaire ont pour effet de donner à tout 
vecteur X,/une variation géométrique de la forme 

ÎX,/ = - J(X,(UV)); 

ce sont donc des opérations appartenant toutes au groupe dérivé du 
groupe adjoint. En effet, le crochet des deux transformations infinité-
simales du groupe adjoint 

i,X//=(X/U) 
et 

a,x,/= (X/V). 
est l'opération 

3X//=i
1
d

1
X//-d1

3
1
X//=((X/V)U)-((X/U)V) = (x/(VU)). 

Comme le groupe dérivé du groupe adjoint est un sous-groupe 
invariant, il en résulte que le groupe γ est ce sous-groupe invariant 
lui-même ou un de ses sous-groupes ('). Mais ce dernier cas ne peut 
pas se présenter, car les opérationsdnfinitésimales 

$x,/=- i(x,(uv)) 

engendrent complètement le groupe dérivé. 
La conclusion est donc que le groupe ddiolonomie de Vespace 

transforme les vecteurs comme le groupe dérivé du groupe adjoint. 

73. De ce résultat découle la possibilité d'attacher aux différents 
points de l'espace des repères cartésiens tels que si l'on transporte par 
parallélisme de (a) à (b) le repère (R„) attaché au point (a), le repère 
obtenu se déduise du repère (R^) attaché à (b) par une transformation 
du groupe dérivé du groupe adjoint. Si le groupe dérivé est d'ordre 
inférieur à celui du groupe adjoint, les repères de première (ou de 
seconde) espèce peuvent ne pas satisfaire à la condition précédente. 

74. La détermination complète du groupe d'holonomie se ferait en 

(L) E. CARTAN, Acta math., t. XLVIII, p. 5 
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appliquant la méthode générale indiquée dans mon mémoire « Sur les 
variétés à connexion affine ». 

Si nous prenons, par exemple, le groupe G dont l'équation finie est 

χ' — ax b, 

et dont les transformations infinitésimales sont 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4 

avec 
(X1XÎ)=_X2/, 

le groupe γ est engendré par la transformation du groupe adjoint 
associée à X2/, à savoir 

axi/= (XiX. ) = x./, «.y = (XA)=<>. 

En appelant u, ν les composantes d'un vecteur, cette transformation 
infinitésimale est 

u-f· 

Le groupe d'holonomie est, en appèlant u, Ρ les coordonnées carté-
siennes d'un point, le groupe 

*>f= »%->%' x>f x./=f£ 

ou un de ses sous-groupes. On démontre facilement que c'est le groupe 

*>f= »%->%' x>f x./=f£ 

dont les équations finies sont 

u'=zu, c'=c + A« + B, 

II. — Groupe d'isomorphie d'un espace à connexion affine 
sans torsion. 

76. Nous appellerons groupe.d'isomorphie d'un espace à connexion 
affine, le groupe des transformatiqqs ponctuelles qui conservent la 
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connexion affine de l'espace, c'est-à-dire qui changent deux vecteurs 
(infiniment voisins) parallèles en deux vecteurs parallèles. 

Si l'espace à connexion affine est sans torsion, il faut et il suffit, 
pour qu'une transformation ponctuelle soit isomorphique, qu'elle 
conserve les géodésiques, ainsi que le rapport des segments sur chaque 
géodésique (n° 58). 

Si l'espace considéré est l'espace £ à connexion affine sans torsion 
d'un groupe G, toutes les transformations ponctuelles qui conservent 
l'équipollence de première et de seconde espèce sont des transforma-
tions isomorphiques. Mais il peut y .en avoir et il y en a sûrement 
d'autres. En particulier, la transformation définie par 

Τξ* — Τξ ' 

(symétrie par rapport à l'origine), ou, plus généralement, la trans-
formation 

Τξ'= Τ,/Γξ1 T„ 

[symétrie par rapport au point (a)] est isomorphique : elle échange 
entre eux lés deux systèmes d'équipollence. 

La détermination de toutes les isomorphies de l'espace £ revient à 
celle des isomorphies qui laissent invariant le point origine; il suffira 
en effet de combiner celles-là avec les transformations 

Τξ'=ΤξΤ
Λ 

pour avoir le groupe d'isomorphie le plus général. 

76. Toute isomorphie doit conserver la courbure; si donc X,·/, 
Xy/, X*/sont trois transformations infinitésimales quelconques du 
groupe G et si l'on a 

(I) (χ,(Χ,Χ*))=2«<μ"Χ*/. 

on devra avoir aussi, pour les transformations X,/, transformées des 
premières par une isomorphie laissant fixe le point origine, 

(χ,ίχ,χ,Ο) =2 <··;;·; "X/,/· 
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Dans ces formules, les X,/sont naturellement des combinaisons 
linéaires à coefficients constants de X,/, X

r
/. La connaissance de 

ces combinaisons entraîne la connaissance complète de l'isomorphie, 
toute géodésique issue du point origine étant changée en une géodé-
sique déterminée et tout segment de la première étant changé en un 
segment déterminé de la seconde. 

Nous allons démontrer que l'invariance des relations (i) est une 
condition suffisante pour que la transformation ponctuelle considérée 
soit une isomorphie. 

Nous nous placerons plus généralement dans le cas d^un espace 
affine sans torsion jouissant de la propriété que le transport par 
parallélisme conserve la courbure, c'est-à-dire tel que le tenseur dérivé 
du tenseur de Riemann-Christoffel soit nul. 

III. — Généralités sur les espaces à connexion affine sans torsion 
pour lesquels le tenseur dérivé IVA/M/ est nul. 

77. Prenons, en un point particulier (a
0
 ) d'un espace dont le ten-

seur de courbure dérivé est nul, un repère cartésien particulier, 
d'ailleurs arbitraire, (R„). Attachons à chaque point (a) de l'espace le 
repère (11) qui se déduit de (R

0
) quand on le transporte par parallé-

lisme de («„) en (a) suivant un chemin arbitraire, mais choisi suivant 
une loi déterminée. Avec ce choix des repères, les composantes R j

kh 
du tenseur de courbure sont des constantes, puisqu'elles ont partout 
les mêmes valeurs numériques qu'en («„). 

Déterminons alors les substitutions linéaires les plus générales qui, 
effectuées sur lés composantes u' d'un vecteur, laissent invariantes 
les composantes du tenseur de courbure. Toutes ces substitutions for-
ment un groupe, qui peut être formé de plusieurs familles continues, 
dont l'une, h, forme un groupe continu. Soient s l'ordre de h et 

(2) Up/=2aP/yV"^j (p-1' 2' '"'
s) 

s transformations infinitésimales indépendantes de ce groupe. 
Attachons à chaque point (a) de l'espace le repère qui se déduit 
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de (II) [>ar la transformation la plus générale du groupe continu h. 
Avec ce choix des repères, qui dépendent maintenant, en dehors des 
coordonnées de leur origine, de s paramètres arbitraires (paramètres 
secondaires), le tenseur de courbure conserve les mêmes composantes. 

Si l'on transporte par parallélisme l'un des repères (R) attachés au 
point (a) en un point infiniment voisin («'), le repère obtenu se déduit 
de l'un quelconque des repères (IV) attachés au point (a') par une 
transformation du groupe h. On a donc, pour les composantes de la 
connexion affine, des relations de la forme 

(3) *>f= »%->%' x>f x./=f£ 

ou les ÔP sont /·· formes de Pi'aff linéaires par rapport à ω1, ..., o/ et 
aussi par rapport aux différentielles des r paramètres secondaires; 
les r s formes ω', ..., ωΓ, θ1, ..., θ* sont du reste linéairement indé-
pendantes. 

Cela posé, on aura 

(ο>')'=Σ VIVOMi 

quant aux relations 

(w/y),=2 —2 *ν'"[ω/'ω/ν 

elles deviennent 

(4) 2 Wxe''*]-]? K' hl [wh wl]. 

Or, si nous désignons par CâpY les constantes de structure du 
groupe h, nous avons 

(U). υ
μ

) =2 («λ/'«μ·
7
 — )u

l
jg =2 Ctfatf u

l
 &, 

d'où 

2 ( aKkav*J
 —

 α^' aikJ
 ) = 2

 C
^

P a
^' 

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. II 
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Les équations (4) deviennent donc 

( 5 > 2 v ( (0,1
 y~Σ w ̂  1+2

 [ ω
"

ω
'
j
=°-

Ces dernières équations montrent que chaque transformation infi-
nitésimale 

*>f= »%->%' x>f x./=f£ 

appartient au groupe h, ce que nous pouvions prévoir apriori, puisque 
c'est la rotation affine associée à un cycle élémentaire, laquelle s'obtient 
en composant une infinité de transformations infinitésimales de h. 
Posons donc 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« ed)=°··£{z)*>f= »%->%' x>f x. 

Il en résulte 

(0P)'=2 -2 β,,;Ρ[ω"
ω

']. 

Finalement les formes ω' et θα satisfont aux relations 

(6) 

(o)')' «pÂ1 [ωΛ"0Ρ]-

<β«)'=χ*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c 

où les coefficients ayk', Cj^a, B^p sont des constantes. 

78. Il résulte de ce qui précède que Y espace considéré admet un 
groupe d'isomorphic à /· -h s paramètres, dont les équations de struc-
ture sont précisément les équations (6). 

En effet, appelons at les coordonnées d'un point de l'espace et bt les 
paramètres secondaires introduits dans le choix des repères. Les 
équations 

j ω'(a', b'; da') =ω'(«, b', da), 
I 6x(a', b' ; da', db') = 6a(tf, b ; da, db), 

où les a' el les b' sont des fonctions inconnues des a et des b, sont com-
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plètement intégrables, puisque les covariants bilinéaires des deux 
membres de chaque équation sont, d'après (6), identiques si Ton tient 
compte des équations du système (7). La solution générale du sys-
tème (7) dépend donc de r + s constantes arbitraires; or, pour toute 
solution, les da] sont des combinaisons linéaires des da

n
 par suite 

les a,· sont des fonctions des seules variables a, (et des constantes 
d'intégration). Toute solution du système (7) fournit donc dans 
l'espace une transformation ponctuelle accompagnée d'un changement 
de repères, et cette transformation ponctuelle est évidemment isomor-
phique, puisqu'elle conserve la forme des équations (C). 

On peut remarquer que si l'on porte son attention uniquement sur 
la transformation ponctuelle des a{ dans les a!·, elle dépend effective-
ment de r 4- 5 constantes arbitraires. En effet, toute solution du 
système (7) qui laisserait invariantes toutes les variables a,, intégrales 
premières des équations ω' = ο, laisserait aussi invariantes les inté-
grales premières des équations 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c 

obtenues, en annulant les dérivées partielles par rapport aux ω' 
des (ω')'; mais ces équations entraînent avec elles Θ1 = 02 = ... = 0f=o; 
les quantités bj seraient donc aussi invariantes, ce qui est absurde. 

79. Les transformations ponctuelles qui viennent d'être obtenues 
. forment un groupe H. Il ne peut pas y avoir un groupe continu 

d'isomorphies plus grand que H. Ετι effet, si l'on considère les trans-
formations isomorphiques qui laissent fixe un point de l'espace, elles 
transforment les vecteurs issus de ce point suivant un groupe linéaire 
laissant invariant le tenseur de courbure, et qui par suite appartient 
à h\ l'ordre du plus grand groupe continu d'isomorphie ne peut donc 
pas dépasser r-\-s. La validité de ce raisonnement repose sur la 
remarque déjà faite (n° 76) que la connaissance de la substitution 
linéaire éprouvée par les vecteurs issus du point fixe entraîne la con-
naissance complète de l'isomorphie correspondante. 

80. Nous allons donner du théorème précédent une autre démons-
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tration qui aura l'avantage de montrer qu'il existe toujours une 
iso

t
morphie laissant fixe un point arbitraire et transformant les vec-

teurs issus de ce point suivant une substitution linéaire quelconque 
laissant invariantes les composantes du tenseur de courbure, que celte 
substitution linéaire fasse partie ou non du groupe continu h, 

Soit 

(8) *>f= »%->%' x>f x./=f£> x* 

une substitution (à coefficients constants) laissant invariantes les com-
posantes du tenseur de courbure. Elle laisse invariant le groupe con-
tinu Λ, lié d'une manière invariante à ces composantes. Supposons que la 

transformation infinitésimaleU
a
/soit changée en^ bf\}?f. On aura 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* 

Gomme on a 

ûttJ-Z"' àu" 
on aura 

(9) . 

Posons 

(ιο) ω'"=2 ~ ΘΛ=· E bxp Op : 

(II) ω/=2)β piJ"ÔP·, 

nous en déduirons, en tenant compte de (9), 

(12) 2 «/*"*/=2 «A-W. 

On déduit immédiatement de (10) et (12), 

03) (ω')'= 2 [ω*ω/ΐ ]> 



GÉOMÉTRIE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 85 

puis, de (12), 

( «4) 21 °'
k
 {(

ω/
·
ν
 y ~~211

o)/
·
7
' °

,/
'·
/
] 1 — 21

αΑ,/

 j ̂ )'~~Σ ^
ω/Α wa

* ^ ! 

= -2β*;Β'*Α/[ωΛω']. 

D'autre part, la substitution (8) laissant invariantes les compo-
santes du tenseur de courbure, on a 

21 °kj R ft* /=21 α'λ /,μ a/V R ̂  ' 

OU 

21 «AyRiAA/[6>Aw/] «/'" ^Α·;Λ/[ω/'ω/]; 

par suite on a, en comparant à (i4), 

(i5 ) (ω/)' — 21 [ω/'ω/,ν] =—21
 Κ

Λ/[«
Α
 ω'] · 

En définitive, les formes ω' et ω/ données par (10) et (11) satisfont 
aux mêmes relations que les formes ω' et ω/, à savoir 

(16) 

(*0=2; kwi, 

(rv)'=21 [ω<*ω/·7] -21 · 

Posons maintenant 

ω' = ω'(α', £>'; da'), 
0α =θΛ(α', b'; ί/α', rfô'), 

ω/=21
 Λ

Ρ'
7

 ®
Ρ
(
α

'» ^'ΐ <^')ΐ 

les équations aux différentielles totales 

(17) ω'=21 α*ίω^ 21a* ω*·/=Σ α*/ω,'Α'' 
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qui se réduisent, en fait) d'à,près (3) et (ι i), aux r + s équations 

()8) 0α=ζ2/>ρα0Ρ, 

sont complètement intégrables, puisque les expressions ω' et ω/ 
construites avec les a', b', da' et db\ d'une part; les expressions 
linéaires en ω' et ω/ au moyen desquelles elles s'expriment, d'autre 
part, satisfont aux mêmes relations (16). 

L'intégration du système (17), ou du système équivalent (18), 

donne une solution générale dépendant de /· -h « constantes arbitraires. 
Chacune de ces solutions donne évidemment une isomorphic de 
l'espace d'après (i6). On peut disposer des constantes d'intégration 
de manière qu'un point donné de l'espace reste fixe par cette iso-
morphic (il reste encore s constantes arbitraires); les formules (17) 

montrent que, dans les oo# isomorphics correspondantes, les vecteurs 
issus du point («) ont subi la substitution linéaire donnée. 

81. Parmi les équations de la forme (8), il existe toujours les 
équations particulières 

ul——iè ou hé — —G>', 
qui entraînent 

*>f= »% 

on voit du reste directement que ces relations conservent les équations 
de structure (6). Elles donnent, comme isomorphic particulière, une 
symétrie par rapport à un point arbitraire de l'espace. Nous avons 
donc l'important théorème suivant : 

Si un espace à connexion affine sans torsion jouit de la propriété 
que le transport par parallélisme conserve la courbure, la symétrie 
par rapport à un point arbitraire de l'espace est une isomorphic. 

La symétrie par rapport à un point (a) est la transformation ponc-
tuelle qui fait correspondre à un point (?) quelconque le point (?') 
situé sur la même géodésique que (a) et (?) et tel que les deux seg-
ments de géodésique l·'a et a\ soient égaux. 

Ce théorème admet une réciproque. Supposons en effet que toutes 
les symétries par rapport aux différents points de l'espace soient des 
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isomorphies. Transportons par parallélisme un parallélogramme élé-
mentaire abcd du point (a) au point infiniment voisin («'), et prenons 
la symétrique a'b"d"c" par rapport à (a) du parallélogramme obtenu. 
D'après la construction du n° 59, le parallélogramme a'b"d"c" se 

Fig. 3. 
d 

d" 

déduit, aux infiniment petits près du troisième ordre, du parallélo-
gramme abed par symétrie par rapport au milieu (h) de l'arc de 
géodésique aa!. Cette symétrie étant une isomorphic, la courbure de 
la facette abed est égale & celle de la facette a'b"d"c", et par suite à 
celle de la facette a'b'd'c'. C'est ce que nous voulions démontrer. 

Les espaces à connexion affine sans iorsiou donl le lenseur dérivé 
de courbure esl nul sont donc caractérisés par la propriété que la 
symétrie par rapport à un point quelconque de Vespace laisse inva-
riante la connexion affine. 

82. Nous allons indiquer une autre propriété remarquable de ces 
espaces. 

Les équations (6) sont les équations de structure du groupe H. Elles 
jouent, par rapport à ce groupe, exactement le même rôle que les équa-
tions (12) ou les équations (16) du Chapitre II : ce sont par exemple 
les équations de définition du groupe H, considéré comme son premier 
groupe des paramètres; les coefficients constants qui figurent dans les 
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seconds membres des équations (6) sont les constantes de structure du 
groupe. Si l'on pose, pour la symétrie, 

ô*= 6y+a (a = I, 2, ..., s), 

et si l'on appelle X,·/ et X^/les transformations infinitésimales du 
second groupe des paramètres de H, on a 

('9) 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« ed 

(X,X,
+

„) =2e«i'W. 

(Χ/·
+

αΧζ·4-β) — Xr-t-p./· 

Considérons maintenant l'espace à connexion affine sans torsion du 
groupe H..Comme les transformations infinitésimales Χ,/,..., X,./ 
satisfont à la condition que les transformations 

((X /Xy)X/c) {i,j, * = i, a, ...» r) 

ne dépendent que de X,/, ..., X,./, il en résulte (n° 88) l'existence, 
dans cet espace à r -t- s dimensions, de variétés totalement géodésiques 
à r dimensionsV,.. Ces variétés sont à connexion affine sans torsion. 
Nous allons voir quelles sont identiques à l'espace à r dimensions 
dont nous sommes partis. 

En effet, pour obtenir les variétés V,., nous attachons d'abord à 
chaque point de l'espace du groupe H le repère normal le plus général 
possible, ce qui se fait en posant 

ω/=2αρί;7/'+Ρ' 

«/r+e = -2B?iV. 

&>r+a' = —2 a
*

k
' X*' 

ω,+«'·+?=2 6«ρΡχ,,+Ρ ; 
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les γ sont r -+- s expressions de Pfaff linéairement indépendantes entre 
elles et indépendantes des ω'. Chacune des variétés V, considérées 
s'obtiendra en prenant 

ωΜ·*=ι», ω
<
·,,+«= ο (ι = ι, ι,..., s). 

11 restera alors, pour définir la connexion affine des variétés Y,. : 

i" les formes ω', ω2, ... , o/, que nous écrirons ω', pour éviter 
toute confusion ; 

2" les formes ω/== ̂ apy x r+p. 

D'autre part le tenseur de courbure sera f n" 00, formule (7)] 

κλ/,= j 2 l Σ
 B**PiV· 

On aura donc 

2 a9'J | (•/.rH"p )'-2
 €>ψρ[χ,'+λζ''+μ] B

"
p t "*»"] 

ou 

(χΓ+ί>)' = 2
 α>·'ρ·ρ[χ'',λΧ''+μ'] — J 2

 Β
^

ρ
[

ωΛ
'
ω/

']· 

Les équations de structure de chacune des variétés totalement 
géodésiques V,. sont donc finalement 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« 

(20) 

I (xr+*)' =2 - 4 Σ
 Β

^Ι>
ωΑ

]· 

Si nous les comparons aux équations de structure (6) de l'espace à 
r dimensions dont nous sommes partis, nous voyons qu'elles sont les 
mêmes, aux notations près, sauf que les BÂ;® sont précédés, dans les 

équations (20), du facteur numérique Mais si, dans la variété V
r

, 

nous remplaçons chaque repère par son homothétique de rapport 2 

par rapport à son origine, nous retombons exactement sur les équa-

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. I 2 
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lions (G). Par suite la variété V,. et l'espace considéré sont isomorphes 
(on peut élab'ir entre l'une et l'autre une coi respondance ponctuelle 
qui conserve la connexion affine); l'isomorphisme se réalise effective-
ment du reste en intégrant les équations de Pfaff complètement inté-
grables 

ω' =2 6/, χ''+«=0α. 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante, réciproque du théo-
rème du n°71 : 

Tout espace à connexion affine sans lorsion dont le tenseur de 
courbure dérivé est nul est réalisable par une variété totalement géo-
désique de Vespace sans torsion de son groupe d'isomorphie. 

83. Les considérations du n" 80 montrent que le plus grand sous-
groupe du groupe d'isomorphie H qui laisse invariant un point donné 
de l'espace transforme les vecteurs issus de ce point suivant le 
groupe Λ, ou plutôt suivant le groupe (en général mixte) dont h est 
la partie continue, et qui est formé des substitutions linéaires qui 
laissent invariantes les composantes du tenseur de courbure. 

Ce groupe linéaire peut être appelé le groupe d'isolropie de l'espace : 
il indique en effet le degré d'isotropie de l'espace autour du point 
considéré, étant formé de l'ensemble des changements qu'on peut 
faire subir aux directions issues de ce point sans changer la structure 
de l'espace. Ce groupe est le même en tous les points de l'espace. 

IV. — Groupe d'isomorphie et groupe d'isotropie d'un espace 
de groupe. 

84. Dans le cas où l'espace considéré est l'espace à connexion affine 
sans torsion attaché à un groupe G, le groupe d'isotropie est, comme 
nous l'avons vu (n° 76), défini par l'ensemble des substitutions 
linéaires qui laissent invariantes les relations de la forme 

(21) (Xi(X,X
i
))=2<!>«"X*/· 
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Le groupe d'isomorphie s'en déduit immédiatement, comme nous 
l'avons vu dans le paragraphe III. 

La structure de l'espacé sans torsion du groupe G est donc essen-
tiellement caractérisée par les constantes c'

t
y
k
h

9
 en ce sens que si Von 

peui choisir, dans deux groupes G et G' de même ordre, les trans-
formations infinitésimales de base de manière à avoir les mêmes 
constantes c'/f, les deux espaces sans torsion attachés aux deux 
groupes sont isomorphes. Gela résulte immédiatement de ce que les 
équations de structure (6) des deux espaces pourront être ramenées à 
être identiques, les groupes Λ, donc les constantes ap/ et Gif, étant 
manifestement les mêmes, ainsi que les B;;# qui se déduisent de la même 
manière des c'if. 

Il y a donc là une nouvelle espèce d'isomorphisme que nous pouvons 
appeler Yisomorphisme affine et qui peut ne pas se confondre avec 
l'isomorphisme classique. Il suffira,· pour le montrer, de donner un 
exemple. Les constantes c))k sont toutes nulles si les constantes c)f le 
sont, mais cette condition n'est pas nécessaire : pour le groupe G 
d'ordre3 défini par 

(X, x,)r_ X,/, (X,X3) — ο, (Χ,Χ.) — ο, 

les constantes c;jk sont évidemment aussi toutes nulles. L'espace sans 
torsion attaché à ce groupe est donc aussi sans courbure. 

Dans le cas général l'isomorphisme affine de deux groupes G et G7 

a lieu si leurs deux groupes dHsomorphie H et H' sont isomorphes au 
sens ordinaire du mot. 

85. Prenons un ou deux exemples. Le groupe G déjà considéré, 

x' — ax 4- b, 

admet les deux transformations infinitésimales 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« 

Les relations (21) sont ici 

(Χ,(Χ,Χ,)) = Χ,/, (X,(X,X
!
))=0. 
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Posons 
Χιf — et. X, f (3 X2/, 

Χ2/=α'Χ,/-4-β'Χ2/; 

nous en déduisons 
Ct'-Z o, C.2 — I, 

ce qui donne un groupe mixte formé de deux familles continues. Celle 
qui correspond à« = i fournit le groupe continu d'isotropie 

U — Ul, Il z=z (3 m1 + β' H* , 

engendré par 

*>f= »%->%' x>f x./=f£> x*/=f.2<c4* ++c;« 

ce n'est autre que le groupe adjoint de G. 
L'espace attaché à G admet donc un groupe continu H d'isomorphie 

à f\ paramètres, auquel il faut joindre les isomorphics obtenues en 
combinant H avec une symétrie. 

86. Soit le groupe G défini par les relations 

(XiXj) — °» (XiXs) — /> (XjXs) — βΧ2/ 7^· °)-

Ici les seules équations (21) dont les seconds membres ne soient 
pas nuls sont 

(X3(X
1
X

3
)) = -«2X

1
/, 

(Χ
3
(Χ

2
Χ

3
))=-β?Χ

2
/. 

On obtient pour le groupe d'isotropie les substitutions linéaires 

X,/=A~XJ, X2/— BX
2
/, X3/=GX,/+DX2/±X3/. 

Néanmoins, si α2= β2, on a 

X,/=A X,/+A'X2/, 

X2/=B%/+BX2/, 

X3/=CX1/-hDX2/±X3/. 

Si enfin α2 = — β2 (en se plaçant alors dans le domaine com-
plexe), on a quatre familles continues, dont les deux familles qui 
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existent dans le cas général, et en outre 

X,/= A X2/, Xf/= BX,/, X3/= CX./+ DX2/± /X3/. 

Le groupe d'isotropie est donc d'ordre 4 dans le cas général (par 
conséquent il est plus grand que le groupe adjoint), et d'ordre 6 si 
α2 = β2 : dans ce dernier cas le groupe d'isomorphie est à 9 paramètres, 
il en est ainsi pour le groupe des déplacements euclidiens du plan. 

87. Revenons au cas général. Le groupe d'isotropie laisse évidem-
ment invariante la forme quadratique v(e) (n° 6*>), somme des carrés 
des racines de l'équation caractéristique du groupe G, puisque cette 
forme n'est autre que le tenseur contracté du tenseur de courbure. 
Dans le cas où G est semi-simple, le groupe d'isotropie est donc ortho-
gonal, ce qui était évidente priori, l'espace & étant un espace de 
Riemann. 

On peut remarquer d'une manière plus précise que le groupe d'iso-
tropie laisse invariante l'équation aux carrés des racines de l'équation 
caractéristique du groupe G. Soient ert effet Y/une transformation 
infinitésimale arbitraire de G et X/ une transformation telle que 

( YX ) = λ X/ ; 
on en déduit 

(Υ(ΥΧ))=-:λ2Χ/; 

cette équation est une des équations (21), par suite λ2 est le carré 
d'une des racines de l'équation caractéristique de la transforma-
tion Y/, transformée de Y/ par une quelconque des opérations du 
groupe d'isotropie. 

Si le groupe G est semi-simple, on peut démontrer, par des consi-
dérations analogues à celles que j'ai utilisées dans un article récent ( '), 
que le groupe continu d'isotropie est le groupe adjoint; quant au 
groupe mixte d'isotropie, il s'obtient en combinant la transformation 

x,./=-x,/ 

(symétrie par rapport au point considéré) avec le groupe linéaire le 

(!) Le.pvincipe de dualité, etc. (Bull. Sc. math.,if série, t.49,i925, p. 36i-374)· 
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plus général qui laisse invariantes les relations de structure 

(X1X1) *>f= »%->%' 

Il est formé par suite, dans le cas où le groupe G est simple, de 2, 

4 ou 12 familles continues. Le groupe d'isomorphie est donc à 2 r pa-
ramètres et contient de même, si G est simple, 2, 4 ou 12 familles 
continues de transformations. Le groupe continu d'isomorphie H se 
décompose en deux sous-groupes invariants simples isomorphes au 
groupe G lui-même, à savoir les groupes de translations de première 
et seconde espèce. 

88. En résumé nous avons attaché à l'espace à connexion affine 
sans torsion d'un groupe G trois groupes distincts : 

1" Le groupe d'isomorphie H; 
2" Le groupe d'isotropie h ; 
3" Le groupe d'holonomie g. 

Le groupe d'isotropie h pst linéaire et contient le groupe adjoint 
comme sous-groupe (dans le cas où il ne se confond pas avec lui). Le 
groupe d'holonomie, ou plutôt le groupe linéaire qui indique comment 
ce groupe transforme les vecteurs, est lui-même un sous-groupe du 
groupe adjoint (à savoir son groupe dérivé). Enfin, comme il est facile 
de le voir, le groupe γ est un sous-groupe invariant de h. 

Dans le cas où le groupe donné G est semi-simple, le groupe continu 
d'isotropie et le groupe continu d'holonomie (considéré en tant 
qu'opérant sur les vecteurs) sont identiques au groupe adjoint de Lie. 

On en déduit immédiatement qu'un espace à connexion affine sans 
torsion attaché à un groupe G ne peut être isomorphe à un espace 
attaché à un groupe semi-simple' G' que si G et G' sont isomorphes. 

V. — Reconnaître si un espace à connexion affine sans torsion 
est un espace de groupe; translations et équipollences absolues. 

89. Pour .qu'un espace à connexion affine sans torsion soit un 
espace de groupe, il faut que le tenseur dérivé de son tenseur de cour-
bure soit nul, maïs cette condition n'est pas suffisante. 
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Plaçons-nous à un point de vue différent. Convenons d'appeler 

translation infinitésimale, dans un espace à connexion affine sans 
torsion, une transformation ponctuelle isomorphique dont les trajec-
tiores soient des géodésiques de l'espace (1 ). Dans un espace de groupe, 
les transformations 

* — 1 ς 1 a 

OU 

τξ=τ
Λ
τξ, 

où T„ désigne une transformation infinitésimale du groupe, sont évi-
demment des translations infinitésimales (c'est du reste sous ce nom 
de translations que nous les avons considérées au n° 16). Les transla-
tions infinitésimales de première espèce, par exemple, forment un 
sous-groupe simplement transitif du groupe d'isomorphie de l'espace. 
Nous avons donc le théorème suivant : 

Pour qu'un espace à connexion affine sans torsion soit un espace 
de groupe, il faut que son groupe d'isomorphie admette un sous-
groupe simplement transitif de translations. 

La réciproque est vraie. 

Soit en effet G ce sous-groupe de translations. Choisissônsdans l'es-
pace un point origine (O), du reste quelconque, et prenons pour coor-
données d'un point arbitraire les paramètres de la transformation Τ 
du groupe G qui amène le point (O) au point donné. Considérons 
un sous-groupe à un paramètre de G : il est engendré par une trans-
lation infinitésimale; si le point mobile (a) est le transformé de (O) par 
les opérations de ce sous-groupe, le point (ξ), tranformé de (a), sera 
donné par 

Τξ = Τ„Τ„, 

et, étant trajectoire d'une translation infinitésimale, le lieu de (ξ) est une 
géodésique de l'espace donné. Les géodésiques de l'espace donné sont 
donc identiques à celles de l'espace attaché au groupe G, et il est facile 

(') L'expression translation infinitésimale a donc ici une signification plus 
large qu'au n° 47. Dans le cas d'un espace de Riemann, on obtient ainsi les trans-
lations infinitésimales classiques, caractérisées par la propriété que les différents 
points de l'espace décrivent des chemins infiniment petits égaux. 
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de voir en outre que le rapport de deux segments de géodésique est le 
même, soit qu'on considère l'espace donné comme l'espace du groupe G, 
soit qu'on le considère comme l'espace à connexion affine sans torsion 
donné a priori; dans les deux cas, en effet, une translation infinitési-
male, effectuée deux fois de suite, fait décrire successivement à un 
point deux segments égaux de la même géodésique. 

La démonstration montre en outre que la recherche des groupes G 
auxquels un espace à connexion affine sans torsion peut être attaché 
revient à celle des sous-groupes simplement transitifs de translations 
de son groupe d'isomorpnie. 

90. Prenons comme exemple l'espace affine proprement dit à 
r dimensions. Si l'on désigne par a?2, ..., xr les coordonnées carté-
siennes d'un point, toute transformation infinitésimale du groupe 
d'isomorphie (qui est ici le groupe affine général) est de la forme 

£=2-^0.; 

Pour que cette transformation soit une translation infinitésimale, 
au sens donné à ce mot au numéro précédent, il faut qu'un point 
mobile dont la vitesse serait égale à ait constamment la même 
vitesse géométrique, c'est-à-dire que 

Σα,(1 ( Σ α''ίχ'1 + a/fN)=°» 

d'où 

2 ο, V aka
k
l= ο. 

Gela revient à dire que le produit des deux matrices 

a1 a² ... ar 
aJ. a* ... arr J \ a), a'f. ... arr ) 
...............................x ......................... 
aJ. a* ... arr J \ a), a'f. ... arr ) 

est nul. La translation proprement dite, au sens élémentaire du mot, 
ne se présente que si la seconde matrice est elle-même nulle. 
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Pour obtenir un groupe simplement transitif de translations, au 
sens généralisé du mot, il faut partir d'un groupe G à /· paramètres 
pour lequel les coefficients c^/sont tous nuls. SiX,/, ..., ΧΛ

/sont les 
transformations du groupe dérivé, les crochets 

(X/Xj) (i = ι, 2, . .., h ; j = ι, a,...,/·) 

sont tous nuls et les crochets 

(X/i+<X/<-+-y) ( ./ —'i ···> ' - h) 

sont des combinaisons linéaires indépendantes, du reste quelconques, 
de Χ,/, ...,ΧΛ/: 

(X/I+/^A-t-y) —^ !ι · ι Jij ' ̂  kj· 

On peut prendre par exemple 

X F— ÙJL· Χ. ,
F
- AL — IY A J *<CWÊL. 

Les transformations précédentes engendrent un groupe de transla-
tions de l'espace affine à r dimensions, et c'est, à un changement de 
variables près, le plus général. 

91. La recherche d'un groupe simplement transitif de translations 
isomorphiques d'un espace à connexion affine sans tprsion revient au 
fond à la recherche des équipollences absolues qu'il est possible de 
définir dans cet espace de manière : 

i° Que les propriétés ι°-ηυ du n° 2 soient vérifiées; 
2° Que deux segments égaux d'une même géodésique de l'espace 

soient équipollents. 

Deux vecteurs infiniment petits seront considérés comme équipol-
lents s'ils peuvent être regardés comme les chemins décrits par deux 
points dans une même translation infinitésimale du groupe. 

Si l'espace donné est l'espace à connçxipn>^ffine sans torsion d'un 
groupe simple G, nous allons mon^'et^lniVè^tete pas d'autre équi-
pollence absolue satisfaisant aux CiàdijppnjÎ ^rioppées que les deux 

Journ. de Math., TOME VI. —'' Fasciné 92^ I I ' ^ j *3 
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équipollences, de première et de seconde espèce, attachées au groupe 
dans le Chapitre I. 

En effet le groupe continu d'isomorphie H de l'espace est défini par 
l'équation 

(22) T?'=τ,/ιγιγ, 

puisque le sous-groupe de H qui laisse invariant le point origine est le 
groupe adjoint et qu'il suffit de combiner ce sous-groupe avec les 
translations de première (ou de seconde) espèce. 

Cela posé, supposons que les équations (22) définissent un groupe 
simplement transitif ( / de translations de l'espace ; nous savons (n"88) 
que l'espace pouvant être regardé comme attaché au groupe G', les 
deux groupes G et G' sont isomorphes. Or les transformations T„ qui 
s'introduisent dans les formules (22) forment évidemment un groupe 
isomorphe (holoédrique ou mériédrique) de G'; comme G'est simple, 
c'est que T

e
 peut être une transformation quelconque du groupe G, à 

moins que T
rt
 ne soit toujours la transformation identique. 

Si T
rt
 était la transformation identique, G' serait le groupe des 

translations de première espèce, et l'on retrouverait l'une des deux 
équipollences classiques. Il en serait de même si T4 se réduisait cons-
tamment à la transformation identique. 

Il nous reste donc, comme seul cas à examiner, celui où T
n
 pouvant 

être une transformation quelconque de G, il en serait de même de T6. 
Mais comme G' ne dépend que de /* paramètres, il faut qu'à chaque 
transformation Τ

Λ
 corresponde une transformation déterminée; de 

plus, la composition de deux transformations (22) 

Τξ/= τ,,Τξΐν, T?,=T,/iyiy, 

devant donner une transformation de la forme 

I ξ' — α" Τfj j 

il en résulte que la relation 
riV'T«— Ό 

entraîne 
— TV; 

autrement dit la correspondance à établir entre les transformations T
a 
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et Tj est un auto-isomorphisme du groupe G. A la transformation 
identique correspondant évidemment la transformation identique, il 
suffira de connaître la correspondance entre transformations infinité-
simales. 

Utilisons les paramètres canoniques de S. Lie et supposons que T
rt 

engendre un sous-groupe à un paramètre t défini par 

a1—te/} («' constante) ; 

Ta engendrera un autre groupe à un paramètre défini par 

b'—tft (β'constants), 

et l'on aura un groupe à un paramètre de translations 

t ξ' La i ξΤ-<β· 

En particulier le point (ξ0) décrira une géodésique, et l'on aura 

fia i f—φ— t ιγ L
0> 

les y' étant des constantes convenablement choisies; cette égalité peut 
s'écrire 

La( f^o f—ίβΤξ^ ) =Τ
/
γ ; 

la transformation Τξ/Γ,ρΤ^1 peut se mettre sous la forme T__^, en dési-
gnant par^P'X,·/ la transformation infinitésimale transformée de 

2 β'Χ,/par la transformation T?
e

. On a donc 

f/a i -φ — f ίy> 
d'où 

γ' — a'— β'. 

Partons maintenant du point Τ
ί#γ

Τξ
β

; la même translation que tout 
à l'heure le fera passer au point 

ΙΛγΙξ. Γ.,β — Li+'οΐγΐξο' 

d'où, en multipliant à droite par T?
o
', 

LaLovT-fp Τ(< + ίο,γ Τ/ογΤ,γ Γ/,,νΤ/» T_<p, 
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d1où enfin 
Τ/αΤ/

0
γ= Τ,

0
γΤ/α. 

Cette dernière relation prouve que les deux transformations infini-
tésimales de paramètres a{ ety': sont échangeables entre elles; il en 
est donc de même des transformations infinitésimales de para-
mètres oé et β'. 

Autrement dit toute transformation infinitésimale du groupe est 
échangeable avec la transformation infinitésimale correspondante, 
ainsi qu'avec toutes les transformations transformées de celle-là 
par le groupe adjoint. 

La conclusion est maintenant facile à tirer. Partons d'une transfor-
mation infinitésimale générale Y/ du groupe; soit Y/ la .transfor-
mation correspondante; étant échangeable avec la première, elle fait 
partie du sous-giOupe abélien d'ordre / (rang du groupe) auquel 
appartient Y/(·). Soit maintenant Uf une transformation arbitraire 
dugroupe; Y /doit être échangeable avec la transformation transfor-
mée de Y f par U /, c'est-à-dire on doit avoir 

((UY)Y) = o. 

Prenons successivement pour U/ les transformations U if qui 
appartiennent aux différentes racines \ de l'équation caractéristique 
de Y/; on aura 

•X/(U,Y) = o ou (U,Y) = o. 

La transformation V/étant échangeable avec toutes les transfor-
mations du groupe, doit être identiquement nulle, ce qui est absurde. 
On arrive donc à une impossibilité, ce qu'il fallait démontrer. 

92. Si le groupe G est semi-simple, et composé par exemple de deux 
groupes simples de transformations S

rt
 et Σ

α
, on démontre d'une 

manière analogue l'existence de quatre équipollences absolues, corres-
pondant à quatre groupes simplement transitifs de translations, à 

(' ) E. CARTAN, Thèse, p. 55 (théorème Y). 
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savoir : 
Τξ-— Τξο,ι^α» 
T*=S

e
T?2«, 

1 X'— f?S
a

, 
Tç.= S

e
2,T?; 

la première et la dernière sont les équipollences classiques. 
De même l'espace d'un groupe semi-simple decomposable en 

k groupes simples admet ik équipollences absolues satisfaisant aux 
conditions énoncées plus haut. 

95. On peut se poser une deuxième question. Imaginons qu'il existe, 
dans un espace à connexion affine sans torsion, un ensemble linéaire 
de /' translations infinitésimales indépendantes, ces translations 
n'engendrant pas un groupe. On pourra en déduire une équipollence 
absolue telle que : 

i" Les propriétés i" à 6" du n° 2 soient vérifiées; 
2" Deux segments égaux d'une géodésique quelconque de l'espace 

soient équipollents. 

Il suffira de regarder deux vecteurs infiniment petits comme équi-
pollents s'ils peuvent être considérés comme les chemins décrits par 
deux points dans la même translation infinitésimale de l'ensemble. 

La réciproque est vraie. La transformation ponctuelle infinitésimale 
qui fait décrire aux différents points de l'espace des vecteurs infiniment 
petits équipollents entre eux est évidemment une translation infinité-
simale, puisque les trajectoires çle celte transformation sont des géo-
désiques et que les segments infiniment petits décrits sur une même 
géodésique sont tous égaux entre eux. 

La détermination de tous les espaces de Riemann admettant une 
équipollence absolue satisfaisant aux conditions énoncées ci-dessus a 
été faite par M. J.-A. Schouten et moi ('). Je me borne à quelques 

(!) Over Riemannsche meetkunden dieeen. absoluut parallélisme toelalen, 
( VerslagKon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, t. 35, 1926, p. 5o5-5i8.) Si l'on 
se borne aux solutions irréductibles du problème, il n'existe que les espaces de 
groupes simples et l'espace elliptique à 7 dimensions; ce dernier admet une infi-
nité d'équipollences absolues. 
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indications sur ce problème pour un espace à connexion affine sans 
torsion quelconque. 

Attachons aux différents points de l'espace un repère cartésien dont 
les r vecteurs unitaires représentent les vitesses du point considéré, 
supposé soumis à r translations particulières (indépendantes) de l'en-
semble. On aura une translation infinitésimale de l'ensemble en faisant 
décrire à chaque point de l'espace un vecteur de composantes é fixes 
par rapport au repère attaché à ce point. Si les ω' sont les coordonnées 
d'un point infiniment voisin du point considéré, on aura des relations, 
de la forme 

(23) (
ω

/)' = 2 Sy*' |>;V·], 

les S)ii étant des fonctions convenablement choisies. 
Toute géodésique est définie par des équations de la forme 

τ*τ*?].χ c'ih 0 o 

les m' étant des constantes arbitraires et ds étant la longueur de l'arc 
élémentaire. 

Les équations (a'3) expriment, sous une forme condensée, les rela-
tions 

<5o)l(d) — dut'(δ) — ̂  Sj,/c»)^(3) O)/i'(î/), 

où s'introduisent deux symboles de différentiation échangeables entre 
eux. Prenons pour symbole o celui du déplacement dû à la translation 
infinitésimale (e')9

 le symbole d se rapportant à un déplacement indé-
terminé dans l'espace. On a 

ω'(<5) = β', άωι(δ) = ο, 
et par suite 

δω1 ( d) Sy// eJ ω* ( d ). 

Cette équation prouve que, par la translation considérée, le 
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vecteur a' subit l'accroissement élémentaire 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c 

Cela posé, considérons une géodésique quelconque et le vecteur, 
constamment équipollent à lui-même, qui lui est tangent, 

ul=. m ; 

par la translation, ce vecteur devra conserver des composâmes fixes; 
donc la diiiérenlielle de la somme 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c 

doit être nulle quand on se déplace dans la direction de la géodésique. 
Si nous posons 

(24) rfSyjt' = 2Sy*./,/
l
ù)/S 

nous aurons donc 

2 *ïk\heJ mk mh = 0. 

Il en résulte les relations suivantes, qui expriment qu'on a bien 
affaire à des translations inlinitésimalcs, 

S/Λ-'ιΛ "H Sj)Î\/<—°· 
Comme on a 

S/// + S J
C
J' = O, 

il en résulte que, l'indice iétant fixé, les quantités 

( ) °y7c l h— °jkh 

sont les composantes d'un système de trivecteurs ; chacune d'elles se 
reproduit, changée ou non de signe, suivant qu'on effectue sur les 
indices inférieurs une permutation impaire ou paire. 

Si les quantités Sykf/ étaient toutes nulles, les coefficients S)* seraient 
tous constants et l'on retrouverait une équipollence absolue attachée 
à un groupe (n° Λ6). 
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La dérivation extérieure des équations ( '23 ) donne, en égalant à 
zéro le coefficient de [ο>/ωΛω/'], 

(26) Sjich — 3 ^ ^ ΡΛ' + ^'ch? + ^ ' 

La dérivation extérieure des équations (24) donnerait des relations 
entre les coefficients S}A'. 

Un calcul facile donne le tenseur de courbure 

IVλΆ— — ̂  — S;·*? S»*/ + S//,P SpÂy ). 

Il serait intéressant de poursuivre l'étude des espaces pour lesquels 
toutes les équations obtenues sont compatibles. En tout cas, pour = 2, 

on n'obtient que les espaces de groupes, puisque le système de trivec-
. teurs Sju est nécessairement nul. Il en est de même pour r = 3, car, 
dans ce cas, en posant S;„*= α', on a 

rfSû'rra'&y'; 

l'équation ω3= ο est donc complètement intégrable; par suite =0, 

d'où a% = 0, et de même «' = a2 = ο : les S}/ sont des constantes. 

CHAPITRE Y. 

LA CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 1)'UN ESPACE DE GROUPE. 

I. — Définition de l'espace projectif d'un groupe. 

94. Considérons les géodésiques de l'espace à connexion affine 
sans torsion attaché à un groupe. Elles permettent, comme on sait (1 ), 
de définir un espace à connexion projective normale admettant les 
mêmes géodésiques. 

(*) E. CARTAN, Sur les variétés à connexion projective {Bull. Soc. math., 
t. LU, 1924, p. 2o5-24i). Je désigne ici par ω,·*, Ω,·' ce que, dans le Mémoire cité, 
je désignais par ω/— ω0°, Ω;' — Ω0°. 
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Attachons par exemple à chaque point de l'espace le repère carté-
sien de seconde espèce (n° 54) ; la connexion affine sans torsion est 
définie par les composantes ω'\ ω/, avec · 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c 

-c>xckïj + c 

La connexion projective normale sera définie par les composantes 
ω', ta/, auxquelles il faudra joindre r nouvelles formes ω,". On a ici 

— ^ [στ/'τ*,/] 

puisque l'espace admet une unité de volume absolue. Les formes ω,0 

seront déterminées par la condition suivante : 
Si l'on pose 

(«/)' = [ω/° ω'] .+ 2 ω*0 ""2
 Ρ'7*λ[ω* ω/Ί' 

on devra avoir 

2p<V=o; 

en outre, on aura 
ω,0] = 0. 

Soit alors 

&)
"=2

Α,
*

Ω
* (AÔ—Λ/<)· 

On a 

2 (IVAA- Ρ ΛΑ) [>>''] =Y A,K [ Ω·> Ω*], . 

d'où 
Ρikjk — PLV' A iji 

et par suite, en tenant compte de (7) (n°60), 

A"= 7=7 Σ *<"*> = 4(7=7) Σcic; η ·= ûf=Ty' 

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. ^4 
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en désignant par gtj les coefficients de la forme quadratique tp(e) 
(n°65). 

Finalement, on a 

(0 4(7^7) Σ gik wk. 

9i>. Pour définir la courbure projective de l'espace projeclif normal 
attaché au groupe G, il faut, à côté des quantités Ρ,},*, calculer les 
formes 

Ω/°=(
ω

/°)'—2 [
ω,χ ω/0

^· 

Or nous avons vu que, dans l'espace à connexion affine sans torsion 
attaché au groupe, le tenseur gy est laissé invariant par le transport 
par parallélisme, autrement dit a son tenseur dérivé nul. On a donc 

2 (#Ρω/ρ+*7ρ ω/Ρ) = ο. 

On en déduit 

4(r —ι)Ω/° = 2 |#ρ[ω*ω
χ
.Ρ]_ —^

ρ
[ω/Ρω*] | = ο. 

Le déplacement projeclif associé à un cycle élémentaire laisse donc 
invariant l'hyperplan formé par les sommets du (r -H i)-SÛre de réfé-
rence autres que l'origine. Les points de cet hyperplan sont trans-
formés par une transformation infinitésimale de la forme 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c 

en désignant par ραΡ les composantes contra variantes de l'aire limitée 
par le cycle élémentaire. En remplaçant les P/'

a
p par leurs valeurs, la 

transformation homographique infinitésimale associée à un cycle élé-
mentaire est 

<3> ? Σ c
iï

c
<>ï'p"*

u
'tb

+
r{— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 

En particulier, la transformation associée au cycle dont toutes les 
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composantes sont nulles, sauf^= /j, est 

(3) v.i;'4
 +— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c 

96. Les composantes de la courbure projective Ρ/
α

β peuvent être 
définies encore de la manière suivante. Appelons produit scalaire de 
deux transformations infinitésimales du groupe : U/=s Σκ'Χ,·/ 
et Y/=ΣΡ' Χ//, la quantité 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 +-c>xckïj + c— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 

On a alors les relations 

(4) (X,<X,X*)) - 7^Γι\ι
\Χ.Λ„/+ -l—X

l
\X

i
.X

l
f=-Q 'V/iXp/. 

II. — Les groupes dont l'espace projectif est sans courbure. 

97. Le premier problème qui se pose est celui de la détermination 
des groupes dont l'espace projectif est sans courbure (groupes à cour-
bure projective nulle), ou, d'une manière plus intuitive, dont l'espace 
admet une représentation géodésique sur l'espace projectif ordinaire. 
Il faut et il suffit pour cela qu'on ait, quelles que soient les trois trans-
formations infinitésimales U/, V/, W/ du groupe, 

(5) (U(VW))= | v.w/— I W.V/. 

Cherchons d'abord ceux de ces groupes pour lesquels la forme <p(e) 
est identiquement nulle : il faut alors que la courbure de l'espace affine 
sans torsion du groupe soit nulle. Nous avons obtenu (n° 90) tous ces 
groupes. 

Supposons maintenant que la forme <p(<?) ne soit pas identiquement 
nulle, et soit Yf une transformation infinitésimale particulière telle 
qu'on ait 

Y | Y = /· — r. 
On aura alors 

(Y( Y X,)) = X,/- ~ Y Ι Χ,.Υ/. 
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Les racines de l'équalion caractérislique relatives à Y/ ne sonl pas 
toutes nulles, puisque la somme de leurs carrés est égale à r — ι. Choi-
sissons r~ ι transformations infinitésimales de base, indépendantes 
de Y/, et appartenant chacune à une racine de l'équation caractéris-
tique. On sait que si X//et Xjf appartiennent aux racines a,· et aJt le 
crochet (X/Xy) appartient à la racine at + ay(')· H résulte de là que 
si X// appartient à une racine différente de zércty le produit sca-
laire Y |X

t est nul : si en effet nous posons Y/= X0/, la somme 

— ^ [στ/'τ*,/] = —+-c>xckïj + c 

aura chacun de ses termes nuls, sinon on devrait avoir 

d'où 
^ρ —- &ί + at = a 

at— o. 

De là résulte la formule générale 

(Υ<ΥΧ,)) = Χ,/, 

valable si αιφ ο. Si est racine simple, on a 

(YX0 = «/X//, 
d'où 

a'r == ι. 

Si a
t
 est racine multiple, et si X

t
·/, X·/,... appartiennent à cette 

racine, on pourrait a priori penser qu'on a des relations de la forme 

(Y Χι) = at X,/, ( Y X'l) = at X',f+ X,f, ... ; 

mais cela serait contradictoire avec la formule 

(Y(YX{))=X{/. 

Finalement, on voit que les racines non nulles de l'équation carac-
téristique sont toutes égales à + iouà-i, et que, pour toute trans-
formation infinitésimale X,/ appartenant à une de ces racines, on a 

(YX,) = A<X,/. 

0) E. CART AN, Thèset p. 4* (théorème XI). 
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Le carré scalaire Y | Y étant égal à la somme des carrés des racines a,·, 
il faut qu'il y ait r— 1 racines égales à ± 1 : 

(6) (YX,)=-af&if (α?=ι; 1 = 1, 2, —1). 

Le crochet de deux transformations X
f
y , Xy·/ appartenant à la 

même racine est nul, puisque la racine 20U -2 n'existe pas ; quant au 
crochet de deux transformations X//, Xjf appartenant l'une à la 
racine H- 1, l'autre à la racine — 1, il doit appartenir à la racine zéro, 
c'est-à-dire être proportionnel à Yf: 

(7) ( X, XY) = ctj Y/ ( at -+- A
Y
= Ο ). 

La formule (5) donne d'autre part 

(X
F
(YXY))=- -L-XDXY.Y/, 

ou, en supposant = 1, «y = — 1, 

— ^ [στ/'τ*,/] = — 2 2 
Or 

x<lxi=2
c

'<>
 e
if = + e;;,<7i'=4e"' 

d'où 
(r— 3) Cij=z o. 

Si r > 3, tous les c
iy
 sont nuls. Si r = 3, on peut avoir ο

κ%
φο. 

98. Nous tirons de la discussion précédente la conclusion suivante : 

Les groupes dont Vespace admet une représentation gèodêsique 
sur l'espace projeclif ordinaire forment trois classes : 

i° Les groupes dont Vespace affine sans torsion a une courbure 
nulle; 

2" Les groupes dont la structure est définie par les formules 

(X0Xl) = aiXif (at=± 1; i = 1, ../· — 1), 
(XiXy) — o (i,y=i, ..., r —i); 

3" Le groupe simple à trois paramètres dont la structure est 

(XOX.) = Χ,/, (X
0
X

2
)= —X,/, (XjXî) = Xo /. 
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L'espace d'un groupe de la première classe admet une représenta-
tion géodésique sur l'espace afline avec conservation du rapport des 
arcs d'une même géodésique. 

L'espace du groupe de la troisième classe admet une représentation 
géodésique sur l'espace projeclif ordinaire, la métrique sur chaque 
géodésique devenant cayleyenne (hyperbolique ou elliptique) : l'espace 
du groupe est en effet un espace de Riemann à courbure constante. 

Quant aux géodésiques de l'espace d'un groupe de la seconde classe 
il est facile d'avoir leurs équations. En effet, les équations de struc-
ture sont de la forme 

(ω°)' = ο, 
(&>')'= α<[ω°ω']; 

on peut alors poser 
0)° — ξ"' de'. 

Les équations 
ωί— G'- ω° 

donnent, par intégration, 

ξ'=-|+η< («<=■). 

l'= Ol + W K=—i); 

la possibilité de la représentation géodésique sur l'espace projectif 
ordinaire devient évidente. Quant à la métrique sur chaque géodé-
sique, elle est donnée par la formule 

s = a log|-+- b\ 

elle est cayleyenne, l'absolu étant sur chaque géodésique formé par 
les points d'intersection de la géodésique avec deux hyperplans lixes. 

Remarquons que, parmi les groupes de cette seconde classe, se trouve 
le groupe des déplacements euclidiens du plan. Si l'on représente un 
point de l'espace à trois dimensions de ce groupe par la position d'une 
figure plane de forme invariable mobile dans son plan, les géodésiques 
de cet espace sont représentées par l'ensemble des positions qui se 
déduisent de l'une d'elles par rotation autour d'un point lixe (ou par 
translation parallèle à une direction lixe). 
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III. - Le groupe d'isomorphie de l'espace projectif d'un groupe. 

99. Une transformation ponctuelle sera dite une « isomorphic » de 
l'espace projectif d'un groupe si elle laisse invariante la connexion 
projective de cet espace, ou encore si elle laisse invariant Vensemble 
des géodésiques de Vespace. Toutes les transformations ponctuelles 
du groupe d'isomorphie affine H sont évidemment des isomorphics 
projectives. 

Si le groupe G entre dans une des trois classes déterminées dans le 
paragraphe précédent, le groupe JC d'isomorphie projective est iden-
tique (grâce à un choix convenable des variables) au groupe projectif 
général. 

Il existe une méthode régulière pour trouver les équations de défi-
nition du groupe d'isomorphie projective 3C, et par suite sa structure. 
Si l'on utilise, c.omme au paragraphe I, les repères cartésiens de 
seconde espèce, les composantes du tenseur de courbure projective 
sont des constantes. Déterminons alors toutes les transformations 
homographiques qu'on peut faire subir au repère sans changer ces 
composantes; il en résultera, dans le cas général, que certaines des 
relations linéaires qui existent, dans le cas du repère de seconde 
espèce, entre les ω' et les composantes ω/et a>

f
·0 de la connexion pro-

jective, devront subsister avec le repère plus général obtenu. Il se 
pourra que ces relations, par suite des conditions dHntégrabililé, 
ne soient plus compatibles avec ce repère général. On sera ainsi 
conduit, de proche en proche, à trouver le groupe d'isotropie projec-
tive, d'où l'on déduira le groupe d'isomorphie projective. 

La restriction énoncée dans la phrase soulignée ne se présentait pas 
dans la recherche du groupe d'isomorphie des espaces à connexion 
affine sans torsion pour lesquels le tenseur dérivé du tenseur de cour-
bure est nul. 

100. Les considérations générales précédentes seront un peu 
éclaircies par un exemple traité complètement. 

Partons du groupe d'ordre 3 dont les équations de structure sont 

(X1XÎ) = X,/, (Χ,ΧΟ-Χ,Ζ-ΗΧ,/, (XJXJ) — o. 
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La forme se réduit ici à 2(μ')3, de sorte que le seul coefficient 
différent de zéro est 

^XjX^a. 

L'adoption du repère de seconde espèce conduit aux formules 

(ω1 )'=o, 
(ω')'= [ω1 ω*] 4- [ω1 ω3], 
(ω3)'= [ω'ΰ)8], 

avec 
0){ = Ο, 6)J = Ο, 0>3 = ο ; 

ο»; = i(û)*-+- ω3), ο>» = —Ιω·, ω|=—1/2 w1 ; 

ω? = - or, 0)2 = ο, ωΐ——- ω1 : 

6)" = ^ ω', 0)^ = ο, ω" — ο. 

Les formes Ω/ et Ω/° qui définissent le tenseur de courbure projec-
tive sont : 

Ω{ = ο, Ω! = o, Ω^ = ο, 

βΐ=£θ'ω·], Ω>=0, Ω» = ο, 

Ω®=ο, Ω^ = ο, Ω|| — ο, 
Ω°=ο, Ω° = ο, Ω° = ο. 

La transformation infinitésimale projective associée à un cycle arbi-
traire est, en appelant u\ υ}, «3 les coordonnées non homogènes d'un 
point, 

βΐ=£θ'ω·], Ω>=0, Ω» = ο, 

Soit 

U — i + a'W+alVt+aW*'βΐ=£θ'ω·], Ω>=0, Ω» = ο, 

U — i + a'W+alVt+aW*'βΐ=£θ'ω·], Ω>=0, Ω» = ο, 

U — i + a'W+alVt+aW*'βΐ=£θ'ω·], Ω>=0, Ω» = ο, 

la transformation homographique correspondant à un changement de 
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repère; on en déduira 
!i)' = a\Ω1 α.}Ω2·+· «àΩ8, 
ω2 = ά\ Ω1 + a'i Ω8 ·+· α\Ω', 
r,y· — α3 Ω1 4- α:]Ω2-Η α?, Ω3. 

La forme (8) devant être conservée, on voit déjà que ω' et ω1 ne 
dépendent que de Ω' et Ω", que de plus le numérateur de u1 ne dépend 

que de U1 ; enfin, ^37 ne devant dépendre que de il faut que w1 

et uz ne dépendent pas de U2, c'est-à-dire a\ = 0. 
On a donc 

^^'.[ΩΏ-Κυ1 r ο ι o» 11,1 ΞΪ ÈL% 

d'où 
a:, — (a])2 «:!. 

Les formules de transformation cherchées sont donc 

^^'.[ΩΏ-Κυ1 r ο ι o» 11,1 ΞΪ ÈL% 

. utÈL + utÈÎA.da2 da3/+ ttVt+aW*'βΐ=£θ'ω·], 

^^'.[ΩΏ-Κυ1 r ο ι o» 11,1 ΞΪ ÈL% 

elles donnent les transformations infinitésimales 

^^'.[ΩΏ-Κυ1 \ da1 da2 da3/+ tt*-^-+a3-4£\ÈL% 

\ da1 da2 da3/+ tt*-^-+a3-4£\ 

U \u da' du2 da3/. utÈL + utÈÎA. 

Si l'on désigne par 

da2 da3/+ tt U \u da' du2 da3/. utÈL + utÈÎA. 

la transformation projective la plus générale laissant fixe l'origine et 
Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. 15 
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conservant les composantes du tenseur de courbure, on voit qu'on a 

ie\ — elj + eij = o, e.\ = o, e!, = o, ' e'i = o, e\ = o. 

Les cinq quantités 

2m{ — ωό, ω.ρ C0j, ω£ 

sont donc, avec le repère le plus général compatible avec les compo-
santes données du tenseur de courbure, des combinaisons linéaires à 
coefficients fixes de ω1, ω2, ω3 ; par suite, 011 a, comme avec le repère 
de seconde espèce, 

2ω{ — ω| 4- ω3 =ι ο, 
ω^ = ω* = ω^ = ω" — ο. 

La dérivation extérieure donne, en supposant toujours le repère le 
plus général compatible avec les composantes données du tenseur de 
courbure 

4[ω?ω'] -+- 3[ω5ω3]= ο, 
[ω?,ω1] mo. 

Il faut donc poser 
ω® = o, ω® — ω1. 

Une nouvelle dérivation extérieure donne 

[ω'ω}]=ο, 
d'où 

oj = 0. 

Finalement, nous devrons prendre 

ω1, — — ω3 — ο, 
ωό = ο, ω3 = ω|, 

ω·=·^ω1, ω^ = ω!| = ο, 

et il restera un repère dépendant de quatre paramètres arbitraires, 
avec les quatre composantes arbitraires ω2, ω2, ω2, ω*. 

Les équations de structure du groupe d'isomorphie cherché sont 
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donc 
(w1)' 0, 
(ω2)' = [ω1 ω2] [ω* ω|] 4- [&>' ω£], 

j (ω2)'=ο,! (ω3)'=[ω?ω2]4-^[ω^3]. 

(10) (ω?)'= [ω? ω2] + [ω,1 ω^] 4- ^ [ω1 ω2] 4- - [ο>1 ω3], 

j (ω2)'=ο, 
(ω2

3)'=ο, 
! (ω3)'=[

ω
?

ω

2]4-^[ω^3]. 

Le groupe d'isomorphie projective X est à η paramètres; il se con-
fond avec le groupe d'isomorphie affine H : toute transformation 
géodésique conserve la métrique de chaque géodésique. 

Le groupe continu d'isotropie projective s'obtient en faisant dans 
les formules (9) 

a\ = 1, af=»fl5 = 0 ; 

en réalité, il se confond avec le groupe continu d'isotropie affine. 
Le groupe d'isotropie contient en outre une famille continue de 
transformations obtenue en prenant a\ = — 1. 

101. Il y a un cas général important : c'est celui où toute transfor-
mation projective qui laisse invariantes les composantes du tenseur 
de courbure laisse également invariant l'hyperplan à l'infini du repère 
cartésien de seconde espèce. Le groupe d'isotropie projective est alors 
confondu avec le groupe d'isotropie affine, et le groupe d'isomorphie 
projective χ est identique au groupe H. La circonstance envisagée 
ne se produit pas immédiatement dans l'exemple du numéro précédent, 
mais elle finit par se produire, et le résultat final est le même. 

Dans le cas où le groupe G est semi-simple et distinct du groupe 
simple à trois paramètres, la transformation infinitésimale projective 
associée à un cycle arbitraire engendre, comme nous le verrons plus 
loin (n° 104), le groupe général des rotations, et par suite ne laisse 
invariant aucun autre hyperplan (ne passant pas par l'origine) que 
l'hyperplan à l'infini du repère cartésien de seconde espèce. Par suite, 
le groupe d'isomorphie projective 3Cse confond avec le groupe H, et, 
d'après ce qui a été vu plus haut, le plus grand groupe continu de 
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transformations géodésiques de l'espace du groupe est (n° 91) formé 
des transformations 

Τν=ΤαΤξτν 

Il serait intéressant de savoir d'une manière précise s'il existe, en 
dehors des groupes dont l'espace projectif est sans courbure, d'autres 
groupes pour lesquels le groupe d'isomorphie projective 3e est plus 
grand que le groupe d'isomorphie affine H. 

102. Une autre question importante est celle de Yisomorphisme 
projectif de deux groupes. Une condition nécessaire pour cet isomor-
phisms est qu'on puisse choisir les transformations infinitésimales de 
base des deux groupes de manière que les composantes Ρ/ΛΛ aient les 
mêmes valeurs numériques. La condition analogue est suffisante pour 
l'isomorphisme affine, parce que la connaissance des constantesRij kh 
déterminait complètement le groupe d'isomorphie. Il n'en est plus 
nécessairement de même ici, et c'est une question qui demanderait 
à être étudiée. Si l'on se donne un système de constantes Ρij

kh
 (dont 

le tenseur contracté soit nul), la méthode indiquée au n° 100 permet-
trait de déterminer, s'ils existent,* les groupes dont les constantes 
données définissent la structure projective; mais, s'il existe une solu-
tion, n'en existe-t-il qu'une, ou en existe-t-il plusieurs, voilà ce qui 
serait à élucider. 

IV. — Groupe d'holonomie de l'espace projectif d'un groupe. 

103. Le groupe d'holonomie d'un espace à connexion projective 
est le groupe formé par les transformations projectives associées à un 
cycle arbitraire issu d'un point donné. Si l'espace est sans courbure, le 
groupe d'holonomie se réduit à la transformation identique (ou mieux, 
c'est un groupe discontinu ). 

Nous allons nous borner à étudier le groupe d'holonomie de l'espace 
projectif d'un groupe semi-simple d'ordre r> 3. 

La forme quadratique 9(0) étant ici non dégénérée, nous pouvons 
choisir les transformations infinitésimales de base de manière à n'avoir 
que des termes carrés, avec le même coefficient que nous supposons 
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égal à — (r — i). Nous avons alors 

Χ,|Χ, = -(Γ-Ι), Xt\XJ=zo (/^Y). 

Le groupe adjoint 

-22(<!"'î)'=_(''_,)'j (ω2)'=ο,! (ω3)'=[ω? 

laissant invariante la forme 9(0), il en résulte 

c wij = -cxjl 

Nous écrirons c
a/y au lieu de c$ ; les quantités deviennent alors les 

composantes d'un système de trivecteurs. On a de plus 

x,ix,=- 2<
c

'«)'=-
2

2
(<!

"'
î)
'
=_(

''
_,)

' 

X-l | — 2^^ C/hk Cjhk —— O. 

Par suite, 
E (hk)( Cihk )2 — ~ » Cihk Cjhk= Ο ( t )· 

La transformation infinitésimale projective U
a
p/(n° 95) s'écrit ici 

Lw= Σ c«f*(«4 ̂  )- "" â
+

s*' 

Nous poserons, pour abréger, 

x,ix,=- 2<c'«)'=-22(<!"'î)'=_(''_,)'j (ω2)'=ο,! (ω3)'=[ω? 

et nous avons 
UaBf = - V.n/+2c-PPc^V

w
/. 

(ΛΑ), p 

104. Les transformations infinitésimales U
a
p/ sont les opérations 

qui engendrent le groupe d'holonomie. Or on a, i étant un indice 
donné, 

2 u«p/=—2 c'aPY«p/~H 2 c«*^a*/= 2 0ί«β v«p/· 
(αβ) (αβ) (ΛΑ) (αβ) 
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Le groupe d'holonomiè contient donc les r transformations infinitési-
males 

(ω2)'=ο,! (ω3)'=[ω? 

et par suite, d'après l'expression de U
α
β/, toutes les rotations V«p/. 

Cela veut dire d'une manière précise qu'étant donné un point quel-
conque de l'espace projectif, le groupe d'holonomiè, avec un repère 
convenablement choisi ayant ce point pour origine, contient toutes 
les transformations infinitésimales Vap/. 

D'autre part, les relations 

ω/ -f- G)/ — o, Ui°-= — 7 ω') 

qui existent avec les repères choisis, montrent que l'espace peut être 
regardé comme un espace non holonome dont le groupe fondamental 
est le groupe projectif de la quadrique Q 

(«,)ί+(«,)5 + .·. + 4(Μ°)!=ο; 

en effet, quand on fait le développement sur l'espace projectif attaché 
à un point, chaque repère se déduit du repère infiniment voisin par 
une transformation de ce groupe. 

Des deux résultats obtenus résulte que le groupe d'holonomiè est un 
groupe de déplacements cayleyens (l'absolu étant la quadrique Q) 
qui contient une rotation infinitésimale arbitraire autour d'un point 
arbitraire. On en déduit immédiatement qu'il contient tous les dépla-
cements cayleyens. 

Par suite, le groupe d'holonomiè de Γ espace projectif d'un 
groupe semi-simple d'ordre supérieur à 3 est le groupe des dépla-
cements cayleyens par rapport à une quadrique non dégénérée 
prise comme absolu. 

Si le groupe est à paramètres réels et que la forme φ(^) soit définie 
négative (ce qui peut se réaliser pour chaque structure semi-simple 
complexe), le groupe d'holonomiè est le groupe des déplacements 
cayleyens elliptiques. Pour un groupe à paramètres réels, on n'a 
jamais le groupe des déplacements cayleyens hyperboliques. 
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V. — L'espace conforme d'un groupe semi-simple. 

105. L'espace à connexion affine sans torsion d'un groupe semi-
simple étant un espace de Riemann, on peut considérer l'espace à 
connexion conforme normale qui lui est attaché. On démontre, par 
des procédés et des calculs analogues à ceux qui viennent d'être em-
ployés, les deux théorèmes suivants : 

1. Si l'ordre du. groupe est supérieur à 3, le plus grand groupé 
continu de transformations conformes de l'espace du groupe est 
formé des transformations 

Τξ-=Τ
Λ

ΤξΤ,. 
1 

2. Si l'ordre du groupe est supérieur à 3, le groupe d'holonomie 
de l'espace conforme du groupe est le groupe des transformations 
conformes qui laissent invariante une hypersphère fixe (groupe 
des déplacements non euclidiens). 

Si l'ordre est égal à 3, et dans ce cas seulement, l'espace conforme 
du groupe est sans courbure et son groupe d'holonomie se réduit par 
suite à la transformation identique. 

Le premier théorème signifie que le grotte* continu des transfor-
mations ponctuelles qui conservent l'angle1 <p de deux directions de 
symboles X/ et Y/, angle donné par 

cos Q = X/Y /V X X Y Y, 

est formé des transformations 

Τ5.= Τ
α

ΤξΤ». 


