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La Géométric des groupes de transformations

Par Enie CARTAN.

INTRODUCTION.

Dans une Note récente présentée a I’Académie royale des Sciences
d’Amsterdam ('), nous avons, M. J.-A. Schouten et moi, indiqué
comment on pouvait attribuer 4 la variété d’un groupe fini et continu
de transformations (chaque transformation du groupe étant représentée
par un point de la variété) trois connexions affines remarquables,
deux connexions sans courbure (désignées dans la Note par les signes
— et +), et une connexion sans torsion (désignée par le signe o).
Ces trois connexions comportent les mémes géodésiques, liées aux

(") E. Carnan en J. A. Schouren, Over de meetkunde der groepuitgebreid-
heid van halfeenvoudige en eenvoudige groepen (Versl. Kon. Akad. van
Wetensch. Amsterdam, (.35, 1926, p.-387-399). Voir aussi : Over Riemannsche
meetkunden, die een absoluut parallélisme toelaten ( Versl. Kon. Akad, .

Wetensch. Amsterdam, t. 35, 1926, p. 505-518). Ces deux Notes paraitront
prochainement en anglais dans les Pr oceedings de ’Académie.

Journ. de Math., tome VI, — Fdsc, 1, 1927, 1
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sous-groupes 4 un paramétre du groupe donné. Les torsions des deux
premiéres, égales et opposées, font intervenir les constantes de struc-
ture du groupe ; la courbure de la troisiéme fait intervenir certaines
combinaisons de ces constantes. Les deux premiéres connexions sont
du reste liées d’'une maniére trés intime avec la théorie que j’ai pro-
posée de la structure des groupes, fondée sur la considération de leurs
équations de définition et non, comme celle de S. Lie, sur celle de leurs
transformations infinitésimales.

Le présent Mémoire a pour but de développer et de compléter ce
qui, dans la Note en question, n'est que briévement esquissé. Pour
plus de clarté j’ai repris toute la question. J'ai fait précéder 1’étude
infinitésimale des trois connexions affines d'un Chapitre consacré
4 I'étude des deux espéces d’équipollence qu'on peut définir dans
un espace de groupe. Parmi les questions qui ne sont pas abordées
"dans la Note citée plus haut, ou qui n’y font I'objet que d'indications
trés vagues, je citerai la détermination des variétés totalement géo-
désiques d’un espace de groupe, celle du groupe d’isomorphie de
I’espace sans torsion d'un groupe, rattachée a une premiére étude des
espaces a connexion affine dans lesquels la courbure d’une facette se
conserve par le transport paralléle. J’ai enfin, dans un dernier Chapitre,
introduit et étudié une quatriéme connexion, la connexion projective
normale que définissent les géodésiques de I'espace.

Un des résultats les plus intéressants auxquels conduit 'étude d’en-
semble qui va suivre est 'existence, dans la théorie des groupes finis
et continus, & coté de I'isomorphisme classique, de deux autres isomor-
phismes, qu'on pourrait appeler I'isomorphisme affine et 'isomor-
phisme projectif, et qui résultent de la considération des propriétés
de Pespace & connexion affine sans torsion et de I'espace 4 connexion
projective normale attachés a un groupe. En particulier deux groupes
de méme ordre 7 sont affinement isomorphes si I'on peut choisir leurs
transformations infinitésimales de base de maniére que les constantes
¢;;# qui entrent dans les relations

(Xi(X;Xp) =) Y, e X f

soient les mémes pour les deux groupes : on pourrait dire, en un
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certain sens, que les c;;; définissent la structure affine d’un groupe.
La structure projective est définie également par certaines fonctions,
du reste plus compliquées, des constantes de structure de Lie. J'ai
déterminé tous les groupes dont les constantes de structure affine, ou
les constantes de structure projective, sont nulles.

Certains des résultats généraux obtenus deviennent particuliérement
remarquables pour les groupes simples ou semi-simples, mais les
théories sont développées pour les groupes généraux.

CHAPITRE 1.

I’ESPACE D'UN GROUPE CONTINU ET SES DEUX PARALLELISMES.

I. — L’espace d’un groupe et ses deux systémes d’équipollence.

1. Considérons un groupe de transformations fini et continu G &
r paramétres a,, ..., . Les variables transformées par le groupe
joueront dans la suite un rdle-tout & fait accessoire. Nous désignerons
par T, la transformation du groupe correspondant aux paramétres
@y, ...y a, par T;T, la transformation obtenue en effectuant successi-
vement les transformations T, et T;, enfin par T.' la transformation
inverse de T,. On sait que la transformation inverse de T,T,
est T;'

Nous pouvons regarder les paramétres a,, ..., a, comme les coor-
données d'un point (a) dans un espace & & r dimensions, que nous
appellerons espace du groupe. Pour le moment cet espace est.un
simple continuum; les propriétés du groupe vont nous permettre d'y
introduire des notions géométriques.

Nous conviendrons de dire que le pomt qm correspond ala transfor—
mation identique du groupe est le point origine de ’espace. Comme
on le verra dans la suite, ce point origine ne jouit d’aucune pro-
priété géométrique spéciale.

Appelons vecteur de l’espace &, et désignons par la notation ab
’ensemble de deux points (a) (point origine) et (b) (point extré-
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mité)(*). Un vecteur est nul quand son extrémité coincide avec son
origine.

. . _ -> -
2. DeriNimion. — Nous dirons que deux vecteurs ab et a' b’ sont
équipollents de premiére espéce si l'on a

(') T/,’F;; — r/: Fa’ H
rous dirons qu’ils sont équipollents de seconde espéce si lon a
(2) . T T,=T, T

On peut remarquer, en calculant les inverses des deux membres
de chacune des égalités (1) et (2), que ces égalités peuvent encore
s’éerire
(1") T, T;' =T, T;!,

(2') T, M= T; Ty

De la définition précédente résultent immédiatement, pour chaque
espéce d’équipollence, les propriétés suivantes :

1° Tout vecteur équipollent & un vecteur nul est nul;

2° Tout vecteur est équipollent a lui-méme;

3° Si un vecteur est équipollent & un second vecteur, le second est
équipollent au premier;

4° Si deux vecteurs sont equtpollr’nts les vecteurs opposés le sont
aussi;

(') En Géométrie différentielle, spécialement dans la théorie des espaces a
connexion affine (espaces de Riemann, de Weyl, etc.), le motvecteur est pris
dans un sens différent de celui du texte, un vecteur étant une grandeur géomé-
trique attachée a un point (point origine) et définie analytiquement par
composantes (7 étant le nombre de dimensions de I'espace). Mais il ne résultera
dans la suite, de cette double acception du mot vecteur, aucune confusion
possible, car quand nous doterons!'espace £ d’une connexion affine, tout vecteur

ab (au sens du texte) pourra, si le point (b) est dans un voisinage suffisamment
petit du point (@), étre identifié au vecteur (au second sens) qui a pour origine
(@), qui est tangent en (a) a la ligne géodésique passant par (@) et (b), et dont
la grandeur est définie par la longueur del'arc ab de cette géodésique. 1l y a du
reste identité entre les deux sens quand les points (a) et (/) sont infiniment
voisins.
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5¢ Tout point de l'espace est Lorigine d'un vecteur et d'un seul
équipollent & un vecteur donné;

6° Deux vecteurs équipollents a un troisiéme sont équipollents
enlre eux,

- . L e -,

7° Si ab est équipollent a a'b’ et be a ¥ ¢’y le vecteur ac est équi-
—_

pollent a a'c’.

Cette derniére propriété résulte de ce que les égalités
T, =T,050, Tel; =TT
entrainent
(T ) (T = (T T3 ) (To T2 )
ou
T, T =T.T,} .

Ces différentes propriétés rapprochent chacune des deux espéces
d’équipollence de 'équipollence ordinaire de deux vecteurs.

3. Il existe une relation géométrique remarquable entre les deux
espéces d’équipollence d’un espace de groupe. L’égalité (1)
'l'/,T',;' = "I‘I"Tl_li
peut en effet s’¢crire, en multipliant 4 gauche par T;' et & droite

parT,,
! Te="T;*Ty,

((ui est de la forme (2). On en déduit le théoréme suivant :

—> . ' P
TukorkMe. — Si ab est équipollent de premiére espéce a a'b', le
vecteur aa’ est équipollent de seconde espéce abb’, et réciproguement. .
La seconde équipollence pourrait donc se déduire’a priori de la
premicre. ,
Supposons plus généralement que dans un espace a r dimen-

sions on ait défini d’'une maniére quelconque une équipollence satis-
faisant aux propriétés 1° a4 6°. On peut en déduire une seconde espéce

. - . . 2
d’équipollence en convenant que aa’ est équipollent de seconde espéce

-, y . X . ) =7 1
a bb’ si ab est équipollent de premiére espéce a a’l’. On s’assure faci-
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lement que pour cette seconde espéce d'équipollence, les propriétés
1° 4 5° sont vérifiées. Quant a la propriéte 6°, elle ne I'est pas néces-

—-}

sairement. Supposons ad’ et b & équipollents de seconde espéce & cc';

—>

—

cela signifie que ac est équipollent de premiére espéce 4 a'c’ el be
—y — > ..

a b'c'; pour que aa’ et bb' soient équipollents de seconde espéce entre

eux, il fautetil suffit que ab soit équipollent de premiére espéce a av ;
autrement dit, la seconde équipollence jouira de la propriéié 6° si la
‘premiére jouit de la propriété 7°, el réciproquement.

L’existence des propriétés 1° & 6° ponr chacune des deux équipol-
lences conjuguées d'un espace entraine donc pour chacune la pro-
pnéte 7°

4. Revenons & I'espace du groupe G. Les deux espéces d’équipollence
sont en liaison étroite avec les deux groupes des paramétres de G.
Considérons en effet 'opération géomeétrique qui consiste & mener

par un point variable (Z) un vecteur ’?E' équipollent de premiére
espéce 4 un vecteur fixe. Soit (a) I'extrémité du vecteur équipollent
au vecteur fixe et mené par le point origine de I'espace. L'opération
considérée se traduit analytiquement par

Tg'Tc: t=T,
ou

(3) Ty =T, Te;
elle est donc analytiquement identique & 'une des transformations du

premier groupe des paramétres (*).
De méme I'opération qui consiste & mener par un point variable (%)

— . . . —
un vecteur £’ équipollent de seconde espéce & un vecteur fixe Oa se
traduit analytiquement par

(4) Te=TeTa;

(") S. Lt et G. Scuerrers, Vorlesungen itber continuierliche Gruppen,
Leipzig, B. G. Teubner, 1893, p. 449. Cet ouvrage sera desxgne dans la suite
par Lie- ScHEFFERS.
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elle est donc analytiquement identique a1l'une des transformations du
second groupe des paramétres (*).

La propriété exprimée par le théoréme du n° 3 est une traduction
géométrique du fait que les transformations des deux groupes des
paramétres sont échangeables entre elles.

Comme les formules (3) et (4) le mettent en évidence, les deux
systémes d’équipollence d’un espace de groupe sont en général distincts;
ils ne seraient confondus que si loutes les transformations du groupe
étaient échangeables entre elles.

8. Les propriétés énoncées au n° 2 sont caractéristiques des équipol-

lences attachées aux groupes. Nous allons démontrer que si dans un
‘espace & on a défini une équipollence de vecteurs jouissant des sept
propriélés considérées, lespace & peut étre regarde’ comme un
espace de groupe, U'équipollence définic dans & étant la premiére
équipollence attachée au groupe.

Prenons en effet dans'espace & un point origine (O), d’'une manicre
tout i fait arbitraire. Soit(a) un point quelconque de (&); considérons
Popération S, par laquelle on passe d’un point variable (%) & ’extré-
mité (%) du vecteur ’;'? équipollenta O a (vecteur qui existe d’aprés 5°).
Je dis d’abord que ces opérations engendrent un groupe.

Elles contiennent évidemment l'opération identique (d’aprés 1°).
Soient maintenant deux opérations S, et S;; soit (c¢) le transformé
de(a) par S;. En effectuant successivement les opérations S, et S,
nous passons du point (&) au point (§'), puis au point (§"), par

ra ——/-
(Sq) £8=0aq,

- -

(S4) ' P =00b.

Or par hypothése (ac) est équipollent A Ob donc E"'” est équipol-

lent 4 ac (propmete 6°) ; les équipollences

= = — >
(¢'=0a, g’&”:ac

() Lie-ScaEerrers, p. 633.
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entrainent donc (propriété 7°) :
5 >
aél/: OC;
par suite on a
S,8,=S8.. : €. Q. F. b.

Soit G le groupe engendré par les opérations S,. Ce groupe est
simplement transitif; cela veut dire u’il contient une transformation
et une seule amenant un point donné (%) en unautre point donné (¢'),
a savoir la transformation S, correspondant & I'extrémité du vec-

-+ 3 Y —_-.} . » v .
teur Oa équipollent i 5&'. Considérons alors deux vecteurs équipol-
—> —— - > . - .
lents quelconques ab et a’l’; le vecteur )¢ équipollent i ab est aussi
. Y —;—>y et : )
équipollent & a'l’ (propriété (°); la transformation S, améne donc
simultanément (&) en (0) et (a’) en (&'). Or la transformation S;S;’
améne aussi (@) en (b) [par intermédiaire de 'origine (O)], et la
transformation S, S;' améne également (a’) en (4’); on a donc

§.=8,8:'=8,S2!,

ce qui montre bien I'identité de I'équipollence définie dans & et de
I’équipollence de premiére espice attachée au groupe (.

6. Il résulte du théoréme précédent que I'équipollence de seconde
espéce d’un espace de groupe peut étre regardée comme une équipol-
lence de premiére espéce attachée i un autre groupe admettant le
méme espace représentatif. Il est facile de voir que le second groupe
des paramétres admettrait pour premiére équipollence la seconde
équipollence du groupe G.

Voici une autre remarque importante. Considérons un ensemble de
transformations T, dépendant de r paramctres, ne formant pas un
groupe, mais jouissant de la propriété que les transformations T, T,
ne dépendent que de r paraméires (lorsque les a et les b prennent
toutes les valeurs possibles). Nous pouvons définir, dans I'espace de
cet ensemble de transformations, une équipollence de vecteurs par
I'égalité

(1) T2 =Ty T3,
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et cetle équipollence, on le vérifie facilement, jouit des sept propriétés
énoncées au n° 2. Choisissons une (transformation origine arbi-
traire T, ; la transformation S, définie au numéro précédent se traduit
anal‘ytiquement( par

Ty et =T, T,
ou ‘
(S.) ‘ Te=="T, T, T
Effectuons successivement les transformations S, et S,, et soit
S,S,.=S,.

Nous aurons successivement, par S, et S;,
Ty=T T, Ty,
Te-="T,T;! To="T,T;' T, T;' Ty="T,T,' Tx.

[l en résulte 'égalité
(T TGN (T Tg') =TT

par suite les transformations T, T,' forment un groupe.

Ce théoréme, de nature purement analytique, peut du reste se
démontrer directement. Considérons I'ensemble & r paramétres des
transformatioms T, T '; effectuons le prodult de deux de ces transfor-

mations
(T, T; (T, TN,

Il existe une transformation T, telle que I'on ait

(5) T;/ T/1: I‘;/l Tl';
en effet les transformations T, T;', oul'on fait varier les paramétres &,
doivent donner toutes les transformations de 'ensemble T,T;', par
suite, en particulier, la transformation T, T,,,‘ ; il existe donc un
point (c) tel que I'on ait

T, T ="7T,T;!,
egahté équivalente & 'égalité (5). On déduit alors de (5)

(TW T3 ) (T, T ) = T T3 T, T+=T,T5',
ce qui montre bien que les transformations T,T;' engendrent un
Journ, de Math., tome V1. — Fasc. I, 1927, 2
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groupe. Du reste toutes les transformations de ce groupe peuvent
s'obtenir en laissant () fixe et en faisant varier (5).

7. On sait que deux groupes G et G’ de méme ordre sont dits
isomorphes (') si I'on peut établir entre leurs transformations une
correspondance telle qu'au produit de deux transformations quel-
conques du premier groupe corresponde le produit des deux transfor-
mations correspondantes du second groupe. Dans la correspondance
qui réalise I'isomorphisme, les transformations identiques se corres-
pondent; de plus, a 'inverse d’une transformation du premier groupe
correspond l'inverse de la transformation correspondante du second
groupe. '

Soient deux groupes isomorphes G et G’ et leurs deux espaces de
groupes & et &. Toute correspondance par isomorphisme des deu.
groupes se traduit par une correspondance ponctuelle des deux
espaces & el &, telle qu'a deux vecteurs équipollents de premiére
(seconde) espéce de & correspondent deux vecteurs équipollents de
premiére (seconde) espéce de & .

En effet nous pouvons choisir les paramétres des deux groupes de
maniére que, dans la correspondance par isomorphisme considérée,
les paramétres de deux transformations correspondantes soient les
mémes. Nous désignerons par les symboles T et © les transformations
des deux groupes.

Cela posé, 'égalité
T/,T,, —— rb’T;r‘

signifie qu'il existe une transformation T, telle qu'on ait

T,=T,T,,  Ty=T.T,;
il en résulte
~ . 9,=0.0, 0,=0.0,;

d’ot _
0,0,'=0,0;!. C. Q. F. D,
La démonstration serait la méme pour le parallélisme de seconde
espéce.

(*) Il s’agit ici, comme du reste dans tout ce qui suit, de I'isomorphisme
holdédrt'que. S
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8. Réciproquement, supposons qu'on puisse délablir entre les
espaces & et & de deux groupes G et G’ de méme ordre r une corres-
pondance ponctuelle telle qu'a deux vecteurs dquipollents de pre-
miére espéce de & correspondent deux vecteurs équipollents de
premiére espéce de &'; alors les deux groupes G et (' sont isomor-
phes.

Soit en effet (w) le point de &' correspondant au point origine (O)
de &. Soient (@), (b), (¢) trois points quelconques de (8); (a), (B),
(v) les points correspondants de (&’). L'égalité

T,T;'!=T,=T,.Ty!
entraine par hypothése ’
030;' =0,05';
autrement dit, I'égalité
Tl) = T(t' ‘u,
entraine
0305 = (0,05 ) (0,05').

Faisons alors correspondre & la transformation T, de G la transfor-
mation 0,0,' de G'; cette correspondance, d’aprés1’égalité précédente,
met en ¢vidence l'isomorphisme des deux groupes.

On peut remarquer qu'il est trés facile d’établir 4 I'intérieur d’un
groupe donné une correspondance échangeant entre elles les deux
espéces d’équipollence attachées au groupe : il suffit de faire corres-
pondre a la transformation T, la transformation inverse T,="T;';
légalite

T, T, =T,T;,

qui définit I'équipollence de premiére espéce, se change alors dans
P'égalité ’
Tg' Ta="T3! T,

qui définit 'équipollence de seconde espéce.

Il résulte de cette remarque que pour que deux groupes de méme
ordre sotent isomorphes, il faut et il suffit qu’on puisse établir entre
les espaces de ces deux groupes une correspondance ponctuelle
transformant l'une des espéces d'équipollence du premier espace
dans l'une quelcongque des espéces d équipollence du second.
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9. Les considérations précédentes posent la question de la déter-
mination de toutes les transformations ponctuelles d’un espace de
groupe en lui-méme qui jouissent de la propriét¢ de conserver les
deux espéces d’equlpollence de 'espace.

Il est d’abord évident qu’une transformation ponctuelle qui conserve
Péquipollence de premicre espéce conserve I'équipollence de seconde
espéce et réciproquement. Désignons en effet par (), (B), etc. les
points transformés de (a), (o), etc. L'équipollence de premicre espice

de ab et de o'l entrainant par hypothcse celle de o?é et de o:’—g' il en
résulte (n°3) que lequlpollence de seconde espéce de aa et de bl

¢ntraine celle de o et de BB’

Commencons par déterminer les transformations ponctuelles qui
conservent I'équipollence de premicre espéce et qui laissent invariant:
le point origine. L'égalité _

T.=T,T,
exprimant simplement I’équipollence de premiére espéce des vecteurs
"‘""‘) ~_> . ’ ! 4 . P ? ——.> - 14
0b et ac, il en résultera I'équipollence de Of et avy, et par suite I'éga-
lité

Ty=TgTy;
les transformations cherchées sont donc les auto-isomorphismes du,

groupe G. Parmi ces auto-isomorphismes se trouvent en pdluculler
les transformations du groupe adjoint

(6) Ty ="T' T Ty,

ol (@) est un point fixe. Sile groupe G est semi-simple, le groupe
adjoint est le plus grand groupe continu des auto-isomorphismes
de G (*). .

Pour avoir toutes les transformations ponctuelles conservant I'équi-
pollence de premiére espéce, il suffira de combiner les transfor-
mations ponctuelles précédentes avec les transformations .

Te=T:T, ou Te=T,Te,

(') E. Canran, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et
semi-simples (Bull. Sc. math., 2 série, 1. b9, 1925, p. 363-364 ).
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ou encore avec les transformations
(7) Ty="T Ty,

(a) et (b) dési.gnant deux points fixes. Les transformations ponc-
tuelles (7) transforment en eflet I'égalité

'l"q llqé.‘ . rlvﬁ rrE- [} ,
dans I'é galnté
'l‘-ﬁl rrg.‘| — 7| ‘;"r'l"%_-,l .

Les transformations (7) forment évidemment un groupe I'y, lequel
est un sous-groupe du groupe total I des transformations qui conser-
vent I'équipollence de premiére espéce. Il est méme facile de voir que
Ty estun sous-groupe invariant de I'. 1l suffit de démontrer que toute
transformation de I', est changée en une autre transformation de T,
par un auto-isomorphisme du groupe G. Si en effet les points ('),
(8'), (&), (7)) correspondenta («),(b), (£), (n)par cet aulo-isomor-
phisme, la relation
. T, =T, TeT,
est changée en

Tp="T,TeTy;

la transformation de T, correspondant aux points (@) et (&) cst
changée dans une autre transformation de I'y, cellequi correspond aux
points (a") et (&').

Nous donnerons au groupe I'le nom de groupe d’isomorphie de &.

Le groupe des transformations ponctuelles de & qui conservent
ensemble des deux équipollences se déduit facilement de T en le
combinant avec la transformation ‘

, Te="Tz".

Remarquons que le groupe T’y définipar les équations (7) est a 2r
parametres au plus; d’une maniére précise, il est & 27 — p paramétres,
¢ désignant Pordre du sous-groupe formé des transformations de G
échangeables avec toutes les autres transformations de G. Le
groupe I', contient évidemment le groupe adjoint (6), qui est lui-
méme a r — ¢ paramétres.
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II. — Géodésiques; les deux parallélismes; translations.

10. Dans I'¢quipollence ordinaire de deux vecteurs, les droites
jouissent de la propriété caractéristique suivante :

Si l’on prend trois points quelconques (a), (b),(c)sur une droite,
- B . .
le vecteur cd équipollent & ab a encore son cxtrémité (d) sur la

drotte.

Nous allons chercher a généraliser cette notion dans un espace de
groupe.

Dernrion. — Une ligne (C) tracée dans un espace de groupe est
dite géodésique de premiére espece si, étant donnés Irois points
quelconques (a), (b), (¢) sur cette ligne, l'exirémité (d) du vecteur

> 3 (XY 2 by - .
cd équipollent de premiére espéce & ab est encore sur la ligne.

On définirait de méme les géodésiques de seconde espéce ; mais il
importe de remarquer immédiatement que loute géodésique de pre-
miére espéce est géodésique de seconde espéce el réciproguement.

-+ . (K] 0y § ._P . ']
En effet si cd est équipollent de premiére espéce a ab, cela revient &

— -
dire que bd est équipollent de seconde espéce & ac, et réciproquement.
Il n’y a donc en réalité qu'une seule espéce de géodésiques.

11. La premiére question qui se pose cst celle de I'existence des
géodésiques. Or il est facile a priori, dans un espace de groupe, d’en

trouver une infinité. Soit en effet (@) un point fixe; considérons un
~ sous-groupe 4 un paramétre g du groupe G; désignons par 0, sa
transformation générale. Le point (§) défini par

(8) T:=0,T,
décrit une géodésique. Soient.en effet u,, u,, u, trois valeurs parti-
culiéres quelconques du paramétre u, et soient (§,), (&,), (&,) les trois

—_—
points correspondants. Soit enfin (§,) I'extrémité du vecteur t.E,
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j A . *q 1 -—-‘+
équipollent de premiére espéce a £,£,; on a

ou
Ty, =T, Tz Ty, = 0,0,'6,T,=60,T, C. Q. F. D,

Réciproquement on obtient de cette maniére toutes les géodésiques.
Désignons en effet par (%), (1) deux points variables, par (@) un point
fixe d’une géodésique. Il existe sur la géodésique un point (¢) tel que

T, Tg' =Ty T3

par suite les transformations T, T;' ne dépendent que d’un paramétre;
il en résulte (n° 6) que ces transformations, et, d'une maniére plus
spéciale, les transformations T;T,', engendrent un sous-groupe & un
parameétre g de (G5 en appelant @, sa transformation générale, on a

T:=0,T,. C. Q. F. D,

On peut remarquer que toute géodésique peut encore &tre définie
par

(9) Te=T,0,,

0. engendrant un groupe 4 un paramétre, ou plus généralement
par

(10) T¢=T,0,T,.
Du reste I’égalité (10) peut s’écrire
TZZ (Ta@uT;“) (T_aTb) ’

et la transformation T,0,T;' engendre un groupe, & savoir le groupe
transformé de g par T,; onretombe ainsi sur 'expression (8).

12. Nous avons regardé jusqu’'a présent un vecteur ab comme *
défini uniquement par son origine (&) et son extrémité (b). Si les
coordonnées de b ne différent pas trop de celles de (a), la transfor-
mation T;T.', d’aprés la théorie des groupes continus de S. Lie,
appartient & un sous-groupe 4 un paramdétre g de G, et 4 un seul; par
suite les deux points (a) et (b) appartiennent & une géodésique et &
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une seule, lieu du point (£) défini par
Te=0,T,,

ol.@, est la transformation générale de g. Rien n'empéche alors d'as-
similer le vecteur au segment de géodésique limité par («) et (b).

Nous pouvons dire alors que tout vecteur porte sur une géodésique
est équipollent a la fois de premiére et de seconde espéce i un vec-
teur déterminé porté sur la géodésique et ayant pour origine un
point donné de cetle géodésique.

Sil'on définit sur une géodésique I'égalité de deux segments par
I"équipollence des vecteurs correspondants, on peut mesurer les seg-
ments d'une méme géodésique une fois qu'on a choisi sur cette géo-
désique un segment unité. En particulier, sil'on a pris pour para-
métre u de la transformation générale de g le paramétre canonique
de Lie, de telle sorte qu’on ait

‘;)Il 9l/': (;),,_*,,,',
e
la mesure du segment &,&,, ol
Tm TE = (")rl2 Tn )

sera |u, — u, |. Le changement permis de u en ku revient au change-
ment de I'unité de longueur. Le rapport algébrique de deux vecteurs

—— ——> . . ,
£, %, %%, portés sur une méme géoddésique, a la valeur bien déter-
minée '

Uy— Uy

Uy — U,

13. Si, par un point (&) extérieur a une géodésique (C) passant par
(@), on-méne les vecteurs ¢quipollents de premiére espéice aux

. —é. ) .
différents vecteurs portés sur (C), on obtient les vecteurs by équipol-

lents de premiire espéce aux.vecteurs c?’;' dont Textrémité (&)
décrit (). Le point (1) décrit donc une ligne (C’),, et cette ligne est
une géodésique. Sil'on a

Te=T,T,,
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on en déduit
T,=T,T,.

Nous dirons que (C') est paralléle de prcmiére espéce a {C) : tout
vecteur porté sur (C') est eqmpollenl de premiére espéce & un vecteur
porté sur (C).

Deux géodésiques paralléles de premicre espéce a une troisiéme
sont paralléles entre elles.

On définirait de méme les géodésiques paralleles de seconde
espéce i une géodésique donnée. Si celle-ci est définie par

'l‘)’; = 'l‘ll (.,Il?
on obtient les géodésiques dcfinies par
T w= T/; (')ua

ol (/;) est un poinl lixe arbitraire.

Nous avons donc ainsi défini deux espeéces de parallélisme pour les
gtodésiques et, pour chacunc de ces espices, on a les propriétés sui-
vantes :

1° Toulte "éode’sigue est parallele a elle-méme ;
2" Deux géodésiques par a,//ele S @ unc troisiéme sont pas allelw.s
entre elles;
. . 9 , ;e . . , .
30 Par tout point pris hors dune géodésique il passe unce géode-
sique parallle et une seule.

Remarquons que les deux parallélismes permettent facilement de
construire le vecteur ,q eqmpollent de premicre (seconde) espéce i

un vecteur donné abet ayant une origine donnee( ) : il suffit de mener
par (8) la geodcmque paralléle de premiére (seconde) espice a ab,
puis par (0) la géodésique parallele de scconde (premicre) espéce
a ak; ces deux géodésiques se coupent au point () cherché.

14. Nous pouvons convenir de dire que deux géodésiques paralléles
de premiére espéce ont la méme direction de premiére espéce, et que
deux géodésiques parallcles de seconde espice ont la méme direction
de seconde espéce. Si I'on méne par le point origine la paralléle de

Journ. de Math.,tome VI. — Fase. I, 1927. ‘ 3
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premiére espéce 4 une géodésique donnée, les différents points decette
paralléle représentent les transformations d’un groupe g & un para-
métre; nous pouvons donc dire que toute direction de premiére espéce
est définie par un sous-groupe & un paramétre de G il en est de
méme de toute direction de seconde espéce. Sil’on se donne un sous-
groupe a un paramétre g de G et un point (a) de I'espace, on peut
a partir da point (a) se déplacer, soit dans la direction de premiére
espéce définie par g, soit dans la direction de seconde espéce définie
par g, et I'on obtient ainsi en général deux géodésiques distinctes
issues de (a).

15. Les équipollences de premiére et de seconde espéce permettent,
comme on I'a fait au n° 12, de définir I'égalité et par suite le rapport
de deux segments portés sur deux géodésiques paralléles de premiére
ou de seconde espéce. Si, sur une géodésique donnée, on choisit une
unité de longueur, on pourra donc mesurer les segments sur toutes les
géodésiques paralleles de premiérc espéce 4 celle-la, puis sur toute
géodésique paralléle de seconde espéce a une de ces der niéres, et ainsi
de suile. Supposons que la géodésique donnée parte du point origine
et soit définie par un sous-groupe g de transformations 0,, « étant
le paramétre canonique. Les géodésiques qui s’en déduisent par le
processus indiqué sont des lieux de points (£) donnés par

'I‘f: Ta Ou rr/,’

(@) et (b) désignant deux points arbitraires fixes; en particulier,
celles de ces géodésiques qui passent par le point origine sont données
par
Te= T4 0, T

leurs directions sont définies par les différents sous-groupes homo-
logues (g'eichberechtigt) (') de g dans le groupe total G. Cest
seulement dans 'ensemble de ces directions que V'espace comporle une
métrique intrinséque.

16. Toute transformation ponctuelle du groupe d’isomorphie de

(%) Lie-Scaerress, p. 474.
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I'espace & change évidemment une géodésique en une géodésique, le
rapport des segments étant conservé; elle change également deux
géodésiques paralle]es en deux géodésiques paralléles.

Considérons en particulier la transformation

Ty =T, Tt;

par cette transformation, les différents points de I'espace décrivent des
vecteurs équipollents (de premiére espéce) entre eux; de plus, tout
vecleur est changé en un autre vecteur équipollent de seconde espéce
au-premier, et toute géodésique en une autre géodésique paralléle de
seconde espéce. Nous pourrons donner a une telle transformation le
nom de translation de premiére espéce. Ces translations sont les
transformations du premier groupe des paramétres (n°® 2),
Jéquation
Ty= TE T,
définit de méme une translation de seconde espéce.
La translation continue de premiére espéce

Ty =0,T,

ot O, désigne une transformation arbitraire d’un groupe & un para-
méire g (zjouant le rdle du temps), jouit de la propriété que les diflé-
rents points de 'espace décrivent des géodésiques toutes paralléles
entre elles de premiére espéce, pendant que les différentes géodésiques
se déplacent en restant paralléles entre elles de seconde espéce. Nous
donnerons & cette translation continue le nom de translation géode-
sique de premiére espéce. Nous définirons de méme les translations
géodésiques de seconde espéce.

III. — Les sous-groupes et les variétés totalement géodésiques.

17. Dans 'espace ordinaire, on peut définir un plan :

Soit comme une surface telle que tout vecteur ayant son origine
sur la surface, et équipollent 4 un vecteur quelconque ayant son ori-
gine et son extrémilé sur la surface, a également son exlrémité sur la
surface;
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Soit comme une surface telle que toute droite (géoddésique) quiy a
deux de ses points y est contenue tout entiére.

Dans un espace de groupe, nous pouvons partir de U'un ou I'autre
des deux points de vue; mais tls ne sont plus, en géncéral,équicalents
comme dans I'cspace ordinaire.

Nous appellerons wariété totalement géodésique une variété telle
que toule géodesique qui 'y a deux de ses points y est.contenue lont
entiére.

Soit maintenant V, unc variélé & p dimensions telle que tout vec-

—>
teur al ayant son origine (a) surV,, et ¢équipollent de premiére espice

~

4 un vecteur quelconque &n ayant son origine etson extrémité sur V,,
ait également son extrémité ({) sur V,. Si on laisse fixe le point («) et
que l'on fasse varier les points (%) et (1), on voit que la transfor-
mation T, T;' peut'toujours étre ramenée 4 la forme T;T,', ou ({)
est un point de V,,. Par suite, 'ensemble & p paramétres des transfor-
mations T, lorsque (§) décrit V,,, jouit de la propriété que les trans-
formations T, T;' ne dépendent que de p paramétres, Donce (n° 6), les
transformations T,T;', et, plus spécialement, les transformations
T.T,', engendrent un groupe g & p paramétres. Soit @, la transfor-
mation générale de ce groupe; on voit que l'on a

(11)  1=0,T,.

On retrouve donc, pour la variété V,, une génération tout & fail
analogue & celle des géodésiques. La réciproque est facile 4 démon-

trer. -
La variété NV, ainsi obtenue est une variété totalement géode-

sigue. En effet, si nous prenons sur V, deux points suffisamment voi-
sins (&) et (), représentant deux transformations

T:=0,T, e T,=0,T,

la transformation T, T;'=0,0;"' est de la forme @, : le sous-groupe
A un parametre auquel elle appartient fait donc partie de g; par suite,
tous les points de la géodésique joignant (3) 4 {n) sont sur la
variété V,, ce qu'il fallait démontrer.
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Dirixirox. — Nous dirons qu'une variété lolalement géodésique

est de premiére catégorie si la géodésique mende par un point quel-

conque de la variélé parallélement (de premiére ou de seconde

espéce) @ toute aulre géodésique dela variété appartient elle-méme
ala variété.

1 est du reste indifférent que I'on considére le parallélisme de pre-
miére ou de seconde espice; on arrive dans le premier cas & la
formule

Ti= 0, Ta.
dans le second 4 la formule

TZ Tn (')n 3

Il

mais le second cas se raméne au premier, car on a
’l‘a @u = (Ta (')a T{I‘ ) 'l‘u = .(').n 'l‘,,,

®, engendrant un groupe it p parametres.
Plus généralement, le point (£) défini par

rlwz — 'I‘a (;’u T/,.

oii O, engendre un groupe d’ordre p, décrit unc variété totalement
gcodésique de premiére catégorie o p dimensions.

Nous verrons plus loin qu'il existe des variétés. totalement géodé-
siques qui ne sont pas de premiére catégorie ; nous dirons qu’elles
sont de seconde catégorie.

18. Si, par un point (/) extérieur a une variété V, totalement géo-
désique de premiére catégorie, nous menons les géodésiques paralléles
de premiére espece aux différentes géodésiques tracées sur V,, nous
obtenons une autre variété géodésique de premiére catégorie
4 p dimensions, que nous dirons paralléle de premiére espéce a V.
Si la premiére est le lieu du point (§) donné par

Tg =0,T,,
la seconde est le lieu du point (1)) donné par

T,=06,T,.
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Deux variétés totalement géodésiques & p dimensions (de premiére
catégorie) paralléles de premiére espéce a une troisiéme sont paral-
1&les entre elles.

On définit de méme les variétés totalement géodésiques de premiére
catégorie paralléles de seconde espéce.

Oa peut dire que le sous-groupe g définit la direction & p dimen-
stons de premiére espéce de la variélé V, définie par

T’,': G)u Ta7

et qu'il définit la direction & p dimensions de seconde espéce de la

variélé V', définie par
T,=T,0,.

Les sous-groupes 4 un paramétre qui définissent les directions de
premiére (seconde) espéce des géodésiques d’une variété totalement
géodésique de premiére calégorie appartiennent au sous-groupe qui
définit la direction a4 p dimensions de premiére (seconde) espéce de
la variété.

19. Les deux variétés totalement géodésiques de premiére catégorie

menées par un point (b) parallélement, de premiére et de seconde

espéce, a la variété
TE——: 0, Ta,

sont définies respectivement par

T'r, = @u Th,
Ty=T,(Tz10,7T,);

elles ne sont confondues que si, & chaque transformation 0, de g,
on peut faire correspondre une transformation 0, telle qu'on ait

Th T;' ®u Ta= @u TI;

ou '
(Ta T2 0,(T, T5) =0

Cette équation exprime que le groupe g, qui définit la direction de
premiére espéce de la variété donnée, est invariant par la transfor-
mation T,T;', ou encore par le groupe & un paramétre qui définit la
direction de premiére espéce de la géodésique ab. On montrerait de
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méme que le groupe d’ordre p qui définit la direction de seconde
espéce de la variété donnée est invariant par le groupe a un para-
métre qui définit la direction de seconde espéce de la méme géodé-
gique, -
Si 'on veut que les deux variétés paralléles menées par (b) soient
confondues, quel que soit le point (&), il faut et il suffit que le
groupe g soit invariant dans le groupe total G; dans ce cas, du reste,
les deux directions 4 p dimensions de la variété sont définies par le
méme sous-groupe invariant g
Dauns le cas général, on peut encore remarquer que la variété tota-
lement géodésique de premiére catégorie V, définie par

Tg - rl\” (.)” ,‘!/,,

ou ©, engendre un groupe g d’ordre p, est un espace du groupe g ; les
deux équipollences qui y sont définies en partant du groupe g sont les
mémes que celles qui sont définies dans tout 'espace ambiant en par-
tant de G,

20. On peut encore généraliser un peu les considérations préee-
dentes. Considérons deux variétés totalement géodésiques de la pre-
miére catégorie, I'une V, a p, 'autre V, & ¢ dimensions. Solent g le
groupe qui définit la direction de premiére espéce de la premiére
variété, g’ celui qui définit la direction de seconde espéce de la
seconde vamele ; soient enfin 0, et @, leurs tlansformauons La
variété W définie par

T:=0,T,0,,

.

o1 (a) est un point fixe quelconque, jouit de la propriété que si, par
un quelconque de ses points, on méne la variététotalement géodésique
paralléle de premiére espéce 4 V,, et la variété totalement géodésiqire
paralléle de seconde espéce 4 V,, ces deux variétés sont tout éntiéres
contenues dans W. Si, en effet, le point choisi est le point (§,) délini

par
TF,‘, = 9:{, Ta 93,,

la variété totalement géodésique paralléle de premiére espéce & V,, est
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le lieu du point (v) défini par

T,=0,T:,:26,0,T,0,,

0

et ce point appartient manifestement 4 W. La démonstration est la
méme pour la seconde partie du théoreme. :

[l résulte de la que la varieté W admet unc génération par des
variétés totalement géodésiques &4 p dimensions de premiére caté-
gorie toutes paralléles entre elles de premiére espéce, ainsi qu'une
génération par des variétés totalement géodésiques 4 ¢ dimensions
de premiére catégorie toutes paralléles entre elles de seconde
espéce. Elle est en général 4 p +- ¢ dimensions, mais ce nombre peut
nge-pas étre atteint.

IV. — Interprétation cinématique.

21. On peut présenter tout ce qui précéde sous une forme plus
concréte, en quelque sorte cinématique (' ). Prenons pour exemple un
groupe particulier, celui des déplacements cuclidicns dans 1'espace
ordinaire & trois dimensions.

‘Considérons les =* positions que peut occuper un corps solide
déterminé X; chacune de ces positions peut étre regardée comme défi-
nissant un point dans un espace & a six dimensions. Choisissons arbi-
trairement une des positions Y, du solide, que mnous appellerons
« position origine » ; nous faisons correspondre i chaque position X le
déplacement T qui ameénc X, en coincidence avee I, [’espace & peut
donc étre regardé comme l'espace du groupe G des déplacements; le
point origine correspond a la fois & Z, et & la transformation identique
de G.

Soient X, ct ¥, deux positions de X, («) ct (&) leurs points repré-
sentatifs, T, ¢t T, les déplacements qui aménent ¥, ¢n X, et ¢n X,. Le
déplacement T, T, est celui qui améne X, cn ¥,. Par suite, deur vec-

(1) Cf. L. Cantas, La structure des groupes de transformations et la
théorie du triédre mobile (Bull. Sc. math., 2° série, L. 34, 1910, p. 250-283).
Voir aussi E. Cawran, Les récentes généralisations de la notion d'espace
(Ibid., ¢. 8, 1924, p. 303-308).
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o
leurs az, a'ly de & sont équipollents de premiére espéce si c'est le
méme déplacement qui permet d’amener & la fois £, sur £, et X,
sur X,. Ce déplacement est cn général un déplacement hélicoidal,
défini par son axe A, son arngle de rotation « ct sa longucur de trans-
lation /. '

et d
Soient maintenant deux vecteurs ab, @'’ équipollents de seconde

—_— =

espéce. Nous savons que aa’, bh' sont équipollents de premiére
espéce; par suite, ¢’est e méme déplacement qui améne i la fois X,
sur X, et I, sur £,. On peut encore dire que la figure (Z,, X,) est égale
ala figure (T, Z,), ou, ce qui revient au méme, que X, est placé par
rapport a X, de la méme maniére que I, est placé par rapport i X,.
Cela signific cnfin que les dewr déplacements hélicoidaux qui
amenent, le premier £, sur X, le second £, sur X, ont méme angle
de rotation, méme longueuwr de translation, et que I’azxe A est placé
par rapporta X, comme &' par rapport a ¥,. Pour deux obscrvateuars
placés de la méme maniére I'un par rapport & X, (et X,), Pautre par
rapport & ¥, (et £,), les deux déplacements qui aménent, I'un X,
sur X,, lautre £, sur ¥, sont les mémes.

22. En se basant sur la définition du parallélisme de premiére
cspéce, on voit immédiatement qu'une géodésique de l'espace &
s'obtient ¢n prenant toutes les positions de ¥ qui se déduisent de
I'une d’cntre elles par un méme mouvement hélicoidal continu (ou
par une méme translation rectiligne continue, ou par une méme
rotation continue). '

Deux géodésiques sont paralléles de premiére espéce si les pas des
deux mouvements hélicoidavx correspondants sont les mémes ct si, de
plus, les axes de ces deux mouvements occupent la méme position
dans Uecspace; deux géodésiques sont paralléles de seconde espéce si
les pas des deux mouvements hélicoidaux sont les mémes et si les
axes dc ces deux mouvements occupent la méme position dans le
corps solide.

On aura une variété totalement géodésique de premiére catégoric
en prenant par exemple toutes les positions du solide qui se déduisent
de I'une d’entre elles par une rotation quelconque autour d’un point

Journ. de Math., t:ome VI, — Fasc. I, 1g27. 4
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fixe. Deux variétés de cette nature sont paralléles de premiére espéce
si les deux centres de rotation correspondants occupent la méme posi-
tion dans l'espace; elles sont paralléles de seconde espéce si les'deux
centres occupent la méme position dans le cor, ps-

Un autre exemple est fourni par les positions du solide qui se
déduisent de 'une d’entre elles par une translation quelconque; deux
de ces variétés sont toujours paralléles & la fois de premiére et de
seconde espéce; cela tient & ce que le sous-groupe des translations, qui
définit leur direction 4 trois dimensions, est invariant.

23. On peut montrer, sur I'exemple choisi, Pexistence de variétés
totalement géodésiques de seconde catégorie. Considérons en effet un
plan fixe II, et les différentes positions du solide qu’on peut obtenir en
effectuant sur une position donnée X, une rotation d'un angle quelcon-
que autour d’une droite quelconque du plan II. On obtient ainsi dans
I’espace £ une variété V, a trois dimensions. Soient X, et X, deux posi-
tions du solide correspondant & deux points quelconques de la variété;
soit A, I'axe de la rotation qui améne Z,en I, et soit «, I’angle de cette
rotation; désignons par A, et «, les éléments correspondants pour I,.

Soit H, le plan obtenu en faisant tourner II autour de A, de I'angle ?;',

soit TI, le plan obtenu en faisant tourner Il autour de A, de I'angle 3;—‘

On passe de X, a X, par deux symétries successives par rapporl a II,
et IT; on passe de X, & 2, par deux symétries successives par rappor!
a Il et II,; par suite, on passe de X, & X, par deux symétries successives
par rapport a I, et I,, c'est-a-dire par une certaine rotation aulour
de la droite A d’intersection de 11, et 11,.

La géodésique quijointle point représentatif de I, 4 celui de X, s’ob-
liendra en effectuant sur X, unerotation autour de A d’'un angle varia-
ble ; une telle rotation pourra étre regardée comme le résultat de deux
symeétries successives par yapport & deux plans contenant A, et I'on
sait qu’on peut loujours choisir arbitrairement le premier de ces plans.
Nous pouvons donc prendre le plan I, et un plan arbitraire II, conte-
nant A, plan qui coupe I I suivant une droite A,. Cela posé, la rotation
considérée pourra se ramener aux quatre symelrles par rapport aux
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plans
n, n, mn I;

les deux premiéres feronl passer de X, a Z,, el les deux derniéres
effectueront sur I, une rotation autour de A, ; elles conduiront donc
4 une position de X dont le point représentatif appartient a'V,. La
variélé V, jouissant de la propriété de contenir toute géodésique qui
y a deux de ses poinls est totalement géodésique.

Mais elle n’est pas de premiére catégorie, car les déplacemenis

qu'on a effectués a partir de L, pour la définir ne forment pas un
groupe.

24. On aurail pu, pour définir les deux parallélismes dans’espace &
a six dimensions des positions du solide, se dispenser de choisir une
position origine, en convenant a priori de dire que deux vec-

—->

leurs ab, @'’ sont équipollents de premiére espéce si les deux dépla.
cements qui aménent respectivement X, en 2, el X, cn X, sont iden-
liques. Celle maniére de procéder a 'avantage de bien montrer que
lous les points de I'espace jouent le méme role et qu’il n’y a aucun
point privilégié.

Inversement on aurail pu, en supposanl que X soil un triédre tri-
rectangle, définir chaque position £, de ¥ par la transformation T, de
coordonuées obtenue en passant d’un Iriédre fixe obligue au triédre.
Irirectangle X; ici les transformations T, ne forment plus un groupe,
mais cela n’a aucune importance : {’essentiel, c’est l'ensemble des
triédres trirectangles et des déplacements qui les aménent les uns
sur les aulres, c'est-a-dire c'est ’ensemble des transformations T, T

(voir n° 6).

CHAPITRE 1L

LES DEUX CONNEXIONS AFFINES SANS COURBURE D'UN ESPACE DE GROUPE.

I. — Transformations infinitésimales;-variables canoniques.

25. Etant donné un espace de groupe, tout point infiniment voisin
du point origine est défini analytiquement par une transformation
infiniment petite du groupe.
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On sait que toutes les transformationsinfinitésimales d’un groupe G
a r paramétres se déduisent linéairement de r d’entre elles, que nous
désignerons, avec S. Lie, parles symboles X, /, ..., X,.f. Toute trans-
formation infinitésimale a pour effet de donner & une fonction f des
variables un accroissement infiniment pelit dont la partie principale
est

N A Py of
(l) 6tzi‘e x,’f—f)l;e&ik(l‘“...,df,,)(m)

les coefficients ¢’ étant des constanles, I'indice & de sommation dans le
second membre variant de 1 4 », nombre des variables trans-
tormées.

Toute transformation infinitésimale engendre un groupe & un para-
metre, obtenu en intégrant les équalions différentielles

iz=

dz; . , ,
(2) 7;:281&:”‘('”” o'w‘Tn) (/‘A:l’-'-»”)y

(=1

et en calculant la solution telle que, pour ( =o, les «; prennent les
valeurs x;. Dans les formules des transformations obtenues,

(3) = Fp(ay, .ovy 23 l),

le paraméetre est £; si 'on désigne par 0, la transformation générale
du sous-groupe, on a
' 0[ (')" = (')(.,,_".

Le point représentatif de ©, décrit une géodésique passant par le
point origine (pour {=0); de plus, le rapport de deux segments de
cette géodésique, limités 'un par les points (¢4,) et (¢,), autre par les
points () et (¢,), est égal &

ty— ¢

J g
t,—10,

Dans les formules (3), les fonclions F; dépendent des coefficients ¢/
de la transformation infinitésimale génératrice; mais elles ne font
intervenir évidemment que les r produils e'¢, ¢2¢, ..., ¢’t. Toute
transformation finie du groupe (suffisamment voisine de la transfor-
mation identique) est donc définie par les » quantités ¢'¢; comme les ¢’
ne sont définis qu’a un factear prés, rien n’empéche, pour une trans-
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formation finie donnde, de supposer ¢=1. Les formules
(4) 'EZT.:F/:('II' ...,x,,;e', e, '-"er)

qui s’en déduisent sont les éguations canoniques du groupe; ¢', ..., e’
sont les paramétres canoniques de S. Lie (').

Les variables canoniques jouentici le méme réle que les variables
normales de Riemann dans la théorie des espaces de Riemann (*).
Toute géodésique issue du point origine est représentée analytique-

ment par des équations linéaires

el e! e’

_— ... ==
m' m? m!

les coefficients ' étant des conslantes. Sil'on regarde les ¢’ comme les
coordonnées cartésiennes d’un point dans un espace ordinaire, toute
géodésique issue du point origine est représentée par une droite issue
de lorigine des coordonnées, et deux vecteurs équipollents portés sur
cette géoddsique sont représentés par deux vecteurs ¢quipollents.

De méme toute variété totalement gcéodésique passant par le point
origine est représentce par une multiplicité plane.

26. Nous pouvons, a 'aide des paramétres canoniques de S. Lie,
représenter une transformation finie du groupe par le méme symbole
. . oy ¥\ B . J
que la transformation infinitésimale Z ¢! X;f qui'a engendrée. Cela
’ i
nous permet de dire que les poinis de l'espace du groupe peuvent
étre rapportés ¢ un repére cartésien ayant pour origine le point
origine; le vecteur joignant l’origine ¢ un point quelconque n’est

aulre que le vecleur Ee’Xi Sy o lon regarde les symboles

t
X, [y «oes X, f comme représentant les vecteurs unitaires du repére
cartésien consideéré.
Avec cette convention, le vecteur joignant 'origine 4 un point de

(') Lie-Scuerrers, p. 454.
(%) Voir E. Cartan, La Géométrie des espaces de Riemann (Mémorial de
‘Math., fasc. 1X, 1925, p. 26).
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D'espace est représenté par une des transformations infinitésimales
génératrices du sous-groupe & un paramétre associé a la géodésique
sur laquelle est porté le vecteur.

II. — La oconnexion affine sans courbure attachée
4 la premidre espédce d’équipollence,

27. Considérons la premiére espéce d’équipollence de I'espace du
groupe. Attachons & chaque point de I'espace un repére cartésien
¢quipollent (de premiére espéce) au repére que nous avons attaché au
point origine. Nous I'appellerons « repére cartésien de premiére

—_

espéce ». Le vecteur aa’ joignant un point (@) a un point infiniment
voisin (a@’) est paralléle de premiére espéce au vecteur joignant le
point origine au point représentatif de

’ ‘a’ 'r;‘ = Ta+:/u. 'r;‘ .
- o ] .
Le vecteur aa’, rapporté au repére attaché au poinl («), a donc la
méme expression analytique que la transformation infinitésimale

. Tn+:/u ’ ‘;t y
solt
X, [+ Xy f+... .+ X, f

le symbole de cette transformation infinitésimale; les @' sont mani-
festemert des expressions linéaires en da,, ..., da,, avec des coef-
ficients fonctions des a;. Les r formes de P faff o' sont les coordonnées
du point (') rapporté au repére cartésien attaché au point (a).

Le calcul des expressions @ se fait facilement si I'on connail les
équations finies du groupe G :

) .
=0 (2, ..oy Xy} Qyy oy Q).

Si I'on désigne par x;~+ dx; ce que devient la variable x; par la trans-

formation T, 4, T:!, on obtient du; en éliminant x,, ..., x, entre les
deux systémes d’équations

(5) . miZ(Dt(xt’-'-7xn; Qg "-3ar)7

(6) 2+ doy=0,(Zy, ..., Zp; @y +day, .. ,a.+ da,);
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la transformation T' fait en effet passer des x; aux E,,‘et la transfor-

mation T,,4, fait ensuite passer des z; aux &, + dx;. On obtiendra des
formules de la forme (')

h=r
(7) da:izzmkikt(xh ceer Tn) .
k=1
avec
h=r
"”"‘—‘-2 Wk da,,

h=1

Si 'on désigne par f une fonction arbitraire des ,, on aura
' k=r

(8) e/fzz @k X f.

=1

équation qui condense symboliquement les 2 équations (7).

28. La connaissance des r formes de Pfaff @', ..., ®" permet de
définir dans 'espace une connexion affine. On sait qu’un espace,
& chaque point duquel on a attaché un repére cartésien, est doué d’une
connexion affine si 'on s’est donn¢ la loi qui permet de rapporter I'un
a I'autre deux repéres infiniment voisins (* ), analytiquement, cette loi
est déterminée :

1° Par la connaissance des coordonnées w’, par rapport au pre-
mier repére, de l'origine du repére infiniment voisin;

2° Par la connaissance des paramétres directeurs, par rapport au
premier repére, des vecteurs de coordonnées du second repére, ou
encore par la connaissance des quantités w/ qui permettent d’exprimer
les variations géométriques de, des vecteurs unitaires de coordonnées,
1'app0rte'eé au premier repére :

) %l
de, :z wf e
k

(1) Ces formules constituent le premier théoréme fondamental de S, Lie; voir
vpar exemple Lie-Scuerrers, p. 371, équation (9)-
(%) Voir E. Cartan, Sur les variélés @ connexion affine et la relativité géné-
ralisée (Ann. Ec. Norm., 3¢ sérle, t, lt.(), 1923, p. 325-412).
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Ici les repéres attachés aux différents points ¢élant équipollents
entre eux, les composantes »/ de la connexion affine sont toutes
nulles; il ne reste que les composantes @’du vecteur joignant 'origine
du premier repére i celle du repére infiniment voisin.

La connaissance de la connexion affine permet de développer toute
courbe AB de l'espace sur I’espace affine tangent au point A ; sila
courbe est fermde (cycle), le repére attaché¢ & A a subi un déplace-
ment affine; le déplacement complémentaire qui le raménerait a sa
position initiale définit la courbure et la torsion de I’espace ; la torsion
se traduit par la translation qui rameénerait l'origine du repére & sa
position initiale; la courbure se traduit par la rolation affinc qui
aménerait le repére, dans sa position finale, & é&tre équipollent i sa
position initiale.

Dans le cas qui nous oceupe, la courbure est nulle, puisque,'équi-
pollence ayant une signification absolue, les repéres attachés aux
différents points de l'espace restent, dans le développement, équi-
pollents entre eux. Il y a donc simplement une torsion.

29. Dans le cas général d’un espace dont la connexion affine a des
composantes w’, »/ quelconques, la torsion associ¢e i un cycle ¢lémen-
taire est définie analytiquement par les expressions

A}

(9) Q& = (ofY— P[0t 0}];
p

la translation qui la représente est le vecteur

-—Z Qi ;.
i

Quant 4 la courbure, elle est définie analytiquement par les formes

(r0) Q= () — Y, [of wh].
-

Dans le cas présent, les formes o] étant identiquement nulles, la -
courbure est évidemment nulle, et la torsion se traduit par la trans-
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lation représentée par le vecteur

= (=) Xef.

I

20. Le calcul de la torsion de I'espace revient i celui des covariants
bilinéaires (@')'. Or on peut remarquer que les ¢quations (5), oa’on
regarde les «; comme des constantes, fournissent la solution géncrale
du systtme d’équations aux diftérentielles totales (7), ot les x; sont
regardées comme des fonctions inconnues de @, ..., a,.Il résulte de la
que le systéme (7) est complétement intégrable. Par suite, d’aprés un
théortme classique, les covariants bilinéaires des seconds membres
sont nuls si 'on tient compte des équations (7) clles-mémes. On peut
faire le calcul sur la forme condenscée (8). On obtient

}: Xof (@) + X LA\ fomt] =0
5 k

en remplacant ¢\, f par sa valeur obtenue en utilisant (8):

d"\""f:Z o/ X (X f),
' i
on obtient

TS @)+ DN O = N(X )] [ ] = o,

ik

Cette équation doit étre une identité. 1l en résulte, en posant avec
Jacobi et S. Lie,
NjONe )= NN ) = (N \p),

qu’on doit avoir des équatians de la forme (')

(x1) (X;Xy) :2 cjiit Xy f

et '

(12) , (w‘)’:——z ¢i’ [@/]w*]. )
1 jk)

(') Les équations (11) traduisent analytiquement le second the'orérﬁefonda-
mental de Lie (voir Lie-ScherrErs, p. 380).

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1ga7. . 5
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Les coefficients cj;, d’aprés (11), ne dépéndent que de x,, ..., £,;
d’aprés (12), ils ne dépeundent que de @, ..., a,; ce sont des cons-
tantes, que S. Lie appelle les constantes de structure du groupe.

Les formules (12) nous donnent donc la torsion de 'espace; la
Lranslation associce & un élément de surface orienté de l'espace est

=¥ @y X f= 3 [0/ 0] i X, f.

(h), »

Si I'on prend, par exemple, un parallélogramme ¢lémentaire dont le
premier cOté soit le vecteur

. U= X f,
i
et le second le vecteur

V=D XL,
L
la translation associée i ce parallélogramme est

¥ (o Br—ak @) s X f = (Lo Xaf, BB Xif)=(UV).
ks
Par suite, si l'on considére un cycle élémentaire formé d'un
parallélogramme dont les deux cdtés soient respectivement équi-
pollents de premiére espéce aux vecteurs infiniment petits de sym-
boles U f et V f, la translation associée & ce cycle se fait suivant un
vecleur équipollent de premicre espéce au vecteur de symbole (UV).

31. On peut démontrer directement ce résultat important, ce qui
fournira une autre démonstration des formules (12). Considéroris un
point (a) correspondant i la transformation T, et le cycle formé des
quatre segments de géodésiques suivants :

T,— 0,T,
. ' ' 8, T,—0,0,T,
0,0,T,— 0,T,,
0, T, — T,

On a désigné par O, cl O, deux transformations infiniment petites de
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symboles U f, V/.Le cycle ainsi obtenu est un vrai parallélogramme,
le premier ct le troisitme c6té étant équipollents de premicre espéce.
le sccond et le quatri¢me équipollents de seconde espice.

Fig. 1.
8,7,

orT
T

Quand on développe ce cycle sur P'espace affine tangent en (a), le
premicr segment de géodésique se développe suivant un segment de
droite formant le vecteur U f, le second suivant un vecteur représenté
par le symbole de la transformation infinitésimale

((')l 02 'l‘(l) (91 'I‘ll)—-1 == 9' @’2 @T' )

le troisitme segment fournira le vecteur — U £ et le quatriéme le vec-
teur — V/. Finalement, la somme géométrique des quatre vecteurs
fournis par le développement du cycle sera la différence entre le sym-
hole de ©,0,0;" ct Vf; la torsion sera donc représentée par la-trans-
lation inverse.

Or, pour avoir le symbole de ©,0,0;", désignons par la lettre x les
variables primitives, par z’ les variables transformées par 0;', par z"
les variables transformées des &' par @,, et enfin par x”les variables
transforméces des z” par ©,. Nous voulons calculer la fonction
f(x}, ..., ,) au moyen de 'f(x,, ...y Z,). Pour cela, remplacons
d’abord les z” en fonction des «”; nous obtenons une nouvelle fonction
des z” qui se déduit de f(«, ..., #) par la transformation ), : c’cst
done '

S+Uf+...;

pour exprimer celte fonction au moyen de f(r), ..., x,), nous la
transformons par 0,, ce qui donne ‘

S+Uf+=Vf+=V(Uf)+...;
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enfin, pour avoir son expression au moyen de f(z,, ..., «,), nous la
transformons par 7', ce qui donne

fHUf+V 4+ V(US)—Uf=UVSf).=f+ Vf—(UV) +....

Il en résulte finalement que le symbole de la transformation ©,0,07"

est
Vf—(UV).

Finalement, la translation qui représente la torsion du cycle con-
sidéré est (UV).

Si le cycle ¢tait supposé fini, et si Uf et V/ représentaient les deux
transformations finies ©, ct ©,, la translation, comme on pourrait le
- démontrer, serail représentée cxactement par le vecteur

1 . | ' (=)
(UV) — = (U(UV)) + 5 (U(u(uvy) e e (URV)
en convenant de poser
(UnVy=(U(U»V)).

32. Il existe, dans tout cspace i connexion affine, un théoréme
général de la conservation de la courbure et de la torsion, traduisant
géométriquement les identités de Bianchi (). Dans le cas présent, la
courbure n’existe pas et le théoréme prend la forme suivanle :

Si l'on considére un domaine & trois dimensions infiniment pelit
de U'espace et la surface qui le limite, la somme géométrigue des
vecteurs qui représentent les translations associées aux éléments de
celte surface est nulle.

Analytiquement, le théoréme se traduit cn annulant la dérivée exté-
rieure (?) des seconds membres des équations (12) et en y tenant
compte de ces équations elles-mémes (identité fondamentale). Le
calcul donne tout simplement les relations algébriques auxquelles
doivent satisfaire les constantes c;’ pour qu'elles soient les cons-

(") E. CarTaAN, Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. b0, 1923, p. 373-375.
(%) Voir E. Cagrax, Lecons sur les invariants intégrauz, Paris, Hermann,
1922, p. 66-73. ’
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tantes de structure d’un groupe ('):

z (CL/\ C.-‘./:./I -+ c/'ﬁ"‘. C,}Zh-f- C},.;-"' c:(/g/l) — 0.

5

Ces relations sont aussi fournies par I'identité de Jacobi

((Y,YJ)X/‘>+((ijk)/\l)-l—((\/lxl)xj)zo,

dont on voit ainsi la signification géométrique. On pourrait du reste
essayer de la retrouver directement en prenant un parallélépipéde
convenable et lui apphquant le théoréme de la conservation de la
torsion.

Il est & remarquer ici que, l’espace admettant un parallélisme
absolu, le théoréme de la conservation de la torsion est vrai pour un
domaine fini  trois dimensions quelconque.

[y

395. Dans un espace 4 connexion affine quelconque, il existe un
groupe d’holonomie engendré par les déplacements affines associés
aux différents cycles issus d’un point de l'espace (*). Si tous ces
déplacements sont des translations, le groupe est engendré par les
translations infinitésimales associées aux cycles élémentaires; or
toutes ces translations sont représentées par des symboles de la
forme (UV). On sait que les crochets des différentes transformations
infinitésimales d'un groupe engendrent aussi un groupe, le groupe
dérivé (*). Si le groupe dérivé est dordre ¢<r, le groupe d’holo-
nomie est un groupe de translations & o paramétres s'effectuant dans
la direction des transformations du groupe dérive.

(") Ces relations constituent le troisi¢me théoréme fondamental de Lie (voir
Lix-ScuEFFERs, p. 395).

(?) E. Cartan, Ann. Fe. Normale, 3¢ série, t. 71-1 1924, p. 1-3D; voir aussi
L. CartaN, Les groupes d’holonomie des espaces généralisés (Acta math.,
1. 48, 1926, p. 1-42).

(*) S. Lig, Leips. Ber., 1888, p. 19.
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II1. — La connexion af‘ﬁne sans courbure attachée
4 la seconde espéce d’équipollence.

34. Nous allons maintenant attacher 4 chaque point de I'espace un
repére cartésien équipollent de seconde espéce au repére cartésien du
point origine. Les coordonnées cartésiennes d'un point (a’), infini-
ment voisin d'un point (&), seront, par rapport au repére attaché
au point (a), les coefficients «' du symbole

o' Xy f+... 40X, [

de la transformation infinitésimale T 'T,, ...

Nous aurons ainsi défini dans 'espace une seconde connexion affine,
en convenant de regarder comme équipollents les vecteurs équipollents
de seconde espéce.

Pour calculer les expreesmns de Pfaff v/, nous pouvons remarquer
que la transformation T' T, ,, est égale a T,7 4 T3 quant ausymbole
de cette transformatlon infinitésimale, il est égal et opposé & celui
de T;!,,T., qui s’en déduit en changeant les signes des différen-
tielles da,. :

Le calcul de T;!,, T. se fait sans difficulté. Si nous connaissons les
équations finies du groupe

’-—- .
.l',‘_—d)i(.l'l, veeg Tt Ay ooy ar),

et si nous appelons x;+ dz; les variables transformées des x; par la

transformation T;!, T,, nous aurons les dx; en ehmmant les x entre
les deux systémes d’équations

(13) S ;?,-:_—d),(x,, eey Xy Ay v eay @),

zi=® (2 + dzy, ..., xn+dz,; a,+day, ..., a.+da,).

Ici 'élimination est toute faite et donne tout simplement

P aP .
(14) 2 [d /:+Z)df‘;da;=0 (i=1,...,n)

Soit maintenant f une fonction arbitraire des x;; les équations aux
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différentielles totales (14) sont équivalentes & I'équation condensée
(15) df =— o' X, f— !Xy f —...— 0" X,.f, '

et cette équation est complétement intégrable, puisque I'intégrale
des équations (14) est donnée par les premiéres formules (13), ou les
x; sont des constantes d'intégration arbitraires.

En exprimant que I'équation (15) est complétement intégrable, on
obtient, comme au n° 30, d’abord les relations (11), puis les relations
suivantes, analogues a (12) :

(16) (w-‘)’::ZCJ,f[wf.w"].

(k)

35. Il ne sera peut-étre pas mauvais de faire le calcul des formes &'
et o' dans un cas particulier. Soit le groupe a deux paramétres

2'=ax + b.
Choisissons pour transformations infinitésimales de base
, d , d
X’f:xa;ﬁ, Xzf:;:{—c,

avec ; )
(X Xy)=— X, f.

Pour avoir les formes @' et @2, il faut éliminer z entre les deux
équations
x=ax - b,
: z+dr=(a+da)z +b+db,
ce qui donne .
de=z v db— b =%, +<db—b ‘fi‘> X,z;
a ) a a A a

on a done

Pour avoir les formes o' et 0?, il suffit d’annuler la différentielle

de ax -+ b, ce qui donne

da db
dr+ —2 4+~ —=—0¢
a a
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ou

dr + (-i—qx,uc—i—&x._,x::o.
a a

On a donc

Wl = —, W= >

a

On peut vérifier facilement les relations

(@)=0, (o= [u's’]

(') = o, (0?) =—[0!'w®].

36. La torsion de I'espace doué de la seconde connexion alfine est,
pour un cycle élémentaire, donnée par le vecteur — (w;). On en
déduit immédiatement le théoréme suivant :

Si Pon considére un cycle élémentaire formé d’un parallélo-
gramme dont les deux cotés soient respectivement équipollents de
seconde espéce aux vecleurs infiniment petits U f et V f, la trans-
lation associée & ce cycle est équipollente de seconde espéce au
vecteur — (JUV).

On obtient donc une translation égale el opposée a celle ue fournit
la premiére connexion alfine. Ce résultat, néanmoins, n’est pas si
évident qu'il le parait au premier abord, car il ne s’agit pas ici du
méme parallélogramme que dans le premier cas. Pour pouvoir com-
parer les résultats avec rigueur, il faut remarquer qu’un vecteur issu
du point (a), et équipollent de seconde espéce au vecteur U fissu du
point origine, a pour extrémité le point T,0,, en désignant par 0, la
transformation infinitésimale de symbole U /5 or on a

Ta0,=(T,0,T.") Ty

par suite le vecteur considéré est équipollent de premiére espéce au

vecteur Uf, en désignant-par Uf la transformation translormée
de U f par T,. Or on sait que si ’on pose

(UVY=W/,

et si 'on transforme les transformations Uf, V£, W /en Uf, V £,
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W £, par une méme transformation du groupe, on a encore
(TV)=Wy.

Cela posé, la translation associée au cycle élémentaire dans la pre-
miére connexion affine est (n° 30) équipollente de premiére espéce

au vecteur W £, donc équipollente de seconde espéce au vecteur W f;
elle est donc bien égale et opposée a celle qui lui est associée dans la
seconde connexion affine.

‘n conclusion, les dewr connexions affines sans courbure de
lespace lui conférent des torsions égales el opposces.

a7. On pourrait naturcllement retrouver directement le résultat
obtenu dans le numéro précédent en considérant les quatre points

{Al g L4 Al L4
Iu! l{l(.)ly 14102019 FHO‘J

et les quatre segments de géodésiques qui les joignent les uns aux
autres. Le développement du cycle de I’espace affine tangent en (a)
donne :

Pour le premier coté, le vecteur U f;

Pour le second c6té, le vecteur V £+ (1JV) (transformation infi-
nitésimale ©'0,0,);

Pour le troisiéme coté, le vecteur — U £

Pour le quatriéme cité, le vecteur — V f.

La translation associée au cycle, étant égale et opposée 4 la somme
géométrique des quatre vecteurs précédents, est donc bien égale
a —(UV).:

Le théoréme de la conservation de la torsion donne ici le méme
résultat que précédemment, et le groupe d’holonomie relatif a la
seconde connexion est le méme que celui qui est relatif & la premiére.

38. La propriété démontrée au n° 10 que toute géodésique de
premiére espéce est aussi géodésique de seconde espéce conduit i des
résultats analytiques intéressants. Ou peut en effet définir une géode-
sique de premiére espéce comme une courbe qui conserve sa direction
dans la premiére connexion affine; comme les repéres cartésiens

Journ. de Math., tome V1. — Fasc. 1, 1927. 6
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choisis sont tous équipollents entre eux, on aura toutes les géodésiques
en initégrant les équations différentielles du premier ordre

ot fokd (ol .
('7) —'_—*—.,—"-——'...:;n—',,

m'~ m?

les m' étant des constantes arbitraires. .
D’autre part, les géodésiques de seconde espéce sont données de
méme par I'intégration des équations

(18) == ==

les n‘ étant des constantes arbitraires.

L’intégrale générale des équations (17) est donc la méme que
celle des équations (18).

Dans l'exemple du n° 35, ces deux sysiémes peuvent s’écrire
respectivement

db——l)(-lg =m da’
a a

et ’on vérifie facilement que, pour chacune des équations, la solution
générale est de la forme b = Ca + C’. Du reste on peut ici se servir
de ce résultat connu a priori pour supprimer toute intégration, car
la deuxiéme équation donne db = nda, et, en portant dans la pre-

miére, on obtient
b=na—m.

Des considérations analogues pourraient étre développées daus le
cas général. '

Ajoutons que I'élément d’arc d’une géodésique est, a un facteur
constant pres, soit la valeur commune des rapports (17), soit la valeur
commutie des rapports (18).

IV. — Passage d’'une des connexions affines sans courbure i I’autre.

39. Supposons que I'on connaisse les formes @' qui définissent la
premiére connexion affine sans courbure de I’espace, supposé rapporté
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a des repéres cartésiens de premiére espéce. Si ’on veut, en seservant
de ces repéres, définir la seconde connexion affine sans courbure, il faut
déterminer les orientations mutuelles de ces repéres dans cette seconde
connexion.

On peut y arriver en utilisant les lmnslal/ons de premiére espéce
de l’espace (n° 16); considérons la translation infinitésimale par
laquelle chaque point se déplace d'un vecteur infiniment petit équi-
pollent de premiére espéce a un vecteur fixe(e', ¢*, ..., €); dans cette
translation, toute géodésique se déplace en restant paralléle de seconde
espéce a elle-méme. Désignons par le symbole ¢ le déplacement cor-
respondant & la translation et par le symbole d un déplacement arbi-
traire ; on a

L’équation

(12) ' (m")’:—ZCj/;"[wfw"]
(jk)
est une forme condensée de I'équation
dow* (d) — dw* () = _E cji' o (8)wk(d).
ik
Avec les conventions faites, et si nous posons
w*(d) = us,

nous obtenons, en remarquant que les ¢‘ sont des constantes,
o0 =3, e

+ Cetle équation donne lavariation subie par les composantes d’un
vecteur (u') qui sc déplace en restant équipollent de seconde espéce:
& lui-méme, son origine subissant le déplacement infiniment
petit (e').

Il résulte de la que les composantes de la seconde connexion affine
sans courbure de lespace rapporte 4 des repéres cartésiens équi-
pollents entre eux de premiére espéce, sont les formes w*et

(20) m/:z ci/ ok
k
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la formule générale ui exprime qu’un vecteur 'se déplace paralléle-
ment & lui-méme dans une connexion affine quelconque est en effet

-
dut '*‘Z Wty =o.
I'.

.

40. Il est facile d’aprés cela de calculer autrement qu’au n” 36
la torsion conférée a ’espace par la seconde connexion affine ; elle est
donnée par les formes

— I =— (m*Y +2wm 1== Y itlw/wt|;
1///)
elle est effectivement égale et opposée a la torsion de la premiére
connexion alfine, comme nous I'avions vu, mais d’'une maniére moins
directe, au n° 36.
Il est également facile de vérifier que la seconde connexion affine,
définie par les composantes (20), est sans courbure. On a en effet

V= (mY *Z[“’f"”"l“*z. [Z (i ciid + it exg? +cigheisd) | [
J,‘il % _

Or le coefficient de [ ®**] dans le troisieme membre est nul d’aprés
I'identité de Jacobi.

Z1. On peut enfin chercher a calculer les formes ', connaissant
les formes o', Soit
m‘:E ok
k

le vecteur covariant dont les composantes sont u, u,, ..., u, est lixe
dans la seconde connexion alfine; ses composantes ¢, salisfont donc
aux équations différentielles

-~
d“«—Z. v =0
k

ou

(21) dv,+2 ciormt=o.
ki
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On cherchera 7 solutions indépendantes de ce systéme d'équations
aux différentielles totales complétementintégrable, et & chacune d’elles
on fera, correspondre une forme © = X¢, m".

Prenons I'exemple du n* 35 :

_da da

m‘_—l—l-, m?::db—b—a—; cit=—1, cil
Le systéme (21) devient
\
dv,— v, (db— o‘%) =o,
dv,+ v, ‘—i—? = o;
il s’intégre immédiatement et donne

b
"IZCZ+C’1 Py= —>

ce (ui correspond a la forme générale

'J)=Cf‘£{)+(;’-€—lﬁ'
a a

On peut achever de particulariser les formes ', qui jusqu’a
présent ne sont définies qu’a une substitution linéairc prés a coefficients
constants, en ajoutant la condition que, au point origine, les coeffi-
cients de ' aient les mémes valeurs numériques que ceux de &'
On obtient ainsi, dans 'exemple précédent,

,_ da

db
6) = ) )= —
a a

2

42. Les équations (21) vont nous conduire 2 une autre conclusion
intéressante. A la premiére connexion affine sans courbure est attaché
un élément de volume de I'espace, défini a un facteur constant prés, et
qui est par exemple

de méme a la seconde connexion affine sans courbure est attaché un

élément de volume
diy=—w'e?. ..o
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en choisissant comme nous l'avons fait les deux facteurs constants,
I'élément de volume a la méme valeur au point origine.

On peut se demander si ces deux définitions intrinséques du volume
dans ’espace du groupe sont les mémes. Or il est ¢vident qu’avec les
notations du numéro précédent, on a

dty=| ul | dzy= Adx,,

A désignant le déterminant formé par s solutions indépendantes de
I'équation (21).
On sait que ce déterminant satisfait & I'équation
dA dd N
2t cii'mht=0 ou X< :2 ¢ ok,
b hi
11 en résulte d’abord que la forme du second membre est une diffe-
rentielle exacte, ce qui serait facile a vérifier par le calcul, ensuite
quel'ona
247}2" wh

hi
A=e¢ " ,

U'intégration étant effectuée 4 partir du point origine.

En général donc les deux éléments de volume dz, et dr, sont
différents.

L’équation

2 cii'et=o

h,i
exprime que la transformation inlinilésimaleZe"Xh Jf engendre un

certain sous-groupe invariant & r —1 paramgtres (*) (le premier
membre de ’équation n’est autre que la somme des racines de I'équa-
tion caractéristique du groupe). A ce sous-groupe .invariant sont
associéesco” variétés V,_,, totalement géodésiquesde premiére catégorie;
le déterminant A reste fixe quand on- se déplace dans chacune de ces
variétés. ‘

Si chacune des so’mmesZc,’,;‘ est nulle, les deux éléments de

, i

(*) Voir E. CartaN, Thése, p. 27, note.
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volume 7, et dz, sont identiques : c'est ce qui se produit en parti-
culier pour les groupes semi-simples.

45. Considérons un domaine & r dimensions de I'espace et effectuons
sur ses différents points () une translation de seconde espéce définie
par
(22) Ty = Ty T

par cette translation tout vecteur est changé en un vecteur équipol-
lent de premicre espéce; par suite, on a

(23) m‘(.'i;d'g):m"(;’; Yy (E=1, o).

Toute translation de sceconde espéce conserce done le volume de

premiére espece [ d=,, et de méme loute translation de premiére

espéce conserve le volume de seconde espéce f dr.,.

M. Hurwitz a indiqué une méthode permettant de former les inva-
riants d'un groupe quand le volume total de V'espace du groupe est
fini ('). Soit F(a,, ..., «,) une fonction arbitraire des variables ;
faisons correspondre i chaque point (£) de I'espace la. fonction F,
obtenue en effectuant sur les variables « la transformation Ty; la
fonction

o= Fte

o1 'intégrale est étendue & tout I'espace &, est un invariant du groupe,
“comme on peut s’en rendre compte facilement.

4%. Les équations (22) constituent I'intégrale générale des équa-
tions (23), ou l'on regarde les &, comme des fonctlions inconnues
des %,. Ces équations (23) sont donc complétement intégrables. Il est
facile de le démontrer directement : les covariants bilinéaires des deux
‘membres de ces équations sont en effet identiquement nuls quand on
tient compte des équations. elles-mémes, et cela en vertu des équa-
tions (12) et de la propriété des c;;s d’étre des constantes. Les équa-
tions (23) peuvent étre regardées comme les équations de définition

(") Goet. Nachr., 1897, p. 71.
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des transformations finies du second groupe des paramétres (22). De
méme les équations
wi (81 dE) =o' (E'; dE')

sont les équations de définition du premier groupe des paramétres.

La définition de chacun de ces groupes comme I'ensemble des
transformations qui conserveni un certain nombre d’expressions
de Pfaff est susceptible, comme on le sail, de s’étendre a tous lés
groupes conlinus, finis ou infinis.

On peut remarquer que la connaissance des ', c’est-a-dire- des
équations de définition du second groupe des paramétres, entraine
sans intégration la connaissance des transformations infinitésimales du
premier groupe des paramétres. En effet toute transformation infini-
tésimale de ce groupe est une translation infinitésimale de premicre
espéce; par suite, les coordonnées (a,, ..., a,) d’un point (uelconque
y subissent des accroissements (8a,, ..., 2a,) telsque I'on ait

wi(a; da) =é',

les ¢’ étant des constantes. Ces équations, résolues par rapport aux s,
donnent les transformations infinitésimales cherchées sous la forme

A S+ Ay f+...+e AL S
Il est facile de voir que I'on a symboliquement
df=o'A f+ A f+...+w"A,[.

Il résulte des considérations précédentes que I'intégration des équa-
tions (21) résout chacun des problé¢mes suivants :

Connaissant les équations de définition du second groupe des
paramétres, déterminer ses transformations infinitésimales;

Connaissant les transformations infinitésimales du premier
groupe des paramétres, déter miner ses équations de définition;

Connaissant les équations de définition du second groupe des
paramétres, déterminer celles du premier;

Connaissant les transformations infinitésimales du premier
groupe des paramétres, déterminer celles du second.

Tous ces problémes sont équivalents.
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V. — Propriétés caractéristiques d’une connexion affine
sans courbure attachée i un groupe.

48. Considérons un espace a connexion affine sans courbure,
c’est-a-dire en somme doué d’un parallé¢lisme absolu. Si I'on attache
aux différents points de l'espace des repéres cartésiens équipollents
entre eux (au sens de la connexion affine de I'espace), la connexion
affine sera complétement définie par les r expressions de Pfaff o' qui ,
donnent les coordonnées, par rapport au repére attaché & un point de
'espace, de tout point infiniment voisin. Ces r expressions ne sont
a priori assujetties 4 aucune condition restrictive, de sorte que
Uespace le plus géneral a connexion affine sans courbure est defini -
analytiquement parr exprcsszons de Pfaff linéairement indépen-
danles arbitraires.

- Les covariants bilinéaires (a’)’ peuvent toujours se mettre sous la .
forme.
(w‘)’:—z c'j,;"[w/m"] (s=1, ..., 1),

(jh

de sorte que les coefﬁments c;;* définissent analytiquement la torsion
de I'espace.

Il est facile de voir que, dans un espace & connexion affine sans
courbure, on peut définir une équipollence de vecteurs satisfaisant aux
conditions 1°-6° du n° 2. Définissons d’abord les géodésiques comme
des courbes qui ont partout la méme direction, c’est-a-dire comme les
solutions des équations différentielles

. ,

(17) ' % =...= 1—67’1—"’

les m' étant des constantes. Cela posé, sil’on donne aux mi des valeurs
fixes, les équations (17) définissent une congruence de géodésiques
telle qu’il en passe une et une seule par tout point de I'espace; nous
pouvons convenir de dire que ces géodésiques sont toutes paralléles
entre elles, puisque deux vecteurs infiniment petits pris, I’'un sur I'une
de ces géodésiques, I'autre sur une autre, sont paralléles au sens de la
connexion affinedel’espace. Nous conviendrons enfin de dire que deux

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1g2-. ‘ ' 7
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vecteurs pris sur deux géodésiques de la congruence sont équipollents
si, étendue aux deux segments de géodésiques qu’ils déterminent,

Pintégrale -
ml — wz — — ) m"
-~ -‘ — —-’”l"‘z — .y m— '—'-.

a la méme valeur numérique.

On démontre sans difliculté que I'équipollence de vecteurs ainsi
définie satisfait aux six conditions 1°-6° dun® 2.
~ Remarquons en passant que loute équipollence satisfaisant & ces
six conditions ne peut pas étre oblenue par la méthode infinitésimale
précédente, parce que l'existence de géodésiques, telles qu’elles ont
été délinies au n° 10, ne découle pas nécessairement de ces six condi-
tions, comme on en donnerait facilement des exemples.

46. Nous allons nous proposer de caractériser de différentes
‘maniéres les espaces a connexion affine sans courbure qui peuvent
éire regardés comme des espaces de groupes.

Une premiére propriété caractéristique est la constance des compo-
santes c;;¢ de la torsion. Géométriquement cela veut dire que les
translations associées a deux cycles élémentaires équipollents sont
elles-mémes équipollentes, Démontrons que cette propriété caracté-
rise les connexions affines sans courbure des espaces de groupes.

Si en effet les coefficients c;;* sont des constantes, les équations de
Pfaff

(24) w'(a’; da') = w*(a; da),

ol les a’ sont des fonctions inconnues des a, sont complétement inté-
grables, puisque les covariants bilinéaires des deux membres

_2 ciil (@) [wi(a'; da'yw* (a'; da')]
(k) A
et

“‘2 cii (@) [®!(a; da)w*(a; da)]

(k-
sont égaux en tenant compte des équations (24 ). La solution générale

a'L.—:fi(a,, coay Qpy Cl! ey CI)
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des équations (24), avec r constantes d'intégration G, ..., C,, définit
donc le groupe G simplement transitif & r paramétres des transfor-
mations qui laissentinvariantes les formes @*. Donnons-nous arbitrai-
rement dans 'espace un point (a,) et faisons correspondre a chaque
point (a) la transformation T, du groupe G qui améne le point (&, )en
coincidence avec le point (a). Cela posé, les équations (24). qui
_—
expriment I'équipollence de deux vecteurs infiniment petits a, a + da
———) . . e
et @', o'+ da, signifient que la transformation de G qui amene (a)
en (a') améne aussi (¢ + da) en (a'+ da'), autrement dit qu'on a
Tu’ ’l‘l_ll = Tu’+rlu‘ 'l'-l;-:-lla‘
ou enfin

T ‘_l r ‘\) — -1y
ru la—f—du—' lu" 111’«{-{1/1"

L’équipollence de I'espace est donc la seconde équipollence attachée
au groupe G.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Pour gu’'une connexion affine sans courbure soit atlachie & un
groupe, il faut et il suffit que la torsion d’un cycle élémentaire se
conserve quand on transporte ce cycle par parallélisme (*).

47. Considérons, dans un espace 4 connexion afltine sans courbure,
la transformation ponctuelle infinitésimale (translation) par laquelle
les différents points se déplacent de vecteurs équipollents. Dans
un espace de groupe, une telle transformation ponctuelle laisse inva-
riante la connexion affine de I'espace, c¢'est-a-dire change deux vecteurs
équipollents en deux vecteurs équipollents. Nous allons démontrer la
réciproque.

Soiente', ..., ¢"les composantes duvecteurinfiniment petit que décrit
chaque point de 'espace ; le calcul fait au n° 39 nous montre que tout
vecteur (u', ..., «") devient, par la translation, un nouveauvecteur de

(') L'espace d’'un groupe, considéré comme un espace a connexion affine sans
courbure, appartient & la classe trés importante des espaces dans lesquels la
courbure et la torsion d’un cycle se conservent quand on transporte ce cycle par

parallélisme. 11 sera question plus loin de ceux de ces espaces dont la torsion est
nulle. '
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u‘—z ¢ic* el uk.
ik

Si alors deux vecteurs équipollents issus de deux points différents
restent équipollents, c'est que, aux deux points consideérés, les quan-

composan tes

titész cyre/ u* ont les mémes valeurs numériques, et cela quels que
”
soien]t les ¢/ et les u*. Il en résulte que les coefficients c;;* sont des
constanlies.
Convenons de dire qu'une transformation ponctuelle est isomor-
phigue quand elle conserve la connexion affine de I'espace. Nous
_ arrivons au théoréme suivant :

Pour gu’une connexion affine sans courbure soit attachée a un
groupe, il faut et il suffit que les translations (dans lesquelles les
différents points de l’espace décrivent des vecteurs équipollenis)
sotent des transformations isomorphiques.

48. Dans un espace 4 connexion afline sans courbure, les trans-
lations permettent de définir uneseconde connexion affine de ’espace,
en ce sens que deux vecteurs issus de deux points infiniment voisins
seront regardés comme paralléles s'ils se déduisent I'un de 'autre par
la translation qui améne le premier point sur le second. Dans un
espace de groupe, cette seconde connexion affine est encore sans
courbure. Nous allons démontrer la remproque.

En effet, si la seconde connexion’ affine est sans courbure, nous
avons dans I’espace deux systémes d’équipollence jouissant I'un et
l'autre des propriétés 1° 4 6° du n° 2. D’autre part, toute géodésique
de la premiére connexion affine reste géodésique dans la seconde

connexion, puisque si I'on imprime au vecteur a?, qui joint deux
points infiniment voisins d'une géodésique, la translation qui améne a
en @', le vecteur reste équipollent a lui-méme de seconde espéce, par
définition de cette équipollence, et que d’autre part il reste aussi
équipollent de premiére espéce, par définition des géodésiques. Cela

—
posé, si nous prenons un segment infiniment petit de géodésique aa’

i

]
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et que nous lui i 1mpr1m10ns la translation qui améne (a) en (b), il

deviendra un segment by équlpollent de seconde espéce i aaf le

segment da équipollent & ad’ deviendra par la méme translation un
—

—s - —_— )

segment b’ b” équipollent de seconde espéce & a’a” et par suite & aa’
— .. s , . . )

. et & b0’ etainside suite. Ilen résulte que, parla translation considérée,

la géodésique aa’a” se change en une autre géodésique b5’ b”; on voit

———— ——

de plus que si ab et @b sont équipollents de premiére espéce, aa‘™

et bb sont eqmpollemS de seconde espéce. Les deux espéces d’équi-
pollence sont donc conjuguées au sens du Chapitre I.

Il en résulte (n° 2) que la premiére équipollence jouit de la pro-
priété 7° et par suite (n° 3) que c'est une équipollence attachée & un
groupe. .

Nous avons donc le théoréme suivant :

Pour qu’une connexion affine sans courbure soit attachée & un
groupe, il faut et il suffit que la seconde connexion affine & laquelle
conduisent les translations de 'espace soit elle-méme sans courbure.

49. 1l est intéressant d’avoir une démonstration analytique de ce
théoréme. D’aprés le calcul du n° 59, la seconde connexion affine de
I'espace a pour composantes les formes

(20) wﬂ:Z ciil wk.

Calculons la courbure de cette connexion affine en posant
a'c,'..;fzz ciil ot
h

On a, en tenant compte du calcul [ait au n® 40,

/= (w/) —Z[E"m’] =, (cp1a— catip— gus!) [w*wh],
G
cn posant
gis! = Y (caleiid + epicia’ + citeii).
k
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L’absence de courbure donne donc

(25) chila — cailp = gapis
D’autre part, les équations

(w‘)’:—E ¢;ji’ e/ w"],

(ihy
dérivées extérieurement, donnent
(26) caf i + g’ o - €13 = gasi’ s

il en résulte immédiatement .
o’ u=o0;

autrement dit, les coefficients c;3/ sont des constantes.

CHAPITRE 1IL

LA CONNEXION AFFINE SANS TORSION D'UN ESPACE DE GROUPE.

I. — Définition de la connexion affine sans torsion.

80. Dans tout ce qui précéde, nous n'avons guére fait que présenter
sous une forme géométrique des propriétés classiques des groupes
finis et continus. L'introduction d’une troisiéme connexion affine,
intrinséquement liée au groupe, va nous fournir des points de vue
nouveaux.

Considérons deux segments de géodésiques aa' et ab issus d’'un

—
méme point («). Si I'on méne par le point (0) le vecteur 0b, équi-
o \ ~.+ .—» :
pollent de premicre espice & ad’,le vecteur a’b, est équipollent de
- —_—
seconde espéce 4 ab; au contraire, si 'on méne par (&) le vecteur bb,
— —
équipollent de seconde espéce & aa’, le vecteur a'b, est équipollent de
—
premicre espéce a ab.

-—_> _*—> 4 A —)
Les deux vecteurs a’'b, et a'b, résultent du méme vecteur ab par
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deux transports par parallélisme distincts correspondant aux deux
connexions affines sans courbure de deuxi¢me et de premicre espéce.

54. Il existe une troisi¢me maniére de procéder intermédiaire entre

les deux précédentes. Soit (¢) le milieu du segment aa', c'est-a-dire le
. ~> —_)‘ .
point de la géodésique aa’ tel que les deux vecteurs ac et ca’ soient

équipollents. N

Construisons le vecteur b/ équipollent de premitre espéce & ac
et le vecteur v équipollent de seconde espice a Zc?; nous obtenons
ainsi un vecteur @'4’. On obtiendrait le méme vecteur si I'on menait
d'abord le vecteur bk équipollent de seconde espice & ac puis le vec-

Fig. 2.

2 [ 24

6

=

teur k0’ qui serait nécessairement (n° 3) équipollent de premicre
—_—

espéce & ca’, puisque l'équipollence de seconde espéce de bk et de hb'
. - —
entraine I'équipollence de premicre espéce de bh et de kb'.

Nous avons donc une construction nous permettant de déduire d’un

+ . ’ . [} —_—-_) ) i
vecteur ab un vecteur bien déterminé a'l’ quand on transporte l’ori-
gine de (a) en (a') le long de la géodésique qui joint ces deux
points.
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On peut dire encore que le vecteur a'b’ s'obtient en construisant le
+ . \ 1 »
vecteur ck équipollent de seconde espice a ad et en prenant le vecteur

d’origine (a’) équipollent de premiére espéce & ch,

52. On peut présenter la construction sous une forme plus élégante.
Prenons le symétrique ($) du point (4) par rapport au point (a),

c'est-a-dire le point (B) tel que QZ soit équipollent a ab. Le point (b')
n'est autre que le symélrique de (8) par rapporl au milieu (c)

de ad.
u)
DeSIgnons en effet par le symbole = ou = l’équipollence de pre-

miére ou de seconde'espéce. De I’ équlpollence

")()%(‘2)——)
ch=—ab—=

résulte
—> () —>
Be=ah.
De I'équipollence
’ —> (8 —> (2] —>
ac =ca = ht'
résulte
- 1 —
ah=cl'.
On a donc
—> (1) —>
Be=ct'. C. Q. F. D.

On déduit en_particulier de cette construction le théoréme que si le
point (b) décrit une géodésique issue de (a),le point (') décrit
également une géodésique issue de (a’). De plus, les points (b)
et (b') décrivent sur leurs deux trajectoires des divisions égales

(n°18).

53. 1l est facile de calculer T, connaissant T,, T, ¢t T,. On a
T, Ty =T,T,', d’oit T,=T,T,'T,,

puis
Tb'T_ = T’, T(, s d’ott T/,'Z Tc T;' T/, Tzl Tar.

Or la transformation T, T;' est laracine carrée de T, T, et de méme
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la transformation T;' T, cst la racine carrée de T,'T,. On a donc

(l) TI)’ = \/Ta"r—(:' T, \/th Tu" )

On arrive au méme résultat en regardant (&) comme le symétrique
de (B) par rapport a (¢). Ona
TgTo'=T,T5', dow Te=T,T;' T,
puis .
T, T:'-8T.Ty', d’ols Ty=T,T;*T, T,'T,,

ce qui conduit 4 la méme expression (1) pour T,..

54. La formule (1) permet de démontrer que, si I'on considére sur
une méme géodésique trois points (a), (a'), (a”), et qu'on transporte

N . . . _? -
comme il vient d’étre dit un vecteur ab de (a)en (a'), puis le vec-

— —_— X

teur a'd’ obtenu de (') en (a”), le vecteur final a"d" est le méme que
. . v . —>

si I'on avait transporté directement ab de (a) en (a”). On a en effet

Ty =yTe T Ty VT:' Tu,
T/"’ = \/Ta" 'rl_t'l TI)' \/Ta'i Ta"= V'ra”T&"l \/Ta'T;;i TI) \/TZ’ Tu' \/T;'l Tn”'

Or, les deux transformations -

VT.T.," e (T,'T,

appartiennent 4 un méme sous-groupe a un paramétre (celui qui
définit la direction de premiére espéce de la géodésique); elles sont
donc échangeables entre elles, et le carré de leur produit s’obtient en
multipliant le carré de la premiére par le carré de la seconde, ce qui
donne

TTHT, Tt =T, T

.
a Y

on a donc finalement

Typ= T Ta' Ty YT T ¢. Q. . D,

—
83. Considérons un vecteur ab et un chemin quelcongue (C) par-
tant de (a) et aboutissant & un point (a’). Il existe un transport par
—
parallélisme déterminé du vecteur ab le long du chemin (C) : pour
'obtenir, on partagera le chemin (C) en un grand nombre d’arcs
. Journ. de Math., tome V1. — Fasc. I, 192, 8
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partiels par des points de subdivision (,), (a,), ..., (¢,). On trans-
portera ab en ;;Z, le long de I'arc de géodésique aa, comme il a é1é
expliqué dans les numéros précédents, puis on transportera a,b,

—— .

en a,b, le long de 'arc de géodésique @, «,, et ainsi de suite. Lorsque
le nombre des arcs partiels augmentera indéfiniment, de manitre que
chacun d’eux tende vers zéro, le vecteur final tendra vers un vecteur
. . —> ’ ry . ’
limite a'l’. 1l résulte du n° 84 que, si la courbe™(C) est une géodé-

——

sique, le vecteur final a'd’ pourra s'obtenir par un seul transport
direct. On voit de plus que, quelle que soit la courbe (C), le point (4')
décrira une géodésique passant par (a') si le point (b) décrit une
géodésique passant par (a), et que, sur ces deux géodésiques,
les points (b) et (0') décriront des divisions égales. Ce qui

-
n’est pas certain, c’est que le vecteur a'd’ ne dépende pas du chemin (C)
suivi pour aller de (@) en (') : nous verrons, au contraire, qu'i/ en
dépend en général.

—
Calculons les composantes du vecteur a'l’, rapportées au repcre
cartésien de premicre espuce attaché & (a’), cn supposant que le
point (a') soit infiniment voisin du point (). Soit

! 2t X, f=Uf .
le symbole de la transformation T, T,', c’est-i-dire le symbole de
premicre espcce du vecteur ab, et soit
viX,f=Vf
celui de @', Soient enfin © et ©' les deux transformations de sym-

boles U fet V£.
On a, d’aprés (1),

O'=T, T =TT TT T, 1 =T, T, T, 1,
@, = \/W @ T‘a 'l‘:.-l — \/’ru’ Tu ! @ \/,rn ,l‘;[’l .

[ () 1 >,
Soit ¥ @' X,/ le symbole de premicre espice du vecteur aa’. La
Y P I
b4

transformation yT,T,' a pour symbole %Em" X;f. 1l en résulte
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(n° 31) que le symbole de @ est

- B =3 (s L S o) v

Joke
On a donc finalement

(2) ol = yf — -;- Z cji'm uk,
ok
La formule (2) définit une troisi®me connexion affine de I’espace &,
le transport par parallélisme du vecteur (u’) étant donné par les
équations '
(3) dzc"-*—%Zc,';fmfu": o.
"k ’

Les composantes de la troisicme connexion affine sont :
1° Les formes o'

. l .
2° Les formes w/= BZCUJ .
k

SiI'on compare ces composantes i celles de la seconde connexion
affine sans torsion définie par la formule (20) du n°39, on arrive au
résultat suivant :

—

Si Uon transporte le long d’un chemin infiniment petit aa’ un

vecteur ab issu de (a) sutvant les deux connexions affines sans
—
courbure et la troisieme connexion affine, le vecteur a'b’ résultant

de celle troisiéme connexion est la demi-somme géométrique des

——>

_—
vecteurs a’b, et a'b, résultant des deux premiéres connexions.

Ce dernier résultat est du reste a peu prcs évident, d’apres la cons-
truction donnée au n° 51.

56. La connexion affine définie par les formules (3) admet les
mémes géodésiques que les deux connexions affines sans courbure. Il
est en effet évident, par I'une quelconque des constructions géomé-
triques indiquées, que si le point (b) est sur la géodésique (aa’), il en
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sera de méme du point (4'), et que par suite tout vecleur porté sur

une géodésique reste sur cette géodésique quand on le transporte par
le troisiéme parallélisme le long de cette géodésique.

Les composantes de la troisi¢me connexion affine, quand on utilise

les repéres cartésiens de premiére espéice, sont, d’aprés (3), les
formes

i I : 1 ;
w{; 3 2 e/ wh= ;m{,
h '
ou les @/ sont les formes (20) qui définissent la seconde connexion

affine sans courbure; comme les formes qui définissent la premiére

~ connexion sont identiquement nulles, on en déduit le théoréme sui-
vant :

St Uon rapporte [’espace a des repéres cartésiens quelconques, les
P P 4
composantes »! de la troisiéme connexion affine sont les moyennes

arithmétiques des composantes des deux connexions affines sans
courbure.

Ce théoréme va nous permettre de démontrer une propriété impor-
tante de la troisitme connexion affine, & savoir qu'elle est sans tor-
sion. En effet, dans 'un espace & connexion affine définie analytique-
ment par les formes o’ et »/, la torsion est définie par les formes

Qi= (m")'—E [w* o/l
k

dans lesquelles les w,’ interviennent linéairement. 11 en résulte que la
torsion de la troisiéme connexion affine est la moyenne arithmé-
tigue des torsions des deux premiéres; comme ces deux torsions sont
égales et opposées, le théoréme est démontré.

87. On peut chercher 2 se rendre compte directement de ce
résultat. Reprenons la construction précédemment faite en supposant

. L) - '———> .
les points (4) et (a') infiniment voisins de (a). Soit a'd’ le vecteur qui
se déduit de ab quand on le transporte par le troisitme parallélisme

—> —
de (a) en (a'); soit bd” le vecteur qui se déduit de aa’ quand on le
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transporte par parallélisme de (@) en (/). Nous allons d’abord nous
faire une idée de I'écart entre le point (&) et le point (&”).
. —-> ) oqe _>
Soient (¢) le milieu de aa’, d le milieu de ab; posons
Tc: @l Tm Td= 92 Ta;
un calcul facile donne '
T/,f = @1 Og 9| T,,,
T, =0,0!0,T,;

d’ott
T, T/ =0,020,0,'0;20;',

SiI'on appelle aU f le symbole de la transformation 0,, et BV £ celui
de 0,, en désignant par « et 3 deux paramctres infiniment petits, un
calcul un peu fastidieux montre que le second membre se réduit 4 la
transformation identique, sil'on néglige les termesinfiniment petits par
rapport au produit o8, ¢’est-a-dire par rapport 4 I'aire du quadrila-
tereab b'a’.. _

Cela posé, développons le quadrilatére rectiligne &' a’ ab sur I'espace
affine tangent en &', le développement se faisant suivaut la troisiéme
connexion affine. Les cotés du quadrilatére se développeront suivant
des segments de droites, le cdté ab devenant équipollent au sens ordi-
naire du mot & a'b’; a partir du point () on pourra remplacer le
développement du quatriéme coté bb' par celui de bb’, en né O'ligeanl
des infiniment petits par rapport a Uaire du cycle developpe, mais

alors on obtiendra un vecteur équipollent a aa on obtiendra donc
dans le développement un contour fermé : cela s1gmﬁe que la torsion
est nulle.

I, — La connexion affine sans torsion et les géodésiques
de l’espace .

88. On peut arriver & la connexion affine sans torsion définie dans
le paragraphe précédent en partant d’'un point de vue tout différent.
‘Nous avons défini dans les deux premiers Chapitres les géodésiques de
I'espace du groupe et sur chaque géodésique, & un tacteur constant
prés, la longueur d’un segment variable. En choisissant sur chaque
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géodésique une origine et unc unité de longueur arbitraires, la posi-
tion d’un point est délinie par son abscisse curviligne s. Les coor-
données &', &2, ..., & sont alors délinies en fonction de s par un systéme
d’équations différentielles de la forme

aré! ek JER o )
(4 df’ +2 Ll 71% 71% =0 (T =Ths)-

NG

Pour se rendre compte de ce résultat, il suffit de remarquer (n° 38)
qu'on a sur une géodésique

L m2 ©"
-’—l=—2:...::-—’:ds,
m m m
d’ou
d (o =0 (i=1 r,
ds\ds | T T

ce qui donne, en remplacant les &' par leurs valeurs et développant,
des formules de la forme (4).

Les équations (4) montrent que les géodésiques considérées sont
celles qui résulteraient de la connexion affine sans torsion définie par
les composantes I';,. [l existe donc une connexion affine sans torsion
qui donne & 'espace du groupe les géodésiques définies dans les denx
premiers Chapitres, avec la méme métrique sur chaque géodésique. Il
est facile de voir que cette connexion affine sans torsion est unique,
car si, sur chaque géodésique, on multiplie s par un facteur constant, les
équations (4 ) ne changent pas.

59. On peut dureste, dans un espace quelconque 4 connexion afline
sans torsion, donner du transport par parallélisme une construction
qui généralise celle du n° 32. Prenons deux points infiniment voisins
(@) et (a'), et soit (¢) le milieu de I'arc de géodésique joignant ces
deux points. Considérons la transformation ponctuelle (symétrie) qui
fait correspondre a tout point (m) [suffisamment voisin de (a)] le
point (m') situé sur la méme géodésique que les points (¢) et (m)-et
tel que I'arc cm’ soit égal & l'arc mc. A toute direction issue de (&)
correspond par symétrie une direction issue de (a’), et a tout vecteur

—_—
infiniment petit ab issu de (a) correspond par symétrie un vecteur
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infiniment petit issu de (a') : le symélrique de ce dernier parrappo:

a (@) n'est autre que le vecteur résullant de ab par parallélisme le
long dc aa'.

Pour démontrer cette propriété, utlhsons en (c) les coordonnées
normales de Riemann. Si les coordonnées (ordinaires) d'un point
sont ', ..., «", les coordonnées normales ', ..., " sont données par

yi=(x'), s
désignant par (), les valeurs initiales en (c) des dérivées =
en désig par (z'), les valeurs 75

sur la géodésique qui joint le point (¢)au point considéré. Avec ce
choix des coordonnées normales, les composantes 1, de la connexion
affine sont toutes nulles en (c). Supposons, ce qui ne restreint pas la
généralité, que la géodésique ca’ soit délinie par '

Y=y =...=y"=o.

Les formules qui donnent le transport par parallélisme, le long de
cette géodésique, d'un vecteur de composantes «’ sont

(3) i%:—l—z'[‘,’}‘u":o.
Soient y, = a I'abscisse de (a') et y, = — a celle de (a); les équa-

tions (5) donnent

iV
wh== (uf)y -— - (@B (yh =+
i ( )

Il en résulte qu'aux infiniment petits du troisicme ordre preés, les
composantes du vecteur transporté sont les mémes en (a) et (a'); la
direction du vecteur en (a) et la direction opposée a celle du vecteur
en (') sont donc symétriques 'une de I'autre par rapport a (¢). Si, de
plus, ces deux vecteurs sont inliniment petits, le vecteur opposé a I'un
d’eux est symétrique de l'autre par rapport a (c), et cela & des infi-
niment petits du troisiéme ordre preés.

On remarquera que la construction due a F.Severi (*) du transport

(') Rend. Circ. mat. Palermo, t. 42, 1917, p. 234.
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par parallélisme dans un espace de Riemann donne un résultat exact
aux infiniment petits du second ordre prés.

On voit que, dans I'espace & du groupe G, la construction indiquée
est rigoureusement exacte si le transport se fait le long d’un arc de
géodésique fini.

III, — La courbure de la connexion affine sans torsion.

60. Si nous continuons & choisir les repéres cartésiens de premiére
espéce, les composantes de la connexion affine sans torsion sont

(n° 83):
1* Les formes o'

i 1 ; 1
2* Les formes /= -,/ = 52 cii’ o,

La courbure de I’espace est définie par les formes

= (/=B otor) = w/f = Blotw)
k

Or, la seconde connexion afline sans courbure ayant précisément
les composantes @/, on a

(w/) =Y, [0/ w15
k
on a, par suite,
(6) =@y =—7 ¥ o et [wh abl,
,(aﬁ)

Les symboles de Riemann-Christoffel généralisés sont donc ici
(7) Rap= 7 2

Ce résultat s'interpréte géométriquement de la maniére suivante.
Considérons un parallélogramme élémentaire dont les deux cotés
soient équipollents de premlere espece aux vecteurs de symboles X, f
et X3 f; larotation affine associée a ce cycle a pour effet de donner au
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vecteur de symbole X, f 'accroissement géométrique
Z RfWs X, f= ZE((X“XB)XO.

Plus généralement, ¢ un parallélogramme de cétés U f et Vf infi-
niment pelils est associée la rolation affine qui donne au vecteur X, f
Daccroissement géométrique infiniment pelit

1
VX, f= 7} ((UV)X() .

61. Le résultat précédent a été démontré en caractérisant chaque
vecteur issu du point origine () du cycle élémentaire par le symbole
du vecteur équipollent de premiere espéce issu du point origine de
I'espace. Mais le résultat serait le méme si on le représentait par le

symbole du vecteur équipollent de seconde espéce issu du point ori-
gine; cela reviendrait en effet 4 remplacer le symbole U f/d’un vecteur

quelconque issu de (@) par le symbole Uf de la transformation infini-
tésimale transformée de Uf par T,. Si alors X, f, Uf, V/f sont les
transformées de X/, Uf, V/;si, de plus, on appelle Y, f la transfor-

mation%((UV)X,—) et Y, f sa transformée, on aura toujours la for-
mule '

Yzf: 21; ((UV)')C)

pour représenter 'accroissement Y, / subi par le vecteur X, / dans la
rotation associée au cycle.

Ce raisonnement est général et ne suppose pas (ue les vecteurs uni-
taires du repére cartésien attaché au point (a) soient éuipollents de
premiére ou de seconde espéce aux vecteurs unitaires X, f issus du
point origine : il suffit qu'ils se déduisent par exemple des vecteurs
unitaires du repére cartésien de premiere espéce par une transfor-
mation du groupe adjoint, c'est-a-dire que les vecteurs unitaires du
nouveau repére cartésien aient pour symboles, rapportés au repére
cartésien de premicre espéce, les transformées, par une transfor-
mation T, quelconque du groupe G, des transformations infinitési-
. Journ.. de Math,, tome VI, — Fasc, 1, 1927 9
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males X, £, X, f, ..., X, f. Avec ce choiz (rés général des reperes,
les composantes R .5 du tenseur de Riemann-Christoffel généralisé
conserveront la forme

(7) Rfey= 7 3 il i’

Nous appellerons repére normal un repire satisfaisant aux condi-
tions précédentes.

62. Le résultat précédent conduit & une conséquence extrémement
importante. Partons d'un cycle élémentaire d’origine (a) et trans-
portons-le par parallélisme sans torsion suivant un chemin quelconque
en un point quelconque (‘a’). Transportons en méme temps par paral-
lélisme le repére cartésien (par exemple le repére de premiére espéce)
attaché au point (a); en un point («') infiniment voisin de (a), le
repére carlésien obtenu ne sera plus de premiére espéce; son 7™ vec-
teur unitaire sera, par rapport au repére de premicre espcce attaché
a (a'), représenté par le symbole

Xif == Noji o/ Xuf,
Ik

comme cela résulte des équations (2). Oron a

1 I ;
Xof — -2'2 gt o/ Xpf=Xif — - (Zo/ X, X4);
i’k
le repére cartésien obtenu en (a’) se déduira donc du repére cartésien
de premiére espéce attaché 4 (a') par une transformation du groupe
adjoint, X, f étant changée dans sa transformée par la transfor-

mation infinitésimale -;Zarl' X;f.

On voit donc que de proche en proche le repére cartésien attaché
au point (a), transporté par parallélisme sans torsion, restera cons-
tamment un repére normal, et que par suite la courbure du cycle élé-
mentaire sera transportée par parallélisme en méme temps que le
cycle, les composantes R/ag conservant constamment les mémes
~ valeurs numériques.
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L'espace & connexion affine sans torsion d’un groupe joutl donc
de la propriété que la courbure d’un cycle élémentaire se conserve si
le cycle est transporté par parallélisme ('). ;

63. Analytiquement, cette propriété se traduirait par le fait que le
tenscur dérivé du tenseur de Riemann-Christoffel est identiquement
nul. 1 est intéressant de le vérifier par le calcul. Les R/ 3 étant des
constantes, il faut vérifier I'identité

¥ Rifagult — Rlagur + Réggogt + Rlgpupt = o

ou, en prenant les termes en &7,

ZRI:/aﬁC — R4 ap €y RS KBCyy 4+ R cﬂi ‘=—o0.
k

Or le premier membre, multiplié par — 4, est le coefficient de X ; £ dans
le développement de Iexpression

((Xy X)) (XaXg)) ~ (xY (X; (xaxf,))) + (x,.(xp(xaxy))) + (xi(xa(xyxp)));

en se servant de l'identité de Jacobi, on démontre sans peine que cette
expression est nulle.

Les espaces 4 connexion affine sans torsion dont la courbure se con-
serve par parallélisme forment une classe trés remarquable d’espaces
dont il sera parlé dans le Chapitre suivant.

IV. — L’élément de volume de l'espace 4 connexion affine
sans torsion.

64. L’espace a connexion affinc sans torsion attaché & un groupe

admet une unité de volumé absolue. En effet, par la transformation
infinitésimale

38X, f = (Xi(XaXp)) = Z i ,f,

(') Cf. n° 486, note.
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" associée & un cycle élémentaire, le volume construit sur les vecteurs
unitaires X, £, ..., X, f, subit unc variation logarithmique égale 2

N i
Do’

ki .

Or cette quantité est nulle : cela résulte de I'identité de Jacobi
((XaXp)X:) + ((XsX) Xa) + ((X:Xa) Xp) = 0,

cui donne en particulier
gd gk d o gk iy = o
E(chﬁ Cik +c§l c:x/.'l+cla CW’)-—O,
Lk

la seconde et la troisicme somme s’annulent mutuellement, comme on
le voit en échangeant dans I'unc d’elles les indices dc sommation ¢
etk (').

L'existence d’une unité de volume absolue pouvait se prévoir
a priori. En transportant par parallélisme, de (@) cn un point infi-
niment voisin (@'), un volume élémentaire, les deux mesures dr,
et d=,, de premicre et de seconde espéce, de ce volume, subissent des
variations logarithmiques égales et opposées; par suite, le nombre
Vd=z, d, reste fixe. Il existe donc bien dans l'espace une mesure
absolue des volumes.

Dans I’exemple du n* 33, ona

b
dry= daadb’ dj:,: ddazi ’
dr = th, dry= da (‘{b

a?

(') On peut aussi invoquer la propriéié de symétrie du tenseur contracté

Ru'=2 R
k

pour affirmer I'existence d’une unité de volume absolue, comme cela résulte d’un
théoréme classique. (Voir par exemple J.-A. Scuouten, Der Ricci-Kalkil, Berlin,
Springer, 1922, p. 90.)
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On peuat démontrer (ue, avec les variables canonicues de S. Lie,
le coefficient de da, da,...da, dans dz est une fonction entiére des
variables. -

Si les r sommes ' ¢;:* sont nulles, on a dr = dr, = dr,.
k

V. — Le tenseur de courbure contracté.

63. Dans un espace a connexion affine sans torsion, le tenseur de
courbure contracte est

RU:Z Ri/"j/‘.
A.
On aici

v i 1 )
Rz‘j:—z Z%’/."CM =g 8u
Kk

le tenseur R;; est syméirigue, i cause de l'existence d’une unité de
volume absolue; cela résulte du reste immédiatement de son expression
analytique.

Comme la courbure de l'espace se conserve par le transport par
parallélisme, le groupe adjoint laisse invariante la forme quadratique
de coefficients g;;. En se servant, avec S. Lie, des lettres ¢’ pour repré-
senter les variables transformées par le groupe adjoint, on obtient
une forme qui joue un role extrémement important dans la théorie
desgroupes, & savoir

p(e) =, gielel= Y cjilcilele);
L

Likh

celle forme donne la somme des carrés des racines de 'équation
caractéristique du groupe ('); on sait que c’est un invariant du
groupe adjoint. La condition nécessaire et suffisante pour que le

(') E. CarTAN, Thése, p. 24-25; avec les notations de ma Thése, on a

p(e) =¢i(e) —2¢s(e).
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groupe soit semi-simple est que le discriminant de cete forme soit
différent de zéro ().

Le transport par parallélisme laisse invariante la courbure, et par
suite la forme ¢(¢). Si donc le groupe est semi-simple, Uespace a
connexion affine sans torsion qui lui est allaché est & connexion
métrique, avec unité de volume absolue; c'est donc un espace de
Riemann. On peut ajouter que le tenseur R;; étant proportionnel au
tenseur fondamental g;;, c'est un espace a courbure constante de
seconde espéce (*).

66. On pourrait plus généralement considérer une forme quadra-
tique {(e) non dégénérée invariante par le groupe adjoint, et la
prendre pour forme fondamentale (le repére attaché i chaque point
étant un repére normal). On définirait ainsi un espace de Riemann
admettant la connexion affine sans torsion de I'espace ¢. Dans cet
espace de Riemann deux segments de géodésiques de méme longueur,
au sens défini au n° 15, seraient encore de méme longueur. Si le
groupe G est simple, il n’existe pas, & un facteur constant prées,
d'autre forme quadratique J(e) que la forme ¢(¢) provenant du
tenseur de courbure contracté. Si le groupe G se décompose en
h sous-groupes simples, la forme quadratique ¢(c) la plus générale
dépend de % coefficients constants arbitraires

L[J((f) =Cl <Pl(e) -+ Cz 02(‘") 4+ '+C/l cP/t(e))

les ¢;(¢) se rapportant respectivement aux / sous-groupes simples. Les
espaces de Riemann correspondants ne sont pas en général 4 courbure
constante de seconde espéce; aussi est-il tout naturel de réserver &
I'espace de Riemann de forme fondamentale ¢(¢) le nom d’espace de
Riemann attaché au groupe. '

Si le groupe G n'est pas semi-simple, son groupe adjoint n’admet
pas nécessairement d'invariant quadratique non dégénéré, et 'on ne
peut pas alors lui attacher un espace de Riemann.

(') E. Cartan, Thése, p. 51-52; en réalité le théoréme est démontré pour la
forme (), (e), mais il s’applique aussi a la forme ¢ (e).
(?) E. Cantan, La Géométrie des espaces de Riemann, n° 36, p 39-38,
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VI. — Les variétés totalement géodésiques d’'un espace de groupe.

67. Soit V, une variété totalement géodésique i p dimensions de
I'espace attaché i un groupe G. On sait qu’une telle variété est carac-
térisée par la propriété que tout vecteur qui lui est tangent lui reste
tangent quand on le transporte par parallélisme (sans torsion), son
origine restant dans la variété (*). Attachons i un point particulier (&)
de la variété un repére cartésien normal (n® 61); on pourra toujours
supposer choisies les transformations infinitésimales de base du
groupe de maniére que les p premiers vecteurs de coordonnées soient
tangents & la variété. Quand on transportera ce repére par parallé-
lisme le long d'un chemin situé dans la variélé, il restera normalet
ses p premiers vecteurs resteront tangents i V,. Nous choisirons, en
un point variable (&) de la variété, le repére normal qui se déduit du
repére normal attaché au point (@) quand on le transporte par paral-
I¢lismée le long d'un chemin déterminé tracé dans la variété, partant
de (a) et aboutissant & ().

On aura alors, en se déplacant d’une maniére quelconque dans la
variélé, les équations

(8) P = prt=,, = p'=o0.

La condition que les p premiers vecteurs de coordonnées restent
tangents & V, donne en outre

(9) oF=0 (=1, ..o, ps;oa=p+1, ..., r).
Ia dérivation extéricure des é¢quations (9) donne

Q¢=—o,
ou, en tenant compte de (8),

(10) Rfe=o (Lj,hk=1,...,pya=p—+1,...;1)

(1) E. Cartan, La Géométrie des espaces de Riemann, p. 3g. La démons-

tration est la méme pour les espaces a connexion affine sans torsion que pour les
espaces de Rxemann.
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Les équations (10) s’écrivent explicitement, d’aprés (7),

(11) 2 cjiPep*=0;
. ” )

elles expriment que les transformations infinitésimales
((xjxlt)xl) () k=1,2, ..., p)

ne dépendent linéairement que de X, f, ..., X, f.

Comme, en un point quelconque de V,, les directions (de pre-
miére espéce) de la variété ont pour symboles des transformations infi-
nitésimales qui se déduisent, par une transformation du groupe G,
de X, /, ..., X, f, on arrive au théoréme suivant :

En tout point d’une variété tolalement géodésique V,, les sym-
boles U, f, ..., U, f de p directions indépendantes de cette variété
jouissent de la propriété que les transformations infinitésimales

((U;Un)U;)

dépendent linéairement de U, f, ..., U, f.

68. Réciproquement considérons p transformations infinitésimales
linéairement indépendantes U, f, ..., U,f telles que les transfor-
mations ((U;U;)U,) ne dépendent que des U,f. Prenons un point
quelconque de I’espace et en ce point les géodésiques dont les directions
de premiére espéce ont pour symboles ' U, f+...+ AU, f. Je dis
que ces géodésiques engendrent une variété totalement géodésique.

En effet nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que
les p transformations infinitésimales considérées sont

xlfa X2f7 vy pr~

Attachons alors aux différents points de I'espace le repére normal
le plus général possible(il dépend d’autant de paramétres qu’il y en
a dans les transformations du groupe adjoint). Les composantes w/
de la connexion affine sont de la forme

. w/ :2 ¢ 6%,
i
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les expressions 6', 0%, ..., 0" étant des formes linéaires par rapport

aux différentielles de ces paramétres. Considérons alors les équations
de Pfaff '

(12) w*= o, w¥=o0 .(i=1, .., pja=p-+1,...,7")

Elles forment un systtme complétement intégrable, puisque, en
tenant compte des équations (12), les covariants bilinéaires des pre-
miers membres sont nuls en vertu des équations (11), supposées
vérifiées. Ce systéme n'entraine du reste, entre les différentielles des
variables &', ..., £ qui localisent un point dans I’espace, que les r — p
rclations indépendantes w® = o. :

Le syst¢me (12) définit donc une infinité de variétés totalement

géodésiques 4 p dimensions; il admet de plus toujours une solution
telle que cette variété passe par un point donné et (u’en ce point le
repére normal soit un repére normal donné, par exemple le repére
cartésien de premiére espéce. C'est ce qu'il fallait démontrer.
- On voit que la variété totalement géodésique dont nous voulions
démontrer I'existence fait partie d’'une famille continue dépendant
d’autant de paramétres que le systéme (12) contient d’équations
linéairement indépendantes.

Le nombre de ces paramétres est 27 — p, diminué du nombre des
transformations infinitésimales linéairement indépendantes du groupe
donné qui laissentinvariant le faisceau |

WX 02X f+. .+ WX, f

Les variétés totalement géodésiques obtenues sont de premiére
catégorie (n° 17) si les transformations X, f, ..., X, f engendrent un
groupe ; sinon elles sont de seconde catégorie.

69. Prenons par exemple le groupe G a trois parameétres des
rotations autour de 'origine, avec

- (x,x,)_—_xaf, (X:X3) =X, /, ) (XsXy) =X, f.

L’espace du groupe n’est autre que l'espace elliptique & trois
dimensions. Par tout point de cet espace il passe une surface totale-
ment géodésique tangente en ce point i un élément plan arbitrairement

Journ, de Math., tome V1. — Fasc. I, 1y27. 10
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donné. On peut vérifier en effet que si 'on prend deux transformations
quelconques du groupe

Uf=a,X,f+ a;Xof + a;Xo f,
V= b,Xof + b Xof + by X, f,

les transformations
((UV)U) et ((UV)V

dépendent linéairement de U fet de V £, On a

((UV)U) =— (@, b, + ayby+ a3 b,) U f + (a + a2+ a2)V f,
((UV)V) === (63 + 03+ 03) U f + (a1 by + as by + a0,V f.

Toutes les surfaces totalement géodésiques réelles sont de seconde
catégorie.

Plus généralement, on peut démontrer qu'étant donné I'espace d’un
groupe quelconque & trois paramétres, ou bien cet espace satisfait &
'axiome du plan (c’est-a-dire qu’il admet * surfaces totalement géo-
désiques), ou bien ses surfaces totalement géodésiques sont toutes de
premiére catégorie. Ce dernier cas se presente pour les structures
reductlbles i la forme

(X X)) =aXyf, (X X)) =BXof, (XuXs)=o0 (a+pBZo),

ou
(X, Xe) =X, f, (XiXp)=Xof + Xu f, (X X;)=o.

70. Prenons encore le groupe des déplacements euclidiens de
I'espace a trois dimensions, engendré par les six transformations infi-
nitésimales

X,f.—_—)gé, zf__-[) X3 :g‘—-ﬁ"

Xaf""’df 9 Xy f= w%_zﬂ’ Xﬁf:.}’df—‘”gf'

=%y ~ oz’ oz oz "oy

Les variétés totalement géodésiques de seconde catégoric de
'espace ¢ a six dimensions de ce groupe sont obtenues en prenant
pour p=2, -

Uf=X.f, Uf=X.f
U, f =X/, U,f:X4f+an,f",

ou
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pour p = 3,
Uf=Xof, Uf=Xof,  Uf=Xuf;
pour p =4, . . |
Uf=Xf, Uf=Xof, UJf=Xfyi Uf=Xsf;
pour p =35,

Uf=X.f, UJf=X,/, Uf=Xsf, Uf=Xf, Uf=X/

Les variétés totalement géodésiques & trois dimensions sont celles
(uiont été considérées directement au n* 23.

71. On peut dire d'une maniére générale que si le groupe G n’est
pas intégrable, 1'espace ¢ admet une infinité de variétés totalement
géodésiques & deux dimensions de seconde catégorie, obtenues en
partant de deux transformations infinitésimales (uelconques d’un
sous-groupe simple & trois paramétres, sous-groupe dont M. Engel a
démontré I'existence (*).

Ajoutons enfin la remarque que toute variété totalement géodésique
d’un espace a connexion affine sans torsion peut étre regardée elle-
méme comme un espace a connexion affine, le transport par parallé-
lisme d’un vecteur tangent 4 la variété se faisant suivant la connexion
affine de I'espace ambiant. Si I'espace ambiant est un espace de groupe,
le transport par parallélisme conserve la courbure et par suite les
variélés tolalement géodésiques d'un espace sans torsion de groupe
sont elles-mémes des espaces & connexion affine sans torsion dont
la courbure se conserve par le transport par parallélisme,

Nous verrons plus loin (n° 82) la réciproque de ce théoréme.

(") Leips. Ber., 1893, p. 360; voir aussi E. Can1aN, Thése, p. 103.
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CHAPITRE 1V.

LE GROUPE D’HOLONOMIE, LE GROUPE D'ISOMORPHIE ET LE GROUPE D'ISOTROPIE
DE L'ESPACE AFFINE SANS TORSION ATTACHE A UN GROUPE,

I. — Le groupe d’holonomie.

72. Nous avons rappelé (n* 33) que les différents déplacements
affines associés aux cycles issus d’un point donné d'un espace a
connexion affine engendrent un groupe, le groupe d’holonomie g de
'espace. Le groupe v, (ui indique comment le groupe d’holonomie g
transforme entre eux les vecteurs, est engendré par les rotations
affines associées aux cycles issus du point; il peut alors étre regardé
comme le groupe des rotations que subit le corps des vecteurs issus
d’un point (@) quand on le transporte par parallélisme le long d’un
cycle arbitraire d’origine (a) (*).

Dans le.cas de I'espace & connexion affine sans torsion attaché i un
groupe G, le groupe 7 se détermine facilement. Attachons en effet &
chaque point de I'espace un repére cartésien normal (n° 61); quand
on décrit un cycle d’origine (a), le repére cartésien attaché i (a) ne
vientpas coincider avec les repéres attachés aux points intermédiaires,
mais se déduit, en chaque point (£) du cycle, du repére normal
attaché & (£) par une transformation du groupe adjoint. Par consé-
quent, aprés description du cycle, la’ rotation affine subie par le
repére sera encore une lransformation du groupe adjoint. Par suite,
le groupe v est le groupe adjoint ou un de ses sous groupes..

Cela prouve, ce que nous savions déji, que l'espace peut étre
regardé comme un espace non holonome doat le groupe fondamental
est J& groupe adjoint (?) et, de ce point de vue, les repéres naturel-
lement attachés & un point sont ce que nous avons appelé les repéres

(') Voir E. CArTaN, Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XL1, p. 18-29.
(*) Voir, au sujet des notions introduites ici, le début de mon Mémoire : Les
groupes d’holonomie des espaces généralisés (Acta math., t. XLVIIL, p, 1-42).
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normaux. Or, én utilisant cesrepéres normaux, les rotations infinitési-
males associées & un cycle élémentaire ont pour effet de donner a tout
vecteur X, f une variation géométrigue de la forme

!
0Xof == 7 (X(UV));
ce sont donc des opérations appartenant toutes au groupe dérivé du
groupe adjoint. En effet, le crochet des deux transformations infinité-

simales du groupe adjoint
XS = (X,U)

et
62Y1/=(XIV)

est I'opération

Comme le groupe dérivé du groupe adjoint est un sous-groupe
invariant, il en résulte que le groupe vy est ce sous-groupe invariant
lui-méme ou un de ses sous-groupes (*). Mais ce dernier cas ne peut
pas se présenter, car les opérations‘infinitésimales

3Xif == 7(X,(UV))

engendrent complétement le groupe dérivé.
La conclusion est donc gue le groupe d'holonomie de l'espace
transforme les vecteurs comme le groupe dérive du groupe adjoint.

73. De ce résultat découle la possibilité d’attacher aux différents
points de I'espace des repéres cartésiens tels que sil'on transporte par
parallélisme de (@) & (b) le repére (R,) attaché au point (@), le repére
obtenu se déduise du repére (R;) attaché i (&) par une transformation
du groupe dérivé du groupe adjoint. Si le groupe dérivé est d’ordre
inférieur 4 celui du groupe adjoint, les repéres de premiére (ou de
seconde) espéce peuvent ne pas satisfaire 4 la condition précédente.

74. La détermination compléte du groupe d’holonomie se ferait en

() E. Cartax, Acta math., t. XLVIIL, p. 5
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appliquant la méthode générale indiquée dans mon mémoire « Sur les
variétés a connexion affine ».
Si nous prenons, par exemple, le groupe G dont I'équation finie est

z'=ax 4 b,
et dont les transformations infinitésimales sont

X,f:a;df X, f= ()f

——y

avec
(X1X’) :-—-ng,

le groupe vy est engendré par la transformation du groupe adjoint
associée & X, £, & savoir

X, f=(XoX)=Xof, OXof = (XoXy) =0

En appelant u, v les composantes d’un vecteur, cette transformation
infinitésimale est

f

u
Jdv

Le groupe d’holonomie est, en appelant «, ¢ les coordonnées carté-
siennes d'un point, le groupe

() f ()f Q_/
()v o’ v

ou un de ses sous-groupes. On démontre facilement que c’estle groupe

WL,
‘o0’ o
dont les équations finies sont
W=u, =9+ Au+ B.

II. — Groupe d’isomorphie d’un espace i connexion affine
sans torsion.

75. Nous appellerons groupe.d’isomorphie d'un espace 4 connexion
affine, le groupe des transformations ponctuelles qui conservent la
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connexion affine de l'espace, c'est-i-dire qui changent deux vecteurs
(infiniment voisins) paral]éles en deux vecteurs paralléles.

Si l’espace a connexion affine est sans torsion, il faut et il suffit,
pour qu’une transformation ponctuelle soit isomorphique, qu’elle
conserve les géodésiques, ainsi que lerapport des segments sur chaque

' géodésique (n° 58).

Si I'espace considéré est I'espace ¢ 4 connexion affine sans torsion
d’un groupe G, toutes les transformations ponctuelles qui conservent
l’équlpollence de premiére et de seconde espéce sont des transforma-
tions isomorphiques. Mais il peut y .en avoir et il y en a strement
d’autres. En particulier, la transformation définie par

Tg:: Tg'

(symétrie par rapport i l'origine), ou, plus généralement, la trans-
formation
Ty=T,T7' T,

[symétrie par rapport au point (a)] est isomorphique : elle échange
entre eux les deux systémes d'équipollence.’

La détermination de toutes les isomorphies de lespace ¢ revient &
celle des isomorphies qui laissent invariant le point origine; il suffira
en effet de combiner celles-l4 avec les transformations

Tgl :TE T,,
pour avoir le groupe d’isomorphie le plus général.

76. Toute isomorphie doit conserver la courbure; si donc X/,
X, f, X;f sont trois transformations infinitésimales quelconques du
groupe G et sil'ona

(1) | (X,-(X,Xk))—_-z ciji" Xuf,
h

on devra avoir aussi, pour les transtormations X, 7, transformées des
premiéres par une isomorphie laissant fixe le point origine,

(X(XX)) =Y e Ko
’ h
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Dans ces formules, les X,/ sont naturellement des combinaisons.
linéaires a coefficients constants de X, £, ..., X,.f. La connaissance de
ces combinaisons entraine la connaissance compléte de l'isomorphie,
toute géodésique issue du point origine étant changée en une géodé-
sique déterminée et tout segment de la premiére étant changé en un
segment déterminé de la seconde.

Nous allons démontrer que 'invariance des re]atlons (1) est une
condition suffisante pour que la transformation ponctuelle cons1déree
soit une isomorphie.

Nous nous placerons plus généralement dans le cas d’un espace
affine sans lorsion jouissant de la propriété que le transport par
parallélisme conserce la courbure, ¢'est-a-dire tel quele tenseur dérivé
du tenseur de Riemann-Christoffel soit nul.

II1. — Généralités sur les espaces 4 connexion affine sans torsion
pour lesquels le tenseur dérivé R,/,,,, est nul.

77. Prenons, en un point particulier (@,) d’un espace dont le ten-
seur de courbure dérivé est nul, nn repére cartésien particulier,
d’ailleurs arbitraire, (R,). Attachons & chaque point (@) de I’espace le
repére (R) qui se déduit de (R,) quand on le transporte par parallé-
lisme de (a,) en (&) suivant un chemin arbitraire, mais choisi suivant
une loi déterminée. Avec ce choix des repéres, les composantes R/,
du tenseur de courbure sont des constantes, puisqu’elles ont partout
les mémes valeurs numériques qu’en (a,).

Déterminons alors les substitutions linéaires les plus générales qui,
effectuées sur les composantes ' d'un vecteur, laissent invariantes
les composantes du tenseur de courbure. Toutes ces substitutions for-
ment un groupe, qui peut. étre formé de plusieurs familles continues,
dont I'une, /%, forme un groupe continu. Soient s 'ordre de / et

(2) Upf_—..Zaé;fu"% (P==1, 2, eeey 5)

s transformations infinitésimales indépendantes de ce groupe.
Attachons & chaque point (a) de l'espace le repére qui se déduit
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de (1) par la transformation la plus générale du groupe continu /.
- Avec ce choix des repcres, qui dépendent maintenant, en dehors des
coordonnées de leur origine, de s paramétres arbitraires (paramétres
secondaires), le tenseur de courbure conserve les mémes composantes.
Sil'on transporte par parallélisme I'un des repéres (R) atlachés au
point (@) en un point infiniment voisin (a'), le repére obtenu se déduit
de 'un quelconque des repéres (') attachés au point (@) par une
transformation du groupe /4. On a donc, pour les composantes de la
connexion affine, des relations de la forme

(3) : ’1)1/———-2 aé[j GP,
o

ou les 0° sont 1 formes de Pfaff linéaires par rapport 4 o', ..., " et
aussi par rapport aux différentielles des » paramétres secondaires;

les 7+ s formes o', ..., 0", 0', ..., 6" sont du reste linéairement ind¢é-
pendantes.

Cela posé, on aura
(o) = agi' [wh0];

kp
(uant aux relations

w/)'—z whoid]— 3 Riulwto'],
(k)
elles deviennent '

() 2%/(09 ‘=Y (@i’ ayif — agi’ a5/ ) [F00] — ¥ R el |-

() (k)

Or, si nous désignons par C;;" les constantes de structure du
groupe /, nous avons

-

(U’ UV’) -z (a)l Api _aE“"a/k )“l Y "'"2 C)u.paPt'l ui'(%f’

I
ik [ XA

ook
z(a).l a[:l/r _a[l-i a)\lr )—2 C)\@Papl .

k
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Les équations (4) deviennent donc

(3) 2 aé,'f {(0(‘)’--2 C;i!;P[’/“)M]}+2 Riw[w"w!]=o.

4 () (hy

Ces derniéres équations montrent que chaque transformation infi-

nitésimale
z R/ u! d—f/
ij

appartient au groupe /, ce que nous pouvions prévoir a priori, puisque
c’estla rotation affine associ¢e 4 un cycle élémentaire, laquelle s’obtient
en composant une infinité de transformations infinitésimales de /.

Posons done
I . of .
J | A HE . oJ —
E R/ o _21 Bjijf ay; uldu"
ij p

1l en résulte

(epy:E Cigf[5*6%] _2 BjP[ww].

(U] ()

FFinalement les formes ' et H* satisfont aux relations

‘ (wfy —2‘ agi' [0k 6],
(6)
( (02)! —2‘ C)p. lgfgu]__z B,,“[w”ﬁ"]

. he)

ot les coefficients a’, Cs,*, B sont des constantes.

78. Il résulte de ce (ui précéde ue V'espace considéré admet un
groupe d'isomorphie & r + s paramétres, dontles équations de struc-
ture sont précisément les équations (6).

En effet, appelons a; les coordonnées d’un point de l’espace et b, les
paramctres secondaires introduits dans le ch01x des repcres. Les
équations
) wi(a', b'; da') =wi(a, b; da),

6%(a', V' da', db') = 6*(a, b; da, db),

ol les a' el les ' sont des fonclions inconnues des a et des b, sont com-
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plétement intégrables, puisque les covariants bilinéaires des deux
membres de chaque équation sont, d’aprés (6), identiques si 1'on tient
compte des ¢quations du systéme (7). La solution générale du sys-
téme (7) dépend donc de 7 -+ 5 constantes arbitraires; or, pour loute
solution, les da; sont des combinaisons linéaires des da;, par suile
les @, sont des fonctions des seules variables a; (et des constantes
d’intégration). Toute solution du systéme (7) fournit donc dans
lespace une transformation ponctuelle accompagnée d’un changement
de repéres, et cette transformation ponctuelle est évidemment isomor-
phique, puisqu’elle conserve la forme des équations (6).

On peut remarquer que si I'on porte son attention uniquement sur
la transformation ponctuelle des a; dans les a!, elle dépend effective-
ment de r—+ s constantes arbitraires. En effet, toule solution du
systéme (7) qui laisserait invariantes toutes les variables a;, intégrales
premiéres des équations w'= o, laisserait aussi invariantes les inté-
grales premiéres des équations

2(1@,}‘99:0 (4, k=1, ...,r),

p

obtenues. en annulant les dérivées partielles par rapport aux of
des (»')';'mais ces équations entrainent avec elles 0' = 0?=.,..=0°=o;
les quantités b; seraient donc aussi invariantes, ce qui est absurde.

79. Les transformations ponctuelles qui viennent d’étre obtenues
forment un groupe H. Il ne peut pas y avoir un groupe continu
d'isomorphies plus grand que H. En effet, si 'on considére les trans-
formations isomorphiques qui laissent fixe un point de l'espace, elles
transforment les vecteurs issus de ce point suivant un groupe linéaire
laissant invariant le tenseur de courbure, et qui par suite appartient
i ; Pordre du plus grand groupe continu d’isomorphie ne peut donc
pas dépasser 7+ s. La validité de ce raisonnement repose sur la
remarque déja faite (n°® 76) que la connaissance de la substitution
linéaire éprouvée par les vecteurs issus du point fixe entraine la con-
naissance compléte de 'isomorphie correspondante.

80. Nousallons donner du théoréme précédent une autre démons-
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tration qui aura l'avantage de montrer qu'il existe toujours une
isomorphie laissant fixe un point arbitraire et transformant les vec-
teurs issus de ce point suivant une substitution linéaire quelconque
laissant invariantes les composantes du tenseur de courbure, que cette
substitution linéaire fasse partie ou non du groupe continu .

Soit

(8) . ;2‘:2 a;iuk
3

une substitution (& coefficients constants) laissant invariantcs les com-
posantes du tenseur de courbure. Elle laisse invariant le groupe con-
tinu/, lié d’'une maniére invariante a ces composantes. Supposons que la

transformation infinitésimale U, f'soit changée en E b?U,f. On aura
p

Zaa, ut _2 baPaPlJuf
d ul

(& 1

af
dul — 2 J u/.

Comme on a

on aura
(9) Z a;’ a@i"’=2 besatag.
P’ :
Posons
i — ik« fe— o
(10) ® _2 aiwk, 6 _2 bPG?,
k o
(11) Z),»{:Z ag/ 6°;
14

nous en déduirons, en tenant compte de (g),

(12) 2 d,‘kakj :E a],jw"‘.

k k

On déduit immédiatement de (10) et (12),

(13) (w) Z[w co,:
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puis, de (12),

(1) za,d(m,.f) 2 (a0l = =S| by = lotoil]
h k h

= ——Z a;/ Ry [ w!].

e (hl)

D’autre part, la substitution (8) laissant invariantes les compo-
santes du tenseur de courhure, on a

Z ay By = z a,la,,l*a,'R) s

3 7 e,y

2 an’ B[ 0" o) ———2 ait Ryd | o]

k,(ho) k. (kD

ou

par suite on a, en comparant & (14),
(15) ((‘J/J) 2[(;,'5//] ——2 R,//,,[(;)/‘ [_l
. ’ ki)

~ En définitive, les formes o' et o/ données par (Io) et (11) satisfont
aux mémes relations que les formes o' et w;/, & savoir

s @)= 35
' (’”z’) ———2 [w,"o),!] -—2 leh[[whwlj

1hiy

(16)

Posons maintenant
o =wi(a', b'; da'),
Ge —=fa(a, b'; da', db'),

;11':2 a,/6°(a', b'; da', db');
p

les équations aux différentielles totales

(17) m’:Z ail wk, Eai"w‘.izz awk,
3 k k '
»
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qui se réduisent en fait, d'aprés (3) el (11), aux r + s équations
(18) wi=Za, wk, fe=3 by 8P,

sont complétement intégrables, puisque les expressions o' et ©/
construites avec les a', o', da’ et dl/, d’une part; les expressions
linéaires en o' et w/ au moyen desquelles elles s'expriment, d’autre
part, salisfont aux mémes relations (16).

L'intégration du systéme (17), ou du systéme équivalent (18),
donne une solution générale dépendant de 7 + s constantes arbitraires.
Chacune de ces solutions donne évidemment une isomorphie de
Uespace d’aprés (16). On peul disposer des constantes d'intégration
de maniére qu'un point donné de 'espace reste fixe par cette iso-
morphie (il reste encore s constantes arbitraires); les formules (17)
montrent que, dans les o isomorphies correspondantes, les vecteurs
- issus du point («) ont subi la substitution linéaire donnée.

81. Parmi les équations de la forme (8), il existe toujours les
équations particuliéres

W= —ui ou i = — i,
qui entrainent
h% = 6%,

on voit du reste directement que ces relations conservent les équations
de structure (6). Elles donnent, comme isomorphie particuliére, une
symélrie par rapport & un point arbitraire de ’espace. Nous avons
donc I'important théoréme suivant :

Si un espace & connexion affine sans torsion jouitde la propriété
que le transport par parallélisme conserve la courbure, la symetrie
par rapport a un point arbitraire de Uespace est une isomorphie.

La symétrie par rapport & un point (2) est la transformation ponc-
tuelle qui fait correspondre a un point (§) (uelconque le point (%)
situé sur la méme géodésique que (@) et (£) et tel que les deux seg-
ments de géodésique &' a et af soient égaux.

Ce théoréme admet une réciprogue. Supposons en effet que toutes
les symétries par rapport aux différents points de I'espace soient des
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isomorphies. Transportons par parallélisme un parallélogramme élé-
mentaire abed du point («) au point infiniment voisin (@'), et prenons
la symétrique a'b”d’ ¢’ par rapport & (a) du parallélogramme obtenu.
D’aprés la construction du n° 89, le parallélogramme a'b’d"¢c" se.

Fig. 3.

déduit, aux infiniment petits prés du troisiéme ordre, du parallélo-

gramme abcd par symétrie par rapport au milieu (%) de I'arc de
géodésique aa'. Cette symétrie étant une isomorphie, la courbure de
la facette abed est égale A celle de la facette a'd’d’ ", et par suite &
celle de la facette a' b'd'c’. C'est ce que nous voulions démontrer.

Les espaces a connexion affine sans torsion dont le tenseur dérivé
de courbure est nul sont donc caractérisés par la propriété que la
symétrie par rapport & un point quelconque de Uespace laisse inva-

riante la connexion affine. -

82. Nous allons indiquer une autre propriété remarquable de ces
_espaces.

Les équations (6) sont les équations de structure du groupe H. Klles
jouent, par rapport & ce groupe, exactementle méme role queles équa-
tions (12) ou les équations (16) du Chapitre 11 : ce sont par exemple
les équations de définition du groupe H, considéré comme son premier
groupe des paramétres; les coefficients constants qui figurent dans les
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seconds membres des équations (6) sont les constantes de structure du
groupe. Sil'on pose, pour la symétrie,

gt = gr+a (a=1,2,...,8),

et si 'on appelle X,/ et X,/ les transformations infinitésimales du
second groupe des paramétres de H, on a

/ .
(XX ==Xl
p .
(19) ° (XX et :Z asi X f
k

(XovaXrep) =, Cai X,ip f-
\ p
Considérons maintenant I'espace & connexion affine sans torsion du
groupe H.. Comme les transformations infinitésimales X,f, ..., X,.f
satisfont 4 la condition que les transformations

<(xixl)xk) (ir./.) /“=l’ 23 vy r)

ne dépendent que de X, £, ..., X, f, il en résulte (n® 68) I'existence,
dans cet espace a r + sdimensions, de variétés totalement géodésiques
a r dimensionsV,. Ces variétés sont & connexion affine sans torsion.
Nous allons voir qu’elles sont identiques & U'espace a r dimensions
dont nous sommes partis.

En effet, pour obtenir les variétés V,, nous attachons d’abord &
chaque point de 'espace du groupe H le repére normal le plus général
possible, ce qui se fait en posant '

ol = Y a7+,
P
,’)I,;-.q.a:-—z B;}f“//‘,
-
W =—2 agi’
k

w,-.-a"*ﬁ:Z Caghy+e;
N
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les 7 sont r + s expressions de Pfaff linéairement indépendantes entre
elles et indépendantes des ', Chacune des variétés V, considérées
s’obtiendra en prenant

W=, m"te= o (I=1, .., ry0=1,...,8).
1l restera alors, pour définir la connexion affine des variétés V, :

1° les formes w', w?, ..., ®’, que nous écrirons w‘, pour éviter
toute confusion;

2" les formes o/ =Y «iy/*".
p

D’autre part le tenseur de courbure sera [ n° 60, formule (7))

— 1 P | .
Hijl.'/l: 7 Z C/:/LP(J{,,‘Iz [; Z B,‘,‘Fab".l_
4
4 p
On aura donc

2 aéfj j(yf—#?)l __2 C)-‘(Lp[y‘r-i-)-zl'ﬂl«] ) = — % aéijz B,;;ﬁ[;"a"]
p t () f 1 thh)
ou
(Z,.+p )/ —_ (Z C;;,;,P[x"”"/,"“’!"] — _(l; kzl) B/':hp[;/;;h],
) (kh

Les équations de structure de chacune des variétés totalement
géodésiques V, sont donc finalement

(oty =, azi[whyre],
K
(»0) i )
('/.M“)' :2 C.’:g'a[ylr-t-)../’r-f-p,] — -[; 2 B,..‘,;“[;;/-'(,,/"]-
T T
Si nous les comparons aux équations de structure (6) de I'espace &
r dimensions dont nous sommes partis, nous voyons qu’elles sont les
mémes, aux notations prés, sauf que les Bii* sont précédés, dans les
I
I
nous remplacons chaque repére par son homothétique de rapport 2
par rapport a son origine, nous retombons exactement sur les équa-

équations (20), du facteur numérique ;- Mais si, dans la variét¢ V,,

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. 12
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lions (0). Par suite la variété V, et 'espace considéré-sont isomorphes
(on peut élablir entre I'unc et I'autre une correspondance ponctuelle
qui conserve la connexion affine); I'isomorphisme se réalise effective-
ment du reste en intégrant les équations de Pfalf complétement inté-
grables

w'= 120/, ylroe= 6%,

Nous arrivons donc 4 la conclusion suivante, réciproque du théo-
réme dun°71 :

Tout espace a connexion-affine sans torsion dont le tenseur de
courbure dérivé est nul est réalisable par une variété totalement géo-
désique del'espace sans torsion de son groupe d'isomorphie.

83. Les considérations du n® 80 montrent que le plus grand sous-
groupe du groupe d’isomorphie H qui laisse invariant un point donn¢
de I'espace transforme les vecleurs issus de ce point suivant le
groupe /2, ou plutdt suivant le groupe (en général mixte) dont 4 est
la partie continue, et qui est formé des substitutions linéaires qui
laissent invariantes les composantes du tenseur de courbure.

Ce groupe linéaire peut &tre appelé le groupe d’isotropie de I'espace :
il indique en effet le degré d’isotropie de I'espace autour du point
considéré, étant formé de l'ensemble des changements qu’on peut
faire subir aux directions issues de ce point sans changer la structure
de I'espace. Ce groupe est le mémeen tous les points de I'espace.

IV. — Groupe d’isomorphie et groupe d’isotropie d’un espace
de groupe.

84. Dans le cas ot 'espace considéré est)’espace 4 connexion affine
sans torsion attaché a un groupe G, le groupe d’isotropie est, comme
nous 'avons va (n° 76), défini par I'ensemble des substitutions
linéaires qui laissent invariantes les relations de la forme

(1) (Xi(X,X4)) = Y, et Xaf.
. h
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Le groupe d’isomorphie s’en déduit immédiatement, comme nous
I'avons vu dans le paragraphe III.

La structure de 1'espacé sans torsion du groupe (s est donc essen-
tiellement caractérisée par les constantes c;;*, en ce sens que si l'on
peut choisir, dans deux groupes.G et G' de méme ordre, les trans-
Sformations infinitésimales de base de maniére & avoir les mémes
constantes c;;*, les deux espaces sans torsion attachés aux deux
groupes sont isomorphes. Cela résulte immédiatement de ce que les
équations de structure (6) des deux espaces pourront étre ramenées &
étre identiques, les groupes %, donc les constanles a",;f et C;,% étant
manifestement les mémes, ainsi que les B;,* qui se déduisent de la méme
manicre des ¢, '

Il y a donc launenouvelle espéce d'isomorphisme que nous pouvons
appeler Visomorphisme affine et qui peut ne passe confondre avec
I'isomorphisme classique. Il suffira; pour le montrer, de donner un
exemple. Les constantes cj;* sont toutes nulles si les constantes c;/* le
sont, mais cette condition n’est pas nécessaire : pour le groupe G
d’ordre 3 défini par

(X X2) = Xof, (X:X;3)=o, (X;X|)=o, .

.
les constantes c;;* sont évidemment aussi toutes nulles. L’espace sans
torsion attaché & ce groupe est donc aussi sans courbure.

Dans le cas général 1'isomorphisme affine de deux groupes G et G’
a lieussi leurs deux groupes d'isomorphie H et H' sont isomorphes au
sens ordinaire du mot.

83. Prenons un ou deux exemples. Le groupe G déja considéré,

x'=ax+ b,

admet les deux transformations infinitésimales
oz Jdx

X,f::x(;—f-, =%, (XX =—X,/.

Les relations (21) sont ici

(X Xn))=Xafs  (Xa(X X)) =0,
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Posons
Xoif=a X, f-+8X,/f,
: Xof =o' Xof +B'Xof;
nous en déduisons '
. o' == 0, at=1,
ce qui donne un groupe mixte formé de deux familles continues. Celle
qui correspond a « = 1 fournit le groupe continu d’isotropie

—_ -—
u = u, uz:ﬁu‘-i—@’u,“,

engendré par
U, f=u of U,f:u’-f)'—/-"

Ewred
du? Ju?’

ce n'est autre que le groupe adjoint de G.

L’espace attaché a (x admet donc un groupe continu H d’isomorphie
a 4 paramétres, auquel il faut joindre les isomorphies obtenues en
combinant H avec une symétrie.

86. Soitle groupe G défini par les relations

(X;X,) =0, (XiX3)=aX,f, (XeX3)=BXof (2B Z o).

L
Ici les seules équations (21) dont les seconds membres ne soient

pas nuls sont
(X3(X1X3)) = — oc’X,f,

(Xa(X,X3)) =— B’ Xuf.
On obtient pour le groupe d’isotropie les substitutions linéaires
Xif=AXsf, Xof=BX.f. Xy f=CX,f+DXo,/r=X.,/f.
Néanmoins, si «*= {2, on a
Xif =AX,f+ A'Xyf,

X,f=B'X,f+ B X,/,
Xsf =CX,f+DX,f =X, /.

Si enfin a?= — f$* (en se placant alors dans le domaine com-
plexe), on a quatre familles continues, dont les deux familles qui
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existent dans le cas général, et en outre
Xif =AX.f,  Xof =BX)f, Xof =CX,f+DXyf=iX.f.

Le groupe d’isotropic est donc d’ordre 4 dans le cas général (par
conséquent il est plus grand que le groupe adjoint), et d’ordre 6 si
a? = {3*: dans ce dernier cas le groupe d’isomorphie est & g paramétres.
Il en est ainsi ponr le groupe des déplacements euclidiens du plan. .

87. Revenons au cas général. Le groupe d’isotropie laisse évidem-
‘ment invariante la forme quadratique 3(¢) (n* 65), somme des carrés
des racines de I’équation caractéristique du groupe (3, puisque cette
forme n’est autre que le tenseur contracté du tenseur de courbure.
Dans le cas o1 (5 est semi-simple, le groupe d’isotfopic estdonc ortho-
gonal, ce qui était évident & priori, 'espace & élant un espace de
Riemann. p

On peuat remarquer d'une maniére plus précise que le groupe d’iso-
tropie laisse invariante I'équation aux carrés des racines de I'équation
caractéristique du groupe G. Soient en effet Y / une transformation
infinitésimale arbitraire de G et X /' une transformation telle que

YX)=2AXf;
on en deéduit o 4
(Y(YX)) = 22X [ ;

cette équation est une des équations (21), par suite A* est le carré
d’une des racines de I'équation caractéristique de la transforma-
ion Y £, transformée de par une quelconque des opérations du
tion Y f, transf de Y 1 d érations d
groupe d’isotropie.

Si le groupe G est semi-simple, on peut démontrer, par des consi-
Sil pe G est semi-simple, on peut d trer, par des co
dérations analogues a celles que j’ai utilisées dansun article récent ('),
que le groupe continu d’isotropie est le groupe adjoint; quant au
groupe mixte d’isotropie, il s'obtient en combinant la transformation

X,f:-—x,-f

- (symétrie par rapport au point considéré) avec le groupe linéaire le

(1) Le principe de dualité, etc. (Bull. Sc. math., e série, 1. 59,1925, p. 361-374).
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plus général qui laisse invariantes les relations de structure
(X,X/) = Ecz;"ka.

1l est formé par suite, dans le casou le groupe G est simple, de 2,
4 ou 12 familles continues. Le groupe d’isomorphie est donc & 2 r pa-
ramétres et contient de méme, si (x est simple, 2, 4 ou 12 familles
continues de transformations. Le groupe continu d’isomorphie H se
décompose en deux sous-groupes invariants simples isomorphes au -
groupe G lui-méme, & savoir les groupes de translations de premiére
et seconde espéce. '

88. En résumé nous avons attaché & I'espace 4 connexion affine
sans torsion d’un groupe G trois groupes distincts :

1° Le groupe d’isomorphie H;
2" Le groupe d'isotropie 7
3" Le groupe d’holonomie g.

Le groupe d'isotropie /2 gst linéaire et contient le groupe adjoint
comme sous-groupe (dans le cas ol il ne se confond pas avec lui). Le
groupe d’holonomie, ou plutotle groupe linéaire qui indique comment
ce groupe transforme les vecteurs, est lui-méme un sous-groupe du
groupe adjoint (4 savoir son groupe dérivé). Enfin, comme il est facile
de le voir, le groupe v est un sous-groupe invariant dc A.

Dans le cas ot le groupe donné G est semi-simple, le groupe continu
d’isotropie et le groupe continu d’holonomie (considéré en tant
qu’opérant sur les vecteurs) sont identiques au groupe adjoint de Lie.

On en déduit immédiatement qu’un espace 4 connexion affine sans
torsion attaché & un groupe G ne peut étre isomorphe 4 un espace
attaché 4 un groupe semi-simple G’ que si G et G’ sont isomorphes.

V. — Reconnaitre si un espace & connexion affine sans torsion
est un espace de groupe; translations et égquipollences absolues.

89. Pour qu’un espace & connexion affine sans torsion soit un
espace de groupe, il faut que le tenseur dérivé de son tenseur de cour-
bure soit nul, mais cette condition n’est pas suffisante.
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Plagons-nous & un point de vue différent. Convenons d’appeler
(ranslation infinitésimale, dans un espace &4 connexion affine sans
torsion, une transformation jonctuelle isomorphique dont les trajec-
tiores soient des géodésiques de I’espace (). Dans un espacede groupe,
les transformations

Te="T:T,
ou
Te =T, Ty,

ol T, désigne une transformation infinitésimale du groupe, sont évi-
demment des translations infinitésimales (c’est du reste sous ce nom
de translations que nous les avons considérées au n® 16). Les transla-
tions infinitésimales de premitre espéce, par exemple, forment un
sous-groupe simplement transitif du groupe d’isomorphie de l’espace.
Nous avons donc le théoréme suivant :

Pour qu'un espace & connexion affine sans torsion soit un espace
de groupe, il faut que son groupe d'isomorphie admetle un sous-
groupe simplement transitif de translations.

La réciproque est vraie.

Soit en effet G ce sous-groupe de translations. Choisissons dans I'es-
pace un pointorigine ( O), du reste quelconque, et prenons pour coor-
données d’un point arbitraire les paramétres de la transformation T
du groupe G qui améne le point (O) au point donné. Considérons
un sous-groupe 4 un paramétre de G : il est engendré par une trans-
lation infinitésimale; si le point mobile () estle transformé de (O) par
les opérations de ce sous-groupe, le point (§), tranformé de (@), sera
donné par

Te="TyTu,
et, ¢tant trajectoire d’une translation infinitésimale, le lieu de (£) estune
géodésique de 'espace donné. Les géodésiques de I'espace donné sont
donc identiques & celles de 'espace attaché au groupe G, et il est facile

(') L'expression ¢translation infinitésimale a donc ici une signification plus
large qu’au n° 4%, Dans le cas d’un espace de Riemann, on obtient ainsi les trans-
lations infinitésimales classiques, caractérisées par la propriété que les différents
points de I'espace décrivent des chemins infiniment petits égaux,



06 ELIE CARTAN,

de.voir en outre que le rapport de deux segments de géodésique est le
méme, soitqu'on considére I'espace donné comme 'espacedu groupe G,
soit qu’on le considére comme I'espace 4 connexion affine sans torsion
donné a priori; dans les deux cas, en effet, une translation infinitési-
male, effectuée deux fois de suite, fait décrire successivement & un
point deux segments égaux de la méme géodésique.

La démonstration montre en outre que la recherche des groupes (s
auxquels un espace 4 connexion affine sans torsion peut étre attaché
revient & celle des sous-groupes simplement transitifs de translations
de son groupe d'isomorphie.

90. Prenons comme exemple l'espace affine proprement dit a
r dimensions. Sil'on désigne par «', x*, ..., " les coordonnées carté-
siennes d'un point, toute transformation infinitésimale du groupe
d’isomorphie (qui est ici le groupe affine général) est de la forme
| Oz ’
— =Y a2t + a,
ot

k

Pour que cette transformation soit une translation infinitésimale,

au sens donné & ce mot au numéro précédent, il faut qu'un point

{
mobile dont la vitesse serait égale & — 52" ait constamment la méme

dt
vitesse géométrique, c’est-a-dire que

2 ait <2 a,txh + a") =o,

’ 1) k ,‘
d’ot1

Z aptar'=o, 2 atat=o.

k k

Cela revient a dire que le produit des deux matrices

at a* ... a"
1 2 r.
@ 4 - @ a, a* ... a,
R S x ce ae eee e
al a} al, cal a ... a

estnul. La translation proprement dite, au sens élémentaire du mot,
ne se présente que si la seconde matrice est elle-méme nulle.
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Pour obtenir un groupe simplement transitif de translations, au
sens généralisé du mot, il faut partir d’'un groupe (i & 7 paramcétres
pour lequel les coefficients cj;’ sont tous nuls. Si X, £, ..., X, fsontles
transformations du groupe dérivé, les crochets

(X: X)) (i=1,2, ..., hsj=1,2,...,7r)
sont tous nuls et les crochets
(xlt-gixlt+j) ("’./‘::lv veey ’—h')

sont des combinaisons linéaires indépendantes, du reste quelconques,
de X, f,..., X/
(X/L+ixlt+j) :2 cil—rl,/;+jlllxk./'
/..
On peut prendre par exemple

p) () 1 3 i d
Jh

Les transformations précédentes engendrent un groupe de transla-
tions de l'espace affine & » dimensions, et c’est, & un changement de
variables prés, le plus général.

91. La recherche d’un groupe simplement transitif de translations
isomorphiques d’un espace & connexion affine sans torsion revient au
fond a la recherche des équipollences absolues qu’il est possible de
définir dans cet espace de maniére :

1° Que les propriétés 1°-7° du n* 2 soient vérifiées;
2° Que deux segments égaux d’'une méme géodésique de l'espace
soient équipollents. '

Deux vecteurs infiniment petits seront considérés comme équipol-
lents s’ils peuvent étre regatdés comme les chemins décrits par deux
points dans une méme translation infinitésimale du groupe.

Si I'espace donné est 1'espace a conugﬁo;rafﬁne sans torsion d'un
groupe simple G, nous allons mon&n‘g{ﬁ\\ilﬁl ‘n’\é,gj‘;s pas d’autre équi-
pollence absolue satisfaisant aux ’g‘pdiii‘on?’,énfg ées que les deux

. i - ' -
Journ. de Math., tome VI. — Fascjl;% a2 } A i 13
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équipollences, de premiére et de seconde espéce, attachées au groupe
dans le Chapitre 1.

En effet le groupe continu d’isomorphie 11 de I'espace est défini par
I'équation
(22) Ty ="T,1T¢15,

puisque le sous-groupe de H qui laisse invariant le point origine est le
groupe adjoint et qu'il suffit de combiner ce sous-groupe avec les
translations de premiére (ou de seconde) espdce.

Cela posé, supposons que les équations (22) définissent un groupe
simplement transitif (i’ de translations de ’espace ; nous savons (n" 88)
que I'espace pouvant étre regardé comme attaché au groupe G/, les
deux groupes G et G’ sontisomorphes. Or les transformations T, qui
s'introduisent dans les formules (22) forment ¢videmment un groupe
isomorphe (holoédrique ou mériédrique) de (i’; comme G’ est simple,
c’est que T, peut étre une transformation quelconque du groupe G, a
moins que T, ne soit toujours la transformation identique.

Si T, était la transformation identique, i’ serait le groupe des
translations de premiére espéce, et 1'on retrouverait 'une des deux
¢quipollences classiques. Il en serait de méme si T se réduisait cons-
tamment & la transformation identique.

Il nous reste donc, comme seul cas 4 examiner, celui o T, pouvant
étre une transformation quelconque de G, il en serait de méme de T,.
Mais comme G’ ne dépend que de » paramétres, il faut qu'a chaque
transformation T, corresponde une transformation T, déterminde ; de
plus, la composition de deux transformations (22)

TE.':: Ta TE T;' 9 TE'= Tu"l‘ET.I;I' )
devant donner une transformation de la forme
'l‘gl": Tau TE TZ"I 3

il en résulte que la relation

TAT,= T
enlraine

T, Ty="Ty;

aulrement dit la correspondance & établir entre les transformations T,
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et T; est un auto-isomorphisme du groupe GG. A la transformation
identique correspondant évidemment la transformation identique, il
suffira de connaitre la correspondance entre transformations infinité-
simales.

Utilisons les parametres canoniques de S. Lie et supposons que T,
engendre un sous-groupe & un paramétre ¢ défini par

al=1ta (a* constants);
T; engendrera un autre groupe 4 un paramétre défini par

bi—=1¢p! (B! constants),
et 'on aura un groupe it un paramétre de translations

Ty == T T:T_ .
En particulier le point (5,) décrira une géodésique, et I'on aura
'IVt“ 'l\sufr-.lp — 'l“Y '[\Eu’
les v étant des constantes convenablement choisies; cette égalité peut
] I
s’écrire
T,a(TgoT__,ﬁTgol ) = TIY )
la transformation T; T_T;! peut se mettre sousla forme T_3, en dési-
gnant parZ BX;/ la transformation infinitésimale transformée de
i
2 B‘X./ par la transformation T, . On a donc
i .
Ty T-—t{; = T!y’
d’ou
yi= of— 51,
Partons maintenant du point T, Ty ; la méme translation que tout

a ’heure le fera passer au point

Ty Tl.,y Tg,, T. €= T\H-Io\*{ TEO‘
d’ott, en multipliant & droite par T3/,

Ty TI‘,'(T—tE = T(l+t.,1y = Tl,,‘; TI*(= Tl..*(Tr T-—tﬁ,
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d’ov enfin
T/aTz,,yz Tlo?Tlcc-

Cette derniére relation prouve que les deux transformations infini-
tésimales de paramétres o’ et 4’ sont échangeables entre elles; il en
est donc de méme des transformations infinitésimales de para-
métres-oi et B, '

Autrement dit toute transformation infinitésimale du groupe est
échangeable avec la transformation infinitésimale correspondante,
ainsi qu'avec toutes les transformations (ransformées de celle-la
par le groupe adjoint.

La conclusion est mainlenant facile & tirer. Partons d’une transfor-
mation infinitésimale générale Y £ du groupe; soit Y £ la trausfor-
mation correspondante; étant ¢changeable avec la premiére, elle fait
partie du sous-groupe abélien d’ordre ! (rang du groupe) auquel
apparlient Y £(*). Soit maintenant U/ une transformation arbitraire
du-groupe; Y £ doit étre échangeable avec la transformation transfor-
mée de Y fpar Uf, c’est-a-dire on doit avoir

((UY)Y)=o.

Prenons successivement pour Uy les transformations U,f qui
appartiennent aux différentes racines A; de I'équation caractéristique

de Y/; on aura
. WU, Y)=o0o ou (U,Y) =o.

La transformation Y £ étant échangeable avec foutes les transfor-
mations du groupe, doit étreidentiquement nulle, ce qui est absurde.
On arrive donc & unc impossibilité, ce qu'il fallait démontrer.

92. Si le groupe G estsemi-simple, et composé par exemple de deux
groupes simples de transformations S, et X,, on démontre d’unc
maniére analogue I'existence de quatre équipollences absolues, corres-
pondant 4 quatre groupes simplemeat transitifs de translations, a

(') E. Cartan, Thése, p. 55 (théoréme V).
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§avoir :
Ty =TS, 20
Ty = 8, T: 24,
Te=2,T;S,,
Te=8,24Tx;

la premiére et la derniére sont les équipollences classiques.

De méme lespace d'un groupe scmi-simple décomposable ¢n
k groupes simples admet 2% équipollences absolues satisfaisant aux
conditions énoncdes plus haut.

93. On peut se poser une deuxiéme question. Imaginons qu'il existe,
dans un cspace a connexion affine sans torsion, un ensemble linéaire
de r translations infinitésimales indépendantes, ces translations
n’cngendrant pas un groupe. On pourra en déduire une équipolience
absolue telle que :

1° Les propriétés 1° 4 6° du n* 2 soient vérifiées;
2" Deux segments égaux d’nne géodésique quelconque de l’espace
soient équipollents. -

Il suffira de regarder dcux vecteurs infiniment petits comme équi-
pollents s’ils peuvent étre considérés comme les chemins déerits par
deux points dans la méme translation infinitésimale de I'ensemble.

La réciproque est vraie. La transformation ponctuelle infinitésimale -
qui fait décrire aux différents points de I'espace des vecteurs infiniment
petits équipollents entre eux est évidemment une translation infinité-
simale, puisque les trajectoires de celte transformation sont des gco-
désiques et quc les segments infiniment petits décrits sur une méme
géodésique sont tous égaux entre cux,

La détermination de tous les espaces de Riemann admettant une
équipollence absolue satisfaisant aux conditions énoncées ci-dessus.a
été faite par M. J.-A. Schouten et moi {*). Je me borne & quelques

(Y) Over Riemannsche meetkunden die een absoluut parallelisme toelaten.,
(Verslag Kon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, t. 35, 1926, p. 505-518.)Sil'on
se borne aux solutions {rréductibles diu probléme, il n’existe que les espaces de
groupes simples et 'espace elliptique a4 7 dimensions; ce dernier admet une infi-
nité d’équipollences absolues.
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indications sur ce probléme pour un espace & connexion affine sans
torsion quelconque.

Attachons aux différents points de I’espace un repére cartésien dont
les  vecteurs unitaires veprésentent les vitesses du point considéré,
supposé soumis A 7 translations particuliéres (indépendantes) de I’en-
semble. On aura une translationinfinitésimale de I'ensemble en faisant
décrire & chaque point de 'espace un vecteur de composantes ¢ fizes
par rapport au repére attaché a ce point. Si les o' sont les coordonnées

d’un point infiniment voisin du point considéré, on aura des relations.
de la forme

(23) (o) = Z Sji[w/ w*],

(k)

les ;7 étant des fonctions convenablement choisies.
Toute géodésique est définie par des équations de la forme
w! wt o u"

— T e— ==, = — =ds
m” !

les m' étant des constantes arbitraires et ds étant la longueur de l'arc
élémentaire.

Les équations (23) expriment, sous une forme condensée, les rela-
tions
do(d)—dw!(d) :Z S;il 0w/ (3) w*(d),

Ik

ou s'introduisent deux symboles de différentiation échangeables entre
eux. Prenons poursymbole ¢ celui du déplacement dt a la translation

infinitésimale (¢), le symbole d se rapportant 4 un déplacement indé-
terminé dans 'espace. On a

wi(d) = e, dw! (Y=o,
el parsuite
dwi(d) :2 Sjil e/ (d).
ik

Cette équation prouve que, par la translation considérée, lc
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vecteur « subit l'accroissement élémentaire
Bu’.—.z S;ilel uh,
ik
Cela posé, considérons unc géodésique quelconque et le vecteur,
constamment équipollent a lui-méme, qui lui est tangent,

wt=mi;

par la translation, ce vecteur devra conserver des composanies fixes;
donc la différentielle de 1a somme

|l -
2‘ Sjite/ m*
ik

doit étre nulle quand on se déplace dans la direction de la géodésique.
Sinous posons

. O :

(24) dSﬂ":z SJ-./:"I ok,
h

nous aurons donc

S
Z Siiine! mkmh =,
iy k

1l en résulte les relations suivantes, qui expriment (u'on a bien
affaire & des translations infinitésimalcs,

Sﬂ!l nt S]ittl f= 0.
Comme on a
S;if+Sii=o
Ik kj — %1

il en résulte que, l'indice ¢ étant fix¢, les quantités

(23) Siivn=S8ii’
sont les composantes d’un systéme de trivecteurs; chacune d’elles se
reproduit, changée ou non de signe, suivant qu’on effectue sur les
indices inférieurs une permutation impaire ou paire.

Siles quantités Sj;; étaient towtes nulles, les coefficients S;;’ seraient
tous constants et 'on retrouverait une équipollence absolue attachée
a un groupe (n"46).
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La dérivation extérieure des équations (23 ) donne, en égalant &
zéro le coefficient de [w/ w'w?*],

. . 1 ; ~ -
(26) Sjiif=— 3 3 (S5if Sy + S Sgif + Si? Spid ).
0
La dérivation extérieure des équations (24) donnerait des relations

entre les coefficients S/,
Un calcul facile donne le tenseur de courbure

Ripn= T'E 2 (2843, Sg! — S;iP Spir/ + 5P Sgil ).
¢
Il serait intéressant de poursuivre 1'étude des espaces pour lesquels
toutes les équations obtenues sont compatibles. En tout cas, pour r = 2,
on n'obtient que les espaces de groupes, puisque le systéme de trivec-
.teurs S,/ est nécessairement nul. Il en est de méme pour r = 3, car,
dans ce cas, en posant S;;;'=a/, on a

dS;;'=alw;

I’équation »® = o est donc complétement intégrable; par suite S;;* =o,
d’ot a* =0, et de méme a' =a®= o : les S; sont des constantes.

CHAPITRE YV,

LA CONNEXION PROJECTIVE NORMALE D'UN ESPACE DE GROUPE.

1. — Définition de Yespace projectif d’un groupe.

94. Considérons les géodésiques de l'espace a connexion affine
sans lorsion allaché & un groupe. Elles permettent, comme on sait ('),
de définir un espace 4 connexion projective normale admettant les
mémes géodésiques.

*
(1) E. Cartan, Sur les variétés a connexion projective ( Bull. Soc. math.,

t. LII, 1924, p. 205-241). Je désigne ici par w/, Q, ce que, dans le Mémoire cité,
je désignais par o/ — wo®, 2,/ — ,°.
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Atlachons par exemple 4 chaque point de I’espace le repére carté-
sien de seconde espéce (n° 34); la connexion affine sans torsion est
d éfinie par les composantes o', w/, avec -

(m")’:z ¢ji' o/ wh],
(4

N S
/= -;ct:;‘frn*.

La connexion projective normale sera définie par les composantes
o', w/, auxquelles il faudra joindre r nouvelles formes w,*. On a ici

2 Q=
{

puisque l'espace admet une unité de volume absolue. Les formes
seront déterminées par la condition suivante :
Si 'on pose

(0, /Y =[w 0] +Z [ wid]) -—-2 P/ in[ o o],

(k)
on devra avoir

2 P,”"//;: 03

k
2[&)‘ wf]=o.
¢

en outre, on aura

Soit alors
0)}'—’—?2 Aot (Ay=Ay).
k
Ona
2 (Réin— Piin) [0 o)"] “2 Apw/ o],
(kh)
d’ou :

Pik;’k= Rik]'k%- A;j,
et par suite, en tenant compte de (7) (n°60),

8

Ai/'— 11(1— &(I’ I)E ,41 ;}l 4(’,_1)

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1927. I/|
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en désignant par g; les coefficients de la forme quadrauque ¢ (e)
(n°65).

Finalement, on a

(n 0= [T/l—_l—) 2/: ik ot

95. Pour définir la courbure projeclive de l’espace projectif normal
allaché au groupe G, il faut, a coté des quantltes P}, calculer les
formes

Qo = (o) — 3 [0 w,7].
k

Or nous avons vu que, dans I'espace & connexion affine sans torsion
allaché au groupe, le lenseur g;; esl laissé invariant par le transport
par parallélisme, autrement dit a son tenseur dérivé nul. On a donc

2 (&1 0P+ gjp wf)=0.
p
On en déduit
4(/‘—-1)9,0-— sg,p[w mAP]-—ng[w,Pm‘]l_.o.
hp
Le déplacement projectif associé & un cycle élémentaire laisse donc
invariant I'hyperplan formé par les sommets du (» + 1)-&dre de réfé-

rence autres que l'origine. Les points de cet hyperplan sont trans-
formés par une transformation infinitésimale de la forme

2 P[ dﬂ ll‘ paﬁ

(%3, 4,k

en désignanl par p*# les composantes contravariantes de I'aire limitée
par le cycle élémentaire. En remplacant les P/,g par leurs valeurs, la
transformation homographique infinitésimale associée & un cycle élé-

mentaire est
1 af : 9Of
(2) A 2 “ﬁpcsﬂ Pt 0u"+ (r—l)zg"p/ “T'

(af)hkp i,j,k

En particulier, la transformation associée au cycle dont toutes les
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composantes sont nulles, sauf p*f = 4, est

, o - 1 af of
(3) Uapfzz‘ c&ﬁf‘cl;)'l" u‘d—‘{,‘ﬁ- (———-,,_1)2<6’1a u'm"'étﬁutm .
4

Lkp

96. Les composantes de la courbure projeclive P/.g peuvent étre
définies encore de la maniére suivante. Appelons produit scalaire de
deux transformalions infinitésimales du groupe : Uf = Eu'X,f
el Vf=2X¢'X,f, la quantilé :

Y giuei=UlV.
R il
On a alors les relations

(4) (X(X;X0) = =2 X X Xaf + ==Xl X Xpf = — 6 Y, PRuXo £,
P

1I. — Les groupes dont Vespace projectif est sans courbure.

97. Le premier probléme qui se pose est celuni de la déiermination
des groupes dont I'espace projeclif est sans courbure (groupes a cour-
bure projective nulle), ou, d’une maniére plus intuitive, dont Yespace
admet une représentation géodésique sur I'espace projectif ordinaire.
Il faut et il suffit pour cela qu'on ait, quelles que soient les trois Lrans-
formations infinitésimales U/, Vf, W du groupe,

(5) (U(YW)) = —=U|V.Wf— ——U[W.Vf.

Cherchons d’abord ceux de ces groupes pour lesquels la forme ¢(e)
estidentiquement nulle : il faut alors que la courbure de I’espace affine
sans torsion du groupe soit nulle. Nous avons obtenu (n° 90) tous ces
groupes. '

Supposons maintenant que la forme ¢ (¢) ne soil pas idenliquement
nulle, et soit Y/ une transformation infinitésimale particuliére telle

1 ‘al ’
quomait Y|Y=r—1.

'On aura alors

1
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Les racines de I’équation caractéristique relatives a Y f ne sont pas
toutes nulles, puisque la somme de leurs carrés est égale & 7 — 1. Choi-
sissons r — 1 transformations infinitésimales de base, indépendantes
de Yf, et appartenant chacune & une racine de l’equauon caractéris-
tique. On sait que si X; /' et X; / appartiennent aux racines a; et a, le
crochet (X, X ) appartient 4 la racine @;+ a; ('). Il résulte de la que
si X;fappartient 4 une racine @; différente de zéro, le produit sca-
laire Y [X, est nul : si en effet nous posons Y/ =X, f, la somme

Y]XI__Zc 7

aura chacun de ses termes nuls, sinon on devrait avoir
, ap-:—— Agy a;+ Ag :'aP,
d’oul '
a, = 0.
De la résulte la formule générale
(Y(YX)) =X f,
valable si @, 0. Si a; est racine simple, on a
, (YX))=a:/ X f,
d’ou
af==1.

Si a; esl racine multiple, et si X;f, X f,... appartiennent i cette
racine, on pourrait @ priori penser qu'on a des relations de la forme
(Yx,):a,x,f, (YX' -—a, 1f+Xf, ey

mais cela serait contradictoire avec la formule
(Y(YXD) =XI/.

Finalement, on voit que les racines non nulles de I'équation carac-
téristique sont toutes égales & + 1 ou & — 1, et que, pour toute trans-
formation infinitésimale X, / appartenant & une de ces racines, on a

(YX;):G,‘X,‘f'

(*) E. Cartan, Thése, p. 41 (théoréme X1).
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Le carré scalaire Y|Y étant égal & la somme des carrés des racines i
il faut qu'il y ait r—1 racines égales & =1:

(6) (YX))=aX,f (ale;[::',29~~-s"'*‘)'
Le crochet de deux transformations X;s, X;f appartenant a la
méme racine est nul, puisque la racine 2 ou — 2 n’existe pas; quant au
crochet de deux transformations X;f, X; f apparilenant l'une & la
racine + 1, l'autre & la racine — 1, il doit appartenir a la racine zéro,

c’est-a-dire étre proportionnel a4 Y/
(7) (X, X,‘):ijYf (a;+ aj=0).
La formule (5) donne d’autre part
(X(YX)) == —— X X;.Y/,
ou, en supposant ¢; =1, a,= — I,
. Ci= 3 X,|X
Or , ,
X X;= Zc S =cle o ey J=12cy
d’ou
(r—3)c;=o.

Sir> 3, tous les ¢;; sont nuls. Si» = 3, on peut avoir c,, 5 o.

98. Nous tirons de la discussion précédente la conclusion suivante :

Les groupes dont 'espace admet une représentation géodésique
sur Uespace projectif ordinaire forment trois classes :

1° Les groupes dont l'espace affine sans torsion a une cour bure
nulle ;

2" Les groupes dont la structure est définie par les formules
XoX)=aX;f (ai=F15i=1,...,r—1),
X;X;) =o (l,‘/—..l,....,r'-——l);

3" Le groupe simple a trois parameétres dont la structure est

XoX)) =X, f, (XoX))=—X.f, (X,Xa)=Xof.
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L'espace d’un groupe de la premiére classe admet une représenta-
tion géodésique sur l'espace affine avec conservation du rapport des
arcs d’une méme géodésique,

L’espace du groupe dela troisiéme classe admet une représentation
géodésique sur l'espace projectif ordinaire, la métrique sur chaque
géodésique devenant cayleyenne (hyperbolique ou elliptique) : 'espace
du groupe est en effet un espace de Riemann & courbure constante.

Quant aux géodésiques de I'espace d’un groupe de la seconde classe
il est facile d’avoir leurs équations. Lin effet, les équations de struc-
ture sont de la forme

(0")'=o,

(o) =a;[we];
on peut alors poser ‘

0’ = —E—é’ wi=Eidél,
Les équations
wiz= Giy®
donnent, par intégration,
Cié

= ¥ -+ D (ai=1),

f= Cit+W  (gj=—1);

la possibilité de la représentation géodésique sur I'espace projectif
ordinaire devient évidente. Quant 4 la métrique sur chaque géodé-
sique, elle est donnée par la formule

s=alogf+ b&;

elle est cayleyenne, I'absolu étant sur chaque géodésique formé par
les points d’intersection de la géodésique avec deux hyperplans fixes.

Remarquons que, parmiles groupes de cette seconde classe, setrouve
le groupe des déplacements euclidiens du plan. $i I'on représente un
point de I’espace a trois dimensions de ce groupe par la position d’une
figure plane de forme invariable mobile dans son plan, les géodésiques
de cet espace sont représentées par I’ensemble des positions qui se
déduisent de I'une d’elles par rotation autour d’un point lixe (ou par
translation paralléle & une direction fixe).
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III. — Le groupe d’isomorphie de l’espace projectif d'un groupe.

99. Une transformation ponctuelle sera dite une « isomorphie » de
I'espace projectif d'un groupe si elle laisse invariante la connexion
projective de cet espace, ou encore si elle laisse invariant I’ensemble
des géodésiques de U'espace. Toutes les transformations ponctuelles
du groupe d’isomorphie affine H sont évidemment des isomorphies
projectives. :

Si le groupe G entre dans une des trois classes déterminées dans le
paragraphe précédent, le groupe e d'isomorphie projective est iden-
tique (grice & un choix convenable des variables) au groupe projectif
général.

Il existe une méthode réguliére pour trouver les équations de défi-
nition du groupe d’isomorphie projective ¢, et par suite sa structure.
Si 'on utilise, comme au paragraphe I, les repéres cartésiens de
seconde espéce, les composantes du tenseur de courbure projective
sont des constantes. Déterminons alors toutes les transformations
homographiques qu’on peut faire subir au repére sans changer ces
composantes; il en résultera, dans le cas général, que certaines des
relations linéaires qui existent, dans le cas du repére de seconde
espice, entre les o’ et les composantes w/ et v, de la connexion pro-
jective, devront subsister avec le repére plus général obtenu. 11 se
pourra que ces relations, par suite des conditions d’intégrabilité,
ne soient plus compatibles avec ce repére général. On sera ainsi
conduit, de proche en proche, & trouver le groupe d'isotropie projec-
tive, d’ot1 I'on déduira le groupe d’isomorphie projective.

La restriction énoncée dans la phrase soulignée ne se présentait pas
dans la recherche du groupe d’isomorphie des espaces & connexion
affine sans torsion pour lesquels le tenseur dérivé du tenseur de cour-
bure est nul.

100. Les considérations générales précédentes seront un peu
éclaircies par un exemple traité complétement.
Partons du groupe d’ordre 3 dont les équations de structure sont

(X, Xs) = X4/, (Xs X)) =Xof + Xo f; (X,Xy) =o.
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La forme g(u’) se réduit icia 2(u')*, de sorte que le seul coefficient

différent de zéro est
g‘i-:—— X‘IX‘:—' 2.

L’adoption du repére de seconde espéce conduit aux formules

(') =0,
() =[0'w] + [o'w?],
(0"Y=[w'w"],

avec

mi=o, w) = o, wl=o0;

t— Lt e — Lo e _ o

of = (o }s n=— o, Wi =— '
1 : 1

3 — 3 3 — 3 — 1.

Wy — —W G, =0 Wa Z=— =0}

1= 59 2 ) 3 50
1

m‘,’:zm', w3 = o, w}) = o.

Les formes Q/ et Q,° qui définissent le tenseur de courbure projec-
tive sont :

Ql=o, Qi=o0, Ql=o,
1

Q2-= 2 [0'w'], QF=o, Qi=o,

Q= o, i=o, Qi =—o,

Qi=o, Q=o0, &Q)=o.

La transformation infinitésimale projective associée 4 un cycle arbi-
traire est, en appelant ©', u?, u’ les coordonnées non homogénes d’un
point,

ettt 2L,
(8) 2[o> w’]u o

Soit
= alU'+ a} U+ o/ U®
T 1+a'U'+al U+ a U*’
. atUl + a2 U+ a2 U?
u*r= il
1+ alUl+ al U+ o U?
aj U+ aj U+ aj U?
T 1+ alUl+ ad U2+ ad U?

la transformation homographique correspondant 4 un changement de
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repére; on en déduira
w=al Q'+ alQ+ a; Q8
N =alQ' + ajQt+ aiQd,
wi=aiQ 4+ al Q2+ al Q3.

La forme (8) devant étre conservée, on voit déja que o' et ©* ne
dépendent que de Q' et 2, que de plus le numérateur de «'ne dépend

que de U'; enfin, d—()UL,ne devant dépendre que de ¢;’—;¢,” il faut que '

et «#° ne dépendent pas de U?, c’est-a-dire a) = o.
On a done

a)aj[R'*]a U of
1+ alU' + al U Ju,

a3 a

SR L orarr s Corupery s
d’ou

ai = (al)al.

Les formules de transformation cherchées sont donc

k(,._, al U ~ ‘

l—f-a‘,’[)'—*—af{U”’
ail'+ (a})ai U+ ai U?

14+ afU'+ o} U3
_ail! —Fa"U“ .
T+ at U+ afUY

(9) {ut=

elles donnent les transformations infinitésimales

i of L .0 of 5. .
L Pl AR T R Pk “'W’ i A
J J
"1<“I of - 205* T oi)’
f f of
‘“(“‘out - )

Sil’on désigne par

Ze,/u‘ +2e u’(Z dl{;)

)

la transformation projective la plus générale laissant fixe I'origine et
Journ. de Math., tome VI, — Fasc. I, 1929, 15
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conservant les composantes du tenseur de courbure, on voit qu’on a

| 2 3 — | — | R - 3 — 0 —.
2e|—el-+el=o, e, =o, el =o, ei=o0, ej=o.

Les cing quantités
20— 0} + 0}, o), o), 0 o

sont donc, avec le repére le plus général compatible avec les compo-
santes données du tenseur de courbure, des combinaisons linéaires &
coefficients fixes de w', »?, »*; par suite, on a, comme avec le repére
de seconde espéce,

La dérivation extérieure donne, en supposant toujours le repére le
plus général compatible avec les composantes données du tenseur de
courbure :
f[0']+3[wlw?]=Do,

[wiw!]=o0.
Il faut donc poser

L3

wi=o0,

= —=ml,
4

Une nouvelle dérivation extérieure donne

[w'wl]=o,
d’ou

f—
w}=o.

Finalement, nous devrons prendre

et il restera un repére dépendant de quatre parametres arbltralres
avec les quatre composantes arbitraires o}, o}, ®?, ®} ‘
“Les équations de structure du groupe d’ 1somorphle cherché sont
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donc
(&)’)’:o,
(w7)'= [0t 03] + [0? 03] + [0 03],
(o) =[o* 6] + [0 0],
(10) (o} =[0fof] + [0fa] + [0 w*] + 5 [0' o], :
(w3) =o,
(w3)=o,

NCHEICTHES O
\

Le groupe d'isomorphie projective ¢ est &4 7 paramétres; il se con-
fond avec le groupe d’isomorphie affine H : toute transformation
géodésique conserve la métrique de chaque géodésique.

Le groupe continu d’isotropie projective s'obtient en faisant dans

les formules (9)
al=1, a})=aj=o0;

en réalité, il se confond avec le groupe continu d’isotropie affine.
Le groupe d’isotropie contient en outre une famille continue de
transformations obtenue en prenant a; =—1.

k ]

101. Ily a un cas général important : c’est celui ou toute transfor-
mation projective qui laisse invariantes les composantes du tenseur
de courbure laisse également invariant ’hyperplan a I'infini du repére
cartésien de seconde espéce. Le groupe d’isotropie projective est alors
confondu avec le groupe d’isotropie affine, et le groupe d’isomorphie
projective J¢ est identique au groupe H. La circonstance envisagée
ne se produit pasimmeédiatement dans I'exemple du numéro précédent,
mais elle finit par se produire, et le résultat final est le méme.

Dans le cas oul le groupe G est semi-simple et distinct du groupe
simple & trois paramétres, la transformation infinitésimale projective
associée & un cycle arbitraire engendre, comme nous le verrons plus
loin (n° 104), le groupe général des rotations, et par suite ne laisse
invariant aucun autre hyperplan (ne passant pas par l'origine) que
I’hyperplan a 'infini du repére cartésien de seconde espéce. Par suite,
le groupe d’isomorphie projective jese confond avec le groupe H, et,
d’aprés ce qui a été vu plus haut, le plus grand groupe continu de
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transformations géodésiques de I'espace du groupe est (n® 91) formé

des transformations -
: ' Te=Ts T T,.

Il serait intéressant de savoir d’une maniére précise s'il existe, en
dehors des groupes dont 1'espace projectif est sans courbure, d’autres
groupes pour lesquels le groupe d'isomorphie projective 3¢ est plus
grand que le groupe d’isomorphie affine H.

4102. Une autre question importante est celle de I'isomorphisme
projectif de deux groupes. Une condition nécessaire pour cet isomor-
phisme est qu'on puisse choisir les transformations infinitésimales de
base des deux groupes de maniére que les composantes P,/;; aient les
mémes valeurs numériques. La condition analogue est suffisante pour
I'isomorphisme affine, parce que la connaissance des constantes R/,
déterminait complétement le groupe d’isomorphie. Il n’en est plus
nécessairement de méme ici, et c’'est une question qui demanderait
a étre étudiée. Si 'on se donne un systéme de constantes P;/,, (dont
le tenseur contracté soit nul), la méthode indiquée au n° 400 permet-
trait de déterminer, s’ils existent, les groupes dont les constantes
données définissent la structure projective ; mais, s'il existe une solu-
tion, n’en existe-t-il qu'une, ou en existe-t-il plusieurs, voila ce qui
serait & élucider.

IV. — Groupe d’holonomie de l’espace projectif d’un groupe.

103. Le groupe d’holonomie d'un espace & connexion projective
est le groupe formé par les transformations projectives associées a un
cycle arbitraire issu d’un point donné. Si I'espace est sans courbure, le
groupe d’holonomie se réduit a la transformation identique (ou mieux,
c’est un groupe discontinu). :

Nous allons nous borner & étudier le groupe d’holonomie de I’espace
projectif d’un groupe semi-simple d’ordre > 3.

La forme quadratique ¢(e) étant ici non dégénérée, nous pouvons
choisir les transformations infinitésimales de base de maniére & n’avoir
que des termes carrés, avec le méme coefficient que nous supposons
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égal & — (r — 1). Nous avons alors
X Xi=—(r=1), X|X;=o0 (i#))

it 9
Eaf:ZCai’eia?
l)/

laissant invariante la forme ¢(¢), il en résulte

Le groupe adjoint

R R )
Cal = cdi'

Nous écrirons c,;; au lieu de c;}; les quantités ¢;;x deviennent alors les
composantes d’un systéme de trivecteurs. On a de plus

Xi| Xy=— 2<cu.k)==—zz<cﬂ,m —(r—),

(k)

X(I X/= —_— 22 Cink Cjhk = 0.
. (kR)
Par suite,

2 (clhi )2 — 2 Citk Cjnk = O (i ?fj)‘
(hk) hk)
La transformation infinitésimale proj ective U¢§ f (n° 93) s’écrit ici

of ut 9
Uapf = Z CaBp Chikp (a" Sk~ du" ) ()u“ .

(hki,p

Nous poserons, pour abréger,

d
n — g dj;, =VuS=—Vir/f

)u‘
et nous avons

Uagf=—Vapf+ 2 Cap Cuip Vhr S
(hk), 6

104. Les transformations infinitésimales Uaba f sont les opérations
qui engendrent le groupe d’ho'onomie. Or on a, i étant un indice

donné,

2 ciaf Uag f = —Z capVap [+ ’__2;1 2 cok Ve f = .

(@B (@B) (k) (@8
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Le groupe d’holonomié contient donc les 7 transformations infinitési-
males

2 ek Vi fr

(k)

et par suite, d’aprés I'expression de U,g f, toutes les rotations Vg f.
Cela veut dire d’'une maniére précise qu’étant donné un point quel-
conque de I'espace projectif, le groupe d’holonomie, avec un repére
convenablement choisi ayant ce point pour origine, contient toutes
les transformations infinitésimales Vg f.

D’autre part, les relations

. . . 1 .
W/ + mj'zo, 0)10:—‘5&)"

qui existent avec les repéres choisis, montrent que I'espace peut éire
regardé comme un espace non holonome dont le groupe fondamental
est le groupe projectif de la.quadrique Q

(a')+ ()2 ...+ 4(u')=o0;

en effet, quand on fait le développement sur l'espace projectif attaché
a un point, chaque repére se déduit du repére infiniment voisin par
une transformation de ce groupe. |

Des deux résultats obtenus résulte que le groupe d’holonomie est un
groupe de déplacements cayleyens (I'absolu étant la quadrique Q)
qui contient uné rotation infinitésimale arbitraire autour d’un point
arbitraire. On en déduit immédiatement qu'il contient tous les dépla-
cements cayleyens.

Par suite, le groupe d’holonomic de [espace projeciif d’un
groupe semi-simple d’ordre supérieur a 3 est le groupe des depla-
cements cayleyens par rapport & une quadrique non dégénérée
prise comme absolu.

Si le groupe est & paramétres réels et que la forme ¢(e) soit définie
négative (ce qui peut se réaliser pour chaque structure semi-simple
complexe), le groupe d’holonomie est le groupe des déplacements
cayleyens elliptiqgues. Pour un groupe a paramétres réels, on n'a
jamais le groupe des déplacements cayleyens hyperboliques.
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V. — L’espace conforme d’un groupe semi-simple.

108. L'espace a connexion affine sans torsion d'un groupe semi-
simple étant un espace de Riemann, on peut considérer I'espace a
connexion conforme normale qui lui est attaché. On démontre, par
des procédés et des calculs analogues 4 ceux qui viennent d’étre em-
ployés, les deux théorémes suivants :

1. Sil’ordre du groupe est supérieur a 3, le plus grand groupe
continu de transformations conformes de U'espace du groupe est
Jormé des transformations

Te=T,T:T,.
3

2. Silordre du groupe est supérieur a 3, le groupe d’holonomie
de U’ espace conforme du groupe est le groupe des transformations
conformes qui laissent invariante une hypersphére fixe (groupe
des déplacements non euclidiens).

Si 'ordre est égal a 3, et dans ce cas seulement, I’espace conforme
du groupe est sans courbure et son groupe d’holonomie se réduit par
suite & la transformation identique. '

Le premier théoréme signifie que le gro@umu des transfor-
mations ponctuelles qui conservent I'angle’ ¢ de deux directions de
symboles Xf et Y/, angle donné par ; R 2

[}
1+

0s¢ = __X_'L ; //
- =R,
est formé des transformations ~
Te=T,T: T.



